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Abstract

La FElasticidad Lineal es una disciplina que estudia los solidos eldsticos que, bajo fuerzas externas, gene-
ran una respuesta mecdnica en régimen eldstico y lineal. En particular, es de especial interés el estudio
de las tensiones y las deformaciones en un punto cualquiera del sélido, lo que se conoce como problema
elastico. Por otro lado, el problema eldstico de tension plana —esto es, en dos dimensiones— es muy
habitual en ingenieria. Previamente a su estudio, es necesario obtener en primer lugar el denominado
estado tensional en el entorno diferencial de un punto del solido eldstico, para calcular posteriormente
los distintos valores que pueden alcanzar las tensiones en ese punto para una direccion cualquiera.

Con este fin, en el presente trabajo se muestra un laboratorio virtual basado en el método grdfico denomi-
nado Circulo de Mohr —atribuido al ingeniero Otto Christian Mohr (1835-1918)—, que permite representar
el estado tensional en un punto a partir de unas variables introducidas por el usuario. FEl laboratorio vir-
tual MOHR, elaborado con el paquete MATLAB a través de su interfaz grifica de usuario (GUI), permite
una interactividad total, pudiendo obtener los valores de las tensiones para cualquier direccion. FEsta
aplicacion constituye una excelente herramienta de ensenanza y aprendizaje del problema eldstico en las
titulaciones de grado en ingenieria.

Linear elasticity is a discipline that studies the elastic solid under external forces that generate a mechani-
cal response in linear elastic regime. In particular, it is of special interest to study the stresses and strains
at any point of the solid, which is known as the elastic problem. Moreover, the problem of plane stress
state —that is, in two dimensions— it is very common in engineering. Prior to its study, it s necessary
to first obtain the so-called stress state in the differential vicinity around a point of the elastic solid, then
calculating the different values that can reach the tensions at that point in any direction.

This paper shows a virtual laboratory based on the graphical method called Mohr’s Circle —attributed to
engineer Otto Christian Mohr (1835-1918)— which allows to represent the stress state at a point from
a user-defined set of variables. The virtual laboratory MOHR, implemented with the MATLAB pack-
age through its graphical user interface (GUI), allows full interactivity and can obtain the values of the
stresses in any direction. This application is an excellent tool to support the teaching and learning process
of mechanics-related subjects in engineering studies

Keywords: Circulo de Mohr, estados tensionales planos, componentes intrinsecas, tensiéon y deformacién, direc-
ciones principals, Fémula de Cauchy.

Mohr’s Circle, Plane Stress States, Intrinsic Components, Stresses and Strain Principal Directions, Cauchy’s
Formula
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1 Introduccion

La mecéanica del sélido deformable, a diferencia de la mecanica del sélido rigido, estudia el
comportamiento de cuerpos que se deforman al ser sometidos a cargas exteriores. Estas defor-
maciones quedan materializadas en forma de movimientos relativos entre los puntos del cuerpo
y llevan asociadas la aparicién de fuerzas internas y, en consecuencia, de tensiones. La deter-
minacién de estas deformaciones y tensiones en cada punto del sélido constituye el objeto de
la Elasticidad. El estudio de las tensiones y las deformaciones en un punto es necesario en los
recorridos curriculares relacionados con la Ingenieria Civil o la Ingenieria Mecéanica

Con este fin, en el presente trabajo se muestra un laboratorio virtual basado en el método gréfico
de los Circulos de Mohr que permite representar el estado tensional en un punto a partir de
unas variables introducidas por el usuario. El laboratorio virtual Circulos de Mohr, programado
mediante el programa matematico multifuncién MATLAB como una interfaz grafica de usuario
(GUI), permite representar el estado tensional en un punto, dibujar y cuantificar las tensiones
que intervienen .e interpretar la influencia de las mismas en el resultado final. No son necesarios
conocimientos informaticos de programacion, aunque si lo son los concernientes a la materia
Elasticidad.

2 Estado tensional en un punto un sélido elastico

Si se considera un sélido elastico en equilibrio estatico, sometido a una serie de fuerzas exteriores
y se realiza un corte transversal en el cuerpo, en cada uno de los puntos de la seccién de corte
apareceran una serie de fuerzas internas que son las que impiden que las dos partes del solido
elastico se separen.

o= A L

Figura 1: Concepto de tensién en un punto.

Dado un elemento de seccién dA sometido a una fuerza dF', se define el vector tensién T,, en
un punto P de una superficie cuya normal es n como (Figura 1):

T, = lim d—F

dA—0 dA
El vector tensién T,, proporciona informacién acerca de la distribucién de las fuerzas internas
en cada punto de la seccién de corte, y especialmente su intensidad y direccionalidad. El vector
tension depende del punto P del sélido elastico y del plano de corte m, caracterizado por su
vector normal n. Sin embargo, el vector tensiéon no proporciona directamente una informacion
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util a los efectos del diseno en ingenieria, pues los materiales responden de manera distinta a las
fuerzas que tienden a separar las superficies, que a las fuerzas que tienden a que las superficies
deslicen entre si. Se hace necesario representar la tensiéon en un punto de un sélido elastico
mediante sus dos proyecciones fundamentales: la tension normal o, a la superficie y la tensién
tangencial 7,,.

2.1 Componentes intrinsecas del vector tensién

Figura 2: Componentes intrinsecas, normal y tangencial del vector tension.

Para descomponer el vector T,, en dos componentes, un vector en la direccion normal al plano,
on v otro, 7,, en la direccién perpendicular a la anterior contenida en el plano 7 basta con
proyectar utilizando las propiedades del producto escalar de dos vectores, de la forma:

op,=T,-n, 7,=+T, T,—02

Las dos componentes o,, v 7;, del vector T,, tienen un valor independiente de sistema de referen-
cia y se denominan componentes intrinsecas del vector tensién. Puesto que los materiales tienen
un comportamiento distinto frente a tensiones normales o,, que frente a cortadura 7, son estas
componentes intrinsecas del vector tension las que proporcionan una informacién realmente ttil
en el diseno de elementos resistentes en ingenieria.

2.2 Matriz de tensiones de Cauchy

En la mayoria de las aplicaciones, la definicién del estado tensional en un punto a través de
un vector es poco ttil, ya que existen infinitos planos de corte que pasan por un punto, y en
consecuencia infinitos estados de tension posibles alrededor del punto. Seria deseable buscar una
forma de caracterizar el estado de tensiones con independencia del plano de corte, utilizando
unos ejes coordenados de referencia, para luego poder obtener, las tensiones en un plano de corte
particular (como por ejemplo el plano de una unién pegada inclinada, un plano de soldadura,
etc.).

Para ello, cada punto P del sélido se caracteriza por un volumen diferencial formado por
un cubo de aristas diferenciales, pudiendo interpretarse cada una de las caras de dicho cubo
como un plano de corte en el entorno del punto, en cuyas caras aparecen las correspondientes
proyecciones normal y tangencial de los respectivos vectores tension. De este modo, en cada
punto P, una vez escogidos unos ejes coordenados, se pueden agrupar las distintas componentes
en forma de una matriz [a] que define el estado de tensiones del punto P y que incluye todas
las componentes de los tres vectores tension anteriores.
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Figura 3: Estado tensional en el entorno de un punto.

A la matriz [a] se le denomina matriz de tensiones de Cauchy o tensor de tensiones. FEl
conjunto de tensiones que aparecen en las distintas caras del elemento diferencial de la Figura
3 se denomina estado tensional en el punto P. El estado tensional de un punto P respecto a
unos ejes coordenados queda definido por las nueve componentes que componen la matriz de
tensiones, frente a las dos componentes intrinsecas que definian el vector tension asociado a un
plano.

2.3 Estados tensionales planos

En ingenieria es elevado el nimero de problemas que se pueden simplificar notablemente por
razones del tipo de carga y de la geometria del sdlido, estudiando el problema sélo en dos
dimensiones. Entre ellos estan los llamados casos de tensién plana. En estas condiciones la
matriz de tensiones del punto P queda definida por tan solo cuatro componentes.

Figura 4: Estado tensional plano.

Formula de Cauchy

Conocida la matriz de tensiones de Cauchy [a} respecto un sistema de referencia dado, a través
de la Férmula de Cauchy es posible obtener las componentes de la tensién en cualquier otro
plano que no coincida con los ejes utilizados coordenados para formar la matriz, pudiendo
obtenerse asi informacion del conjunto infinito de tensiones que pueden aparecer en ese punto
del sélido elastico.
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Si se considera un elemento triangular de lados dz, dy, ds en el entorno de un punto P de un
solido elastico y se estudia el equilibrio del mismo puede obtenerse el vector tensiéon T, sobre
la superficie ds, cuya normal es n = (cos a, cos [3):

AT . T\ (05 Tay) [COSQ
T, = [0} -n o bien (Ty> = (Tya: 0y> (COSB) .

-

Figura 5: Tensiones en un elemento bidimensional con un plano inclinado.

Tensiones y direcciones principales

Dado que la matriz de tensiones en un punto es siempre simétrica y real, es posible su dia-
gonalizacion. La raices de la ecuacion caracteristica o > o9 son también niimeros reales e
independientes del sistema de referencia empleado. A los valores propios de la matriz [a} se
les denomina tensiones principales y a sus correspondientes autovectores u; y usy direcciones
principales.

Los valores propios acotan los valores de las componentes intrinsecas normales de los infinitos
vectores tension en un punto. Fisicamente, las direcciones principales representan los planos de
corte en los cuales no existen tensiones tangenciales, lo cual es interesante conocer dado que los
materiales no presentan el mismo comportamiento a traccién o compresién que a deslizamiento
o cortadura.

Para buscar los valores principales, se plantea la ecuacion:

=0, esdecir (0, —0)(0y—0)—7,, =0,

de donde resultan las dos raices de la ecuacion caracteristica:

Oy + 0 Ogx — Oy\2
Ui:Tyi\/(Ty) +T§y. (1)

A partir de los valores propios se pueden obtener finalmente las direcciones principales, dadas
por las dos autovectores correspondientes.
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Circulo de Mohr

Cuando se trabaja con problemas de tension plana o deformaciéon plana es importante poder
obtener los distintos valores que pueden alcanzar las tensiones para distintos planos de trabajo
(Figura 6).

5]

Figura 6: Transformacién de tensiones.

Conocida la matriz de tensiones en el punto P, se pueden obtener las tensiones para cualquier
otra orientacién n = z’ definida por el dngulo 6 respecto al eje = (Figura 6).

El vector de tensién asociado al plano inclinado sera:

T Oz Tay) [cOsO) (o, cost + 7,,send
Ty ) \7ye 0y senf /] \ oysenf + 7, cos 0
y sus componentes intrinsecas (o, 7,):

Op = Oy = O ; %y 4 2= ; %y c0s(260) + T,,sen(26),

Ty = Tary = %Sen(2e> + Ty COS(29>,

(2)

Estas expresiones son las ecuaciones paramétricas de una circunferencia, con el angulo 26 como
parametro, en las que la ordenada 7, de un punto del circulo representa la tension tangencial
y la abcisa o, la tensién normal, para una direcciéon dada por el angulo 26.

El ingeniero alemén Otto Christian Mohr desarrollé un método que permite obtener graficamente
los valores de las componentes intrinsecas o,, vy 7, del vector tensién T,,. Esta representaciéon
grafica permite obtener los valores de o,, y 7,, correspondientes a todas las posibles orientaciones
de los planos que pasan por un punto P.

Partiendo de la expresién (2) y operando convenientemente se llega a eliminar el parametro 26:

0$+0y>2 27(%—%

2 2

(0 -

En un problema dado o, o, y 7., son los valores conocidos y o0, y 7,, son las componentes que
desean obtenerse para una direccién n dada.

Si se escribe la expresion (3) como:

n 2 Ty

(0n—CP2+72 =R donde C=221% p_ \/(—%;U@’)%T?
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resulta la ecuacién de una circunferencia de coordenadas o, y 7,, de centro (C,0) y radio R,
denominada Circunferencia o Circulo de Mohr. El resultado obtenido nos indica que el infinito
conjunto de valores (0, 7,) que corresponden a los infinitos planos que pasan por un punto P
se sitian sobre un circulo de radio R y centro (C,0).

T, o7} |

|
]
{In.,.
l

Figura 7: Circulo de Mohr.

3 Descripcion del laboratorio virtual

El laboratorio virtual Circulo de Mohr que se presenta esta desarrollado como una GUI de
MATLAB, siendo facilmente implementable como una aplicacién web interactiva que no re-
quiere ni la disposicion del paquete MATLAB ni de conocimientos especificos de programacién
con su codigo propio.

El laboratorio virtual muestra informacion grafica y numérica referida al estado tensional inicial,
el estado de las tensiones principales, el estado tensional cuando se ha producido un giro y el
circulo de Mohr. El aspecto visual del programa puede verse en la Figura 8.

 mohr r-_ i T’T

Estade tensional inicial

©F. Gimamez, A J, Sménez, A, Lapushia

Tension normal (Xj= ¢ Tarsien nermal (Y) = 0 Tansion tangencial (XY) = @

Dibujar

[ Tensicnes y direccionas peincipales

Estado bensional girade

Figura 8: Laboratorio virtual Circulos de Mohr.
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Los parametros de entrada son los siguientes:

e Tensiones normales en las direcciones de los ejes = e y (0, y 0, respectivamente).

e Tension tangencial 7.

e Angulo ¢ que define una superficie cuya normal no coincida con los ejes coordenados.
Como salida, la aplicacion muestra:

e Una representacion esquematica del estado tensional inicial, de las tensiones y direcciones
principales.

e Un esquema del estado tensional en un punto de la superficie inclinada que forma el angulo
0.

e Circulo de Mohr del punto, en que se presentan:

— Valores numéricos del centro y radio del circulo de Mohr.

— Tensiones principales o1 y 0».

— Angulo B que sitia el plano de tensién tangencial maxima.

— Tension equivalente de Von Mises o¢q v -

— Valores de las tensiones o,/, 0,/ y T,y sobre la superficie correspondiente al angulo ¢.

4 Ejemplos

Ejemplo 1: Barra sometida a esfuerzo axial con uniéon pegada inclinada

Se desea unir dos piezas mediante un empalme oblicuo solapado de dngulo o y unido con
pegamento, como indica la figura inferior. La seccién recta de la pieza es de 10 x 20 mm?.
El fabricante garantiza que la tension tangencial mdzima que soporta el pegamento €S Tmax =

10M Pa.

SECCION RECTA

20 mm
Figura 9: Barra con unién pegada inclinada.

PREGUNTA

a) ¢Para un valor P = 600kp y un dngulo de union o a 20° se producird el fallo en la unidn
proyectada o resistird?

En ingenieria, en el calculo resistente de una barra sometida a esfuerzo axial se sabe que la
tension en cualquier punto de la barra se reduce a inicamente a o,. Ademas, se llega a demostrar
que este estado tensional es igual para todos los puntos de una seccién perpendicular a la barra.
De este modo la matriz de tensiones de cualquier punto toma la forma:

1= (5 0) = (o' 0) wwen
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Con los valores de o,, 0, y 7,y de la matriz, se puede dibujar un circulo de Mohr con centro
en las coordenadas (C,0) = (150,0) y radio R = 150, cuyo aspecto, en el laboratorio virtual
Circulos de Mohr, es el siguiente:

2 mohr [_— = r;
CIRCULOS DE MOHR Estado lensional inicial- -
& F. Glménez, A J. Siménez, A, Lapuabla ¥

Tension normal () = Tension nommal ()= o Tenaitn iangencial (1) = ] +

~ Tensiones ¥ princip:
1L
Cenlro = 150
Riwlio = 150
e, =300 1
e — L
2 b
a=0
Pman
By =00
—Estade fansicnal girade
2 ¥
Y
=0
300
= ___E_.L
=0 b
real

Figura 10: Circulo de Mohr y estado tensional.

Para obtener el valor de la tension tangencial que actiia sobre la unién inclinada hay que tener
en cuenta, en primer lugar, el angulo que forma el vector perpendicular a la misma con el eje
x, dado que analiticamente un plano queda definido por su vector unitario perpendicular. En
este caso concreto, el vector n; correspondiente a la superficie inclinada forma 6 = 70° con el
eje longitudinal de la pieza, como puede deducirse facilmente observando la figura adjunta.

n

\/"\ 8= 70°

0=20°

Figura 11: Angulos en la unién pegada inclinada o = 20°.

Por tanto, bastara con acudir al circulo de Mohr anterior y localizar las componentes intrinsecas
(0ny s Tn, ) del punto correspondiente a la direccién dada por la direccién del vector ny, que se
encuentra girando 26; = 140° en sentido antihorario desde el eje x.
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ok
CIRCULOS DE MOHR Eslado tensional inicial -
©F. Giménaz, A, J. Jiménez. A_ Lapusbla ¥

Tension normal (%) = 3 Tengon nomal ()= 0 Tensian tangencial (XY) = &

Dibjar

Tensiones y direcciones principales

Ceti = 130 L

Raia = 150

a, =300 i
e
£ X
B=0

Pmas

By =300

o

a”
e

—Eslada lansienal girade.

H=70

o= 350833
¥l &, = 2540067
1, = BEA1H

Figura 12: Circulo de Mohr y estado tensional para ¢; = 70°.
Si se observa el circulo de Mohr puede deducirse la relacion:

17, | = | R sen(140)| = 96.418 kp/cm?.

RESPUESTA

Este valor corresponde a la tension tangencial que se presenta sobre la superficie inclinada
pegada. Al ser este valor inferior al valor de la tension tangencial maxima que puede soportar
el pegamento, Ty = 10M Pa = 100kp/cm?, la unién proyectada no fallara.

PREGUNTA

b) ¢ Qué valor de tension tangencial se tendria en la union pegada si el dngulo « fuese igual a

7007
Se considera que el dangulo fisico que forma la unién pegada es a = 70°,

nz

N\t o200
0=70° f\

Figura 13: Angulos en la unién pegada inclinada para o = 70°.

En esta ocasion, el vector ny correspondiente a la superficie inclinada forma 20° con el eje x
longitudinal de la pieza y la tensién tangencial en la unién puede ser obtenida de nuevo a partir
del circulo de Mohr:

|Tny| = | R sen(40)| = 96.418 kp/cm?.
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Mi=]
CIRCULOS DE MOHR Estado lensional inicial————
¥
©F, Gimenaz. A. J. imériez, A, Lapusbis
Tension normal (X) = 2 Tension nornal (Y) = i Tensien langencial (XY) = i) ¢ 0 —
%
Dibujar
||
= Tensiones y direcciones principales.
|
—
x
—Estade tansional girade
@t v
=20 ¥
o, . = 26 ST J(' X
| a,.= 350933 j@k‘_
© =641 . _t. X
o
G i ] El T

Figura 14: Circulo de Mohr y estado tensional para € = 20°.

RESPUESTA

Este valor que, corresponde a la tensiéon tangencial que se presenta sobre la nueva superficie
inclinada pegada, es exactamente igual al obtenido en el caso anterior, por lo que la nueva
unién proyectada es igual de resistente que la anterior.

PREGUNTA

c) Si el pegamento fuese capaz de resistir como una tension normal mdzima oy, = 15M Pa

scudl de los dos valores de a seria preferible, 20° ¢ 70°? ;Y si el limite de la tension normal
fuese omax = 30M Pa?

La resolucién de este apartado resulta sencilla si se utilizan conjuntamente los circulos de Mohr
de los dos apartados anteriores.

Los valores de oy, y 0y, pueden ser obtenidos facilmente de forma grafica:

on, = |C| — |Rcos(140)| = 3.64 M Pa < 0yax = 15 M Pa
Ony, = |C| + |Rcos(140)| = 27.47 M Pa > 0pax = 15 M Pa

Como se observa en el circulo de Mohr, si el angulo fisico de la unién fuese 70° el pegamento
no seria capaz de resistir la tensién normal maxima en la misma. Sin embargo, si seria capaz
de resistirla la unién pegada a 20°.

Si el valor de la tensién normal méxima que el pegamento de la unién fuese capaz de resistir
valiese 0,2 = 30M Pa, ambas soluciones serian viables, aunque evidentemente seguiria siendo
preferible la union pegada a 20°.
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Ejemplo 2: Maquina centrifugadora

Una mdquina centrifugadora con un peso total P = 4000kp se encuentra apoyada sobre cuatro
tacos de neopreno sobre los que se reparten todas las acciones transmitidas a partes iguales.
Los tacos de neopreno son cuadrados, siendo b = 36cm la longitud del lado. La masa que se
centrifuga produce una fuerza centrifuga F = 12.337kp.

ALZADY

Apoves de
Heopren

DETALLE DE ALEADO DEL NEOPRENG
(Tensiawes debidas a Py F)

Apaovos de
HEOPIERo

E i A = b* (superficie del neoprena)
b »

Figura 15: Detalle de acciones transmitidas por la maquina a los apoyos.

PREGUNTA

St se quiere limitar el valor mdzimo de las tensiones normales en los tacos de neopreno a
100kp/cm? sserd suficiente una dimension b = 6¢cm de los lados de las bases de neopreno para
evitar que alguna tension principal supere en valor absoluto dicho valor?

En la Figura 16 se muestra el estado tensional en un punto M de uno de los tacos de neopreno:

o = £ o, =2778 kp/em®
A F
——" 44 1 7, =8567 kp e’
I I ~
+ ‘ Me 1 b o =0 —> Me
4 Iy
—t R —

Figura 16: Estado tensional en un punto M.

Asi, a partir de la determinacion del estado tensional en el punto M, se dibujan el circulo de
Mohr en el laboratorio virtual:
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CIRCULOS DE MOHR
©F. Giménaz, A. J. Jiménsz. A Lapusbla

Tonsion normal (X) = Tensién nemad () = .27 72 | Tension tangencisl (XV) = | <57 | &

Dibijar

~Tansiarses y princip

Cenbra =-13.89 . 2.-

Fiandio w 567867

5, =72.6987 .

2, =-100.6787 =
= <HLAES /‘

= 46047
o, = 1500628

—Estade tensknal girads-

2=0
a. =0

o,.=27.78 _] L4
v, = 8567

Figura 17: Circulo de Mohr y tensiones principales.

a partir del cual se obtienen las dos tensiones principales o1 y os:

o1 = 72.899 kp/em?, oy = —100.678 kp/cm?.

RESPUESTA

El moédulo de la tensién principal oo, que es negativa, es mayor que el de la tension principal
04, vy supera la condicion limite, por lo que se necesita aumentar ligeramente la dimension b de
los lados de las bases de los tacos de neopreno.

5 Conclusiones

De todo lo expuesto, se desprende que el laboratorio virtual Circulos de Mohr contribuye a la
asimilacién de conocimientos de distintas materias, siendo 1util desde el punto de vista docente en
asignaturas relacionadas con calculo y dimensionamiento de elementos estructurales. De este
modo, se cubre un gran abanico de materias relacionadas con las disciplinas de Elasticidad,
Resistencia de Materiales, Calculo de Estructuras o Mecanica de Suelos. La aplicacion queda
asimismo disponible para la libre utilizacién del alumno, sin necesidad de recurrir a paquetes de
software comercial, de elevado coste, que lleven integrados esta aplicacion entre sus prestaciones.
Como ventajas adicionales, cabe citar su facil manejo —al no requerir el usuario conocimientos
especializados de MATLAB —y emplear la misma notacién y metodologia que en el aula.

Como futura linea de ampliacion del laboratorio virtual se encuentra su ampliacién a estados
tridimensionales de tensiones y deformaciones. De hecho, su principal desventaja radica en su
limitacién a la elasticidad plana.
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