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Abstract

La clotoide, también conocida como radioide de arcos o espiral de Cornu, recibe su mombre del vocablo
griego Klotho que significa ”hilandera”. Su utilizacion mds inmediata estd en los trazados en planta de
obras lineales como curva de transicidn (para unir tramos rectos con tramos curvos o para conectar dos
tramos circulares de curvaturas distintas). Esta es su caracteristica mds importante, ya que el radio
de curvatura disminuye de manera inversamente proporcional a la distancia recorrida sobre ella y esto
permite al conductor adaptarse de forma suave al cambio de trayectoria. Los nuevos trazados de carreteras
estan disenados incluyendo una sucesion de clotoides con curvatura grande lo que se traduce en mayor
distancia de visibilidad y fdcil adaptacion al terreno.

En este trabajo partimos de la propiedad geométrica que define una clotoide y obtenemos su ecuacion
a partir de las llamadas integrales de Fresnel. En sequndo lugar, representamos geométricamente las
propiedades que se derivan y obtenemos una aproximacion numérica de la clotoide. Por ultimo, utilizamos
esas aprorimaciones para presentar un ejemplo.

Clothoids, also known as radius of curvature or Cornu spirals, take their name from the greek word Klothd,
meaning, weaver. They are also widely used as transition curves in railroad or highway engineering for
connecting and transiting the geometry between a tangent and a circular curve (to join straight sections
with curve transitions or to connect two circular sections of different curvatures). This is their most
relevant characteristic, since the radius of curvature diminishes in inverse proportion to the distance run
over it, and that allows the driver to adapt slowly to the change in the trajectory. The new highways are
designed including a series of clothoids with a large curvature which involves a greater visibility in the
distance and easy adaptation to the track.

In this paper we take into account the geometric property which defines clothoids and we obtain its equation
from Fresnel integrals. Secondly, we represent the properties derived geometrically and obtain a numerical
approximation of the clothoid. Finally, we use these approximations to present an example.

Keywords: Clotoide, Ingenieria de carreteras y ferrocarriles, Integrales de Fresnel.
Clothoid, railroad and highway engineering, Fresnel Integrals

105


mailto:lblanch@cgf.upv.es
mailto:echeca@mat.upv.es
mailto:jomarinm@mat.upv.es

Una aproximacién a la curva de transicién Clotoide vista desde Mathematica
106 L. BrancH, E. CHECA, J. MARIN

El Universo es un libro escrito en el lenguaje de las matemaéticas,
siendo sus caracteres tridngulos, circulos y otras figuras geométricas,
sin las cuales es humanamente imposible comprender una sola palabra;
sin ellas sélo se conseguiria vagar por un oscuro laberinto.

GALILEO GALILEI (1564-1642)

1 La clotoide como curva

1.1 Introduccion

La clotoide, también conocida como radioide de arcos o espiral de Cornu, recibe su nombre
del vocablo griego Klothé que significa ”hilandera”, es una de las curvas que pertenece a la
familia de las espirales, es decir, curvas planas tales que su radio viene dado en funciéon del
angulo: p = f(#). Probablemente fué estudiada por el primer destacado matematico de la
familia de los Bernouilli, Jacques Bernouilli (1654-1705) que también se dedicé al estudio de la
espiral logaritmica. Otros nombres que recibe esta curva son espiral de Euler (Leonhard Euler,
1707-1783) o espiral de Cornu, en honor del fisico francés Alfred Marie Cornu (1841-1902) quién
utilizo esta curva en el diseno de un aparato para medir la intensidad de la luz.

Su utilizaciéon més inmediata estd en los trazados en planta de obras lineales (carreteras, fer-
rocarriles, canalizaciones, etc) como curva de transicién en carreteras para unir tramos rectos
(es decir, con curvatura k = 0) con tramos curvos (curvatura k& # 0) o para conectar dos
tramos circulares (de curvaturas ky y ko). Esta es su caracterfstica més importante, ya que
el radio de curvatura disminuye de manera inversamente proporcional a la distancia recorrida
sobre ella, y esto permite al conductor adaptarse de forma suave al cambio de trayectoria. Los
nuevos trazados de carreteras estan disenados como una sucesion de clotoides, asi evitamos los
tramos rectos excesivamente largos que podian llevar a una conduccion mondétona, lo que puede
provocar distraccion y riesgo de accidentes. Para esos casos se utilizan tramos de clotoide con
curvatura grande y adaptadas segun la longitud que tengamos que cubrir, ya que todas las
clotoides son proporcionales y sélo difieren en la escala. La perspectiva que nos ofrece su disefio
geométrico y que se traduce en mayor distancia de visibilidad y su facil adaptacién al terreno,
son otras de las ventajas de la clotoide. Del estudio dindmico de la clotoide extraemos que, rela-
cionando adecuadamente el radio de curvatura, el peralte y la velocidad, se realizan trazados
de carreteras que nos proporcionan sensacion de seguridad y comodidad en la conduccion.

En este trabajo partimos de la propiedad geométrica que define una clotoide, es decir, una
curva plana que en cada uno de sus puntos el producto del radio de curvatura por la longitud
de arco recorrido desde el origen es constante e igual a A?, y obtenemos su ecuacién a partir
de las llamadas integrales de Fresnel. En segundo lugar, representamos geométricamente las
propiedades que se derivan. En tercer lugar obtenemos una aproximacion numérica de la
clotoide. Y por ultimo, utilizamos esas aproximaciones para presentar un ejemplo.

1.2 Curvas planas a partir de sus ecuaciones intrinsecas

Consideremos una curva plana (asi su torsién serd nula 7 = 0) contenida en el plano OXY,
esto es, en el plano Z = 0. Sea
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su representacién paramétrica en funcién del parametro longitud de arco s y ¢(s) es el dngulo
que forma el eje OX con el vector tangente unitario ¢(s) en el punto r(s) (ver Figura 1).

Xs)

Figura 1: Curva plana.

Entonces .
t(s) =1'(s) = (2(s), ¥/ (s)) = (cos p(s),sinp(s))

derivando y tomando normas

t'(s) = (=¢'(s) sinp(s), ¢'(s) cos p(s)) = ¢ (s)(— sinp(s), cos p(s)) = k(s)ii(s)

dt

& kol = el =[] = | %

ds

Si k(s) y ¢'(s) tienen el mismo signo, entonces:

k(s) = Z—f — /508 dp = /3: k(s)ds —  o(s) —¢(so) = /S k(s)ds

Ademas
(2'(s),/(s)) = (cos p(s),sinp(s))  —
2'(s) =cosp(s) — x(s)—x( so = [ cosp(s)ds
=+ { V0T 2 o e = [ sinp(s)ds

Si tomamos ahora como parametro el angulo ¢ en lugar de s entonces:

_dyp 2(s(p)) = cos g
ds = - { y'(s(p)) = sin g

2(p) — a(po) = [ 8'(¢) cospdp = [7 15 cos pdyp
- () = ylpo) = [, /(@) sinpdio = [ iy sin o
y(0) —ylpo) = [, 5' () sinpdyp oy Sinede
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1.3 Estudio particular de la Clotoide
Sea r(s) la representacién paramétrica regular de una curva plana tal que en cada punto el
producto del radio de curvatura, r, por la longitud de arco recorrido desde el origen, s, sea
siempre constante e igual a A? entonces:
(a) su ecuacién viene dada por
S 82 S 52
r(s) = cos | —= | ds sin (| —= | ds
o= or(3)e [ (5)
(b) la posicién de la curva en el limite cuando s tiende a 400 es
A A

(c) En el origen (0,0) la curva tiene curvatura k = 0 y crece linealmente hasta k = oo en el

punto (éﬁ, éﬁ) alrededor del que se enrolla.

En la Figura 2 tenemos representada una clotoide de parametro A = 2 y ecuacién

o o () [ ()

con s € [—20,+20] y el punto donde converge P = (y/m, /m) =~ (1.77,1.77).

Figura 2: Punto de convergencia en una clotoide.

Veamos con detalle cada una de las afirmaciones anteriores:

(a) Partimos de la propiedad que caracteriza a una clotoide y es que en todo punto P de
la misma el producto del radio de curvatura r. por la longitud del arco recorrido [ (o s) es
constante e igual a A? siendo A el pardmetro de la clotoide, es decir:

A2 A2

RL=rJl=A? - r.="—
l S
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Como la curvatura k = ri, obtendremos la ecuacién de la clotoide haciendo uso del apartado

C
anterior donde se calculaba la ecuacion de una curva plana a partir de su curvatura. En este
caso tenemos que

1 l s 52

y sustituyendo para so = 0, O = (:1:(50), y(s0)) = (0,0), resulta la expresién inicial:

2(s) — x(s0) = [, cosp(s)ds = [ cos (2A2> ds
y(s) —y(so) = fsso sin p(s)ds = fo sin <2A2> ds

= 1(6) = (0616 = ([ s (55 ) s [sn (55 ) )

(b) Si realizamos el cambio de variable muda dentro de la integral s = \/m Au entonces tenemos

x(s)—/oscos<2i2>ds/o/( cos ((\/2—212“) >\/_Adu—
= VTA /0 T s (”j) du

y(s) = /Os sin <2j2> ds = /0 o sin <(\/2_j2u) ) VT Adu =
v [ (2

Las integrales de estas expresiones fo coS ( ) du y fo sin ( ) du se denominan Integrales

—

de Fresnel del coseno y seno, respectivamente. Aparecen también en el estudio de difraccién
de la luz. Para estas integrales se cumple que

+00 2 +oo 2
/ cos(ﬁu>du—/ sin<7m)du—1
0 2 0 2 2
— 00 —00 2
/ cos UL du = / sin ™ du = —1
0 2 0 2 2

luego r(+00) = (z(+00),y(+00)) = (@, @) puesto que

x(400) = lim,_, 4o /TA fs/(fA (T) du = ‘fA

y(+00) = limy ;o /TA fo ) sin <’T > du = fA
y andlogamente para r(—oo0) = (z(—00), y(—o0)) = ( \/;A, \/gA>.

(c) Se puede ver ficilmente que si partimos de la ecuacién paramétrica de la clotoide

r(6) = (a(o)w(o)) = ([ eos (5 ) s [Csin () a9
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por ser una curva parametrizada respecto del parametro longitud de arco, s, entonces
2 2
r'(s) = (cos | —= | ,sin | —=

5 52 s 52
Z‘?(S) = (—A— S1n (@) ’ﬁ COS (@))

y la curvatura en cada punto

6 = 16l = 176 = = gesin (55 )+ eos (52 )| =

~+
A~
»
~—
I

derivando tenemos

de donde .
2 = 8 =5 X 1.(8)
La curvatura en cada punto P = r(s) viene dada por la inversa del radio de curvatura
1 s
k: = = —-—
(5) re(s) A2

de modo que k(s) es una funcion lineal y proporcional al pardmetro longitud de arco s y si

s € [0, L] entonces k(s) € [0, L/A?].

2 Propiedades geométricas

2.1 Proporcionalidad

Una propiedad que caracteriza a las clotoides es que todas son proporcionales (como podemos
apreciar en la Figura 3) y sélo difieren en la escala, encontrar el factor de escala es lo que

necesitaremos para construir un arco de clotoide.

Figura 3: Clotoides proporcionales.
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2.2 Variacion del radio de curvatura

Hemos dicho que el radio de curvatura es inversamente proporcial a la longitud de arco recorrido.
En la Figura 4 vemos dibujados los radios de curvaturas o radio vector, con sus correspondientes
circunferencias osculatrices:

coUC

Figura 4: Clotoide con radios de curvatura y circunferencias osculatrices.

Podemos apreciar la variacién constante de dicho radio en la Figura 5 donde se encuentran
dibujados todas las graficas anteriores juntas:

4000

3000

2000

1000

= | S S R
0 1000 2000 3000 4000

Figura 5: Variacién del radio de curvatura en una clotoide.

3 La clotoide en topografia

Cuando se empezaron a construir los primeros ferrocarriles, las velocidades que se alcanzaban
eran bajas y por ello no era preciso utilizar curvas de transicién entre un trazado recto y un arco
de circunferancia. Pero cuando se aumentd la velocidad, fué necesario usar curvas de transicién
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que permitieran que la curvatura variase gradualmente. Las primeras curvas utilizadas fueron
parabolas cubicas. Este tipo de curva junto con la lemniscata de Bernouilli y la clotoide
son las tres curvas de transicién mds utilizadas (ver Figura 6). Con las construcciones de las
primeras autopistas se empezaron a utilizar las clotoides.

~-1.0F . A Clotoide
. . . . . . Lemniscata

—1 1 2 3 4 5 -1.5t

Parabola Cubica -3t

Figura 6: Curvas de transicion clésicas.

En la Figura 7 tenemos representado un arco de clotoide con los elementos que se utilizan en
el trazado de curvas para unir un tramo recto con un tramo de circunferencia que designamos
como O,

Recta de estado de
alineaciones

Figura 7: La clotoide en Topografia.
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(1) El eje OX es el llamado estado de alineaciones y su semieje negativo es el tramo recto que
debemos unir con el tramo curvo.

(2) El origen O = (0,0) es el punto de inicio del tramo de clotoide, donde se une con el
tramo recto.

(3) El punto F' = (zp,yr) es el punto final del tramo de clotoide, donde se une con el tramo
curvo o arco de la circunferencia O;,.

(4) El punto C' = (z0,90) es el centro de la circunferencia que contiene el arco que vamos
a conectar, y R es radio de curvatura de la misma.

(5) El retranqueo es xp — 9 = AR.

(6) El vector de posiciéon de cada punto de la clotoide desde el origen O, es r(s) siendo s
el parametro longitud de arco.

(7) La longitud del arco de clotoide entre O y F es L, es decir, r(L) = F.
(8) La recta tangente a O, en el punto F' la denominaremos T'.
(9) El éngulo entre Tr y el eje OX lo llamaremos dngulo girado y lo designaremos como

v, siendo
Tr — 2o

Yo — Yr

tan pp =

(10) Se considera la siguiente relacién entre el dngulo girado, ¢r, el radio de curvatura en F,
R, y la longitud de la clotoide, L: ¢p = %.

(11) Los segmentos OM = Ty, y MF = T, se denominana tangente larga y tangente corta,
respectivamente.

(12) El segmento o cuerda que une el origen O con F lo designamos como Sy, = OF.

(13) El angulo que forma la cuerda Sy, con la recta estado de alineaciones lo llamamos o.

4 Aproximacién numérica

4.1 ;Cbémo calcular las ecuaciones?

Para conocer una clotoide en particular necesitamos su parametro A, y sabemos que A% = RL
siendo F' el punto de enlace con el tramo de circunferencia, R, el radio de curvatura de dicha
circunferencia, y L la longitud de arco total. En este caso, en lugar de utilizar la relacién
pp = % para calcular una aproximaciéon de la longitud de la clotoide, utilizaremos el desarrollo
de orden 7 de la funcion tangente:

tanx >~ x + lx3 + 3:165 + 1—71‘7
o 3 15 315
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En general, en cada punto P = r(s) de la curva se cumple que si

o o (Yo [ (5 ) )

. 2
— 7'(s) = (cos —82 sin Gl ) — tanpp = —Sm (2RL>
2RL )’ 2RL cos( 52 )

2RL

y en particular, para el punto extremo F' tenemos:

tanpp =

TP — T _ Sin<%> _sin(eg) (i)
Yo—yr  cos(skr)  cos(5%)

. L L+1L3+2 L5+17 L\’
“\2r) " 2r "3\2r) T 15 2R 15 \2R
Con todo esto, el proceso sera el siguiente:

(a) Calculamos el valor de tan(yr), a partir de los datos de los puntos F' = (zp,yr) y C =

(xOJyO):
Tp — Xo

Yo — YF
(b) Aplicamos la relacién anterior para obtener una ecuacién de séptimo grado en L que re-
solvemos de forma aproximada:

t(>NL+1 L3+2 L5+17 L7_)
AMPr) = 5r T3\ 2R 15 \ 2R 315 \ 2R

$F—$0_ L + L3 + L5 1 17L7 N
Yo —yr 2R 24R3 " 240R>  40320R7

— L17 L27 L37 L47 L57 L67 L7

tan(pr) =

(c) Una vez seleccionado el valor de L real, sustituimos en la expresion inicial:

r(6) = (616D = ([ eos (55 ) s [sn (55 ) o) =
= (/OS cos <2§L) als,/os sin (2§L> ds)

(d) Aproximamos las funciones trigonométricas tomando los desarrollos de Taylor con los seis
primeros términos no nulos para x(s):

§ 52 s 1 s2 \?
= ds ~ 1—=
z(s) /0 COS(QRL) ° /0 2l <2RL) *

1/ 2\ 17\ 17\ 1 s2 \ "
4] (QRL) _E<2RL) +§(2RL> _1_()!<2RL)
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s e $8 512
- / {1 o 5 T 4 5T
0 21(2RL)*  41(2RL)*  6!(2RL)

816 1 820
e | ds =
8! (2RL) 10! (2RL)'0
55 $9 513
= 5+ 1 st
2! x 5(2RL) 4! x 9(2RL) 6! x 13 (2RL)
§17 521

3 17(2RL)® 10! x (2RL)™

s 82 s 82 1 82 3
y(s) :/0 s (2RL> ds 2/0 5RL 31 (zRL) *

y para y(s):

1/ 2\ 1/ 22\ 1/s2)\ 1 s2 \ M
+— — = += - ds =
5! \ 2RL 7' \2RL 9! \ 2RL 11! \ 2RL
s 52 56 SlO 814
- / [ - 3+ 5 7 T
o L2RL 3!(2RL)’ 5!(2RL)> T7'(2RL)
518 522
+ 9 11] -
9! (2RL)? 11! (2RL)
33 87 SH 815
= - 3+ 5 7t
2x3RL  3!x7(2RL)> 5!x11(2RL)° 7' x 15(2RL)
819 823
+ 9 1
9! x 19 (2RL)? 11! x 23(2RL)
(e) Integramos término a término, es decir:
( ) 85 N 89 313 N
r\s)~s — —
21 x 5(2RL)* 4! x 9(2RL)" 6! x 13 (2RL)°
N 817 821
8! x 17 (2RL)® 10! x (2RL)™
83 87 811 515
§) - + - +
ve) = 53 3RD 31 x 7(2RL)* 5! x 11(2RL)> 7! x 15(2RL)"
19 23

5 s
+ —
9! x 19 (2RL)? 11! x 23 (2RL)"
y de ese modo obtenemos las férmulas para el célculo de las coordenadas de r(s).

4.2 Ejemplo

Buscaremos de forma aproximada la ecuacion de una clotoide que una el tramo recto desde el
origen de coordenadas con el punto de enlace F' del arco de circunferencia siendo el centro de
la misma C' y las coordenadas de dichos puntos:
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Lo tenemos representado en la Figura &:

1000 -

r Centro C
800 | Q

[ \,

\,
\,

[ .
600 - .

r \,

b \,

[ \,
4001 N /

b \,

[ \

L Punto de enlace F
200 -

Linea Base [
L L L L L L L L L L L L L
500 1000 1500

Figura 8: Dibujo de los datos iniciales.

(a) En primer lugar calculamos el radio de curvatura, R:

R= \/ (1040 — 570)% + (267 — 820)2 = /526709 ~ 725.747

y el angulo girado pp:
1040 — 570 470
820 267  Bs3 o

(b) Planteamos la ecuacién de séptimo grado para determinar L:

tan(¢r) =

L+L3+ L? n 17L7 R
2R 24R3®  240R5  40320R7

470 20160LRS + 1680L°R* + 168L°R* + 17L" .
553 40320 R7

4

— 20160LR% + 1680L3R* + 168L°R> + 17L" — % x 40320R" =0 —
6 4 2

— 20160L <\/526709) 4 1680L° (\/526709) 4 168L° (\/526709) n

470 7
1717 — o x 40320 (\/526709) —0 >

— [ =1023.49 tinica solucion real

tan(pp) ~

—

(c) El pardmetro de la clotoide serd A con
A? = RL = /526709 x 1023.49 ~ 742793

y por lo tanto la ecuacion en paramétricas obtenida es el resultado de sustituir RL ~ 742793
en
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La gréfica de esta clotoide es la siguiente:

1000
800
600
400

200

1000 1500

Figura 9: Tramo de clotoide.

En la Figura 9 tenemos representado el arco de circunferencia, el radio vector en el punto de
enlace y la aproximacion de la clotoide obtenida.

1000

Centro C
800 .\
N
\
\
\
\
\
\\
600 \
\
\
\
N
\
\
\\
400 N
\
\
\
\
Punto de enlace F
200 Clotoide s
L
-
. -
Linea Base -
—
500

1000 1500

Figura 10: La clotoide como enlace.
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