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Abstract

En este articulo presentamos un esbozo de una investigacion en curso en la que se
pretende indagar sobre la ensenanza del proceso de modelizacion y de las familias de
funciones en el contexto de un curso de FEconomia y Administracion. FEn concreto,
introducimos algunos de los fundamentos teoricos que sustentan la investigacion y pre-
sentamos un ejemplo de una de las actividades que estamos disenando para la ensenanza.

In this paper we present an outline of an ongoing research in which we intend to investi-
gate on the teaching of the modelling process and families of functions in the context of a
course in Economics and Management. Specifically, we introduce some of the theoretical
foundations that support the research and we present an example of one of the activities
that we are designing for teaching.
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1 Introduccion

En este articulo presentamos un esbozo de una investigacion en curso en la que se pretende
indagar sobre la ensenanza del proceso de modelizacion y de las familias de funciones elementales
en el contexto de un curso de Economia y Administracién en el sistema educativo universitario
colombiano. En concreto, introducimos algunos de los fundamentos tedricos que sustentan la
investigacion y presentamos un ejemplo de una de las actividades que estamos disenando para
la ensenanza.

Este trabajo se enmarca en la serie de estudios que uno de nosotros lleva realizando desde hace
anos, por un lado, sobre el andlisis fenomenoldgico de las matemaéticas escolares ([10]), y, por
otro, sobre el proceso de resoluciéon de problemas, tanto considerado en el aspecto general que
es propio de la heuristica ([9]), como en el caso de clases de problemas particulares, o en el
caso de los problemas reales que se modelizan con familias de funciones ([I1]). En particular,
este trabajo desarrolla la idea, ya tratada en [12], del papel crucial que desempena el andlisis
cualitativo del fenémeno y de las familias de funciones en el proceso de modelizacién.

2 Matematica Realista

La importancia de las aplicaciones y modelos en la Educacion Matematica se hace explicita en
las diferentes conferencias de la ICTMA (International Community of Teachers of Mathematical
Modelling and Applications) asi como en el ICMI Study 14, Modelling and Applications in
Mathematics Education ([1]).

Uno de los enfoques educativos que reconoce esta importancia es la Matematica Realista (RME,
Realistic Mathematics Education), en la que se enmarca este trabajo ([15, 2]). Esta es una
teoria de instruccion que tiene sus origenes en los Paises Bajos como una reaccién a la corriente
conocida como Matematica Moderna.

La RME se basa en la Fenomenologia Didéctica de Freudenthal (1983) y en su vision de que
las matematicas son una actividad humana y que la realidad puede ser utilizada como fuente
para la matematizacion.

La diferencia entre la instruccion matemdtica de acuerdo con un enfoque
realista versus un enfoque de procesamiento de la informacién [EPI] es
mas palpable en la forma en que se tratan las aplicaciones. FEl EPI ve
las matemdticas como un sistema ya hecho con aplicabilidad general y la
instruccion matemdtica como un disgregar el conocimiento matemdtico for-
mal en aprendizajes de procedimientos y luego aprendizajes de como aplicar-
los. Dentro del enfoque realista, el énfasis es en [la] matematizacion. [Las/
Matemdticas son vistas como una actividad, una forma de trabajo. Aprender
matemdticas significa hacer matemdticas, de lo cual resolver problemas de
la vida diaria es una parte esencial ([5, p.91]).

Podemos precisar seis principios basicos de la RME: el principio de actividad, el de realidad, el
de reinvencién guiada, el principio de interconexién, el de interrelacién y el de niveles ([16, 18]).
En este ultimo se enmarca en gran medida el enfoque de modelizacién de la RME, los Modelos
Emergentes ([0, 7]).

Ampliemos este tltimo principio: ya Freudenthal (1983) y luego Treffers (1987), habian indi-
cado cémo en el proceso de matematizacion se iban sucediendo una irrestricta progresion de
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microniveles. Mas recientemente Van den Heuvel-Panhuizen (2003) y Gravemeijer (1994, 1999,
2007) han visto una gama de niveles desde lo situacional hasta lo formal (Figura 1), que indi-
can una progresion en el desarrollo, aunque no estrictamente una jerarquia. Los cambios entre
ellos se expresan en la progresiva matematizacion horizontal y vertical y en la construccién de
modelos.

3 Matematizacion Horizontal y Vertical

El nicleo de la actividad matemética en la RME es la matematizacién. Treffers (1987) la
define como la actividad de organizar y estructurar, en la que el conocimiento y las habilidades
adquiridas son llamadas a ordenar y descubrir regularidades, conexiones y estructuras hasta
ahora desconocidas.

Formal

/
/ General
/

Referencial

/ Situacional

Figura 1: Niveles en el proceso de actividad en la matematizacién ([5]).

Podemos distinguir dos tipos de matematizacion: la horizontal y la vertical. El primero implica
convertir un problema contextual en un problema matemético Treffers (1987): es aqui donde los
alumnos generalizan herramientas matematicas, las cuales los ayudan a organizar y a solucionar
una situacion problematica presentada dentro de un contexto real; identificar o describir la
matematica relevante dentro de un contexto; esquematizar, formular y visualizar un problema
de diversas maneras; descubrir relaciones y regularidades, etc.

La matematizacion vertical es el proceso de reorganizacion dentro del mismo sistema matematico.
Representar una relacion como féormula, probar regularidades, mejorar, ajustar, combinar e in-
tegrar modelos, formular un modelo matematico y generalizar son ejemplos de las actividades
de matematizacion vertical. Por esta razon se dice que la matematizacion vertical es tomar una
situaciéon matemadtica y elevarla a un nivel mas alto de abstraccién (][4, 8]). Para Freudenthal,
la matematizacién horizontal implica ir “del mundo de la vida al mundo de los simbolos” ([,
p. 41]), mientras que la matematizacion vertical significa moverse dentro del mundo de los
simbolos matematicos. La representacion de este proceso de matematizacién se puede ver en
la Figura 2.
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4 Los modelos emergentes

Una de las herramientas del proceso de matematizacion es la creacién de modelos: a distintos
niveles y con diferentes caracteristicas, como lo explica Gravemeijer (2007), los estudiantes
comienzan modelando su propia actividad matematica informal. Y, en el proceso, el caracter
del modelo va cambiando gradualmente para el estudiante, convirtiéndose en un modelo mas
formal de su razonamiento matematico, pero enraizado en el conocimiento experiencial del
estudiante.

Segun Gravemeijer:

La denominacion emergente se refiere tanto al cardcter del proceso por el cual
los modelos emergen dentro de la RMFE, como al proceso por el cual estos
modelos soportan la emergencia de las formas de conocimiento matemdtico
formal. De acuerdo con el diseno heuristico del modelamiento emergente, el
modelo primero se manifiesta como un modelo de las estrategias informales
de un estudiante especifico situado. Luego con el tiempo el modelo gradual-
mente va tomando vida por si mismo, hasta convertirse en una entidad por
propio derecho y comienza a servir como modelo para un razonamiento
matemdtico mds formal, todavia personalmente significativo ([7, p.139]).

conocimiento matemstico formal

lenguaje —p | algoritmo
matemaitico

T T

T o]
T 1

describir

3

problemas contextuales

Figura 2: Matematizacién vertical ([5]).

El progreso de la situacién, pasando por el modelo de y el modelo para, hasta el conocimiento
formal, se puede relacionar, segiin Santamaria (2006), con los cuatro niveles de actividad que
establece Gravemeijer (1994): situacional, referencial, general y de pensamiento matemadtico
formal (Figura 3).
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Conocimiento formal Formal
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Figura 3: Relacién niveles de actividad y modelacién([13]).

5 La Situacién: la historia de Tim y Tom

En este apartado presentamos una situacién paradigmética siguiendo el enfoque de la RME
para un primer curso de matematicas de la carrera de economia y administracién.

Tim y Tom eran gemelos idénticos. Los dos comenzaron a trabajar a los 20 anos en puestos de
trabajo idénticos, con salarios idénticos, y al final de cada ano recibian bonificaciones idénticas
de 2000€. Sin embargo, no eran idénticos en todos los aspectos.

Desde muy temprano en la vida, Tim fue conservador y estuvo preocupado por su futuro.
Cada ano, invertia su bono de 2000€ en un programa de ahorro con interés que ganaba un
9% compuesto anual. Tim decidié a la edad de 30 afos tener algo de diversién en la vida y
comenzo6 a gastar sus bonos de 2000€ en vacaciones y viajes. Esto continu6 hasta que cumplié
los 65 anos de edad.

Tom, por su parte, crefa en su juventud que la vida era demasiado corta para estar preocupado
por ahorrar para el futuro. Durante diez anos, gastd sus bonos de 2000€ en vacaciones en
las Bahamas. A los 30 anos, comenzé a darse cuenta de que algin dia podria no ser capaz
de trabajar y entonces necesitaria fondos para poderse sostener. A partir de ese momento, él
comenzo a invertir sus bonos de 2000€ en un programa de ahorros que ganaba 9% de interés
compuesto anual. Esto continué asi hasta sus 65 anos.

A través de los anos, los hermanos se separaron. Sin embargo, se encontraron con alegria a los
65 anos en una reunién familiar e intercambiaron muchas historias de los acontecimientos en
sus vidas. Finalmente, la conversacion gir6 en torno a los planes de jubilaciones y programas
de ahorro. Cada hermano estaba orgulloso de sus ahorros y mostré al otro una hoja de calculo
describiendo sus actividades de ahorro, plazos, y los acumulados. Los hermanos compararon
sus cuentas ampliamente y quedaron sorprendidos.

1. ;Qué los sorprendié tanto?
2. ;Cuadl de estos dos planes crees que es mejor?

3. ;Cual de los dos planes preferirias seguir como programa de ahorro para toda la vida?

Esta situacién que se publicé originalmente en [14], la hemos retomado y modificado en nuestro
trabajo, para convertirla en el pretexto para realizar el proceso de modelizacién con ayuda del
GeoGebra® (GG), de manera que a partir de ella se construye todo un itinerario de trabajo
con varios momentos.

El primero, después de presentar la actividad y generar la inquietud con las preguntas, es un
ejercicio de andlisis cualitativo ([12]), donde se solicita a los estudiantes que realicen un bosquejo
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de las gréficas de las funciones que podrian modelizar el fenémeno. Luego se les pide elaborar
una tabla en GG con los datos de los ahorros de los dos hermanos a lo largo de su vida laboral,
lo que brinda la posibilidad de hacer un primer intento de modelizacion utilizando la hoja de
calculo del GG y sus propiedades recursivas.

A partir de esta tabla, se revisan las preguntas, y se puede entender la sorpresa de los hermanos
con los resultados (Figura 4), porque Tim, que invirtié sus bonos solamente diez anos, pero
ganando interés desde el comienzo, ha alcanzado un ahorro total de 676.122,66€, que es superior
al de Tom, que sélo tiene en su balance 470.249,45€ a pesar de haber invertido sus bonos durante
35 anos.

TF TIMyTOM tabla2.ggb = e |
Archivo Edita Vista Opcones Hemamientas Vertana Ayuda
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*l AT) »
- [I‘ N o | | ﬂ E > | v
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a7 43 009 56007R 92 4 2000 002 301064 69
18 44 o00ng 20296 02 44 2000 noa 42942151
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20 =
. - | :

Figura 4: Tabla con las inversiones de Tim y Tom.

A partir de esta situacion se realiza un segundo momento de andlisis cualitativo, donde se
generan nuevas preguntas sobre las funciones en cuestion tratando de precisar sus caracteristicas
y las del fenémeno mismo que se estd modelando.

Desde la tabla y con la ayuda del GG se construyen las graficas discretas de las dos funciones
que representan los ahorros de Tim y Tom (Figura 5).

A partir de las caracteristicas del fenémeno y con el uso de la tabla y las gréaficas elaboradas,
utilizamos el menu estadistico del GG en busca de una regresion conveniente que se ajuste
a las caracteristicas del fenomeno y nos permita modelizarlo. Asi probamos algunas de estas
regresiones, siempre bajo la perspectiva del analisis cualitativo realizado, lo que nos lleva a
enfocarnos en las regresiones exponenciales y de potencia con que cuenta el GG. En las figuras
6 y 7 se pueden ver estas regresiones para el caso del ahorro de Tom.

Sin embargo, el uso de las regresiones del GG no ha sido suficiente para lograr modelizar
adecuadamente las funciones que representan el fenomeno, lo cual nos lleva de nuevo a las
graficas y a la tabla: con ellas y nuestro cuaderno de notas intentaremos modelizar las funciones
en cuestion.
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Figura 5: Gréficas de los ahorros de Tim y Tom.

Veamos esto con mas detalle. El comportamiento de los ahorros de Tim esta determinado por
dos reglas diferentes: lo que ocurre en los primeros 10 anos y lo que sucede en los siguientes
35. Esto definird una funcion a trozos con dos partes. Por otro lado, el comportamiento de
los ahorros de Tom sigue una sola regla que tiene gran semejanza con la primera parte de la
funcion de Tim.

|
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Figura 6: Regresién Exponencial Tom. Figura 7: Regresién de Potencia Tom.

Comencemos por la situacién de Tim, y de las dos partes por la dltima. Aqui lo que sucede
es que la cantidad ahorrada hasta el décimo ano a (a = 33.120, 59€) continda ganando interés
a una tasa r cada ano, en este caso r = 9%, que luego se vuelve a invertir (1 + r), con lo que
tenemos una funcién exponencial de la forma y = a(1+4r)*, que aqui serfa y = 33.120, 59(1,09)*.
Ahora bien, esta funcién hay que desplazarla, pues es el comportamiento después del décimo
ano. Para ello podemos utilizar los deslizadores del GG (ver Figura 8 donde el parametro para
el deslizador es h = 10) con lo que obtenemos:

f(z) =33.120,59 - (1,09)* 1 2 > 10. (1)

La primera regla que rige la funciéon de Tim, en la que se invierte cada ano los 2000€ y sobre
ellos se gana un interés del 9%, que se reinvierte, mas los 2000€ del nuevo bono, va generando
una serie geométrica, de la cual se puede deducir la formula de su suma (sin embargo aqui por
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la limitacién de espacio no lo haremos). Esta expresién, conocida como la féormula de la suma
de la anualidad, es de la forma:

14+7r)*—1
a0 @
donde para nuestro caso,
a es el valor inicial que se invierte, a = 2000€.
r es la tasa anual a la que se invierte, r=9%.
x es el numero de anos de la inversion, x, 0 <z <10.

Sustituyendo, simplificando y cambiando S, por f(x) en (2) nos queda:

flz) = 22.222,22(1,00)(1,09)* — 24.222, 22, (3)

De esta manera, reuniendo (1) y (3) tenemos la funcién de los ahorros de Tim, con sus dos
partes:

22.222,22(1,09)(1,09)" — 24.222.22 0 <z < 10

4
33.120, 59(1, 09)~10 x> 10 )

fz) =

La funcién p(x), que corresponde al ahorro de Tom, sigue las mismas caracteristicas que (3),
pero con una necesaria traslacion, pues Tom comenzé su ahorro en el decimo ano. Esto varia
el exponente de la funcién, como es facil de apreciar con el deslizador del GG (Figura 8).

p(z) = 22.222,22(1,09)(1,09)" 10 — 24.222 22, 2 > 10. (5)

La Figura 8 muestra las funciones f(x) y p(x) que hemos encontrado como modelos del
fenémeno.

Emge y Mueve: Arastra ¢ selecciona objetos (Esc) Fi

~ Hoja de Calcule o

q. v

1 2180
2 assez
3 T146.26
4 9969 42
5 1304557
6 1640087
a | T 200%69%
w0 | 8 2404207 8

1M | 9 2838586 2

1z | 10 3312050 0

13 | 1 3890144 1 2180
14 | 12 3935057 12 45562
15 | 13 4289212 13 T146.26
5 | 14 4575242 14 w9504z
| 15 1304657

~ @ e W R

16 16400087
1T 2005695
18 2404207
19 2838586
20 3312058
21 3828144

El.olela]m]

Figura 8: Ecuaciones de las funciones de ahorro de Tim y Tom.
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6 Algunas posibles extensiones

El problema que nos ha servido de pretexto puede brindar otras posibilidades para explorar en
el &mbito de la modelizacién y en el aprovechamiento de las caracteristicas del programa. Por
ejemplo, podriamos plantearnos:

- . El comportamiento de las funciones de los ahorros de Tim y Tom se mantiene sin importar
la tasa a la que se invierta, conservando las demas condiciones? O, en otros términos, jsiempre
ganard mas Tim?

- . A qué tasa deben invertir Tim y Tom —manteniendo las otras condiciones— para que tengan
el mismo dinero al final de los 45 anos de ahorro?

- ;Las funciones mantienen el comportamiento que favorece a Tim, si se cambian los periodos
de tiempo de ahorro de los hermanos?

Varias de estas situaciones se pueden estudiar aprovechando la herramienta deslizador del GG,
pues esta nos brinda la posibilidad de ajustar los pardametros de las funciones que se modelizan
de manera sencilla, permitiéndonos visualizar los cambios inmediatamente en la grafica del
modelo.

En este sentido, es ilustrativa la solucién a la primera de estas situaciones, donde, al incluir
un deslizador para parametrizar la tasa de inversion r e irla variando, se descubren situaciones
interesantes, pues, en la medida en que disminuye la tasa, se puede ver como las dos funciones
se acercan. Asi, para r = 0.07, se nota como se cruzan, aunque con un tiempo de inversién
superior a los 45 anos (Figura 9, las dos lineas continuas representan las funciones ajustadas).

Si se continia disminuyendo la tasa, se puede ver como las funciones se cruzan antes de los 45
anos de inversién y el balance final del ahorro de Tom es superior al de Tim. En la Figura 10
se aprecia este comportamiento para r = 0.06.

Responder a la segunda situacion es entonces cuestion de ajustar el deslizador para saber con
qué tasa las dos funciones se cruzan cuando el tiempo de inversién es de exactamente 45 anos.

= Wiala Gedfica

D c-

- Vista Grifica

D e~

300000 { - I 00000 1

200000 { . . 200000 {
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100004

Figura 9: Grafica fenémeno con r=7%. Figura 10: Gréfica fenémeno con r=6%.
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7 Los Modelos Emergentes y la situacion

Veamos con un poco de detalle la relacion entre nuestra situacion, la RME y los Modelos
Emergentes.

Como esta actividad se enmarca en un modelo de ensenanza mayor, y en un contexto de
educacion superior en el que los estudiantes ya han tenido alguna formacion en el estudio de
funciones y sus gréficas, asi como en el manejo de sus parametros y en nociones estadisticas, es
importante hacer algunas precisiones en el modelo tedrico.

Veamos primero que hemos escogido una situacion realista, en la que los estudiantes se pueden
sentir inmersos, y donde los datos se apoyan en la realidad.

A partir de esta situacion realista poco a poco se ira construyendo un proceso de matemati-
zacion, guiado por la perspectiva de los modelos emergentes y el andlisis cualitativo de las
familias de funciones. Asi, en un primer momento, ante la situacién planteada se pide a los
estudiantes que realicen el andlisis del fenémeno, buscando identificar las caracteristicas de éste
y de las funciones que lo pudieran modelizar. Un primer ejercicio en este sentido es hacer un
bosquejo de las graficas de las funciones. Este bosquejo y las caracteristicas del fenémeno y
de las funciones, son un primer modelo en un nivel referencial (MOD REF), que nace de las
concepciones que los estudiantes tienen sobre las familias de funciones.

A continuacion, volviendo a la situacion, se pide a los estudiantes que completen la tabla, y que
construyan la grafica a partir de ella con la ayuda del GG. Estos dos ejercicios son actividades de
matematizacion horizontal de manera que el lenguaje realista de la situacién se esta trasladando
al lenguaje matemadtico, en este caso, a una tabla de valores y unas graficas funcionales. Estas
dos construcciones constituyen un segundo modelo, en este caso, en un nivel situacional (MOD
SITU) del fenémeno.

La existencia de estos dos modelos conlleva su necesaria confrontacion en busca de un modelo
mas refinado a través de un proceso de matematizacion vertical, en donde se precisan las
caracteristicas.

El uso de los modelos de regresion del GG es otro ejercicio de matematizacion vertical, buscando,
por un lado, nuevas herramientas matematicas y, por otro, unir los MOD SITU y REF en
un nuevo modelo en un nivel mas general (MOD GNL). Pero este intento, aunque aporta ca-
racteristicas mas precisas, no brinda modelizaciones adecuadas para las funciones del fenémeno,
lo que nos lleva a intentar encontrar el modelo de otra manera.

De nuevo, apoyandonos en los MOD SITUA Y REF, analizamos con cuidado qué sucede en cada
nueva iteracién en la tabla, hasta llegar a formular las ecuaciones que representen el fenémeno.
Esta construccién de las ecuaciones ha sido nuevamente un proceso de matematizacion vertical.

Las preguntas que hacen las extensiones nos llevan a utilizar el modelo obtenido en nuevas
situaciones a través de los deslizadores del GG, en donde estamos variando los parametros,
obteniendo asi un MOD GNL, que recoge nuevos fenémenos.
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8 Conclusiones

En este trabajo hemos propuesto una situacién paradigmética de modelizacién desde una per-
spectiva realista, a través del estudio de las familias de funciones y del andlisis cualitativo de los
fenémenos y las funciones involucradas. Creemos que este tipo de situaciones podrian favorecer
la comprensiéon por parte de los estudiantes de los procesos de modelizaciéon y de los conceptos
relacionados con las familias de funciones. Esperamos poder formalizar pronto las conclusiones
de esta propuesta ya con los resultados de su pilotaje e implementacion.
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