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Abstract

En el presente trabajo nos planteamos determinar la posicion relativa entre un punto y
un poligono simple en un plano, para lo cual nos creamos un modelo del poligono, cuya
manipulacion nos lleva, de una manera muy natural, a la solucion de dicho problema y a
plantearnos un problema mds ambicioso, basado en el mismo modelo: la determinacion
del drea del poligono. Este ejemplo geométrico es util para ilustrar el proceso de creacion
en matemdaticas. Se considera de especial interés la manera en la que la formalizacion de
un problema sencillo, con una notacion afortunada, y con grandes dosis de exploracion
algebraica, llevan a redescubrir un interesante resultado geométrico, de mucho mayor
alcance que el objetivo inicial.

In the present paper we consider to determine the relative position between a point and
a simple polygon in a plane. For this purpose we build a model of the polygon, which
manipulation carries us, in a very natural way, to the solution of this problem and it
allows us to arise a more ambitious problem based on the same model: the determination
of the polygon area. This geometric example is useful to illustrate the creation process in
Mathematics. It is especially interesting the way in which the formalization of a simple
problem with a successful notation and a great dose of algebraic exploration results in
a rediscovery of an interesting geometric result which is much more important than the
original objective.

Keywords: Poligono, Area.

1 Este trabajo est4 basado en la leccién inaugural del curso 2009-2010 en la Universidad Catélica de Valencia San Vicente Martir,
impartida por el autor.
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1 Introduccion

A menudo, cuando leemos un articulo cientifico o un libro especializado para conocer un re-
sultado que ha despertado nuestro interés, nos maravillamos de una ocurrencia del autor o
autora y nos preguntamos jcomo se le ha podido ocurrir esto?. Este fendmeno es especialmente
frecuente en Matematicas y habitualmente se conoce con el nombre de idea feliz.

Las ideas felices, si bien suponen una gran satisfaccién intelectual para quien las experimenta,
pueden desanimar a quien se acerca a los resultados con curiosidad, ya que no es extran o
pensar algo asi como “eso a mi no se me ocurriria jamas”. Thomas Edison dijo que el genio es
un 1% de inspiracién y un 99% de transpiracién. Creo que esto también se puede decir de las
ideas felices y, en especial de las ideas felices en Matematicas.

La existencia de ideas felices en Matematicas es, frecuentemente, mas prosaica de lo que
suponemos, v se debe, en gran medida, a que la forma de exponer los resultados en los textos
cientificos nos hurta, con frecuencia, el proceso seguido para alcanzarlos, que se deshecha por
poco relevante, y sélo se conoce cuando alcanza el nivel de anécdota llamativa, y a menudo de
dudosa credibilidad.

En este trabajo quiero ilustrar la forma real de llegar a un resultado matematico de gran
interés préactico que puede ser enunciado mediante una expresiéon muy sencilla, pero que dice
muy poco del proceso que hay que seguir para obtenerlo. El resultado que se alcanza es una
férmula para calcular el area de los poligonos simples a partir de la relacién de sus vértices en
orden correlativo. En realidad no es un resultado original, ya que la formula se conoce desde
hace tiempo, y habitualmente aparece con el nombre de férmula del agrimensor [1-5], para la que
existe una demostracion muy elegante, empleando el Teorema de Green. Lo que se pretende
en este trabajo no es tanto presentar el resultado matemético, sino el proceso seguido para
alcanzarlo. Dicho proceso presenta varios puntos importantes que se destacan a continuacion:

e El problema que originalmente se trataba de resolver era otro més sencillo, cuya soluciéon
nos lleva a un nuevo problema mas ambicioso.

e La demostracién es constructiva y se obtiene empleando sélo resultados matematicos in-
cluidos en bachillerato, incluyendo la definicién de todos ellos para facilitar la comprensién
de la misma. Estos resultados se definen con la precisién estrictamente necesaria para el
alcance de la demostracion.

e La notacion es a menudo un elemento clave para el éxito de un desarrollo matematico y
el caso que nos ocupa no es una excepcion. Aprovecharemos las definiciones previas para
introducir la notacién a emplear y para familiarizarnos con ella.

e En los ultimos apartados se incluyen algunos casos en los que se emplean resultados
que no se definen en detalle, aunque también estan dentro del arsenal de herramientas
matematicas adquiridas en bachillerato. Estos resultados son la notacion de sumatorios,
el calculo de limites con cambio de variable y aplicando el Teorema de L’Hopital, el teo-
rema del valor medio, el calculo de integrales de funciones trigonométricas y el calculo
de integrales definidas. Todo esto se considera ttil para ilustrar la utilidad de la formula
presentada y con ese dnimo se incluye en el trabajo.

La leccién empieza con el planteamiento del problema que se va a resolver, seguido de un con-
junto de definiciones necesarias para seguir el desarrollo de la resolucién. Antes de resolver el
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problema que se plantea se incluye un problema maés sencillo, que es el que inspiré el problema
objeto del presente trabajo. El problema inicial tiene la virtud adicional de facilitar la com-
prension de las definiciones y la de ayudar a familiarizarse con la notacién que se emplea en la
resolucién de ambos problemas.

Una vez estudiado el problema inicial se plantea y resuelve el problema objeto del trabajo, que
se seguird con algunas ampliaciones y ejemplos que serviran para ilustrar el uso del resultado
que se alcanza.

2 Planteamiento del problema

Lo normal en un trabajo de investigacién es tratar de resolver un problema especifico y se
insiste en la correcta formulacién del mismo, ya que de lo contrario se corre el riesgo de resolver
correctamente el problema equivocado (Box llamé a esto error de tercera especie). Esto, que es
cierto en la fase de comunicar los resultados de investigacion, no es necesariamente verdad en la
fase de creacién de dichos resultados, ya que la investigacion es a veces una simple exploracién
cargada de incertidumbre, al adentrarnos en un terreno posiblemente estéril, del que sélo a
veces somos capaces de obtener algo interesante.

El problema que se va a resolver en el presente trabajo es el calculo del area de un poligono
simple, a partir de la relaciéon de las coordenadas de sus vértices en orden correlativo, tal y
como se ilustra en la Figura 1, en la que se muestra un poligono simple con 8 vértices que son
los puntos P;, con i = 1,2,...,8, indicados en el orden que resulta de recorrer el perimetro del
poligono girando en el sentido inverso al de las agujas del reloj (sentido antihorario).

Figura 1: Poligono simple con 8 vértices.

En una primera aproximacion al problema lo méas directo es pensar en triangular el poligono,
tal y como se muestra en la Figura 2, para calcular el area total como la suma de las areas de
los triangulos en que se divide el poligono.
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Figura 2: Divisién del poligono de la Figura 1 en 6 tridngulos para facilitar el cilculo de su area.

Veremos en la presente lecciéon que esta manera tan intuitiva de resolver el problema es muy
poco eficiente, si la comparamos con la solucion que obtenemos al abordar el problema con mas
profundidad.

En la resolucién del problema planteado emplearemos una bateria de conocimientos previos que
se detallaran a continuacién en forma de definiciones.

3 Algunas definiciones

En este apartado se definen, con la precision estrictamente necesaria para el alcance de la leccion,
algunos conceptos y herramientas matematicas que son imprescindibles para el desarrollo.

3.1 Puntos en el plano

Pensamos en el plano como en una superficie plana ilimitada. El plano esta formado por puntos
y para localizarlos recurriremos a un punto especial al que llamaremos origen y a un sistema
de coordenadas formado por dos direcciones perpendiculares entre si en las que disponemos de
una escala, idéntica en ambas direcciones, de forma que para localizar un punto cualquiera del
plano indicaremos el nimero de ‘saltos’que debemos dar en cada direccién para alcanzar el punto
desde el origen. Por ejemplo, si decimos de un punto que sus coordenadas son (2, 3), estamos
diciendo que para alcanzar dicho punto debemos posicionarnos en el origen y desplazarnos 2
unidades en la primera direccion y 3 unidades en la segunda direccién. Del mismo modo el punto
cuyas coordenadas son (—1,2) lo alcanzamos desplazéndonos 1 unidad en sentido negativo en
la primera direccién y 2 unidades en la segunda direccién. La localizacion de estos dos puntos
se ilustra en la Figura 3.
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2.3

(-1,2)

Figura 3: Localizacion de puntos en el plano, mediante sus coordenadas.

Para referirnos a puntos del plano emplearemos letras mayuisculas en cursiva.

3.2 Segmento

Dados dos puntos A y B del plano, llamaremos segmento de extremos A y B a la parte de la
linea recta que une a ambos puntos que estd entre ambos. Emplearemos la notacién [AB] para
representar al segmento que une los puntos A y B.

Figura 4: Segmento con extremos A y B: [AB].

3.3 Vector

Un vector se escribe como un par ordenado de numeros reales que son sus componentes. Por
ejemplo, el vector v se escribe a partir de sus componentes v, y v, como v = (v,,v,). Nor-
malmente presentaremos un vector mediante una letra mintscula en negrita. Un vector es un
segmento orientado en el que uno de los dos extremos toma el papel de extremo inicial y el otro
adopta el papal de extremo final. El vector con extremo inicial en A = (x4, y4) y extremo final

en B = (xp,yp) se denota E y se representa a partir de sus coordenadas o componentes:

@:B—A:(a:B—a:A,yB—yA) (3.1)

En la Figura 5 se muestra el vector 1@ .
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vector AR B

A

Figura 5: Vector con extremo inicial en A y extremo final en B.

3.4 Recta que une dos puntos del plano

Dados dos puntos del plano, A y B, existe una tnica linea recta que pasa por ambos puntos.
Para determinar la ecuacién de dicha recta tenemos en cuenta que, para cualquier punto P(z, y)
de la misma se verificard, por el Teorema de Thales para los triangulos semejantes, la siguiente

relacion:
YB — Ya _ Y—Ya

3.2
B —TA r —TA ( )
De donde, despejando convenientemente, obtenemos:
y:yA_i_(M) (x — 2.4) (3.3)
I —TA

La Figura 6 nos ayuda a entender la aplicaciéon del Teorema de Thales para determinar la
ecuacion de la recta.

Xp —X,

Figura 6: Aplicacion del teorema de Thales para hallar la ecuacion de la recta que une los puntos A y B.

Se debe notar que la recta dada en la Ecuacion 3.3, divide el plano en dos semiplanos disjuntos:

Yy >ya+ (—yB_yA) (x —xa) (3.4)
B —TA

Yy <ya+ (—yB — yA) (2 —1y4) (3.5)
B —TA
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En uno de los dos semiplanos (semiplano superior) estan todos los puntos (x,y) tales que el
valor de y esta por encima del valor que le corresponderia si el punto tuviera la misma z, pero
estuviera en la recta y en el otro semiplano (semiplano inferior) estdn todos los puntos tales
que el valor de y esta por debajo del valor que le corresponderia si el punto tuviera la misma
x, pero estuviera en la recta. La divisién que la recta y = ya + 22222 (2 — x4) hace del plano
en dos semiplanos se ilustra en la Figura 7.

Semiplano Superior
Y = Va (

B

y=y,+ x_x,r)

A

Y=Yy, "'M(x_x,r)

5~ X4

Semiplano Inferior
y‘:y_fa*'@(x_xfa)

Xp =X,
Figura 7: La recta divide el plano en dos semiplanos.

3.5 Ecuacion de la recta en forma general o implicita

Operando convenientemente podemos expresar una recta como una funcion lineal en las varia-
bles e y mas una constante, igualada a cero, es decir:

Az + By + C = 0.

La expresién anterior se denomina ecuacién de la recta en forma general o implicita. A partir
de la ecuacion general de la recta los semiplanos superior e inferior se escriben Ax+ By+C > 0
y Az + By + C < 0, respectivamente.

3.6 Norma de un vector

La norma de un vector es la longitud del mismo, es decir, la distancia entre sus extremos. Para
calcular la norma del vector v(v,, v,) empleamos la expresién:

[v]] =+ /02 + ],

que se deduce del Teorema de Pitagoras, segin se puede apreciar en la Figura 8.
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—

Figura 8: Aplicacién del Teorema de Pitdgoras para calcular la norma de un vector.

3.7 Distancia entre dos puntos

Dados dos puntos del plano, A = (z4,y4) vy B = (p,yp) , podemos calcular la distancia que
los separa mediante la expresion:

d(A, B) = +/ (15— 24)* + (Y5 — ya)?,

que se deduce del Teorema de Pitagoras, segin se puede apreciar en la Figura 9.

Figura 9: Aplicacién del Teorema de Pitdgoras para calcular la distancia entre dos puntos.

3.8 Angulo entre dos vectores

Para calcular el angulo entre dos vectores apoyamos el extremo inicial de ambos en el origen.

Las dos escalas de medida de angulos mas empleadas son la escala sexagesimal y la escala en
radianes.

En la escala sexagesimal la circunferencia completa son 360 grados, descomponiendo cada
grado en 60 minutos y cada minuto en 60 segundos (los grados se indicaran con el simbolo °, los
minutos con el simbolo " y los segundos con el simbolo 7, por ejemplo 46° 15’ 23”). En la escala
en radianes una circunferencia completa son 27 radianes (1 radidn equivale a 1/27 vueltas, es
decir, 57°17" 45”7 y 1° equivale a 27/360 grados, es decir, 0.01745 radianes).

Para los efectos que nos interesan en este trabajo consideraremos los angulos en la escala
sexagesimal y consideraremos sélo angulos entre 0° y 180° grados (angulos positivos) o entre
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0° y —180° grados (dngulos negativos). Los dngulos se consideran positivos si se recorren en el
sentido inverso al de las agujas del reloj (sentido antihorario) y se consideran negativos si se
recorren en el sentido de las agujas del reloj (sentido horario) tal y como se refleja en la Figura
10.

OD
-40°

-150°
Figura 10: Ejemplo de algunos angulos.

3.9 Determinacion del signo del angulo entre dos vectores

Es facil determinar el signo de un angulo entre dos vectores, si podemos verlos representados
con el origen de ambos en el mismo punto, tal y como se muestra en la Figura 11, en la que se
muestran los vectores u y v, ambos con origen en el punto A, de manera que para determinar
el signo del angulo basta con pensar en el sentido en que desplazariamos la visual, si estamos
situados en A, mirando en la direccién del primer vector, y queremos mirar en la direccion del
segundo.

Figura 11: El dngulo desde u hasta v es positivo, pero el angulo desde v hasta u es negativo.

En el caso de la Figura 11, el signo del angulo desde u hasta v serd positivo (giramos la visual
en sentido antihorario) y el signo del dangulo desde v hasta u serfa negativo (giramos la visual
en sentido horario).

Sin embargo, si estamos interesados en determinar dicho dngulo sélo a partir de las coordenadas
de los vectores implicados, es decir, sin la posibilidad de verlos directamente, necesitamos un
procedimiento analitico, que se describe a continuacion.
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) de manera que estamos interesados
= (1 — 24,1 —ya) ¥ AP2 = (22 —

wl@

Sean los puntos A = (x4,y4), Pr = (x1,11) y P> = (9
en determinar el signo del angulo entre los vectores A
Ta,Y2 —Ya) , seglin se muestra en la Figura 12

(xzs}’z)

o)
.-'(xmyd)

Figura 12: Signo del dngulo entre dos vectores.

En la Figura 12 se ha anadido la recta que une los puntos A y P;, cuya ecuacién es:

yl_yA(
1 —TA

Y =1ya+ T —1xa).

Segin hemos visto antes, la recta divide el plano en dos semiplanos y es facil ver que si el
punto P» esta en el semiplano superior el angulo es positivo, mientras que en el caso contrario
el angulo sera negativo. En el caso de la Figura 12 el punto P, esta en el semiplano superior,
con lo que el angulo resulta ser positivo.

Analiticamente, si P, esta en el semiplano superior, deberia verificarse la siguiente relacion:

Lo anterior equivale a escribir:
(y2 — ya) (@1 — a) — (41 — ya)(z2 — za) > 0.

, s s
Si al vector AP; le llamamos u y al vector AP, le llamamos v, con coordenadas u, = 11 — x4,
y = Y1 — YA, Vg = Ta — TA Y Uy = Yo — Ya lo anterior se puede escribir:

UgpVy — UyVy > 0.

Siendo que el producto cruzado u,v, — uyv, se puede representar mediante la expresion del
determinante:
Uy Uy

= UpVy — UyUy.
Ve Uy zVy y Uz

Con lo que diremos que el angulo es positivo siempre que el determinante lo sea y negativo en
caso contrario.

3.10 Razones trigonométricas (seno y coseno de un angulo)

Para lo que sigue necesitamos definir la funcién coseno de un dngulo y lo haremos recurriendo
a una circunferencia de radio la unidad sobre la que representaremos el angulo, apoyando su
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vértice en el centro de la circunferencia y haciendo coincidir una de las lineas que definen el
angulo con la linea horizontal que atraviesa el centro de la circunferencia.

El coseno del angulo « sera la proyeccion del punto de la circunferencia intersectado por la
segunda linea que define el angulo, sobre la horizontal que cruza por el centro de la circunfer-
encia. Del mismo modo definimos el seno del angulo « como la proyeccién del mismo punto
sobre la linea vertical que cruza por el centro de la circunferencia. En la Figura 13 se ilustra la
definicién de seno y coseno de un angulo.

Figura 13: Tlustracién de la definicién de las funciones seno y coseno de un angulo.

3.11 Producto escalar

El producto escalar de los vectores u = (uy,u,) y v = (vs, vy), que se representard mediante la
expresion (u,v), es el nimero real que resulta de sumar el producto de las primeras coordenadas
de ambos vectores mas el de las segundas:

(U, v) = Uy + Uy,

El producto escalar es til para calcular el &ngulo entre dos vectores, ya que se puede comprobar
que una expresion equivalente a la anterior para calcular el producto escalar entre dos vectores
consiste en multiplicar las normas de ambos vectores por el coseno del angulo que forman:

(w, ) = [ul[ - [jv]| - cos(w).

A partir de las dos expresiones vistas para el producto escalar de dos vectores, operando con-
venientemente, resulta:

cos(Qyp) =

3.12 Distancia de un punto a una recta en el plano

Dado el punto P con coordenadas (xp,yp) y una recta r, especificada en forma general r =
AX + By + C = 0, la distancia entre el punto P y la recta r se denota por d(P,r) y se define
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como la minima distancia del punto P a un punto de la recta r, segin se aprecia en la Figura
14.

P{xp’yy)
*

\d(P,r)

A\
!

[
)

Figura 14: Tlustracién de la distancia entre el punto P y la recta r.

Para calcular la distancia entre el punto P y la recta r se emplea la expresion:

B |ALUP+ByP+C|

W) == o

3.13 Poligonal

Es un conjunto ordenado de segmentos tales que un extremo de cada uno de ellos coincide con
un extremo del siguiente (una concatenacién de segmentos).

E

Figura 15: Linea poligonal.

3.14 Poligono Simple

Es una poligonal cerrada tal que sus segmentos no se cruzan entre si. A los segmentos que
forman el poligono les llamaremos lados.

Se debe notar que para todo poligono el nimero de vértices coincide con el ntimero de lados.

3.15 Interior y Exterior de un poligono

Un poligono divide el plano en dos partes disjuntas: el interior y el exterior del poligono,
separadas por una frontera que es la poligonal que define al poligono.
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Figura 16: Ejemplo de poligono simple con 5 lados: [AB], [BC], [CD], [DE], [EA].

De los puntos interiores al poligono diremos que estan dentro del mismo, es decir, que estan
en el recinto delimitado por el poligono.

3.16 Diagonal

Llamaremos diagonal a cualquier segmento que une dos vértices no consecutivos del poligono.

diagonal [CE]

vértice A

lado [DE]

Figura 17: Algunos elementos de un poligono.

Si todos los puntos de la diagonal son interiores al poligono diremos que se trata de una
diagonal interior. Si todos los puntos de la diagonal son exteriores al poligono diremos que
se trata de una diagonal exterior. La diagonal representada en la Figura 17 es interior,
mientras que la diagonal que se construye uniendo los vértices C' y E en la Figura 16 es una
diagonal exterior. La diagonal que se construye uniendo los vértices B y E en la Figura 16 es
parcialmente interior y parcialmente exterior.
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3.17 Poligono Regular

Es un poligono cuyos lados son todos iguales.

Figura 18: Ejemplos de poligonos regulares: tridangulo equilatero, cuadrado, pentagono,. . .

Un poligono irregular es aquel para el que los lados no son todos iguales.

3.18 Poligono Convexo

Decimos que un poligono es convexo siempre que dados dos puntos cualesquiera del poligono
el segmento que los une esta incluido dentro del poligono.

parte del segmento es
exterior al poligono

Figura 19: Poligono convexo. Figura 20: Poligono no convexo.

3.19 Poligono Estrellado

Decimos que un poligono es estrellado cuando existe al menos un punto interior al poligono tal
que el segmento que lo une con cualquier punto del poligono esta contenido en el interior del
poligono.

Figura 21: Poligono estrellado.Podemos ver que existe al menos un punto interior al poligono conectado con
todos los deméds puntos del interior del poligono mediante un segmento totalmente interior al poligono.
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En la Figura 22 podemos ver un poligono no estrellado.

Figura 22: Poligono no estrellado.

4 Un problema “sencillo”

En este apartado se plantea y resuelve el problema original que se deseaba resolver y cuya
solucién nos llevara a otro problema mas ambicioso. Empezamos con el planteamiento de este
problema:

Sea un poligono simple, definido por la sucesién de sus n vértices P = {P,}!'_, , siendo P, =
(xi,9:), v sea un punto A = (xa,ya), que no es ninguno de los vértices del poligono ni esta
contenido en ninguno de los lados del mismo, ;Cémo podemos determinar si el punto es interior
o exterior al poligono?

Si podemos ver una representacion grafica del problema, éste parece elemental, tal y como se
muestra en las Figuras 23 y 24.

Figura 23: El punto estd dentro. Figura 24: El punto estd dentro.

Si no podemos ver la representacion grafica el problema no resulta tan sencillo, como se puede
apreciar en el siguiente ejemplo.

4.1 Ejemplo 1

Sea el poligono definido por sus 8 vértices:
P ={(9,1),(6,6),(9,7),(5,9),(5,4), (4,9),(1,1), (4,3)},

para el que se entiende que el dltimo vértice Py = (4,3) estd unido por un segmento con el
primero P; = (9,1), para cerrar el poligono.
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Estamos interesados en determinar si el punto A = (6, 5) esta dentro del recinto delimitado por
el poligono.

Visto asi, sin disponer de la posibilidad de ver una representaciéon grafica conjunta del poligono
y el punto, el problema es més complicado y requiere un poco de ingenio para ser resuelto. En
los siguientes apartados se sugieren tres métodos de resolucién, radicalmente diferentes entre
si, en orden decreciente de complejidad.

Solo se describira en detalle el tercer método (el més eficiente y elegante), mientras que los dos
primeros métodos sélo se describiran de forma somera.

4.2 Primera tentativa: recorriendo la frontera

La idea es desplazarnos desde el punto hasta las proximidades de la frontera del poligono, pero
sin llegar a cruzarla, es decir, si el punto era exterior al poligono nuestra posicion sigue siéndolo,
mientras que si el punto era interior, este hecho tampoco cambia.

Una vez nos hemos aproximado a la frontera, recorremos el contorno del poligono, sin cruzar
la frontera, midiendo la distancia que hemos recorrido al dar la vuelta completa; digamos que
esta distancia es d;.

Ahora cruzamos la frontera (es un pequenn o salto, ya que estamos en sus proximidades) y
repetimos el proceso de recorrer el contorno del poligono hasta dar la vuelta completa, con lo
que recorremos una distancia a la que llamaremos ds.

En la Figura 25 se ilustra el proceso descrito en los parrafos anteriores, en el caso de un punto
exterior.

Figura 25: Si al recorrer la frontera antes de cruzarla la distancia es mayor que después de cruzarla, el punto es
exterior. En el caso contrario el punto seria interior.

Es claro que en el caso ilustrado en la Figura 25 (punto exterior) la distancia del primer recorrido
(dy) es mayor que la del segundo (ds) y esto sucederia siempre que el punto sea exterior, mientras
que si el punto fuera interior, la distancia del primer recorrido seria menor que la del segundo,
es decir, si d; > dy el punto es exterior, mientras que si por el contrariod; < ds el punto es
interior.

Este método tiene el inconveniente de la complejidad algebraica de posicionarnos en las prox-
imidades del poligono, de recorrer el contorno midiendo la distancia recorrida y de cruzar la
frontera.
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4.3 Segunda tentativa: trazando una semirrecta

Si trazamos una semirrecta desde el punto, con un angulo arbitrario, pueden suceder dos cosas:
que la semirrecta no intercepte a ninguno de los segmentos que conforman el poligono, en
cuyo caso es evidente que el punto es exterior; o que la semirrecta cruce al menos uno de los
segmentos que conforman el poligono, en cuyo caso caben dos posibilidades: que intercepte un
nimero par de segmentos, en cuyo caso el punto es exterior; o que intercepte un niimero impar
de segmentos, en cuyo caso el punto es interior (para ambas posibilidades hay que tener en
cuenta que si la semirrecta cruza por un vértice esta interceptando dos segmentos, pero sélo
hemos de contabilizar un cruce).

En la Figura 26 se muestran las posibilidades de un punto exterior.

Figura 26: Si el punto es exterior caben dos posibilidades: (a) la semirrecta no intercepta al poligono y (b) la
semirrecta intersecta al poligono en un nimero par de puntos (marcados como circulos en la Figura).

En la Figura 27 se muestran el caso de un punto interior.

Figura 27: Si el punto es interior la semirrecta interceptara al poligono en un nimero impar de puntos (marcados
como circulos en la Figura).

Para este método la complejidad algebraica es menor que para el anterior, ya que solo hay que
comprobar el nimero de intersecciones entre la semirrecta y los lados del poligono, pudiendo
elegir la semirrecta de manera que el célculo se simplifique al maximo (por ejemplo horizontal
o vertical).
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4.4 Tercera tentativa: mirando alrededor

Este tercer método estd basado en la sencilla idea de imaginar lo que hariamos si estuviéramos
situados en el punto y quisiéramos saber si estamos encerrados dentro del poligono o si estamos
fuera del mismo, siendo la respuesta mas evidente: “mirar alrededor”.

Si el punto es interior al poligono al “mirar alrededor”, recorriendo desde el primer vértice hasta
el ultimo (que coincidird con el primero, ya que el poligono esté cerrado), habremos dado una
vuelta completa, es decir, nuestra mirada habra descrito un dngulo acumulado de 360° (la
suma acumulada de los dngulos recorridos para los lados del poligono, contando como positivo
el angulo recorrido en el sentido contrario a las agujas del reloj y como negativo el angulo
recorrido en el sentido de las agujas del reloj). En la Figura 28 se muestra un ejemplo sencillo
de esto.

Figura 28: Al estar el punto dentro del poligono la suma acumulada de los 4ngulos barridos equivale a dar una
vuelta completa (360°).
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Si el punto es exterior al poligono al “mirar alrededor”, recorriendo desde el primer vértice
hasta el dltimo (que coincidird con el primero, ya que el poligono estd cerrado), hacemos y
deshacemos un mismo recorrido, es decir, la suma acumulada de los angulos recorridos para los
lados del poligono por nuestra mirada sera igual a 0°. En la Figura 29 se muestra un ejemplo
sencillo de esto.

P

Figura 29: Al estar el punto fuera del poligono la suma acumulada de los dngulos barridos supone andar (los
tres primeros dngulos son positivos) y desandar (los dos tltimos dngulos son negativos) un mismo recorrido

(0°).

Naturalmente, necesitamos definir un procedimiento analitico para calcular la suma acumulada
de los angulos barridos por la mirada al recorrer los vértices del poligono y para ello pensamos
en el angulo barrido al desplazar la mirada desde un vértice hasta el siguiente (disponemos de
la lista de los vértices del poligono en orden correlativo). Para hacerlo recordamos la notacién
introducida, segtn la cual el poligono viene especificado por la sucesién ordenada de sus vértices
P ={P;}" |, siendo P, = (z;,y;), y el punto es A = (z4,ya).

Al angulo barrido desde el vértice P; hasta el vértice P,y lo denotaremos por «;, segin se
muestra en la Figura 30.
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(xi-l s Vil )

(5 .)

('IA sV )

Figura 30: «; es el dangulo barrido si nos situamos en el punto A y desplazamos la mirada desde el punto P;
hasta el punto P;1.

Para calmm angulo «; recurrimos a la expresion del producto escalar de los vectores v; = /ﬁ
Y viy1 = AP
(i, Vi) = [li| - lvigal] - cos(aw).
Despejando obtenemos:
(@i — xa)(@ir1 — 2a) + (Y — ya) Wir1 — ya)
V(@i —2a)? + (Y — ya)>V (@is1 — 24)% + (Yir1 — Ya)? .

Para ilustrar el uso de la féormula recordamos el ejemplo que estamos estudiando, para el que
es A= (6,5), P, =(9,1) y P, =(6,6) , con lo que para hallar a; necesitamos conocer vy y vs:

<”z', ’Uz‘+1>
[[vil] - [[vig1l]

a; = arccos( ) = arccos(

v =P —A=(9,1)— (6,5 =(3,-4), wvy=P,—A=(6,6)—(6,5) = (0,1).

<(37 _4)7 (Ov 1)>
13, =)l - 110, )]

Hay dos angulos cuyo coseno es -0,8: 143° 77 48” y -143° 7’ 48”. Para discernir entre ambos
hemos de comprobar si el dngulo se recorre en sentido horario (signo negativo) o en sentido
antihorario (signo positivo). Para discriminar entre ambos casos hemos visto que podemos
emplear el determinante:

(v1,v2)
1] - ool

ay = arccos( ) = arccos( ) = arccos(—0.8).

3 0
—4 1

‘:34—04—@:3>0

Al resultar positivo el determinante concluimos que el signo del dangulo es positivo y nos
quedamos con aq =143° 77 48”.

Para calcular la suma acumulada de los angulos repetimos el proceso para todos los angulos
barridos en el ejemplo que estamos estudiando y rellenamos la Tabla 1.

ISSN 1988-3145 40 @QMSEL



Volume 5, 2012. 41

TABLA 1. Célculo de la suma acumulada de los dngulos barridos por la visual para el ejemplo.

Desde Hasta v; Vi1 cos(;) Determ. «

P P, (3,—4) (0,1) —0.8000 3>0 143°7 48”
Py Py (0,1) (3,2)  —0.5547 —3<0 -56°18 36”
Py Py (3,2) (—1,4) 0.3363 14 >0 70°20° 467
P, P (=1,4) (=1,-1) —05145 5>0  120°57 50"
Py P (=1,-1) (-2,4) —03162 —1<0 -108°26" 6
Ps P (=2,4) (=5,—4) —02095 28>0  102°5 417
P, P (=5,-4) (=2,-2) 09939 2>0  6°20 25"

P P (—2,-2) (3,—4) 0.1414 14 >0 81°52’ 127

suma 360°

Como el resultado de la suma acumulada de los dngulos barridos al recorrer los vértices del
poligono es igual a 360°, concluimos que hemos dado una vuelta completa, es decir, el punto A
es interior al poligono.

Lo ma&s notable del procedimiento descrito, junto con su sencillez, es que en ningiin momento
hemos necesitado ver la imagen del poligono y del punto del que queremos determinar su
posicién relativa al poligono. Para apreciar el resultado de forma gréafica se muestra el poligono
en la Figura 31.

Figura 31: Representacién grafica del poligono P del ejemplo, junto al punto A para confirmar visualmente que
el punto es interior.

5 Una aproximacién estocastica al area del poligono

En este apartado emplearemos el método descrito para comprobar si un punto es interior o
exterior a un poligono para calcular, de manera aproximada, el area del poligono, relacionando
dicha area con la probabilidad de que un punto seleccionado al azar, en un recinto que incluye
al poligono en su interior, sea interior al poligono (dicha probabilidad sera proporcional al area
del poligono).

5.1 Aplicacion del método Monte Carlo

El disponer de un método sencillo para determinar si un punto es interior o exterior a un
poligono nos permite resolver, de manera aproximada, el problema del calculo del area del
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mismo, aplicando el siguiente principio:

Si el poligono esta totalmente incluido en un recinto mayor, del que conocemos el area, y somos
capaces de seleccionar un punto al azar de dicho recinto, la probabilidad de que el punto sea
interior al poligono es proporcional al area del poligono, verificandose que si el area del poligono
es igual a 0 dicha probabilidad es nula y si el area del poligono es igual al area del recinto que
lo contiene la probabilidad sera igual a la unidad.

A partir del principio enunciado, si denotamos por S al area del recinto y por S(P) al area
del poligono P, la probabilidad de que un punto seleccionado al azar de entre los del recinto
superior sea un punto del poligono se puede calcular mediante la expresion:
S(P)
rob = ——=.
P S
Si en la expresion anterior despejamos S(P) obtenemos S(P) = prob x S, por lo que una esti-
macion de la probabilidad prob nos permitiria obtener una aproximacion al area del poligono.

Para obtener una estimacion de la probabilidad prob podemos recurrir al método Monte Carlo
de simulacién que, al apartarse del objeto de la presente leccion, no se va a describir en detalle
y sélo diremos de él que, aplicado al problema que nos ocupa, consiste en seleccionar al azar
un numero elevado de puntos del recinto superior para estimar la probabilidad prob como la
proporcion de dichos puntos que son interiores al poligono. Una vez obtenida la estimacion de
prob es inmediato calcular la aproximacién al area del poligono.

Al decir un niimero elevado de puntos nos referimos a que cuanto mayor sea dicho niimero mejor
serd la aproximacion obtenida, siendo que dicha aproximacién converge al verdadero valor del
area buscada cuando el nimero de puntos tiende a infinito.

5.2 Ejemplo 2

En este ejemplo aplicaremos el método Monte Carlo para calcular, de manera aproximada, el
area del poligono P del Ejemplo 1. Para ello, emplearemos como recinto superior el cuadrado
cuyos vértices son los puntos (0,0), (10,0), (10,10) y (0,10), cuyo area es S = 100. En la
Figura 32 se muestran conjuntamente el poligono P y el recinto superior que lo contiene.

Figura 32: Representacién conjunta del poligono P y el cuadrado de drea 100 que lo contiene.
Para mostrar la convergencia de la aproximacion con el incremento del ntimero de puntos
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seleccionados al azar en el cuadrado que contiene al poligono, en la Figura 33 se muestra
un grafico con el valor estimado para el drea del poligono en funcién del nimero de puntos
seleccionados. Después de haber seleccionado 20000 puntos obtenemos un valor aproximado
para el drea igual a 28,44u®. En apartados posteriores veremos que el verdadero valor del drea
del poligono es igual a 28,50u>.

El problema del método estocéstico descrito es la lentitud con la que converge al verdadero
valor, ya que para asegurar cada cifra significativa se necesita anadir 10 veces més puntos que
los acumulados para asegurar la cifra significativa anterior.

31

01 23 456 78 910111213141516 17 181920

Millares

Figura 33: Evolucion de la aproximacién al drea del poligono al aumentar el nimero de puntos seleccionados al
azar en el recinto superior.

Ya hemos mencionado que no daremos detalles adicionales en relacién a este método y sélo
nos quedaremos con que empleando 20000 puntos seleccionados al azar en el recinto superior
hemos obtenido una aproximacién al drea del poligono igual a S(P) ~ 28.44u>.

6 Calculo del area de un poligono estrellado

La definiciéon de poligono estrellado implica la existencia de al menos un punto interior al
poligono tal que los segmentos que unen cada vértice del poligono con dicho punto estan to-
talmente incluidos en el interior del poligono, es decir, si definimos el poligono estrellado a
partir de la sucesién ordenada de sus vértices P = { P}, siendo P; = (x;,x;11), y el punto
es A = (za,ya), se verifica que todos los puntos del segmento [AP;| estdn en el interior del
poligono.

En la Figura 34 podemos ver que si P es un poligono estrellado con n vértices y A es un punto
interior que verifica la propiedad de estar comunicado con todos los vértices del poligono medi-
ante segmentos interiores, todos los tridngulos cuyos vértices son A y dos vértices consecutivos
del poligono son interiores al poligono. Al triangulo formado por los vértices A, P, y P lo
llamamos T';.

Es sencillo ver que {T1,T3,...,T,} es una particién del poligono, de manera que el area del
poligono estrellado es igual a la suma del drea de los n tridngulos, con lo que un paso previo para
construir un procedimiento analitico para calcular el area de un poligono estrellado es elaborar
un procedimiento analitico para calcular el area de un triangulo, a partir de sus vértices.
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P

Figura 34: Un poligono estrellado de n vértices se puede dividir en n tridngulos a partir de un punto interior al
poligono.

6.1 Calculo del area de un triangulo

Pensamos en un triangulo cualquiera, de entre los n en que hemos dividido el poligono estrellado,
el i-ésimo (T’;), cuyos vértices son los puntos: {A, P;, P;.1}. Para calcular el drea del tridngulo
T; recurrimos a la conocida férmula del drea de un triangulo: Area del triangulo igual a
base multiplicada por altura partido por dos.

Si consideramos como base el segmento [P;P; 1], la base es igual a la distancia entre ambos
vértices:

base = \/(zit1 — 2:)2 + (yis1 — i)
La altura se calcula como la distancia del vértice A hasta la recta definida por los vértices P,
Py
o altura = d(A, f—’ZI_D;:)
La recta definida por los vértices P; y P,y es:
Yirr —¥i _ Yir1 — Z/'
Titl =Ty Tip1l — T

Agrupando convenientemente tenemos la ecuacién de la recta en forma general:

(Yi — Yir1)x + (Tig1 — )y + (Yir1 — ¥i)Tiv1 — (T — i) yir1 = 0.

Con lo que la altura de T';, tomada desde el vértice A, seria:

(Yi = Yir1)Ta + (T2 — T)ya + W1 — ¥i)Tivs — (Tig1 — )i
\/(x'i+1 — %)%+ (Yir1 — vi)?
Al desarrollar la expresion anterior obtenemos:

altura =

TiYit1 + Tit1YA + TAY; — YiTiv1 + Yir1T4 + YaAT;
\/(%’H — )%+ (Yip1 — vi)?

De lo anterior concluimos que el drea del tridngulo T';, que denotaremos S(T;), es:

altura =

1
S(T;) = B (33iyi+1 T Tip1YA + TAYi — Yiliv1 — Yiy1T4 — yAJUi)-
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Se debe notar que la formula anterior sélo nos dara un signo positivo para el area si al situarnos
en A mirando hacia P;, y desplazamos la mirada hacia P;,, el angulo barrido por la visual es
positivo (sentido antihorario). En caso contrario el drea obtenida tendria signo negativo.

La expresién de se puede escribir de forma mnemotécnica como:

S(T‘)zl TA Ti Tip1 Ta
Y20\ya Y Vi yal

La expresion mnemotécnica consiste en indicar las coordenadas de los vértices, repitiendo el
primero al final, para indicar el cierre del tridngulo, de manera que se suman los productos
obtenidos mediante diagonales recorridas en el sentido \, y se restan los productos obtenidos
mediante diagonales en el sentido /. A la forma descrita de calcular los productos de las
diagonales, sumando o restando el resultado en funcién del sentido de la diagonal, lo llamamos
“productos cruzados”.

6.2 Area del poligono estrellado

Segin hemos dicho con anterioridad, el area del poligono estrellado es igual a la suma del area
de los n tridngulos, es decir, si llamamos P al poligono y S(P) al drea del mismo, se verifica:

n

. 1
S(P) = Z S(T;) = 5 Z (TaYi1 + Tig1Ya + TaYi — YiTip1 — Yir1Ta — Yali).
=1

i=1

En la anterior féormula se debe recordar que P71 = (Zy41,Yns1) €8 P = (z1,y1), para cerrar el
poligono.

Si desarrollamos la expresion de S(P), obtenemos:

1

S(P) = 5 (2192 4+ Taya + Tays — Y1T2 — YoTa — Yaz:

Toys + T3Ya + TaY2 — Y23 — Y3TA — YAT2

+ o+ +

Tp—1Yn + TnlYa + TAYn—1 — Yn—1Tpn — YnTA — YATn-1
+ Tl T1YA T TAYn — Yol — Y1TA — YATy)

En la féormula anterior es facil apreciar que todos los términos que contienen x4 6 y4 se cancelan,
quedando:

1
S(P) = §($1y2 — Y1y + TaYs — YaTs + - Tn1Yn = Yn-1Zn + TnY1 — Yn1).
Agrupando los términos que se suman por un lado y los que se restan por otro lado, obtenemos:
1
S(P) =5 [(z192 + Tays + - Tnoa¥n + ) + (= Y122 — YoT3 — . — Yno1Tn + —Yn21)] -

Este resultado se puede resumir de forma mnemotécnica mediante la expresion de “productos
cruzados” enunciada anteriormente, segin la siguiente expresion:

Ty, 2o ... z, 71
(P:) 211 Y2 - Yn W1 (36)
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En primera instancia el resultado anterior nos sorprende por su sencillez, ya que no depende
del punto A elegido, aunque si reflexionamos esto es logico, ya que para cualquier punto A del
interior del poligono, que esté unido con todos los vértices mediante segmentos interiores al
poligono, S(P) debe proporcionarnos el drea del poligono, segiin hemos razonado con anterior-
idad. Sin embargo, recuperamos la sorpresa si pensamos que el desarrollo que se ha hecho seria
el mismo para cualquier punto A que elijamos, incluso si A es un punto exterior al poligono,
con lo que hemos encontrado un resultado de gran importancia, ya que disponemos de una
expresion extraordinariamente simple para calcular el area de un poligono estrellado a partir
de sus vértices especificados de forma correlativa, en sentido antihorario (si disponemos de los
vértices ordenados en sentido horario obtenemos el mismo resultado, pero con signo negativo).

Llegados a este punto tiene interés saber si el resultado obtenido puede extenderse a poligonos
no estrellados y ese serd el objetivo del siguiente apartado.

7 Calculo del area de un poligono no estrellado

Para tratar de generalizar el resultado anterior a poligonos no estrellados procederemos por el
método de induccién.

Dado un poligono de n vértices, no necesariamente estrellado, es facil ver que si lo dividimos
en dos poligonos, mediante una diagonal interior, obtenemos dos poligonos con n; y nsy vértices
respectivamente, siendo n; < n, no < ny n; +nes = n+ 2. En la Figura 35 se muestra esto
para el caso de un poligono con n = 8, que se divide en dos poligonos con ny =4y ny = 6.

Hipétesis de induccidén: supongamos que para un numero de lados, n, se verifica que para
todo poligono con n o menos lados la férmula (3.6) es vilida.

Sea P = {P,}!"' un poligono de n + 1 lados y sea [P;P] una diagonal interior que dividiré al
poligono P en dos poligonos a los que denotaremos por @ y R, respectivamente. @ tendra n,
vértices y R tendrd ny vértices, siendo ny = (n + 2) — n4, siendo claro que ny < ny ny < n,
pudiendo escribir @ = {P}j_; y R = {P}]_,.

Por conveniencia renumeramos los vértices, manteniendo el orden correlativo, transformando
P; en Py, Pjyy en Py, y asi sucesivamente, de manera que podemos escribir @ = {P}, y
En la Figura 36 se muestra la renumeracion de los vértices para la particion del poligono de la

Figura 35.

Es evidente que el area del poligono P es igual a la suma de las areas de los poligonos Q v R,
es decir:

S(P) = S(Q) + S(R).

Como el nimero de vértices de @ y R es menor que n, aplicando la hipdtesis de induccién,
obtenemos:

1

2

ry T2 ... Tp T1

1 Ty, Tpytl - Tpel T1 Ty
210 Y2 oo Yng W1

Yni Y+l - Ynt1 Y1 Yny .
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FPs

P,

Figura 35: Particién mediante una diagonal inte- Figura 36: Renumeracién de los vértices para

rior de un poligono de 8 lados en dos poligonos con  hacer coincidir P; con uno de los vértices de la

4y 6 lados, respectivamente. diagonal interior que particiona el poligono.

Desarrollando la expresion anterior obtenemos:

S(pP) = 5@Q)+S(R)

1

= 5(90192 T Toys + ...+ Tny Y1 — Y1T2 — Yoz — ... — yn1m1)
1

+ B (T Yy 1%y 41Yn 2 + -+ Lo 11 + 1Yny — Yoy Ty 1)
1

+ 5( “Yni1+1Tn+2 — -+ - T Yny1T1 — ylmnl)

En la expresion anterior apreciamos que los términos marcados se anulan, de manera que,
reordenando convenientemente, se obtiene:

1
S(P) = B [($1y2 + ToY3 + ..+ TplYnt1 + $n+1yl) - (91962 T Y23 + o+ YnTpgr + yn+1$1)] .
O, expresado en forma mnemotécnica:

S(P):lxl Ty ... Tpy1 Tq
21 Y2 -o- Uny1 1|

Que es la férmula (3.6) aplicada al caso de un poligono con n + 1 vértices.

Hemos probado que si la formula es valida para un poligono con n vértices, también lo es para
un poligono con n + 1 vértices y como es evidente que todo poligono de 3,4 o 5 vértices es
estrellado, la féormula es aplicable a poligonos de hasta 5 vértices y por lo tanto, también lo
serd para poligonos de 6 vértices y eso nos lleva a la validez para poligonos de 7 vértices y asi
indefinidamente para poligonos con un nimero arbitrario de vértices, con lo que concluimos la
demostracion.

7.1 Ejemplo 3

Para ilustrar el uso de la férmula que hemos construido calcularemos el drea del poligono P del
Ejemplo 1, definido por sus 8 vértices, expresados de forma correlativa como:

P = {(97 1)7 (67 6)7 (97 7)7 (57 9)7 (57 4)7 (47 9)7 (17 1)7 (47 3)}7
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Para calcular el drea de P empleamos la expresién (3.6), adaptada a los vértices indicados:
119 6 9 55 41409
S(P)_§167949131"

Si calculamos los productos cruzados, obtenemos:
57

S(P)—l 9-6+6-7+9-9+5-445-944-14+1-34+4-1 _ 20 o m?
T2 -(1-64+6-94+7-54+9-5+4-4+9-1+1-4+3-9)f 2 T

Es decir, el drea del poligono es igual a 28.5 unidades de superficie.

8 Un caso especial: la Formula de Pick

Para el caso especial de poligono simple cuyos vértices son puntos de una reticula, como el
ejemplo de la Figura 37, existe una féormula muy simple para el calculo de su area, debida al
Vienés George Alexander Pick, publicada en 1899, con el titulo: Geometrisches zur Zahlenlehre,
en la revista Sitzungberg, que precisa sélo del nimero de nodos de la reticula interiores al
poligono (I) y del nimero de nodos de la reticula en el perimetro del poligono (B).[1, 5]

Figura 37: Poligono cuyos vértices son todos puntos de una reticula.

El poligono de la Figura 37 es el mismo que hemos empleado en los Ejemplos 1, 2 y 3, de
manera que sabemos que su area es igual a 28.5 unidades de superficie.

La Férmula de Pick nos dice que para calcular el area del poligono debemos emplear la relacion:
‘ 1
Area:]—|—§B—1.

En la Figura 38 se muestra el recuento del nimero de puntos interiores y el niimero de puntos
sobre el perimetro, para el poligono de la Figura 37, obteniendo I = 23 puntos interiores y
B = 13 puntos sobre el perimetro, con lo que, aplicando la Férmula de Pick, obtenemos:

Ve 1 ].
Area:]+§B—1:23+§13—1:28.5u2.

Resultado que coincide con el que habiamos obtenido aplicando la Férmula del Agrimensor que
hemos demostrado.
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Figura 38: Recuento de puntos interiores (circulos grises) y puntos sobre el perimetro (cuadrados grises) para
el poligono de la Figura 37.

9 Algunos ejemplos

En este apartado vamos a demostrar las férmulas elementales del calculo de dreas, que son las
correspondientes al cuadrado de lado [, al rectangulo de lados a y b, al tridngulo cuya base y
altura son b y h, respectivamente y el circulo de radio r. Todos los resultados que vamos a
probar son conocidos por los estudiantes de primaria y nos van a servir para ilustrar el uso de
la Formula del Agrimensor.

9.1 Area del cuadrado de lado [

Es facil ver que el cuadrado de lado [ puede especificarse mediante los vértices ordenados en
sentido antihorario como: (0,0),(1,0),(l,1) y (0,1), segin se muestra en la Figura 39, con lo

que se obtiene:
0L 10 -
0 01 1 -

Que es la conocida féormula de la geometria elemental para el célculo del area de un cuadrado

de lado I.

Area =

o O

(P+17) =0

N =
DO | —

©,1) (¢, 1)

(0, 0) (¢, 0)

Figura 39: Especificacién de un cuadrado de lado 1 en un sistema de coordenadas.
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9.2 Area del rectangulo de lados a y b

Del mismo modo que en el caso del cuadrado, podemos especificar el rectangulo de lados a y b
mediante los vértices (0,0), (a,0), (a,b) y (0,b), con lo que se obtiene:

Area=c10 g 5 3 0

1 1
’0 a a0 0‘ —(ab—i—ab):ab.
2
Que es la conocida férmula de la geometria elemental para el cdlculo del area de un rectangulo
de lados a y b.

9.3 Area del triangulo de base b y altura h

Para especificar el triangulo de base b y altura h, giramos el triangulo hasta conseguir que su
base coincida con el eje horizontal del sistema de coordenadas, apoyando uno de los vértices de
la base sobre el origen, tal y como se muestra en la Figura 40 Al aplicar la férmula obtenemos:

110 b =z 0

Area:—‘o 0 h 0

1
’ = —bh.
2 2

(x,h)

0,0) (5.0

Figura 40: Tridngulo con base b y altura h.

Que es la conocida formula de la geometria elemental para el calculo del area de un triangulo
de base b y altura h.

9.4 Area de poligono regular de n lados inscrito en circunferencia de radio r
Si, por comodidad, situamos el origen de coordenadas en el centro de la circunferencia, tal y

como se muestra en la Figura 41 para el caso en que n = 6 (hexdgono), el poligono se puede
dividir en n tridngulos cuyas coordenadas son, para el tridngulo i-ésimo:

{(0, 0), (r cos("—Lam). r sen("= 127)) | (r cos(%zw), . sen(%Qw)) }

n n

De manera que para calcular el area del poligono multiplicaremos por n el area de uno cualquiera
de dichos tridngulos, por ejemplo el 1°, para el que ¢ = 1:

S(P.) =5

n

0 rcos(0) rcos2E 0 _no2 senz—ﬁ
0 7sen(0) 7sens 0 2 '

ISSN 1988-3145 50 @MSEL



Volume 5, 2012. 51

l=()

(r cos(()), r sen(()))

SR

Figura 41: Poligono regular de 6 lados (hexdgono) inscrito en una circunferencia de radio 7.

Es decir, si denotamos por P,, al poligono regular de n lados inscrito en una circunferencia de

radio r, su area vale:
n ., 2m

S(P,) = o7 sen—.

9.5 Area del circulo de radio r

Es facil ver que, para el caso del apartado anterior, al incrementar el nimero de lados del
poligono (n) el drea del mismo es cada vez mdas préxima a la de todo el circulo de radio 7 en
que esta incluido el poligono, verificandose la igualdad en el limite, cuando n tiende a infinito,
es decir:

Area circulo de radio = lim S(P,,).
n—o0

Si calculamos dicho limite:

. N o4 2m {cambio}
lim —r* sen— =

— lim — lim M = 72
z—0 2r z—0 2

r? sen(27mx)

Con lo que hemos probado que el drea del circulo de radio 7 es 72, que es la conocida férmula
de la geometria elemental que se usa a tal efecto.

10 Mas alla de los poligonos

Para demostrar la conocida férmula del area de un circulo de radio » hemos llevado al limite
el concepto de poligono regular de n lados. En este apartado haremos algo similar para curvas
expresadas en forma paramétrica, es decir, empleando dos funciones dependientes de un mismo
parametro para indicar las coordenadas de los puntos que definen la curva.

El ejemplo més conocido de curva cerrada en forma paramétrica es la circunferencia, que se
puede escribir como:
x = rcos(t)

y = r sen(?) t €0, 2m].
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Figura 42: Circunferencia de radio r expresada en forma paramétrica.

En la Figura 42 se muestra la circunferencia expresada en forma paramétrica. En general se
puede expresar una curva en forma paramétrica mediante la expresion:

r = z(t)
y=y(t)

Si la curva expresada en forma paramétrica es cerrada podemos aproximar su area mediante
un poligono cuyos vértices son un subconjunto de los puntos de la curva, siendo tanto mejor la
aproximacién cuanto mayor sea el nimero de puntos que incluimos en el poligono, siendo que,
en el limite, la aproximacion seria perfecta.

t € [a,b].

La férmula presentada para calcular el drea de un poligono a partir de sus vértices especificados
en el orden que resulta de recorrer el perimetro del poligono en sentido antihorario:

1 r1 I ... T T1
S(P) = — " .
(P) 2191 Y2 oo Yn Y1
Puede escribirse como:
S(P):}(xl 22| | w2 w3 Tt Tn|  |Tn m1>.
2 Y1 Yo Y2 Y3 Yn—1 Yn Yn U1
Es decir,
|2 25
S P I 7 +1 )
( ) 2; Yi Yit+1

Abusando de la notacion, si hacemos el salto de lo discreto a lo continuo, cambiando el sumatorio
por una integral, expresando los puntos de la curva en forma paramétrica y desarrollando los
determinantes, obtenemos:

1

S(P) = 5/ (z(t)y(t +dt) — y(t)z(t + dt)).

Aplicando el teorema del valor medio,
y(t +dt) = y(t) + y'(t)dt,
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y, analogamente,
x(t+dt) = z(t) + 2/ (t)dt,

Con lo que resulta: . .
S(P) :5/ (:z;(t)y’(t)dt—/ y(t)z'(t)dt).

Aplicando el método de integracién por partes y teniendo en cuenta que z(a) = z(b) e y(a) =
y(b), por ser la curva cerrada, es facil comprobar que:

/ 20y (D)t = — / 2 (Oy(t)dt.

De donde podemos escribir:

0, equivalentemente,

10.1 Ejemplo 4: area del circulo de radio r

Vamos a aplicar la expresién integral anterior para volver a demostrar la conocida férmula del
area de un circulo de radio r.

A partir de la expresion de los puntos de una circunferencia de radio r en forma paramétrica:

x = rcos(t)

y=r Sen(t) te [0, 27T]
2m 27
A 1 2t
Area circulo de radio r = / r? cos®(t)dt = r* / 2 cosl cgs( )dt.
0 0
Es decir,
, 2 2t 27 2
Area cireulo de radio r = — [t + sen(2¢) 1™ _ L, W—
2 2 0 2

Con lo que hemos probado de nuevo que el rea del circulo de radio r es 72, que es la conocida
formula de la geometria elemental que se usa a tal efecto.
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