Javier Falco Benavent.
Universitat Politecnica de Valéncia
trafalbe@upvnet.upv.es

PROBLEMAS MEZCLADOS (ANEXO III)

Actividades matematicas que incitan a la modelizacion.

Javier Falc6 Benavent
2012

Este documento ha sido creado por Javier Falc6 Benavent y forma parte del quinto volu-

men de la revista cientifica Modelling in Science Education and Learning. Por favor
visite la direccién electrénica de la revista para conocer las condiciones de uso de este ma-
terial.


mailto:frafalbe@upvnet.upv.es?subject=msel%20-%20Actividades%20que%20incitan%20a%20la%20modelizaci%C3%B3n%20matem%C3%A1tica.
mailto:frafalbe@upvnet.upv.es?subject=msel%20-%20Actividades%20que%20incitan%20a%20la%20modelizaci%C3%B3n%20matem%C3%A1tica.
http://msel.impa.upv.es/cmsms/
http://msel.impa.upv.es/cmsms/
http://msel.impa.upv.es/cmsms/
http://msel.impa.upv.es/cmsms/
mailto:frafalbe@upvnet.upv.es?subject=MSEL%20-%20Actividades%20matem%C3%A1ticas%20que%20incitan%20a%20la%20modelizaci%C3%B3n
mailto:frafalbe@upvnet.upv.es?subject=MSEL%20-%20Actividades%20matem%C3%A1ticas%20que%20incitan%20a%20la%20modelizaci%C3%B3n




PROBLEMAS MEZCLADOS

EQUIPO 1
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ACTIVIDADES

TAVIER FAT cO BENAVENT
o

FRANJFAL@GMAIL.COM

CONTENIDOS

Este taller seta enfocado a alumnos con una alta capacidad para
comprender y manejar los objetos geométricos. Los tres problemas
presentados tienen soluciones geométricas que requieren de una alta

capacidad para manejar los objetos presentados.

Titulos de los talleres

(1) CUADRADOS Y L.\

Avuda para el taller

)
(B)
(©)
(D)

N — (E)

(2)CUATRILLIZOS.™

(S)ANGULOS.\

(F)
()
(H)
€))
)
(K)

Problema 1: * * 7:\3 7:\3 7:\3
Problema 2: * * * i\f i\f
Problema 3: * * * * 7,'1{

Destinatarios

Alumnos de Bachillerato y
alumnos de Ciclos Formativos
de Grado Medio y Superior.

Requisitos

Se requieren conocimientos
basicos de:

- Razonamiento matematico.
- Logica deductiva.
- Demostraciones matematicas.

- Destreza en el manejo de los
objetos geométricos.

Obijetivos

-Mejorar las destrezas
matematicas de los alumnos.

- Fomento del razonamiento
l6gico.

- Potenciacién del uso de las
matematicas en la vida
cotidiana.

-Mayor compresién de la
geometria y los objetos
geométricos.

-Realizacion de trabajo
corporativo.
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Informacion de la actividad

Planificacion previa

La primera actividad consta de
dos partes:

- Enla primera, parte el profesor
entrega a los alumnos el tablero
de ajedrez y las fichas y le

Recursos

- 1 tablero de ajedrez.

- 22 fichas en forma de L. Cada ficha ha de ser menor o igual que tres cuadrados
del tablero de ajedrez. Estas fichas pueden construirse con papel o utilizando
piezas de Lego.

propone recubrir comple-
tamente el tablero con las
fichas, con la condicién que las
fichas no se solapen ni
sobresalgan del tablero.

Tiempo 35 minutos

AcT 1 - PARTE 1
AcT 1 - PARTE 2
AcT2
AcT3

“Dime y lo olvido,

-En la segunda, los alumnos enséfame y lo recuerdo,
intentan generalizar matema-
ticamente la experiencia
realizada con el tablero y las

fichas.

involicrame y lo aprendo”

Benjamin Franklin (1796-1859)
Educador estadounidense.

™\

Continua en la
parte posterior)

Ficha para los alumnos - cortar por la linea de puntos.

CUADRADOS Y L

Recubrir
(%

: e
El objetivo de este juego €s averlgude
si se puede recubrir un tablero ;
e
ajedrez utilizando fichas con forma

o

no se solapen 'y que ninguna parte de la ficha

i

as
. Entendemos por recubrir el tablero, que las fich

' sobresalga del tablero. 1 tablero.

< _—
tablero de ajedrez’y las fichas intentad recubrir

™) )

e o] B e

Utilizando el




Ficha para los alumnos - cortar por la linea de puntos.

CUADRADOS Y L

Supongamos que tenemos un tablero cuadrado de un juego de mesa, y el
numero de casillas de este es 2" por 2", es decir, en cada lado del tablero se
encuentran 2" casillas.

Problema ; Se puede recubrir este tablero con fichas en forma de L de
modo que cada ficha sea exactamente 3 casillas del tablero?

Entendemos por recubrir el tablero, que las fichas no se solapen y que
ninguna parte de la ficha sobresalga del tablero. Por ejemplo, para el caso
en que n=1 no se puede recubrir porque hay cuatro casillas en el tablero (2x2)
y si usamos solo una ficha tenemos tres casillas cubiertas. Si en cambio usamos
dos fichas, tenemos 6 casillas que son méas de las que tiene el tablero.




CUATRILLIZOS

Estamos acostumbrados a partir objetos en partes iguales, a la hora de
comer, al compartir cualquier cosa con un amigo/a o hermano/a, repartir el
trabajo... todas las semanas necesitamos hacer docenas de particiones en partes
iguales, y mas o menos bien lo conseguimos. Ahora podemos intentar profun-
dizar en estos hechos tan fundamentales para nuestra vida cotidiana pero desde
su punto de vista matematico.

Problema - De cudntos modos podemos dividir un cuadrado de modo que
obtengamos cuatro figuras idénticas, donde entendemos por figuras idénticas
aquellas que tienen misma forma, tamano, color, drea, perimetro. ..

Aqui tenéis dos ejemplos: - .

ANGuULOS

Dados tres cuadrados como se muestran en la figura, tan solo hemos de
demostrar que la suma de los dngulos A y B es igual a C!.

1 Este problema ha pasado por una larga lista de gente hasta llegar a estos folios. Entre los personajes
de esta lista aparece Martin Gardner que destacé que la sencillez del problema es fascinante.







PROBLEMAS MEZCLADOS

EQUIPO 2

Dindmica del equipo
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AcT1VIDADES

FRANJFAL@GMAIL.COM

CONTENIDOS

para obtener las soluciones.

Este taller seta enfocado a alumnos con amplio dominio en la
materia de matematicas. Los problemas presentados pertenecen a
diversas dreas de la matematica y requieren de técnicas muy distintas

Titulos de los talleres

(2)NAVIDAD.

(1)AJEDREZ VS DOMINO -~

Avuda para el taller

)
(B)
(©)
(D)
(E)

(F)
— (G)

(B3)EUROS.™

(H)
€))
)
(K)

Problema 1: * * * 7:\3 7:\3
Problema 2: * * i\f ﬁﬁ? 7:\3
Problema 3: * * * * 7,'1{

Destinatarios

Alumnos de Bachillerato y
alumnos de Ciclos Formativos
de Grado Medio y Superior.

Requisitos

Se requieren conocimientos
basicos de:

- Razonamiento matematico.
- Logica deductiva.
- Demostraciones matematicas.

- Destreza en el manejo de
operaciones matematicas.

Obijetivos

-Mejorar las destrezas
matematicas de los alumnos.

- Fomento del razonamiento
légico.

- Potenciacién del uso de las
matematicas en la vida
cotidiana.

-Mayor compresion de la
geometria y los objetos
geomeétricos.

- Percepcién de la importancia en
el rigor de los calculos
matematicos

-Realizaciéon de trabajo
corporativo.
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Informacion de la actividad

Planificacion previa

La primera actividad consta de
dos partes:

-El profesor entrega a los
alumnos el tablero de ajedrez y
las fichas de dominé y les
propone que intenten recubrir
el tablero (exceptuando las dos
esquinas blancas).

- Cuando los alumnos descubran
que no es posible se les pedira
que lo demuestren matema-
ticamente. En esta la segunda
parte del problema los alumnos
también realizan el mismo
ejercicio pero quintado en esta
ocasién una casilla de cada
color.

N\

Recursos

- 1 tablero de ajedrez.

- 31 fichas de dominé. Cada ficha ha de ser menor o igual que dos cuadrados
del tablero de ajedrez.

Tiempo 35 minutos

® AcT1-PARTE 1

® AcT 1 -PARTE 2 . )

® Acrt2 Dime y lo olvido,
® AcT3

enséfiame y lo recuerdo,

involicrame y lo aprendo”

Benjamin Franklin (1796-1859)
Educador estadounidense.

Continua en la
parte posterior

) Ficha para los alumnos - cortar por la linea de puntos.

‘ L —
- Recortamos las dos cas

esquinas blancas del tab
. solamente dos cas

Utilizando el tablero de ajedrezy las

illas que forman los ex‘ute
lero. Cogemos un domin
illas del tablero de ajedrez, y nos

Recubrir &

a los matematicos NO0s suelen
os de mesa (sobretodo

1 siguiente problema
mezcla dos de ellos completgmente
distintos. Pero no tendria gramadqulz
jugaramos cOomo hemos hecho to ade1
vida. Por eso, vamos @ cortar parte

tablero de ajedrez. . )
mos de la diagonal blanca, €8 demr‘ 12}5 0s
6 de modo que cada pieza de domino ocupe

inod.
n 31 fichas de este domin
quedamos 3 d recubrir todo el tablero

Como :
gustar los jucg
el ajedrez); ©

fichas de domino intenta

excepto las dos esquinas blancas.




Ficha para los alumnos - cortar por la linea de puntos.

AJEDREZ VS DOMINGO.

Supongamos ahora que quitamos dos casillas del mismo color de un tablero
de ajedrez.

Problema ;Se puede recubrir con las 31 fichas de dominé un tablero de
ajedrez al que le hemos quitado dos casillas del mismo color?

Y si las dos casillas son de distinto color. . .

Problema ;Se puede recubrir con las 31 fichas de domino un tablero de
ajedrez al que le hemos quitado dos casillas de distinto color?




NAVIDAD

Cuentan que hace mas de 2000 anos los tres reyes magos quedaron en vender |
algunas de sus posesiones para hacerle un regalo al recién nacido, pero hicieron
el pacto de hacer regalos del mismo valor econémico. Para ello decidieron vender
cada uno 30 trajes nuevos y 30 usados. Acordaron vender los trajes méas nuevos
por lotes de dos trajes a 15 monedas el lote y los otros en lotes de tres trajes
por 20 monedas el lote.

Llegada la hora de entregar los regalos, todos habian vendido los 60 trajes
y con el dinero recaudado compraron los regalos. El rey Baltasar entregé el oro ¢
que habia comprado con el dinero de los trajes, y rapidamente los otros dos se ¢
quejaron a unisono diciendo: l

- ,Cémo has podido comprar oro con el dinero que acordamos gastar? '

Baltasar: Yo vendi los trajes tal y como acordamos, y obtuve 425 monedas. |
Lo justo para comprar el oro. )

Melchor: jNo! yo los vendi como acordamos, pero para ahorrar trabajo, J
junte los lotes, vendiéndolos a lotes de 5 trajes (dos nuevos y tres usados) por
35 monedas, jRecaudé lo que debiamos recaudar! 420 monedas. jjjCon las que
no se puede comprar oro!!! /
Gaspar: Yo hice lo mismo que Melchor y obtuve los mismos beneficios, por |

tanto Baltasar, jjjo te has equivocado en alguna venta o nos has traicionado!!! f
- - 4

e — e e g R s - ol i

Problema ;Crees que Baltasar engano a sus companeros o se equivoco
dando el cambio a alguno de sus compradores?

EUROS

Existe una antigua leyenda que narra la historia de un matematico, conocido
por sus ansias de apostar. Este matemadtico se fue un dia de cena con otros
amigos. En mitad de la noche uno de sus amigos, conociendo su entusiasmo
por las apuestas, le reto al juego de las monedas. Este juego consiste en colocar |
monedas encima de una mesa cuadrada de modo que estas no se superpongan, |
ni se muevan las que ya estan colocadas. Pierde el jugador que en algiin momento

—

de la partida no puede colocar ninguna moneda sobre la mesa. Nuestro amigo \/
perdié muchas partidas. Al dia siguiente, obsesionado con el juego, llamé a

su amigo para pedirle explicaciones de cémo podia ser que no ganase ninguna I
partida. Este le comentd que existe una estrategia en la que un jugador tiene /
la partida asegurada. (

— e et e e et e _ g e e B N L

Problema ;Puedes ayudar a nuestro amigo a encontrar la estrategia que
asequra la victoria?







PROBLEMAS

MEZCLADOS

Dindmica del equipo
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ACTIVIDADES
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CONTENIDOS

Este taller contiene una primera actividad de caracter geométrico en
la que se mezclan geometria y teoria de juegos. Las otras dos
actividades se encuentran estrechamente relacionadas y plantean
problemas en los que hay que dividir objetos de forma éptima.

Titulos de los talleres Avuda para el taller

)
(B)
(©)
(D)
(E)
(F)
()
(H)
€))

)

(K)

(1)LA PARTIDA FINAL.]

(2)EL PESO DEL—— |

DINERO.

(B)EL ASCENSO.

Problema 1: * * * 7:\3 7:\3
Problema 2: * * * ﬁﬁ? 7:\3
Problema 3: * * * Sﬁ{ Sﬁ?

Destinatarios

Alumnos de Bachillerato y
alumnos de Ciclos Formativos
de Grado Medio y Superior.

Requisitos

Se requieren conocimientos
basicos de:

- Razonamiento matematico.
- Logica deductiva.
- Demostraciones matematicas.

- Capacidad de andlisis de
problemas matematicos.

Obijetivos

-Mejorar las destrezas
matematicas de los alumnos.

- Fomento del razonamiento
l6gico.

- Potenciacién del uso de las
mateméticas en la vida
cotidiana.

-Mayor compresién de la
geometria y la teoria de juegos.

- Facilidad para encontrar la
mejor de las soluciones.

-Realizacién de trabajo
corporativo.
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Informacion de la actividad

Recursos

Planificacién previa

La primera actividad consta de - Un tablero de ajedrez.

dos partes:
. - Dos i
montones de fichas que permitan recubrir el tabl
ero.

-En i
! la) primera, los alumnos
jugardn varias partidas para

familiarizarse con el
el juego antes I
de buscar una estrategia T|emp0 35 minutos

ganadora.
: ch 1 - PARTE 1 “Dime y lo ol
- cri-F o olvi
i tla segunda parte los alumnos ® Act2 > : ; .
ntentara el
dn encontrar una ® Act3 . e
involicrame y |
y lo aprendo”

estrategia ganadora para el

primer jugador utilizando su

experiencia. i
enjamin Franklin (1796-1859)

Educador estadounidense

N\

Continua en la
parte posterior

J
icha para los alumnos - cortar por la linea de punto
S.

LA PARTIDA FINAL

Recubrir e
El siguiente juego consiste €n
distribuir una cantidad finita DPEToO
arbitraria de cartas en diversos
montones, ordenando los montones en
una hilera de izquierda a derecha. El
primer jugador, €scoge uno de los
montones, Y quita entre una y tres car-

tas de este monton. Después distribuye tantas cartas como quiera entre los montones situados en
. la parte derecha del escogido (puede decidir no afiadir ninguna carta). Tras esta jugada, €8 el

turno del jugador dos y asi sucesivamente.

ablero de ajedrez com m

te j .
,_w este juego ——1

| SSSRECERRCaS

esa y las fichas jugad varias partidas a

Utilizando el reverso del t




Ficha para los alumnos - cortar por la linea de puntos.

LA PARTIDA FINAL

Ahora que hemos aprendido como jugar a este juego, vamos a tratar de
comprender las matematicas que hay detras.

Lo primero que queremos saber es, si existe la posibilidad de encontrar una
partida que nunca termine, aunque uno de los dos jugadores quiera terminarla.
Notar que la partida puede alargarse tanto como queramos, solo hemos de anadir
tantas cartas en el iltimo montén, como tiempo que queremos que dure la
partida.

El problema que nos planteamos es el siguiente:

Problema ;Puedes encontrar alguna estrategia para asegqurarle la victoria
a uno de los dos jugadores?




EL PESO DEL DINERO

En la casa de la moneda decidieron contratar a un empleado para intentar
solucionar los posibles defectos de la maquina que se encarga de fabricar las
monedas de un euro. La labor de nuestro companero era tan simple como
descartar las monedas defectuosas producidas por la maquina.

El trabajo de nuestro amigo es encontrar la inica moneda defectuosa de cada
montén de doce monedas. Como este veia que tardaba demasiado en pesar las
monedas una a una y penso en intentar encontrar algun camino mas corto.

Problema ;Puedes decirle si hay algin camino mas corto para encontrar la
moneda defectuosa usando tan solo una bdscula de balanza?

e

()

EL ASCENSO.

Tras resolver el anterior problema, el director de la casa de la moneda quedd
tan sorprendido que decidié ascender a nuestro amigo a una seccidén superior.
En este momento nuestro amigo se encuentra con la dificultad de encontrarse
ante la maquina encargada de transformar un lingote de oro en doce piezas de
coleccion aparentemente iguales. Lamentablemente para nuestro amigo esta vez
es mas complicado. Esta nueva maquina al igual que la anterior, comete un
fallo cada doce lingotes, y la tanda con los doce objetos fallidos de la coleccién,

se obtiene con un peso ligeramente mas pequeno, pero que siempre es constante
y conocido.

Llegados a este punto nuestro amigo pensé aplicar el método que en el pasado
le consiguié un ascenso, pero le parecia demasiado lento para obtener la solucion.
Este se pregunto si podria conseguir un nuevo método para este caso que fuera
mas rapido.

Problema ;FEziste algin camino mds corto para encontrar el lote con las
piezas defectuosas?







PROBLEMAS

MEZCLADOS

Dindmica del equipo

EQUIPO 4
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CONTENIDOS

En este taller se presentan tres problemas distintos e ingeniosos
pero de sencilla resolucién. Para resolver estos problemas se han de
emplear diversas técnicas matematicas, cobrando especial

importancia las propiedades que presentan los nimeros naturales
dentro de las matematicas.

Titulos de los talleres Avuda para el taller

(1)EL PESO JUSTO. =<— ()
— (D)

(E)

(2)CUADRADOS F)
MAGICOS. G)
(H)

(B)CURIOSIDAD DE (¢))
LOS CUADRADOS. )

(K)

Problema 1: * * 7:\3 7:\3 7:\3
Problema 2: * ﬁﬁ( {J ﬁﬁ? 7:\3
Problema 3: * * * * Sﬁ?

Destinatarios

Alumnos de Bachillerato y
alumnos de Ciclos Formativos
de Grado Medio y Superior.

Requisitos

Se requieren conocimientos
basicos de:

- Razonamiento matematico.

- Logica deductiva.

- Demostraciones matematicas.
- Destreza en el manejo de los

ndmeros naturales y las
operaciones elementales.

Objetivos

-Mejorar las destrezas
matematicas de los alumnos.

- Fomento del razonamiento
l6gico.

- Potenciacién del uso de las
matematicas en la vida
cotidiana.

-Realizacién de trabajo
corporativo.
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Informacion de la actividad

Recursos
Planificacién previa o
- 2 platos.

En esta actividad se emplearan
objetos cotidianos para

- 20 bolsas pequefias de plastico.

representar y modelar un - 40 canicas iguales, preferiblemente de hierro.
problema matemadtico. Se mestra
a los alumnos la facilidad de - 40 fichas con numeros del 1 al 40.

interpretar un enunciado
matematico abstracto. En esta Tiempo 35 minutos
actividad las canicas representan
un kilogramo y las bolsas son
contenedores que los alumnos
pueden emplear para crear las
distintas pesas. Los alumnos

AcT 1 - PARTE 1
AcT 1 - PARTE 2
AcT2
AcT3

“Dime y lo olvido,

enséname y lo recuerdo,

>t U involicrame y lo aprendo”
utilizan las bolsas para dividir las

canicas en grupos y crear los

. Benjamin Franklin (1796-1859)
distintos pesos.

Educador estadounidense.

N\

Continua en la

parte posterlor) Ficha para los alumnos - cortar por la linea de puntos.

EL PESO JUSTO

Las pesas de &57
Bachet.

Un comerciante que se 'dedlca s Sa
vender su productq en kilogram e.l
viaja mucho ¥ le interesa 1leva§3 i
menor peso posible en su malte:ta.. =5
tiene que tener los recursos suficie

anza de dos platos.

posee un bascula de bal

™) »

| SSRGS R R

alizar sus ventasy tan solo

para 1e




Ficha para los alumnos - cortar por la linea de puntos.

EL PESO JUSTO

Imagina que las canicas que tienes representan pesos de un kilogramo.

Utilizando las bolsas, junta las canicas para crear pesos de tantos kilogramos como necesites.
Intenta distribuir las canicas para poder pesar todos los productos entre 1 kilogramo y 40
kilogramos utilizando el menor ntimero de bolsas.

Utiliza las fichas numeradas para simular los articulos a pesar y los platos para representar la
balanza y comprueba que con las pesas que has creado puedes pesar todas las fichas.

Problema ;Cudl es la menor cantidad de pesas que necesita el comerciante
para poder pesar cualquier numero de Kilogramos entre 1 y 40 con una balanza
de dos platos?




CUADRADOS MAGICOS

Estos cuadrados verifican que la suma de sus filas, columnas y diagonales es
constante. Esta clase de cuadrados se conocian en la antigua China desde el 111
milenio adC, como atestigua Lo Shu, y han aparecido combinaciones de este tipo
en culturas indias, egipcias, arabes y griegas, relacionandolas con astronomia,
predicciones, talismanes... Pero dentro de todos los cuadrados magicos, existe
uno que sea posiblemente el mas curioso de todos. Este cuadrado ademas de
poseer las propiedades de los cuadrados magicos, tiene la caracteristica de estar
formado solamente por niimeros primos. Para completar el trabajo, la suma de

las filas, diagonales y columnas es el famoso nimero de la bestia. El conocido
666.

Problema Aqui estd el famoso 2 3 |

cuadrado pero... escribirlo sin mds 331 83 :

no tendria mucha gracia. Podeis 71 89

considerar que es un Sudoku de 97 197 ;
: g9 - !

numMeros primos. 13 17

Este problema no tiene ayuda.

En este caso la demostracién debemos agradecérsela a Clifford A. Pickover ya que este cuadrado magico tan
especial se ha obtenido de la dedicatoria de su libro “E/ prodigio de los niimeros”.

CURIOSIDAD DE LOS CUADRADOS

En los nimeros naturales existen infinidad de propiedades curiosas, entre
ellas vamos a hablar aqui de una relacionada con la suma de los cuadrados.

La terna pitagoérica mas conocida es también la mas pequena que podemos
encontrar con nimeros naturales:

3’4+ 4% =57
Podemos ver que ademas de ser una terna pitagdrica, tiene la curiosidad

de usar niimeros consecutivos. Pero no es la tnica con esta propiedad. Aqui
podemos ver otras dos:

102 + 112 + 122 = 132 + 142
DI 2RI By s 2R MO DA B2 R (et B R 52 18 Ok

Problema ;Podrias encontrar alguna regla que mos diera la solucion para
este tipo de ternas?







TALLER 3 PROBLEMAS MEZCLADOS (AYUDA)

JAVIER FALCO BENAVENT

Para la realizacion de este taller se adjunta la solucién a los problemas planteados. No obstante hemos
tenido un error durante la redaccién de esta pagina y no sabemos que soluciéon corresponde a cada
problema. Esperamos que podéis encontrar cual o cuales son las ideas que hay que emplear para resolver
los problemas.

Considerar los casos méas bésicos y establecer una regla general.
Sustituir y agrupar.

Contar los colores.

Divide en subgrupos y considera el adecuado para el siguiente caso.
Girar.

Han mezclado sin darse cuenta.

Simetria.

Divide en subgrupos adecuados.

Divisibilidad.

Conseguir siempre multiplos.

Girar respecto al centro y sumar angulos.
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Equipo 1

Cuadrados y L.

Supongamos que tenemos un tablero cuadrado de un juego de mesa, y el nimero de casillas de este
es 2™ por 2", es decir, en cada del tablero se encuentran 2" casillas.

Problema.-. ; Se puede recubrir este tablero con fichas en forma de L de forma que cada ficha sean
exactamente 3 casillas del tablero?

Entendemos por recubrir el tablero, que las fichas no se solapen y que ninguna parte de la ficha
sobresalga del tablero. Por ejemplo, para el caso en que n=1 no se puede recubrir porque hay cuatro
casillas en el tablero (2x2) y si usamos solo una ficha tenemos tres casillas cubiertas. Si en cambio usamos
dos fichas, tenemos 6 casillas que son mas de las que tiene el tablero.

DEMOSTRACION.-

Como nuestro tablero contiene 2" casillas en cada lado y es cuadrado, tenemos un total
de 2™ % 2™ = 22" casillas dentro del tablero. Si queremos recubrir el tablero con k fichas en
forma de L, necesariamente 3k = 2", por tanto k = % Pero como 2™ no es divisible por 3,
k no puede ser un ntimero entero, por tanto nunca podremos recubrir el tablero con estas

piezas'.

Cuatrillizos.

Estamos acostumbrados a partir objetos en partes iguales, a la hora de comer, al compartir cualquier
cosa con un amigo/a o hermano/a, repartir el trabajo... todas las semanas necesitamos hacer docenas de
particiones en partes iguales, y mas o menos bien lo conseguimos. Ahora podemos intentar profundizar
en estos hechos tan fundamentales para nuestra vida cotidiana pero desde su punto de vista matemético.

Problema.-. De cudntos modos podemos dividir un cuadrado de modo que obtengamos cuatro figuras
idénticas, donde entendemos por figuras idénticas aquellas que tienen misma forma, tamano, color, drea,
perimetro. . .

Aqui tenéis dos ejemplos:

1Esta demostracién también se puede hacer por induccién sobre n llegando a la misma conclusién, siendo maés larga.

31



32 EQUIPO 1

FI1GURA 1. Divisién uno. FIGURA 2. Divisién dos.

DEMOSTRACION.-

El niimero de subdivisiones es infinito. Estas las podemos encontrar de muchos modos.
Aqui veremos cuatro de estos modos:

(1) Podemos construir unos ejes desde el centro del cuadrado, quedando algo parecido
a la imagen de la primera particién. Después solo hemos de darle la vuelta a estos ejes
girdndolos sobre el punto donde se cruzan. Para cada angulo de giro obtenemos una nueva
particién (para 45 grados obtenemos la particién en cuatro tridngulos,al unir las esquinas
opuestas mediante rectas), y como entre 0° y 90° encontramos infinitos dngulos, obtenemos
infinitas particiones distintas.

Se puede utilizar el material de la pagina 48 para realizar una demostracién gréfica a
los alumnos.

FiGURA 3. Demostracién grafica

(2) La segunda opcién es darle un mordisco a los cuatro segmentos, pero este mordisco
lo debemos dar siempre del mismo modo. Dependiendo de como sea el mordisco y la altura
a la que lo pongamos, obtendremos otra vez, infinitas divisiones. Después también podremos
volver a aplicar el truco de girar los ejes.

FIGURA 4. Divisién tres.
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(3) La tercera es generalizar la anterior, deformando los ejes como queramos, como en
el caso anterior, pero ahora los deformamos desde el centro del cuadrado hasta los lados, no
solo una parte de ellos. Se puede pensar en funciones continuas definidas entre -1 y 1 con
ciertas restricciones.

(4) La ltima que vamos a ver, consiste en cortar el cuadrado con dos segmentos que
formen una cruz y aplicarle a uno de los segmentos una deformacion simétrica respecto el
punto central, pero que verifique ciertas propiedades.

NOTA.- Las propiedades que no se han especificado, no son dificiles de encontrar y es
un ejercicio interesante para los alumnos.
X

Angulos.

Dados tres cuadrados como se muestran en la figura, tan solo hemos de demostrar que la suma de
los 4ngulos A y B es igual a C'.2.

FIGUrA 5. Cuadrados

A+B=C
DEMOSTRACION.-

En este caso la solucién se puede obtener a través de la siguiente imagen.

F1GURA 6. Solucién del problema.

Se recomineda al profesor utilizar el material de la pagina 50 y realizar la construccién
fisicamente a los alumnos.
X

2Este problema ha pasado por una larga lista de gente hasta llegar a estos folios. Entre los personajes de esta lista
aparece Martin Gardner que destacé que la sencillez del problema es fascinante.






Equipo 2

Ajedrez vs dominé.

Supongamos ahora que quitamos dos casillas del mismo color de un tablero de ajedrez.

Problema.-.

sSe puede recubrir con las 31 fichas de dominé un tablero de ajedrez al que le hemos quitado dos
casillas del mismo color?

DEMOSTRACION.-

En el tablero de ajedrez las casillas aparecen coloreadas de blanco y negro con la tnica
restriccion de que no puede haber dos casillas del mismo color compartiendo un lado. Por
tanto, una ficha de dominé sobre el tablero ha de cubrir necesariamente una casilla negra y
otra blanca. Ahora solo hemos de darnos cuenta de que hemos quitado dos casillas del mismo
color, y obtenemos 32 casillas de un color y 30 casillas del otro color y por tanto, después
de colocar 30 fichas de domind, nos quedaran dos casillas del mismo color por cubrir. Pero
hemos dicho que una ficha ha de cubrir a una casillas blanca y otra negra.

Como consecuencia nunca podremos recubrir el tablero modificado.
X

Y si las dos casillas son de distinto color. ..

Problema.-.

sSe puede recubrir con las 31 fichas de dominé un tablero de ajedrez al que le hemos quitado dos
casillas de distinto color?

DEMOSTRACION.-
Si las quitamos, podemos dividir el tablero en cinco partes como se muestra en la figura.

Como la primera y la quinta parte son varias filas de ocho casillas y cada fila se puede
recubrir por cuatro fichas de domind, estas dos piezas se pueden recubrir. La pieza cuatro
se recubre andlogamente pero esta vez con tres fichas de dominé en cada fila. Y por ultimo
las piezas dos y tres son dos caminos que tienen como extremos una pieza blanca y otra
negra y por tanto un niimero par de casillas que también podremos recubrir®. En definitiva,
si rejuntamos las piezas obtenemos todo el tablero recubierto excepto las dos casillas, tal y
como querfamos.*

3Si la fila es la tltima podemos dar la vuelta al tablero de ajedrez para asegurarnos de poder realizar la construccién.
4Notar que puede haber piezas que no contengan a ninguna casilla.
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36 EQUIPO 2

n"n"s"§
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FIGURA 8. Ajedrez al que le qui-

FIGURA 7. Ajedrez al que le qui- tamos dos casillas de distinto color

tamos dos casillas de distinto color

v de la misma fila y de distintas filas.

Navidad.

Cuentan que hace mas de 2000 anos los tres reyes magos quedaron en vender algunas de sus posesiones
para hacerle un regalo al recién nacido, pero hicieron el pacto de hacer regalos del mismo valor econémico
y para ello decidieron vender cada uno 30 trajes nuevos y 30 usados. Acordaron vender los trajes méas
nuevos por lotes de dos trajes a 15 monedas el lote y los otros en lotes de tres trajes por 20 monedas el
lote.

Llegada la hora de entregar los regalos, todos habian vendido los 60 trajes y con el dinero recaudado
compraron los regalos. El rey Baltasar entregé el oro que habia comprado con el dinero de los trajes, y
rapidamente los otros dos se quejaron a unisono diciendo:

- ,Cémo has podido comprar oro con el dinero que acordamos gastar?

Baltasar: yo vendi los trajes tal y como acordamos, y obtuve 425 monedas. Lo justo para comprar
el oro.

Melchor: No, yo los vendi como acordamos, pero para ahorrar trabajo, junte los lotes, vendiéndolos
a lotes de 5 trajes (dos nuevos y tres usados) por 35 monedas y recaudé lo que debiamos recaudar, 420
monedas. jjjCon las que no se puede comprar oro!!!

Gaspar: Yo hice lo mismo que Melchor y obtuve los mismos beneficios, por tanto Baltasar, jjjo te
has equivocado en alguna venta o nos has traicionado!!!

0.1. ; Era Baltasar un mentiroso?

Problema.-. ;Crees que Baltasar engand a sus companeros o se equivocd dando el cambio a alguno de
sus compradores?

DEMOSTRACION.-

Podemos intentar ayudar a nuestro amigo Baltasar contando los trajes vendidos. Esta
claro que los cédlculos de Baltasar no fallan porque 15 % 32—0 + 20 * % = 425 como ha dicho
Baltasar. Pero también es cierto, como han dicho los otros dos reyes magos que, 35% 6—50 = 420,
por tanto, ninguno de ellos se equivocé al dar la vuelta en las compras. Entonces, jdénde
estd el fallo?
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Estéa claro que Baltasar ha hecho lo correcto, porque los ha vendido tal y como acordaron,
pero lo tinico que han hecho los otros es agrupar los packs de trajes, que a simple vista parece
l6gico. Pero que pasa si contamos el niimero de packs vendidos.

Baltasar vendio 15 packs de trajes nuevos y diez usados, mientras que los otros dos por
querer ahorrar trabajo, vendieron 12 packs de trajes nuevos y 12 packs de trajes usados, y
como solo tenian 10 paks de trajes usados, acabaron vendiendo trajes nuevos por un precio
inferior. De este modo perdieron las cinco monedas que han hecho que en la actualidad el
rey méas popular sea Baltasar, por ser considerado el que hizo el regalo més caro.

Es aconsejable que los alumnos repitan las cuentas utilizando cartas como monedas y
fichas como trajes.

Euros.

Existe una antigua leyenda que narra la historia de un matemaético, conocido por sus ansias de
apostar. Este matematico se fue un dia de cena con otros amigos. En mitad de la noche uno de sus
amigos, conociendo su entusiasmo por las apuestas, le reto al juego de las monedas. Este juego consiste
en colocar monedas encima de una mesa cuadrada de modo que estas no se superpongan, ni se muevan
las que ya estan colocadas. Pierde el jugador que en algin momento de la partida no puede colocar
ninguna moneda sobre la mesa. Nuestro amigo perdié muchas partidas. Al dia siguiente, obsesionado con
el juego, llamé a su amigo para pedirle explicaciones de como podia ser que no ganase ninguna partida.
Este le coment6 que existe una estrategia en la que un jugador tiene la partida asegurada.

Problema.-.
¢ Puedes ayudar a nuestro amigo a encontrar la estrategia que asequra la victoria?

DEMOSTRACION.-

Este problema es un poco dificil, pero podemos intentar pensar en el caso mas extremo.
Este seria el caso en que solo cabe una moneda en la mesa y ganaria el primer jugador.
Como podemos generalizar este resultado?

La mesa es simétrica respecto al centro de ella misma. Es decir, si cogemos un punto de
la mesa podemos trazar la linea que pasa por este punto y el centro. Existe solo otro punto
de esta linea, que se distancia del centro de la mesa lo mismo que del punto de partida.

Podemos considerar la siguiente estrategia. El jugador uno pone la primera moneda en
el centro de la mesa y después se dedica a hacer la jugada simétrica a la realizada por el
jugador dos. Con esta estrategia el jugador uno siempre tiene la posibilidad de poner una
moneda sobre la mesa, ya que si el jugador dos obtiene un hueco para poner la moneda, el
simétrico de este hueco también estara vacio y podré ser ocupado por el jugador uno.






Equipo 3

La partida final.

Ahora que hemos aprendido como jugar a este juego, vamos a tratar de comprender las matematicas
que hay detras.

0.2. Estrategia. Lo primero que queremos saber es, si existe la posibilidad de encontrar una
partida que nunca termine, aunque uno de los dos jugadores quiera terminarla. Notar que la partida
puede alargarse tanto como queramos, solo hemos de anadir tantas cartas en el 1ltimo montén, como
tiempo que queremos que dure la partida.

El problema que nos planteamos es el siguiente:

Problema.-.
¢Puedes encontrar alguna estrategia para asegurarle la victoria a uno de los dos jugadores?

DEMOSTRACION.-

Lo primero que nos interesa ver es que el juego estd bien disefiado y tiene fin. Si al
empezar la partida se distribuyen las cartas en un nimero finito de montones, el jugador
que desea que la partida llege a su fin tan solo tiene que quitar siempre las cartas del
montoncito situado mas a la izquierda de todos, hasta terminar con el. En este montén no
se pueden situar més cartas de las que habia al principio de la partida, por tanto en algin
momento se terminan las cartas de este. Cuando no queden cartas en este montén se repite
el proceso con el siguiente montén hasta llegar al final®.

Como hemos visto que la partida siempre tiene fin, queremos saber si existe una estra-
tegia que asegure la victoria a alguno de los dos contrincantes. Podemos intentar ver que
sucede en el caso mas extremo, es decir cundo solo hay un montén. Si el montén contiene
menos de cuatro cartas, ganaria el primer jugador. Si en cambio el montén tiene cuatro
cartas ganaria el segundo jugador ya que el primero ha de coger alguna carta, pero no pue-
de cogerlas todas, ni puede anadir cartas porque no hay ningtin montén situado més a la
derecha de este.

Veamos ahora que pasa si hay més de cuatro cartas. Hemos de diferenciar dos casos.

Si el nimero de cartas del montén no es miltiplo de cuatro, el primer jugador ha de quitar
el niimero necesario para hacer que haya un multiplo de cuatro. Depués el segundo jugador,
quitard tantas cartas como quiera, pero no podra quitar el nimero de cartas necesario para
conseguir que haya otra vez un multiplo de cuatro. Pero el primer jugador quitarda ahora
tantas cartas como haga falta para conseguir otra vez un multiplo de cuatro. De hecho el
miltiplo de cuatro que conseguira, serd exactamente el anterior al que habia conseguido
antes. De este modo llegara al final al dltimo multiplo de cuatro posible, el cero, y habra
ganado la partida.

5Notar que aunque los dos jugadores quiera prolongar la partida durante un tiempo indefinido, no se puede. Pueden
alargarla tanto tiempo como quieran pero siempre en un tiempo finito.
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Si en cambio el nimero de cartas que hay en el primer montén al principio es multiplo
de cuatro, la victoria la tiene asegurada el segundo jugador. Solo tiene que realizar la misma
estrategia que hemos explicado antes.

Para generalizar la estrategia, también hemos de diferenciar dos casos.

Realizara la jugada necesaria para conseguir que todos los montones tengan un multiplo
de cuatro cartas. Después, en cada jugada quitard y anadird tantas cartas como necesite
para corregir la jugada del segundo jugador y conseguird que al finalizar su turno, el nimero
de cartas de todos los montones sea multiplo de cuatro. De este modo al final de la partida
el niimero de cartas de todos lo montoncitos serd cero y habra ganado.

Si en cambio al principio de la partida todos los montones tienen un multiplo de cuatro
de cartas, la victoria la tendréd asegurada el segundo jugador.

X

El peso del dinero.

En la casa de la moneda decidieron contratar a un empleado para intentar solucionar los posibles
defectos de la maquina que se encarga de fabricar las monedas de un euro. La labor de nuestro companero

era tan simple como descartar las monedas defectuosas producidas por la maquina.

El trabajo de nuestro amigo es encontrar la tnica moneda defectuosa de cada montén de doce
monedas, pero este veia que tardaba demasiado en pesar las monedas una a una y penso en intentar

encontrar algun camino mas corto.

Problema.-. ;Puedes decirle si hay algin camino mds corto para encontrar la moneda defectuosa usando

tan solo una bdscula de balanza?

DEMOSTRACION.-

En la primera pesada puede pesar cuatro monedas en cada lado y deja otras cuatro
sin pesar. Si la balanza se equilibra es porque la moneda defectuosa estd en el montén que
no ha pesado, por lo que ha eliminado ocho monedas, si no se equilibra estd en uno de los
montones que hemos pesado y ha eliminado cuatro.

Si se encuentra en el primer caso, ha de escoger una de las cuatro monedas. Si pesa dos
de estas, situando cada una en uno de los platos, tiene otra vez dos opciones, es decir, o las
dos se equilibran o no. En ambos casos ha conseguido descartar otras dos monedas, y entre
las dos que quedan, compara una de ellas con una de las que no son defectuosas situando
una en cada uno de los platos de la bascula. De este modo consigue encontrar la moneda
defectuosa.

Si nos encontramos en el segundo caso, tenemos ocho monedas. Si comparamos un
montén de cuatro con las cuatro que sabemos que no son defectuosas, podremos eliminar
otras cuatro. Con las restantes, repetimos los pasos de arriba, y llegamos a encontrar la
moneda en un maximo de cuatro pesadas’.

X

El ascenso.

Tras resolver el anterior problema, el director de la casa de la moneda quedd tan sorprendido que
decidi6 ascender a nuestro amigo a una secciéon superior. En este momento nuestro amigo se encuentra con
la dificultad de encontrarse ante la maquina encargada de transformar un lingote de oro en doce piezas

6En este ejercicio la solucién minima no es tnica, pero si lo seria si tuviéramos 16 en lugar de 12, las cuales podriamos

diferenciar también con solo cuatro pesadas.
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de coleccién aparentemente iguales. Lamentablemente para nuestro amigo esta vez es mas complicado.
Esta nueva méaquina al igual que la anterior, comete un fallo cada doce lingotes, y los doce objetos de
coleccidn, se obtienen con un peso ligeramente mas pequefio, pero que siempre es constante y conocido.

Llegados a este punto nuestro amigo pensé aplicar el método que en el pasado le consiguié un
ascenso, pero le parecia demasiado lento para obtener la solucién y se pregunté si podria conseguir un
nuevo método para este caso, que fuera mas rapido.

Problema.-. ;Ezxiste algin camino mas corto para encontrar el lote con las piezas defectuosas?

DEMOSTRACION.-

Se pueden encontrar las doce piezas erréneas en tan solo una pesada. El truco consiste
en juntar un objeto de los obtenidos a partir del primer lingote, dos de los obtenidos a partir
del segundo lingote y asi hasta los doce obtenidos del tltimo lingote y pesar todas estas
pesas juntas. De este modo obtendremos un peso menor que el de 78 objetos que estamos
pesando. La diferencia entre el peso que obtenemos y el que debiamos obtener y dividida
entre el error que comete la maquina, nos dice cuantas piezas erréneas hemos pesado y como
consecuencia cual es el lote defectuoso.
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El peso justo.

Las pesas de Bachet.

Un comerciante que se dedica a vender su producto en kilogramos. viaja mucho y le interesa llevar
el menor peso posible en su maleta. Pero tiene que tener los recursos suficientes para realizar sus ventas
y tan solo posee un bascula de balanza de dos platos.

Problema.-. ;Cudl es la menor cantidad de pesas que necesita el comerciante para poder pesar cualquier
numero de Kilogramos entre 1 y 40 con una balanza de dos platos?

DEMOSTRACION.-

Veamos primero el ejemplo mas sencillo. Si solo pudiera pesar un kilo, necesitaria solo
una pesa de un kilo. Si tiene que pesar cuatro kilogramos, solo necesita dos pesas (una que
pese un kilo y otra que pese tres kilogramos).

Un kilo y tres esta claro que los puede pesar y para pesar cuatro kilogramos solo tiene
que juntar las dos pesas. Por tltimo para pesar los dos kilogramos ha de colocar a un lado
de la balanza el producto que desea pesar y la pesa de un kilogramo y en el otro lado de la

balanza ha de colocar la pesa de tres kilogramos.

Del mismo modo debera usar cuatro pesas, para los cuarenta kilogramos. Las pesas que

necesita son las siguientes:

pesay
pesas
pesas

pesay

27

Aqui se puede ver como consigue pesar todos los kilogramos que hay entre 1 y 40, dénde
se considera que el peso negativo es situar la pesa en el lado donde hemos puesto el producto

que queremos pesar.
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27-9-3
271-9-3+1
271-9-1

27 -9

271 -9+1
27-94+3-1
27—-9+4+3
27-9+3+1
271 -3-1

27 -3

271 -3+1
27T-1

27

27 +1

29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

27T+3-1
27+ 3

27+ 3+1
21+9-3-1
27+9-3
21+9-3+1
27+9-1
27+9
27+9+1
27+9+3-1
27+9+3
21+9+3+1

Llegados a este punto, no nos serd muy dificil encontrar la relacién que nos define la

succesion de las pesas necesarias para cantidades mayores a 40 kilogramos.

1,3,9,27,...

Cuadrados magicos.

Estos cuadrados verifican que la suma de sus filas, columnas y diagonales es constante. Esta clase
de cuadrados se conocian en la antigua China desde el III milenio adC, como atestigua Lo Shu, y han
aparecido combinaciones de este tipo en culturas indias, egipcias, arabes y griegas, relacionandolas con
astronomia, predicciones, talismanes... Pero dentro de todos los cuadrados mégicos, existe uno que sea
posiblemente el mas curioso de todos. Este cuadrado ademas de poseer las propiedades de los cuadrados
magicos, tiene la caracteristica de estar formado solamente por niimeros primos. Para completar el trabajo,
la suma de las filas, diagonales y columnas es el famoso niimero de la bestia. El conocido 666.

Problema.-.
Aqui estd el famoso cuadrado pero... escribirlo sin mds no tendria mucha gracia, por lo tanto podeis
considerar que es un Sudoku de nidmeros primos (este problema no tiene ayuda extra).

331

311

En este caso la demostracion debemos agradecérsela a Clifford A. Pickover ya que este cuadrado
maégico tan especial se ha obtenido de la dedicatoria de su libro “El prodigio de los ntimeros”.
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DEMOSTRACION .-

3 107 5 131 109 311

7 331 193 11 83 41
103 53 71 89 151 199
113 61 97 197 167 31
367 13 173 59 17 37
73 101 127 179 139 47

X

Curiosidad de los cuadrados.

En los nimeros naturales existen infinidad de propiedades curiosas, entre ellas vamos a hablar aqui
de una relacionada con la suma de los cuadrados.

La terna pitagorica més conocida es también la mas pequena que podemos encontrar con nimeros
naturales:

32 +42 =52
Podemos ver que ademas de ser una terna pitagérica, tiene la curiosidad de usar niimeros consecutivos.
Pero no es la tnica con esta propiedad. Aqui podemos ver otras dos:
102 + 112 + 122 = 132 4 142
212 + 222 + 232 + 242 = 252 4 262 + 277

Problema.-.
¢ Podrias encontrar alguna regla que nos diera la solucion para este tipo de ternas?

DEMOSTRACION.-

Sea p un numero natural, queremos encontrar n tal que:
m=p2+Mn—p+1)2+. . +n-12+n’=mn+1)2+n+2)>*+..4+(n+p)?

Si desarrollamos los cuadrados obtenemos:
(n—p)? =n? —2pn + p?

(n+p)? =n? +2pn + p?

y si sustituimos en la férmula de arriba, obtenemos:

0 = m=—p?+Mm—p+1)2?+. . +n-124+n*-n+1)2-n+2?—..—(n+p)?
= n?=2pm+p’+ . +nt-nP-2m—-12-n?—2n2-22— . —n?—2np—p°
n? —22np +2n(p —1) + ... +2n2 + 2n

= nP—dn(p+(p-1)+..+1

2 p+1
= —4
n np 5
1
n? = 4npp7+
2
p+1
= 47
n D 5

La terna que buscabamos era:
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EQUIPO 4

Wl sy,
Notar que hemos encontrado una solucién para todo p natural, y ademéas hemos demos-
trado que es tnica, ya que la otra solucién posible es n = 0, pero en este caso n — p no seria
natual por ser menor que cero y, por tanto, no nos serviria.
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DEMOSTRACIONES VISUALES

Cuatrillizos.

Para realizar una demostracion grifica del
problema “Cuatrillizons”™ pueden emplearse las
figuras geométricas de esta pagina. Primero se
recortan las figuras de esta pdgina y se pegar las
dos lineas en forma de cruz. A continuacion se
unen las dos lineas con el cuadrado usando una
chincheta y tomando como referencia los circulos
negros. Ahora al girar las agujas como si se tratara
de un reloj se obtienen infinitas particiones del
cuadrado en cuatro partes iguales.

49



50
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Angulos.

Se pueden emplear las siguientes figuras
geométricas para demostrar la equivalencia
entre los tridngulos. Ademds se pueden
superponer las figuras para representar
graficamente la suma de los angulos.
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