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Abstract

En este trabajo presentamos la modelizacion de una cerdmica piezoeléctrica vibrando en modo espesor
empleando matrices de transferencia. La modelizacion completa del comportamiento vibratorio de un ma-
terial piezoeléctrico es un problema complejo. Ello es debido principalmente al cardcter tensorial de los
esfuerzos junto a la anisotropia de los solidos piezoeléctricos, tanto en sus propiedades eldsticas como
piezoeléctricas. Este es un problema recurrente en la docencia de Acistica y Ultrasonidos, Telecomu-
nicaciones y sensores electronicos. La modelizacion mediante matrices de transferencia proporciona un
método simple pero preciso, pues captura los principales fenomenos fisicos del problema electromecdnico.
En particular, la modelizacion presentada permite al estudiante por un lado obtener un modelo analitico
del efecto piezoeléctrico y el estudio del sistema eléctrico-eldstico, y por otro lado permite un elevado grado
de libertad para modificar el disenio anadiendo capas de diferentes materiales y/o componentes electrdni-
Cos.

In this work we present the modeling of a piezoelectric ceramic vibrating in thickness mode using transfer
matrices. The complete modeling of the vibratory behavior of a piezoelectric ceramic is a complex problem.
This is mainly due to the tensorial definition of the involved stresses and the anisotropy of the piezoelectric
solids, both arising due to their intrinsic elastic and piezoelectric properties. This problem is recurrent
when teaching of Acoustics and Ultrasound, Telecommunications and electronic sensors. The modeling
using transfer matrices provides a simple but accurate method, since it captures the main physical phe-
nomena of the electromechanical problem. In particular, the presented modeling allows a high degree of
freedom to modify the design by adding layers of different materials and / or electronic components, with,
i addition, it also allows the student to obtain an analytical model of the piezoelectric effect and the
study of the electrical-elastic system.

Palabras clave: TMM, Método de la matriz de transferencia, piezoelectricidad, transductores ultrasénicos.
Keywords: TMM, Transfer Matrix method, piezoelectricity, ultrasound transducers.
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1. Introduccion

Los materiales piezoeléctricos se emplean en multitud de aplicaciones tales como sensores de
presion, transductores de ultrasonidos o para producir la chispa que permite encender mecheros.
En estos casos, cuando el material piezoeléctrico es deformado mediante una fuerza externa se
genera una diferencia de potencial eléctrico entre los extremos del material. Este efecto se
denomina efecto piezoeléctrico, y fue descubierto por los hermanos Pierre y Jacques Curie
en 1880 cuando estudiaban las deformaciones del cuarzo. El efecto piezoeléctrico se produce
en sélidos con estructura cristalina no simétrica. Al deformarse la estructura cristalina bajo
un esfuerzo externo, se produce una polarizacién (Kino, 1987, Arnau, 2008). Ello da lugar a
que aparezca un flujo de electrones que se acumulan en un extremo del cristal hasta que se
alcanza el equilibrio electrostatico. De esta manera, aparece un campo eléctrico en el interior
del piezoeléctrico cuando este es deformado. Cabe senalar que el efecto piezoeléctrico se da
también en sentido inverso, es decir, un cristal piezoeléctrico sometido a una diferencia de
potencial eléctrico se deformara hasta que se alcance el equilibrio electrostatico en el interior
del cristal. Asi, los materiales piezoeléctricos se emplean tanto como sensores/receptores (efecto
piezoeléctrico directo) como actuadores/emisores (efecto piezoeléctrico inverso).

La modelizacion completa del comportamiento vibratorio de una piezoeléctrico es un proble-
ma complejo. Ello es debido principalmente al caracter tensorial de los esfuerzos junto a la an-
isotropia, tanto en las propiedades elasticas como piezoeléctricas, de los solidos piezoeléctricos.
Ademas, en la practica los materiales tienen un cierto comportamiento viscoelastico y aparecen
otros fenémenos como la no linealidad, histéresis o dependencias de la elasticidad y piezoelec-
tricidad con la temperatura. Sin embargo, existen configuraciones simplificadas que permiten
su descripcion mediante modelos simples, como la vibraciéon de una ceramica piezoeléctrica en
modo espesor (San Emeterio et al., 1988). Este caso es de especial interés en Ingenieria puesto
que el acoplo con el medio circundante es muy eficiente: las deformaciones producidas por el
piezoeléctrico pueden ser transmitidas a otro medio en forma de ondas actsticas o elasticas
longitudinales.

En este trabajo presentamos la modelizacion de una cerdmica piezoeléctrica vibrando en
espesor empleando matrices de transferencia. Este es un problema recurrente en la docencia
de Acustica e Ultrasonidos, Telecomunicaciones y sensores electrénicos. En particular, la mo-
delizacién del problema mediante matrices de transferencia permite al estudiante por un lado
obtener un modelo analitico del efecto piezoeléctrico y el estudio del sistema eléctrico-eléstico,
asi como un elevado grado de libertad para modificar el diseno anadiendo capas de diferentes
materiales o componentes electronicos.

2. Piezoelectricidad

2.1. El material piezoeléctrico

La ceramica estd compuesta de un material piezoeléctrico, en el que la relacién entre el
tensor de esfuerzos en el sélido, T (N/m?), el tensor de deformaciones, S (adimensional), el
vector campo eléctrico, E (V/m) y vector desplazamiento eléctrico, D (C/m?), vienen dados
por las ecuaciones constitutivas piezoeléctricas

T = cPS — ¢'E, (1)
D =¢°E +eS, (2)
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y
S = s"T + dE, (3)
D=¢"E+dT, (4)
donde ¢ (N/m?) es la matriz de médulos eldsticos para campo eléctrico constante, s (N /m?)

la matriz de compliancias eldsticas para campo eléctrico constante, €° (F/m) la matriz de
permitividad del material para deformacién constante, €” (F/m) la matriz de permitividad del
material para esfuerzo constante. En general, el superindice indica la magnitud que permanece
invariante cuando se define una constante. Por tltimo, e (C/m?) y d (C/N) son las matrices de
constantes piezoeléctricas, siendo e! y d' sus respectivas matrices transpuestas. En el sistema (1-
2), los primeros términos de la parte derecha representa el comportamiento eldstico y eléctrico
del material, mientras que los segundos términos representan el acoplo entre ambas magnitudes,
es decir, la piezoelectricidad. El mismo sistema puede ser escrito como

T =c”S - h'D, (5)

E =3°D - hsS, (6)
y

S =s"T +¢'D, (7)

E=(3"D—gT, (8)

siendo B la permitividad inversa, y h y g (Vm/N) las matrices de constantes piezoeléctricas.
Escribir el sistema de esta manera es interesante puesto que en la caracterizacién de las cons-
tantes piezoeléctricas los fabricantes y laboratorios miden indiferentemente unas u otras. Por
ultimo, cabe recordar que:

1 1 1 1
E D s D
C = S_E7 C = S_D7 e = —57 & = _D7 (9)
pero por el contrario:
cE4cP, sP4sP Sl 35447 (10)

por lo que debemos de prestar especial cuidado en emplear una u otra constante elastica o
eléctrica. La tabla 1 resume las constantes eldsticas, eléctricas y piezoeléctricas empleadas en
las diferentes formulaciones.

Si lo preferimos, el sistema de ecuaciones constitutivas completo se puede escribir también
en notacién indexada (Gallego-Juérez, 1989) como

Simbolo  Descripcién

c? / cP  Compliancia eldstica para campo /desplazamiento eléctrico constante
st / sP  Médulo eldstico para campo /desplazamiento eléctrico constante

el /&%  Permitividad eléctrica para esfuerzo / deformacién constante

BT / ,65 Permitividad eléctrica inversa para esfuerzo / deformacién constante

e Contantes piezoeléctricas, formulacién directa T = T(S,E), D = D(S,E)
d Contantes piezoeléctricas, formulacién inversa S = S(T,E), D = D(T, E)
h Contantes piezoeléctricas, formulacién directa T = T(S,D), E = E(S,D)
g Contantes piezoeléctricas, formulacién inversa S = S(T, D), E = E(T, D)

Tabla 1: Descripcién de las constantes y los simbolos empleados
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T, = cfjsj — eimBEm., Dy, =& FE, + eimSi, (11)
Si = SET; + dim B, Dy, = ep En + din T, (12)
T; = cDS; — himDin, B = B Dn = himSi, (13)
S; = ngj + GimDm, En = BL. Dy — ginT, (14)

donde adoptamos la convencién de Einstein para la suma de los indices repetidos, por lo que
aijbj = Zj CLijbj.

Por ejemplo, en tres dimensiones espaciales, el sistema de ecuaciones constitutivas (1-2) para
un material piezoeléctrico se puede escribir como

[ Sl i i 31E1 SlEQ SlE:‘)) 81E4 81E5 81E6 d11 d12 d13 1T T1 ]
Sa Sy Syy Sz Sy Sys Sys (a1 dyy das 15
Ss s Sk Shy Sy Sy Sy dsy dyy dsg T3
Sy Sk Sky Sis Sty Sis Spg dan daz dug Ty
Ss | = | sb sty sly sby s sk dsy dsy dss T5 |, (15)
S6 561 Sty Sts Sty S See der dez des Ts
D, din dyp dez dig dis dis €1T1 €1T2 5{3 Fy
D, dyi doy des dog dos dog €3, €l 553 Es
[ D3 | L d31 dsp dgz dzs dzs dsg €3Tl 53Tz 553 1L E3 ]

dénde seguimos la convencién para las componentes numerales 1 = xx, 2 = yy, 3 = 2z, 4 = xy,
5=1yzy b=z

2.2. Ondas longitudinales en un medio piezoeléctrico

Generalmente, en materiales piezoeléctricos, como el cuarzo o el circonato-titanato de plomo
(PZT), muchas de las constantes piezoeléctricas son nulas debido a la simetria del cristal, es
decir, el efecto piezoeléctrico solo se produce eficientemente en algunas direcciones particulares.
Para el caso que nos ocupa, puesto que consideramos vibraciones que se producen solamente
en espesor, ignoraremos lo que ocurre en otras direcciones reduciendo el sistema de ecuaciones
a variaciones en la direccién x3. Asi, el sistema de ecuaciones dado por (5,6) se reduce a

Ty = ciyS33 — has D3, (16)
B3 = B35, D3 — h33Ss. (17)

Estas ecuaciones describen el sistema en la direccion z suponiendo que los otros médulos pie-
zoeléctricos y eldsticos son nulos (cosa que no ocurre en una cerdmica real).
Para cerrar el sistema, podemos emplear la 2* Ley de Newton para hacer un balance de
fuerzas
P& 0h (18)
o = Omy’
donde p, es la densidad en el material piezoeléctrico y &3 es el desplazamiento del material
respecto de su posiciéon de equilibrio en la direcciéon x3. En esta ecuacién el primer término
expresa el producto de la masa por la aceleracién del sistema, y el segundo la fuerza producida
por el campo de esfuerzos. La deformacion es definida en funcién del desplazamiento, &3, como

9%,

S pum
3 (91’3 )

(19)
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y la velocidad de particula como

%S
= > 2
AT (20)
Asi, la deformacién se relaciona con la velocidad de particula como:
05 _ 0 (06 _ 0 (0% _ vy (21)
ot n ot 8553 n 8[)’23 ot N 81’3.
Si diferenciamos con respecto del tiempo las ecuaciones constitutivas obtenemos
81)3 8T3
Z8 73 22
IOP at ax37 ( )
(9T3 D 81]3 8D3
= —h 23
ot~ Box, P ot (23)
6E3 S 8D3 0U3
—— = (5, —— — h3zg—. 24
o o 24

Estas ecuaciones describen la dinamica del sistema en la direccién z, y pueden ser resueltas
directamente aplicando métodos numéricos (Gonzalez-Salido et al., 2013). Sin embargo, se
puede obtener una solucién analitica de las mismas en funcién de la frecuencia conociendo
las condiciones de contorno. En nuestro caso, las condiciones de contorno del problema quedan
fijadas al cortar el material piezoeléctrico con una geometria dada, lo que denominamos ceramica
piezoeléctrica.

La ceramica piezoeléctrica tiene una cierta permitividad, y como el material piezoeléctrico
esta situado entre dos placas conductoras llamadas electrodos, como mostramos en la Figura
1, el sistema se comporta de manera similar a un condensador. Si sometemos a la ceramica a
una diferencia de potencial entre ambos electrodos el desplazamiento eléctrico en el interior del
material sera constante. Ello implica que el gradiente del desplazamiento eléctrico sera nulo en
el interior del condensador plano-paralelo bajo tensién constante, dD3/0x3 = 0. Sustituyendo
(16) en (18), aplicando la definicién de deformacién como S = 0&3/0x3, y diferenciando ambos
términos respecto del tiempo obtenemos una ecuaciéon de ondas longitudinales en la direccion
3 COMO

2 2

D
c
=c=—, donde ¢,=4/-2
ot? P Ox? b Pp

(25)

es la velocidad de propagaciéon del las ondas longitudinales en el material piezoeléctrico, y en
particular ¢} es el mddulo eldstico del material piezoeléctrico medido bajo un desplazamien-
to eléctrico constante. Es importante senalar que las constantes elasticas se toman como D
constante para vibraciones elasticas en el sentido de la polarizacion, perpendicular a los elec-
trodos, mientras que se toman £ constante cuando la vibracion es perpendicular. Como es bien
conocido, la ecuaciéon de ondas (25), admite soluciones viajeras, es decir, dentro del material
piezoeléctrico se pueden propagar ondas elasticas longitudinales.

El célculo y conversién de unas constantes piezoeléctricas en otras puede ser tedioso en un
principio. Una aproximacion es expresar el sistema de ecuaciones (16-17) de forma matricial

Ccomo
T3 C% —h33 53
= . 26
{EJ [—hgg 85 || Dy (26)
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Esta forma es util porque nos permite escribir el sistema a la inversa como

-1
S3 _ C3D3 _h33 T33 o S3Eg d33 T3
Ds —hsz B33 E3 d33 €33 F3

es decir, nos permite relacionar las distintas constantes elasticas/eléctricas y piezoeléctricas del

sistema. Recuerda que en el caso de una matriz cuadrada, su matriz inversa puede ser calculada
como

Ta b L1 [d —b
o] e ), o

siendo el determinante de la matriz 2x2 dado por det A = ad — be. ASi, para vibraciones en la
direccién z, podemos encontrar facilmente las relaciones entre los diferentes médulos como

e2 d? e2 h?
D _ E 33 D _ B %3 T _ _S§ 33 T _ a8 _ ''33
C33 = C33 + —g, S33 = S33— —p, €33 =E33+ 5, Bss = B35 — 5>
€33 €33 €33 €33 (29)
2 2 2 2
B — D _ h3s sE — gD 1 933 s _ T _ dss 35S — BT 933
33 = C33 — o5, S33 =833 T 7, €33 =E33— 5, P33= P33 D>
33 33 833 833

mientras que para el caso general en tres dimensiones, como el descrito mediante la ecuacién
(15), es conveniente realizar la inversién directamente.

En la modelizacion analitica del problema, comenzaremos realizando un modelo para la vi-
bracién en espesor de la cerdamica por separado mediante un modelo de tres puertos. Mas tarde,
incorporaremos los demés elementos del transductor mediante un modelo de dos puertos. Pode-
mos describir la dindmica de la ceramica como la solucion de las ecuaciones piezoeléctricas con
unas determinadas condiciones de contorno. En lugar de resolver directamente las ecuaciones, es
conveniente expresar el problema mediante matrices de transferencia. Ello, como veremos, nos
proporcionara una gran flexibilidad para anadir elementos adicionales en el sistema como capas
traseras (“backing”), asi como capas de adaptacién de impedancia y componentes electronicos.

3. Sistema de tres puertos: modelo de la ceramica

3.1. Modelizacion analitica

Consideramos una ceramica piezoeléctrica con geometria cilindrica, siendo L es espesor y R
el radio, como muestra la Figura 1 (a).

Puesto que la modelizacion se va a realizar en el domino de la frecuencia, expresemos el
sistema (22-24) en funcién de la frecuencia w como

. aT:
iwppvs = 8_x27 (30)
0
iWTg = C%a—zg — iWhgng, (31)
3
. . v
ZC{)Eg = ZWﬂ§3D3 - hgga—;. (32)
3

Nuestro objetivo serd expresar las relaciones entre: (a) los esfuerzos en la direccién x3, que
en el modelo en una dimensién se corresponden con las fuerzas, Fy, F), ejercidas sobre la caras
del disco del piezoeléctrico de superficie A = wR?, (b) las velocidades en ambas caras de la
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(a) Ceramica piezoeléctrica (b) L
L Backing Carga
F, F,
—> 4—
x, [ or
—> (—
-—>»
Mecanico
el I C// / Eléctrico
Electrodos -«
v

Figura 1: (a) Esquema de la cerdmica piezoeléctrica de radio R y espesor L, vibrando en espesor en la direccién zs.
En ambas caras se colocan los electrodos. (b) Esquema de las magnitudes mecénicas y eléctricas involucradas en la
modelizacién de la ceramica.

cerdmica piezoeléctrica, v, y vy respectivamente, y (c) la diferencia de potencial a ambos lados
de la ceramica, i.e., el voltaje, V', y la corriente que la atraviesa, i.e., la intensidad eléctrica,
I = 0D3/0tA, aplicadas en bornes de los electrodos tal y como mostramos en el esquema de la
Figura 1 (b).

En funcién de la frecuencia w, las magnitudes involucradas se definen como

Fy(w) = A-Ts(w) |0 (W) = v3(w) |0 (33)
Fy(w) = A-T5(w)lg—r vi(w) = =v3(w)l 4y » (34)
V(w) = /0 Es(w, x3)dxs, I(w) = iwAD3(w). (35)

Estas magnitudes son convenientes puesto que son mas facilmente estimables en el laboratorio
que D3y Ej5 respectivamente. Nota que puesto que 0D3/dx3 = 0, la intensidad es constante y
no depende de la posicién xs.

De manera esquematica, estas 6 magnitudes se relacionan mediante el sistema de tres puertos
siguiente

vb 'Uf

Puerto trasero Fb T T TFf Puerto frontal

1|

|4

Puerto eléctrico

Como el sistema soporta soluciones viajeras dentro del material piezoeléctrico, para cada
frecuencia podemos expresar la velocidad de particula como la superposicién de dos ondas
viajando en sentidos opuestos como

i(wt—kpx3)

V3 = Vi€ + vyt Withpzs) (36)
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donde v; y v9 son las amplitudes de las ondas y

kp = (37)

w
Cp
es el numero de onda dentro del material piezoeléctrico cuando se propaga una onda de fre-
cuencia w. Si aplicamos las condiciones de contorno dadas por (33), obtenemos

vy — vpe— koL
y 2= e—ikpL _ gikpL’

(38)

U1 = Up — Vg,
Sustituyendo este resultado en (36), la amplitud de la velocidad dentro del material en el
dominio de la frecuencia viene dada por
vpsin(k,[L — x3]) — vy sin(kyxs)
U3 = .
’ sin(k, L)

Por un lado, sustituyendo (39) en (31) y empleando la definicién de corriente obtenemos la
distribucion de esfuerzos dentro del material piezoeléctrico como

(39)

vp cos(ky[L — x3]) — vpcos(kyxs)  hag

Ty = —i — 1 40
53 “p sin(k,L) wA”’ (40)

donde hemos definido la impedancia actstica caracteristica como
Zp = PpCp- (41)

Por otro lado, sustituyendo (39) en (32), y empleando la definiciones de voltaje y corriente
podemos escribir

v ,§3LI B @ /L O (wpsin(k,[L —‘.%3]) — vy sin(kpa3) das (42)
iwA iw Jo Oxs sin(k,L)
Finalmente, si particularizamos la ecuacién (40) para el esfuerzo en la cara frontal (z3 = L)

y en la cara trasera (z3 = 0), obtenemos el sistema de ecuaciones algebraicas que describen la
dindmica de la cerdmica como

A z! h
Fr=— P __r BT 43
/ itan(k:pL)vf * isin(ka)vbjL iw (43)
Z! Z! h
L L4 2], (44)

F=—7 _r
’ z'sin(ka)vf * itan(k,L) iw
hss hss 5353[/[

V_%UijEvb—i—iwA : (45)
dénde Z, = A - Z, es la impedancia mecanica del piezoeléctrico.
Este sistema de ecuaciones se puede expresar de forma matricial como
Fy Zfitan(k,L) Z)[isin(k,L)  hs3/iw Vs
Fy, | = | Z,/isin(k,L) Z/itan(k,L) hsz/iw w |, (46)
1% hss3 /iw hss Jiw 1/iwCy I

dénde hyz es el coeficiente piezoeléetrico, C5' = 5, A/ L es la capacidad del condensador piezo-
eléctrico de seccién A y espesor L, y €5, = 1/ la permitividad del piezoeléctrico.

Existen diferentes modelos de vibracion para una ceramica piezoeléctrica que emplean cir-
cuitos equivalentes de este sistema de ecuaciones (San Emeterio et al., 1988). Las diferencias
bésicas radican en la representacién de los diferentes términos del sistema de ecuaciones (46)
mediante componentes electronicos en el modelo. Es importante senalar que todos los modelos
son equivalentes y representan el sistema de ecuaciones dado por (46).
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3.2. Modelo de Redwood

Tras desarrollar el sistema de ecuaciones (46), podemos identificar una linea de transmi-
sion que modela las ondas elasticas en el interior de la ceramica, acoplada mediante diferentes
términos al puerto eléctrico. De esta manera, podemos traducir el sistema de ecuaciones en un
circuito equivalente comunmente conocido como circuito equivalente de Redwood (Redwood,
1964). La Figura 2 muestra el circuito equivalente. Este circuito equivalente representa comple-

Figura 2: Circuito equivalente de Redwood para la re-

YUy Uy presentacion gréfica del sistema de tres puertos descrito
o—— — < © por el sistema de ecuaciones (46).
)
i 2k, L i
b |— —l f
o )
-1 L
52

(o

tamente el sistema de tres puertos descrito por el sistema de ecuaciones (46). Como podemos
ver, existen componentes que no son fisicamente realizables, como elementos reactivos de ca-
pacidad negativa. La conversion de energia eléctrica a energia mecanica es modelada mediante
un transformador electromecdnico de relacién de transformacién Cj hss.

Emplear circuitos equivalentes ayuda a la visualizacién y a comprender el rol de cada uno de
los términos del sistema de ecuaciones. Sin embargo, aunque los componentes el circuito de Red-
wood se identifican inmediatamente con los términos del sistema de ecuaciones, es conveniente
manipularlo para separar las contribuciones de los elementos mecanicos de los eléctricos.

3.3. Modelo de Mason

Existen otros modelos en los que los elementos aparecen de manera mas explicita, como
ocurre en el modelo propuesto por Mason (Mason, 1948), ampliamente empleado en la litera-
tura. El circuito equivalente se muestra en la Figura 3, en la que apreciamos que el circuito
mantiene los mismos 3 puertos. Este modelo es una modificacién del modelo de Redwood, en el
cual se ha sustituido la linea de transmisién en una red en “T” de impedancias concentradas,
y transferido la impedancia reactiva (—C§h3;)~! al puerto primario del transformador.

La ceramica de longitud L es modelada con un pareja de impedancias concentradas de
longitud L/2, pues existe una condicién de simetria en el centro de la cerdmica. Es en ese
punto donde se conecta con el puerto eléctrico. Sin embargo, la impedancia Z) /sin(k,L) no es
demasiado intuitiva. Por esa razén, el modelo puede ser manipulado para ofrecer una visién
todavia mds intuitiva del papel de cada elemento en el sistema de ecuaciones (46).

3.4. Modelo de KLM

Asi, Richard Krimholtz, David A. Leedom, y George L. Matthaei, propusieron una nueva
modificacién que se denomina cominmente circuito equivalente KLM (Krimholtz et al., 1970).
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La Figura 4 muestra el circuito. Este consta de una linea de transmisién de longitud L (en la
practica dos lineas de longitud L/2) en la que en su punto central se acopla el puerto eléctrico
mediante un transformador electromecanico de relacién de transformacion dependiente de la
frecuencia ¢(w), apareciendo en el primario una impedancia compleja y dependiente de la
frecuencia X (w) que depende tanto de los pardmetros eldsticos como de los piezoeléctricos.

Figura 4: Circuito equivalente KLM para la represen-

tacion grafica del sistema de tres puertos descrito por (U vy
el sistema de ecuaciones (46). o—— —<—o
Z) Z)
F, " i F
b k,, k,, f
L2 L2
o——] ———o0
==
. ng
—C’(f
I
o
v

En particular, en el modelo KLM, el transformador electromecanico posee una relacion de
transformacion y impedancia compleja

2hss . h3s
= 7! sin(k,L/2), X = %

¢ sin(k,L). (47)

Es importante senalar que todos los modelos y circuitos equivalentes vistos en esta seccién
son andlogos, pues todos representan el mismo sistema de ecuaciones dadas por (43-45).
4. Sistema de dos puertos: modelo de transductor

Aunque el sistema de tres puertos es perfectamente valido modelizar el comportamiento de la
ceramica, es importante senalar que la ceramica nunca vibrara aislada del medio circundante.
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En la practica tendremos una carga tanto en ambas caras de la ceramica: impedancias de
radiacién y del “backing” respectivamente, como en el puerto eléctrico: impedancia eléctrica
del sensor/generador, cables, etc. Al conjunto de elementos mecénicos y eléctricos que permiten
hacer uso del efecto piezoeléctrico para emitir o detectar ondas acusticas lo denominamos
transductor. La ceramica es el elemento principal pues transforma los campos eléctricos en
ondas elasticas y viceversa. Sin embargo, los transductores estan compuestos normalmente de
mas elementos. Un ejemplo basico es el mostrado en la Figura 5.

(a) (b) L )4
sefal eléctrica “‘
— > ondas acusticas v, v,
g I el
= C
15} Q
/ / \ 0 IS
[} 5]
2 < K= 8
c F, S .0 3 ® Ff
< he} g o I o
2 o 8 g 18
(X3} o2 iy g ]
gQ cE =D = ©
T D % [l [} o
PN ] T T O o
8 G‘J [ON'G) o ~ L.
S e 5 Mecanico
®« P T -~ = PPy
£ Eléctrico
I
{ "
+ — Electrodos Vv

Figura 5: (a) Esquema de un transductor piezoeléctrico compuesto por una cerdmica, un medio trasero o “backing” y
una capa de acoplo de impedancia. (b) Esquema de la configuracién multicapa para aplicar la matriz de transferencia.

En la cara frontal de la ceramica se dispone una capa de material solido elastico llamada
capa de acoplamiento de impedancia. La funcion de dicha capa es mejorar la transferencia
de energia de la ceramica piezoeléctrica al medio al que se desea radiar. Ello es necesario
debido a la gran diferencia de impedancia actstica entre el material piezoeléctrico y el medio
de radiacién, en muchos casos agua o aire. Otro elemento es la capa trasera o “backing”.
Mediante el ajuste de las propiedades de esta capa podemos disenar transductores con una
respuesta temporal larga y ancho de banda estrecho o por el contrario con una respuesta
temporal corta y gran ancho de banda. Cuando la diferencia de impedancias entre la ceramica
y el “backing” es muy alta, la energia se refleja en su practica totalidad en la interfase trasera,
por tanto se maximiza la radiacion hacia el medio frontal. Por el contrario, si la diferencia
de impedancias es pequena y se introducen pérdidas viscoelasticas en el material del que esta
formado el “backing” la resonancia se ve amortiguada, obteniéndose por tanto una respuesta
con un gran ancho de banda. Normalmente al aumentar el ancho de banda de esta manera
se pierde eficiencia. Por tltimo, es comtin que el transductor ultrasénico requiera de una red
de adaptacion de impedancia eléctrica para optimizar la transferencia de energia a través del
puerto eléctrico. Esta red acopla la impedancia eléctrica entre el sistema de excitacién/deteccién
y la ceramica, y puesto que el ancho de banda de los transductores piezoeléctricos no es muy
elevado suele construirse mediante un filtro con unos pocos componentes electrénicos pasivos.

Para la modelizacion de transductores piezoeléctricos es de interés obtener la relacion entre el
puerto eléctrico y la cara frontal. Ello es debido a que la aplicacién del transductor piezoeléctrico
es radiar/detectar ondas acusticas en la cara frontal. Por tanto, es conveniente reducir el sistema
de tres puertos a uno de dos, quedando la relacién Fy/v, = Z,A fijada por la impedancia del
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“backing” en la parte trasera. De esta manera es posible reducir el sistema de tres puertos a un
sistema de dos puertos en el que obtener las funciones de transferencia de interés, es decir, la
relacion entre el puerto eléctrico y el frontal, asi como la relacion entre voltaje e intensidad: la
impedancia eléctrica del sistema. A continuacién, emplearemos matrices de transferencia para
modelizar el sistema compuesto por la ceramica y el medio circundante, asi como los demés
elementos que componen un transductor.

4.1. Matrices de transmision

De manera general, para un sistema unidimensional podemos relacionar la fuerza, Fy, y
velocidad de particula, vy, en la cara frontal del transductor (el puerto frontal) con el voltaje,
V', e intensidad, I, en bornes de los electrodos (puerto eléctrico).

I Uy
o—>»— —>»——o
Puerto eléctrico Vv T T T Ff Puerto frontal
o— ——-o0

Asi, el sistema estard caracterizado por una matriz de transferencia total T que escribimos

7]-+(5)

donde la matriz de transferencia total T viene dada por

Ty T
T = . 49
{Tm TQJ (49)

Cabe senalar que para un sistema simétrico 777 = Ty mientras que para un sistema reciproco,
el determinante de la matriz de transferencia es la unidad, es decir, 111150 — 112751 = 1. El
presente sistema de dos puertos es reciproco pero no simétrico.

Para un sistema compuesto por N elementos, como las diferentes capas de material y los
componentes eléctricos que componen el transductor, la matriz de transferencia total T se
puede calcular como el producto matricial de las matrices de transferencia de los diferentes
elementos que componen el sistema

T=]]T. (50)

dénde T, es la matriz de transferencia del elemento n. Como veremos a continuacién, en funcién
de la naturaleza de cada elemento, cada matriz T,, toma una forma diferente.

Matrices de propagacion

Cuando disponemos de una capa de material elastico, podemos relacionar la presién en
ambos extremos de la capa (F,,, F,,41) con la velocidad de particula (v, v,41) empleando una
matriz de transferencia,
que escribimos como

5)n ()
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v v

n n+1
FnT Tn T Fn+1

Para una capa de material eldstico de longitud L, en la que se propagan ondas planas,
podemos expresar la matriz de transferencia T,, como

cos(kL) iZ'sin(kL)

n=1 .. , , (52)
isin(kL)/Z cos(kL)
donde Z' = Apc es la impedancia mecanica caracteristica de la capa de material, A la superficie y
k = w/c el nimero de onda dentro del material, p su densidad y ¢ su velocidad de propagacion.
Cuando el material tiene pérdidas intrinsecas, tanto Z’ como k son complejos y en general
dependientes de la frecuencia. En este trabajo suponemos todos los materiales sin pérdidas, por
lo que sus valores de numero de onda y impedancia caracteristica son reales.

Es importante senalar que la matriz T, es andloga a la de una linea de transmisién eléctrica.
Para una linea de transmisién, como ocurre en los cables del conexionado, podemos relacionar
la tension e intensidad en ambos extremos de la linea eléctrica mediante

HEE]

]n—i-l

siendo en este caso Z la impedancia eléctrica de la linea y k el nimero de onda en la linea de
transmision. La modelizacion del cable serd importante a altas frecuencias y para cables largos,
cuando se cumple que kL 2 1, es decir, cuando es posible que existan modos de resonancia en
la linea de transmision. Para frecuencias inferiores o cables cortos, el efecto de la longitud finita
del cable es despreciable.

Elementos en serie

Cuando a lo largo del sistema disponemos elementos puntuales, es decir, localizados en
espacio, con una impedancia Zg, la matriz de transmision T, se escribe como

Tsz[ézﬂ. (54)

Estos elementos incluyen elementos mecanicos como placas y membranas, resonadores puntuales
como burbujas o inclusiones, y componentes electrénicos como resistencias, condensadores o
bobinas.

Elementos en paralelo

De la misma manera, cuando en el sistema disponemos elementos localmente reactivos en
paralelo, con una impedancia Zp, la matriz de transmisién T, se escribe como

Tp:“/zp (1)] (55)

Estos elementos incluyen elementos mecanicos como barras resonantes y tubos acoplados en los
laterales de una guia de ondas, asi como componentes electronicos como resistencias, conden-
sadores o bobinas.
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Transformadores

La modelizacién mediante una matriz de transmision de la conversion de energia eléctrica a
mecanica, es decir, el efecto piezoeléctrico, se puede realizar mediante una matriz

=00 (56)

dénde ¢ es el ratio de conversiéon de energia eléctrica a mecanica y sera funcion de los coeficientes
piezoeléctricos.

4.2. Modelo del transductor mediante matrices de transferencia

Podemos emplear el esquema mostrado en la Figura 6 para desarrollar un modelo genera-
lizado (San Emeterio y Ramos,2009). En dicho modelo, suponemos que el “backing” presenta
una impedancia Z, = Fj/Auv,. De esta manera, podemos obtener una expresién explicita para
la impedancia de la linea de transmision correspondiente a la cara trasera de la ceramica en
el modelo KLM (la media linea de transmisién de la parte izquierda en la Figura 4). Esta im-
pedancia, como se muestra en la Figura 6, se incluye en el sistema como un elemento reactivo
localizado acoplado en paralelo, como veremos a continuacion.

Ceramica
piezoeléctrica
(mitad trasera)

L
o0— 1 (6)
1
Red de acoplo Parte eléctrica Transformador Cerdmica : Capa(ls)g ; g
de impedancia de la cerémica electromecanicol piezoeléctrica i AaCOszO 9 g
éctri X - (piezoeléctrico) (mitad frontal) [ , [ 'MPedancia &
eléctrica piezoeléctrica f acustica =]
1
- — L =

M — @ — (3) l (5)

Elemento piezoeléctrico

Figura 6: (a) Diagrama de bloques del transductor ultrasénico piezoeléctrico vibrando en espesor. Cada bloque modeli-
zado por una matriz de transferencia.

El sistema completo se caracteriza por una matriz de transmision total
T =TyTgTyT T;Tyu, (57)

dénde cada matriz representa un bloque en la Figura 6. Asi, Ty es la red de acoplo de impedan-
cia eléctrica, T g representa los componentes puramente eléctricos de la ceramica piezoeléctrica,
T, es el transformador electromecanico, T | es la impedancia de la mitad de la cerdmica trasera
con el “backing”, T es la mitad de la cerdmica delantera y T 4 es la capa de acoplo de impe-
dancia.

Red de acoplo

La red de acoplo, Ty, normalmente estd compuesta por elementos pasivos con diferente
impedancia eléctrica como resistencias (Z = R, siendo R la resistencia), bobinas (Z = iwX,
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siendo X la inductancia de la bobina) o condensadores (Z = 1/iwC, siendo C' la capacidad del
condensador). Cada elemento se incluye en funcién de su conexionado a la red, empleando (54)
para los elementos conectados en serie y (55) para los elementos conectados en paralelo.

Componentes eléctricos de la ceramica piezoeléctrica

Los componentes puramente eléctricos de la ceramica piezoeléctrica, T g, se incluyen en el
modelo mediante la suma en serie de dos impedancias como se observa en el circuito equivalente
KLM (4). La impedancia resultante, Zg, se conectan en serie a la linea, por lo que emplearemos
la Ec. (54). La matriz se escribe como

1 h2ysin(k,L)
1 7 1 "33 p
Tp = [ 0 1E ] = (iwC’ﬁg w7 ) ;

0 1
El primer elemento de Zg representa la capacidad del condensador formado por el material
dieléctrico entre los dos electrodos, de capacidad Cj definida anteriormente, mientras que el
segundo término es el reflejo en la parte eléctrica de las caracteristicas elasticas de la cerdmica.

(58)

Transformador electromecanico

El transformador electromecanico, Ty, es modelizado mediante la Ec. (56), por lo que la
matriz se escribe

=0 0 ] (59)

con la relacién de transformacién ¢ = 2hgzsin(k,L/2)/wZ,, como vimos anteriormente en el
modelo KLM.

Mitad de la ceramica trasera

La mitad trasera de la ceramica se modelizard mediante una matriz T | , en la que incluiremos
el efecto de la impedancia mecanica de la mitad de la ceramica trasera junto con el “backing”,
que llamamos Z ;. En primer lugar suponemos que el “backing” es perfectamente absorbente
y no existen modos de resonancia en él, es decir, tratamos el “backing” como una impedancia
acustica conocida dada por Z, = pycp. Puesto que la mitad trasera es una capa de material,
emplearemos la Ec. (52) para relacionar la fuerza y velocidad en la mitad de la capa, Fy y vy,
con la fuerza y velocidad en la parte trasera, Fj, v, como

B cos(k,L/2)  iZ sin(k,L/2) |
B isin(k,L/2)/Z),  cos(k,L/2) B

Fo
Vo

Fy
U

(60)

Fijando la relacién en el backing como v, = F,/AZ, y definiendo la impedancia mecénica
especifica en el centro de la cerdmica como Z, = Fy/Avy, podemos desarrollar el producto
matricial anterior para obtener

Fy,  cos(k,L/2) +iZ)sin(k,L/2)/Z;
vo  isin(k,L/2)/Z, + cos(k,L/2)/ 2}

7, = (61)

La impedancia mecéanica resultante se conecta en paralelo al sistema, como ose muestra en
la Figura 6, por lo que emplearemos la Ec. (55). Finalmente, tras una pequenia manipulacién
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algebraica, la matriz se escribe como

T, =

Zp

1 0 1 0
1 . ] = | 1 (Z,+iZytan(k,L/2) e (62)
7 Zy + in tan(k:pL/Q)
Mitad de la ceramica frontal

La mitad de la ceramica frontal, T'¢, se modela simplemente como una capa eldstica, es decir,
empleando la Ec. (52), por lo que obtenemos

(63)

B cos(k,L/2)  iZ]sin(k,L/2)
T isin(k,L/2)/7,  cos(k,L/2)

Nota que se trata de una matriz de propagacion de longitud L/2 con las propiedades elasticas
del material piezoeléctrico.

Capa de adaptacién de impedancia

Finalmente, es conveniente en el diseno de transductores incluir una capa de adaptacion
de impedancia. Cominmente se emplea una capa de material eldstico de longitud L, = A/4
donde A es la longitud de onda dentro de dicha capa correspondiente a la onda que se pretende
maximizar si transmision. Por otro lado, para maximizar la transmision y evitar la reflexién
entre el piezoeléctrico y el medio de carga, el material de la capa de adaptacion ha de escogerse
con una impedancia que sea la media geométrica de las impedancias de los medios adjacentes,
es decir, Z, = \/ZpZ5.

La capa de acoplo de impedancia, T,, se modela de manera aniloga empleando la Ec. (52),
por lo que la matriz se escribe como

cos(koLy)  iZ! sin(k,L,) (64)

isin(k,La)/Z!  cos(kqLq) ’
dénde k,, Z! v L, son respectivamente el nimero de onda la impedancia acustica caracteristica
y el grosor de la capa de adaptacion de impedancia respectivamente.

Es importante senalar que la presente metodologia permite agregar un numero arbitrario
de capas al sistema, simplemente agregando de manera andloga las correspondientes matrices
de propagacién en cascada. Por tanto, el método es especialmente adecuado para el diseno y
optimizacién de transductores de gran ancho de banda.

4.3. Funciones de transferencia

Una vez calculada la matriz de transferencia total mediante la Ec. (57), podemos calcular
las relaciones entre las magnitudes en los dos puertos.

Impedancia eléctrica

La impedancia eléctrica es el ratio entre tensién e intensidad Z(w) = V(w)/I(w). Para
calcularlo, debemos conocer la relacién entre Fr(w)/vs(w), que viene fijada por la impedancia
de radiacion. En este trabajo suponemos que la impedancia mecénica de radiacion es Z J’c = AZy
con Zy = pscy, lo que es cierto a altas frecuencias cuando se cumple que kyR > 1. En este
régimen, la impedancia de radiacion es aproximadamente igual que la impedancia caracteristica
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del medio (Schmerr y Song, 2007). Asi, llegamos a la siguiente expresién para la impedancia
eléctrica

- T Z; + Tia

Zin(W) = ——F——-
) InZ}s + T

(65)

Nota que la impedancia eléctrica se mide en ohmios [Ohm].

Es importante senalar que en el caso de s6lo modelizar la ceramica sin méas componentes,
la impedancia eléctrica se puede obtener fijando la impedancia del “backing” y la frontal tras
manipular algebraicamente el sistema dado por (46):

Zin =

1 ( kK2 i(Zs+ Z) Zysin(k,L) — 272 [1 — cos(k,L)] > )

iwCy kpL (22 + Zs Zy) sin(kyL) — i (Zf + Zy) Zy cos(kp L)

donde el coeficiente de acoplo electromecénico viene dado por k; = hgz/+/B5ck}. En esta ex-
presion se observa claramente como la impedancia eléctrica de la ceramica es la suma de la
impedancia eléctrica del condensador mas los efectos mecanicos. Estos ultimos solo seran im-
portantes para frecuencias cercanas a las frecuencias de resonancia, que en el caso de tener
un backing y una impedancia frontal muy diferentes a la impedancia de la cerdamica, aparecen
cuando se cumple

kyL~2n—1)m con n=1,2... (67)
es decir, a las frecuencias dadas por
fo = (20— 1)c, /2L, (68)

o lo que es lo mismo, cuando se cumple que el espesor de la ceramica es un multiplo impar de
media longitud de onda, L ~ (2n— 1)\, /2. Finalmente, recuerda que esto no es necesariamente
valido cuando se introducen otros componentes en el transductor como capas de acoplamiento
de impedancia.

Funciones de transferencia

De manera andloga, podemos obtener la funcién de transferencia en emisiéon. En este caso,
normalmente el generador de senal eléctrica presenta una cierta impedancia de salida Zg, como
mostramos en la Figura 6. Asi, obtenemos

/
Fy Zy

A . 69
Ve (TnZ} + T12) + Za (T21Z} + T22) (69)

Nota que las unidades de esta funcién de transferencia son [N/V]. El sistema ultrasénico es
reciproco, por lo que puede ser empleado empleando el efecto piezoeléctrico inverso, es decir,
detectar ondas actsticas y convertirlas a una senal eléctrica. Asi, en modo recepcién la funcién
de transferencia queda definida como

Vr 27R

Ve _ , 70
Ey (T11Z} + T12) + Zg (Tzlz} + T22) (70)

donde Vg es el voltaje en recepcion sobre una impedancia Zg situada en el puerto eléctrico del
sistema.
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Respuestas temporales

Una vez conocida la funciones de transferencia del transductor piezoeléctrico en funcién
de la frecuencia es posible obtener la respuesta al impulso del sistema h(t). Ello se consigue
simplemente realizando la transformada de Fourier inversa de la funcion de transferencia como

L TEDT [ ED)
ht) =7 {Vé(f)]_/oo‘/é(f)e . )

Esta operacion comtinmente se lleva a cabo numéricamente empleando la transformada de
Fourier rapida (FFT). Ademéds, podemos convolucionar la respuesta del sistema con una sefial
de excitacién conocida V' (t),

F(t) = V() * h(t) = /0 t V(t)h(t — t)dt. (72)

De esta manera podemos evaluar cual sera la presion transitoria en la superficie del transductor
para una senal de excitacién determinada.

5. Ejemplos

A continuacién se muestra un ejemplo de la vibracién de una ceramica piezoeléctrica de
titanato de zirconato de plomo, en particular PZT26, radiando en agua. La ceramica se ha
cortado en forma de disco con un espesor de L = 1 mm, y un radio de R = 25 mm. La permi-
tividad relativa proporcionada por el fabricante es 5£T = 1300, mientras que la compliancia a
campo eléctrico constante es sf; = 20- 1072 Pa™!, el médulo piezoeléctrico en la direccién 33 es
ds3 = 330 - 107'? y la densidad p, = 7700 kg/m?. Empleando la modelizacién descrita en este
trabajo se pueden obtener diferentes magnitudes que caracterizan la dinamica de la ceramica.
Suponemos que en los casos siguientes queremos construir un transductor para radiar en agua,
por lo que py = 1000 kg/m?® y ¢; = 1500 m/s.

5.1. Transductores de alta eficiencia

Para lograr una alta eficiencia en transmisiéon empleando la ceramica propuesta, el material
que seleccionaremos para la parte trasera, el “backing”, ha de tener una impedancia muy
diferente a la ceramica. De esta manera las vibraciones se transmitirdan principalmente hacia
el medio delantero, que en este caso es agua. Asi, seleccionamos una capa de aire, p, = 1.21
kg/m? y ¢, = 343 m/s para que actie como “backing”.

Las Figuras 7 (a,b) muestran la parte real e imaginaria de la impedancia, mientras que las
Figuras 7 (c¢,d) muestran la parte real e imaginaria de la admitancia (Y = 1/7). Puesto que la
ceramica estd constituida por un material dieléctrico con una cierta permitividad (e3), el dis-
positivo se comporta, de manera aproximada, como un condensador de capacidad C§ = e5 A/L
siendo A = wR? la superficie del disco cerdmico. La impedancia eléctrica de un condensador
ideal viene dada por Z, = 1/jwCy, por lo que es imaginaria pura. Como vemos en la Figura
7 (b,d), la parte imaginaria de la impedancia del condensador es muy similar a la de la cerdmica
piezoelectrica, excepto cerca de unas frecuencias particulares. Lo mismo ocurre con la parte real
de la impedancia eléctrica: la resistencia eléctrica en el caso de un condensador ideal es nula,
sin embargo, en el caso de nuestra cerdmica piezoeléctrica toma un cierto valor resistivo sélo
alrededor de ciertas frecuencias particulares (ver Figura 7 (a) alrededor de 1.8 MHz, 5.2 MHz,
etc...). A estas frecuencias, el dispositivo electro-mecanico actia como una resistencia disipando
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Figura 7: (a,b) Impedancia (Z) y (b,c) admitancia (Y = 1/Z) para el transductor de alta eficiencia radiando en agua
y empleando la cerdmica PZ26. (a) Parte real de la impedancia (resistencia) y (b) parte imaginaria de la impedancia
(reactancia). (c) Parte real de la admitancia (conductancia) y (d) parte imaginaria de la admitancia (susceptancia).

potencia eléctrica. Sin embargo, en la modelizacién no hemos introducido pérdidas eléctricas
en los componentes. ;De dénde proviene la disipacién de energia en el sistema?

Dicha disipacién de energia eléctrica se corresponde con la energia acustica que la ceramica
estd radiando al medio. Ello se aprecia claramente al observar la funcion de transferencia en
emisién en la Figura 8 (a), calculada empleando la ecuacién (69). Se observa como a las fre-
cuencias de resonancia el dispositivo es capaz de convertir eficientemente el voltaje aplicado
en fuerza en la superficie de las caras por medio del efecto piezoeléctrico. Si se le aplica al
dispositivo un pulso sinusoidal de voltaje como el mostrado en la Figura 8 (b), empleando las
ecuaciones (71-72) vemos cémo el sistema oscila y genera un pulso acistico como el mostrado
en la Figura 8 (¢). Como podemos observar, la respuesta temporal es mucho mas larga que la
excitacién pues el sistema trabaja en resonancia. En este caso, el factor de calidad es alto, lo
que otorga altos valores de eficiencia (P/V') al excitar el sistema a las frecuencias de resonancia.
Es por ello que este tipo de transductores se emplea en aplicaciones de potencia (Camarena et
al., 2013, Jiménez et al., 2017).
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5.2. Transductores de banda ancha

Sin embargo, aunque el diseno anterior es muy eficiente, el sistema responde con un tiempo
muy largo, pues el factor de calidad de la resonancia es muy alto. Para muchas ampliaciones,
como ocurre para aplicaciones de imagen ultrasonica, es necesario que la respuesta del sistema
sea muy corta. Para ello, podemos cambiar el material del medio trasero por otro que permita
la radiacién hacia atras y amortigiie la respuesta de la cerdamica. Por ejemplo, un “backing”
de resina epoxi con impurezas (por ejemplo polvo de tungsteno), con p, = 8500 y ¢, = 1020
proporciona una impedancia mas parecida a la de la ceramica (Z, ~ 0.3Z,) mientras que
introduce mucha atenuacion.
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Figura 9: (a,b) Impedancia y (b,c) admitancia (Y = 1/Z) para el transductor de alto ancho de banda radiando en agua
y empleando la cerdmica PZ26. (a) Parte real de la impedancia (resistencia) y (b) parte imaginaria de la impedancia
(reactancia). (c) Parte real de la admitancia (conductancia)y (d) parte imaginaria de la admitancia (susceptancia).
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La impedancia y admitancia de la cerdmica se muestran en la Figura 9. Como se puede
apreciar, los picos de resonancia se ensanchan y la impedancia difiere de la de un condensador
en un mayor rango de frecuencias. Es decir, se transforma energia eléctrica en mecanica en un
ancho de banda mayor. Aun asi, aiin se aprecia el caracter resonante de la ceramica.

La respuesta actustica se muestra en la Figura 10. Incluyendo el backing propuesto en el
diseno vemos céomo la eficiencia del transductor disminuye, es decir, los valores de la funcién de
transferencia en emisién P/V son menores. Sin embargo, el transductor responde con un mayor
ancho de banda. Ello se traduce en una respuesta temporal mas corta como se puede apreciar
en la Figura 10 (¢), por lo que este tipo de diseno es aplicable a transductores de imagen por
ultrasonidos.

N T T T T T : Figura 10: (a) Funcién de transferencia en emi-
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& radiando en agua. (b) Sefial eléctrica de test a
\; la entrada del sistema, compuesta por una for-
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A 0 ! ! ! ! acustica del sistema.
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6. Conclusiones

En este trabajo se ha descrito la modelizacién analitica de la vibracién de una ceramica
piezoeléctrica, asi como de los diferentes componentes eléctricos y mecanicos que componen un
transductor tipico piezoeléctrico vibrando en modo espesor. En este ejercicio de modelizacién
se han desarrollado conceptos de Elasticidad, Electromagnetismo, Piezoelectricidad y Acusti-
ca. Para el desarrollo del mismo se emplean conceptos de modelizacion matematica que van
desde sistemas de ecuaciones acopladas en derivadas parciales, conceptos simples de Algebra
lineal como productos matriciales, cdlculos de determinantes y calculo tensorial. Finalmente,
se aplican transformadas de Fourier empleado los resultados numéricos obtenidos, por lo que
la cantidad de herramientas de modelizacion revisadas es considerable.

Este es un problema recurrente en la docencia de Acustica y Ultrasonidos, Telecomunica-
ciones y sensores electrénicos, en particular en la docencia de Grado en Ingenieria de Sistemas
de Telecomunicacion, Sonido e Imagen o en Master en Ingenieria Acustica. La modelizacién
mediante matrices de transferencia proporciona un método simple pero preciso, pues captura
los principales fenémenos fisicos del problema electromecanico. En particular, la modelizacién
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presentada permite al estudiante por un lado obtener un modelo analitico del efecto piezo-
eléctrico y el estudio del sistema eléctrico-elastico, y por otro lado permite un elevado grado
de libertad para modificar el disefio anadiendo capas de diferentes materiales y /o componentes
electrénicos.
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