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Resumen

En este trabajo se presenta el análisis cinemático de un robot paralelo generador del movimiento de Schönflies por medio de la

teorı́a de tornillos. Como un paso intermedio, el análisis de posición se obtiene en forma semi-cerrada con base en las coordenadas

de dos puntos de la plataforma móvil. Esta estrategia requiere de sólo un marco de referencia, evitando ası́ el cálculo de la matriz

de rotación. Las ecuaciones entrada-salida de velocidad y de aceleración se obtienen sistemáticamente recurriendo a la teorı́a de

tornillos recı́procos. Para ello, el robot se modela como si fuese un manipulador paralelo de seis grados de libertad gracias a la

incorporación de pares cinemáticos ficticios que conectan las extremidades con la plataforma fija y una cadena cinemática virtual

con la finalidad de aplicar sin restricciones el álgebra de Lie se(3) del grupo Euclideo S E(3). El análisis de singularidades se aborda

con base en la ecuación entrada-salida de velocidad. Se incluyen ejemplos numéricos que muestran la aplicación del método.
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1. Introducción

Tres traslaciones independientes y una rotación alrededor

de un eje de orientación fija son las caracterı́sticas del mo-

vimiento de Schönflies (Schönflies, 1887), el cual es produ-

cido tı́picamente por los robots SCARA (Selective Compliant
Assembly Robot Arm o Selective Compliant Articulated Robot
Arm). Este último término fue acuñado por Makino y Furaya

(Makino and Furuya, 1982).

El movimiento de Schönflies se ha implementado exitosa-

mente en manipuladores paralelos (Pierrot et al., 2009) superan-

do con ello las altas velocidades de las arquitecturas de lazo

abierto tipo SCARA, además de presentar mayor rigidez y pre-

cisión. Esta aplicación es una validación de la brillante idea de

incorporar paralelogramos como extremidades en manipulado-

res paralelos, propuesta hace más de tres décadas por Clavel

(Clavel, 1988). En ese sentido, en la actualidad la formidable

contribución de Pierrot y colaboradores (Pierrot et al., 2009)

representa una de las más eficientes aplicaciones de los mani-

puladores paralelos en la industria. Por otra parte, es destaca-

ble el esfuerzo dedicado por diversos investigadores en la intro-

ducción, diseño y análisis de topologı́as diferentes capaces de

producir también el movimiento de Schönflies (Angeles et al.,

2006b; Rolland, 1999; Zhao et al., 2006; Cao et al., 2016; Kang

et al., 2015).

∗Autor en correspondencia.
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En la literatura se pueden encontrar un amplio número de

trabajos dedicados al estudio de manipuladores paralelos tipo

3T1R, por ejemplo su destreza y espacio de trabajo (Altuza-

rra et al., 2011), el análisis de singularidades de un robot pa-

ralelo 4-RUU usando geometrı́a de Grassmann (Amine et al.,

2012), el análisis directo de posición mediante álgebra de cua-

terniones (Masouleh et al., 2011b), diseño óptimo basado en el

desempeño dinámico (Liu et al., 2012), propuestas de robots

con redundancia en su actuación (Yi et al., 2013; Corves et al.,

2016), análisis elastodinámico (Alessandro and Rosario, 2014),

diseño de robots de alta velocidad rotacional para operaciones

pick-and-place (Xie and Liu, 2015) o con un número reducido

de extremidades (Angeles et al., 2006a; Kim et al., 2015), to-

pologı́as reconfigurables (Nurahmi et al., 2016), sı́ntesis de ti-

po mediante la teorı́a de tornillos de manipuladores 3R1T (tres

rotaciones y una traslación) desacoplados (Cao et al., 2016),

análisis del espacio de trabajo y de singularidades basados en

la cinemática inversa (Cervantes-Sánchez et al., 2016). Sin em-

bargo, entre los manipuladores paralelos que desarrollan movi-

miento de Schönflies destaca uno por su particularmente com-

plicada cinemática: el robot paralelo 3T1R (tres traslaciones y

una rotación) con extremidades tipo PRUR (cadena cinemática

Prismática-Revoluta-Universal-Revoluta).

En cuanto al análisis cinemático de estos mecanismos se

refiere, en la literatura se pueden encontrar diversas formas de

abordar el problema. El análisis de posición generalmente es

planteado usando ecuaciones de lazo vectorial y utilizando al

menos dos marcos de referencia (Chen et al., 2009), por ejem-

http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1016/j.riai.2017.03.001&domain=pdf
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Figura 1: Esquema del manipulador generador de movimientos de Schönflies

plo revise los trabajos recientes de Kim (Kim et al., 2014), de

Wu (Wu, 2016) y de Xie (Xie and Liu, 2016). En algunas otras

publicaciones, se resuelve el análisis de posición con ecuacio-

nes de restricción tomando ventaja de las limitaciones en la

movilidad de este tipo de mecanismos, aunque se emplean dos

sistemas de referencia en su planteamiento, lo que implica la

tediosa tarea de calcular la matriz de rotación entre ellos (Ri-

chard et al., 2007). También es común resolver el problema

del análisis de desplazamientos mediante el método de Denavit-

Hartenberg (Lee, 2013; Lee and Lee, 2016), lo que lógicamente

conduce al empleo de un número elevado de marcos de referen-

cia y al cálculo de variables articulares en su solución.

Por otro lado, tradicionalmente se ha resuelto el análisis de

velocidad obteniendo el jacobiano diferenciando las ecuaciones

de restricción o las de lazo vectorial del análisis de posición (Ri-

chard et al., 2007; Salgado et al., 2008; Lee and Lee, 2016). Al-

gunos autores plantean este análisis mediante el uso de la teorı́a

de tornillos (Kim et al., 2013, 2014; Solazzi et al., 2014) aun-

que la matriz jacobiana resulta no ser cuadrada, lo que dificulta

la obtención de una ecuación de entrada/salida de velocidad de

forma simple y compacta.

En esta contribución se investiga la cinemática de un mani-

pulador paralelo 4-PRUR generador del movimiento de Schön-

flies. El resto de la contribución está organizada como sigue: en

la Sección 2 se presenta una descripción detallada de la geo-

metrı́a del manipulador bajo estudio. En la Sección 3 se desa-

rrolla el análisis de desplazamientos del robot, mientras que en

la Sección 4 son resueltos los de velocidad y aceleración me-

diante la teorı́a de tornillos. Por otro lado, con la finalidad de

mostrar el potencial del método aquı́ expuesto, en la Sección

5 se detalla un ejemplo numérico y se validan los resultados

usando ADAMS, un software de simulación dinámica disponi-

ble comercialmente. Finalmente, se concluye este trabajo en la

Sección 6.

2. Descripción del manipulador

El manipulador bajo estudio, mostrado en la Fig. 1 . se com-

pone de una plataforma móvil cuadrada (6) de lado b conectada

a una plataforma fija (0), también cuadrada, de lado a. Cada

extremidad del robot se forma por cuatro pares cinemáticos,

comenzando desde la plataforma fija y terminando en la móvil,

del tipo prismático, revoluta, universal y revoluta, donde el par

prismático es el actuador lineal. De acuerdo al marco de refe-

rencia O XYZ colocado al centro de la plataforma fija, las po-

siciones nominales de los pares cinemáticos antes citados están

caracterizadas por los puntos Ai, Bi, Ci y Di, localizados a su

vez por los vectores ai, bi, ci y di, respectivamente, mientras

que el punto G, localizado por el vector g, marca la ubicación

del centro de la plataforma móvil.

Con el fin de ejecutar movimiento de Schönflies, en cada

cadena cinemática del manipulador, el eje de la primera revo-

luta, descrito por el vector unitario v̂, es normal al plano de la

plataforma fija y paralelo al primer eje del par universal. Por

otro lado, el eje ûi de la revoluta unida a la plataforma móvil

es paralelo al segundo eje de aquella. Evidentemente, el movi-

miento del par prismático se produce a lo largo del eje de la

primera revoluta y paralelo al eje Z. Cabe mencionar que des-

de un punto de vista cinemático el espacio entre esos dos pa-

res cinemáticos, tal y como se reporta en algunas contribucio-

nes (Cervantes-Sánchez et al., 2016; Varshovi-Jaghargha et al.,

2014), en realidad no afecta el desempeño del robot y por lo

tanto tal desfase deberı́a ser eliminado con el propósito de sim-

plificar el análisis cinemático del manipulador. Por otra parte, e
denota el desfase entre los puntos Bi y Ci mientras que r deno-

ta la distancia entre los puntos Ci y Di. Finalmente, la i-ésima

coordenada generalizada qi corresponde a la distancia variable

entre los puntos Ai y Bi. Con esta topologı́a la plataforma móvil

puede trasladarse arbitrariamente y rotar alrededor de un eje cu-

ya dirección es fija y paralela al eje Z.

En esta contribución no se presenta el análisis de movilidad

del manipulador, esto es la determinación del número y tipo

de grados de libertad, debido a que tal tópico esta fuera de los

objetivos de la misma. Sin embargo, es fácil llevar a cabo esta

tarea siguiendo las metodologı́as existentes en la literatura, por

ejemplo la detallada en (Chen et al., 2009) .

3. Análisis de desplazamientos

Es bien sabido que el análisis de posición de manipulado-

res paralelos compuestos por cadenas tipo PRUR es una tarea

compleja debido a la necesidad de calcular variables interme-

dias, Masouleh et al. (2011a).

Con el fin de abordar el análisis de desplazamiento del ro-

bot 4-PRUR, los puntos D1 = (w1,w2,w3) y D3 = (w4,w5,w3)

se seleccionan como los puntos de control del manipulador bajo

estudio (Gallardo-Alvarado, 2014). Note que, debido a las limi-

taciones en la movilidad de la plataforma móvil, ambos puntos

comparten la misma coordenada en Z. Más aún, las coordena-

das de los puntos D2 y D4 pueden expresarse en términos de las

de D1 y D3 como sigue

D2 = (w1 + w4 − w2 + w5,w2 + w5 + w1 − w4, 2w3)/2
D4 = (w1 + w4 + w2 − w5,w2 + w5 − w1 + w4, 2w3)/2

(1)

Con base en estas consideraciones, las ecuaciones de clau-

sura del robot pueden generarse fácilmente sin necesidad de

calcular la matriz de rotación. Por ejemplo, tomando en cuenta
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que los ejes de los pares de revoluta de la plataforma móvil son

tangentes al cı́rculo de radio b/2 generado por los puntos Di, es

posible escribir cuatro ecuaciones de clausura:

(di − ci) · ni = 0 i = 1, 2, 3, 4 (2)

donde ni es un vector que yace en el plano de la plataforma

móvil y es perpendicular al eje de la i-ésima revoluta, tal que

n1 = d4 − d2, n2 = d3 − d1, n3 = d4 − d2 y n4 = d3 − d1, en

donde (·) denota el producto interno del álgebra vectorial usual

de tres dimensiones.

Más aún, de acuerdo a los parámetros r y e, es posible es-

cribir ocho ecuaciones como sigue:

(di−ci)·(di−ci) = r2, (ci−bi)·(ci−bi) = e2 i = 1, 2, 3, 4 (3)

Finalmente, se puede obtener una ecuación de compatibilidad

considerando los puntos de control D1 y D3 como se muestra:

(d1 − d3) · (d1 − d3) = 2b2 (4)

El análisis directo de posición consiste en calcular la pose
de la plataforma móvil, como se observa desde la plataforma

fija, de acuerdo a las coordenadas generalizadas qi. Evidente-

mente, este problema es equivalente al cálculo de las coordena-

das de los puntos de control D1 y D3. Para este fin, considere

que Bi = (bxi, byi, bzi) = Ai + (0, 0, qi) y Ci = (cxi, cyi, qi).

De esta manera, las Ecs. (2)-(4) conducen a un sistema de once

ecuaciones, las cuales en la presente contribución se resuelven

con la ayuda del software PHCpack de Verschelde (J, 1999), el

cual es de acceso gratuito.

Por otro lado, el análisis inverso de posición del robot pre-

sentado consiste en determinar las coordenadas generalizadas

qi dada la pose de la plataforma móvil. Este análisis es sencillo

si se le compara con el análisis de posición directo. En efecto,

dados los valores wi(i = 1, 2, 3, 4, 5) y con base en (2) y (3), se

pueden formular tres ecuaciones cuyas incógnitas son cxi, cyi y

qi para cada extremidad del robot. Dichas ecuaciones se resuel-

ven por el método de la eliminación dialı́tica de Sylvester (Tsai,

1999).

4. Cinemática infinitesimal

Con la finalidad de resolver la cinemática infinitesimal del

manipulador, es necesario tomar en cuenta que cualquier plan-

teamiento basado en la teorı́a de tornillos debe modificarse cuan-

do ésta se aplica en robots no-redundantes con menos de seis

grados de libertad. En tales casos, si n < 6 es el número de

grados de libertad del mecanismo, los estados de velocidad y

aceleración pueden tratarse como n-dimensionales de tal forma

que sus correspondientes matrices sean de orden n × n (Bonev

et al., 2003). De esta manera, el álgebra de Lie se(3) puede em-

plearse para formular las ecuaciones de velocidad y de acelera-

ción del robot en forma de tornillos infinitesimales consideran-

do los estados de velocidad y aceleración como vectores de seis

dimensiones. Ello facilita la implementación de las ecuaciones

surgidas de tales análisis en códigos de cómputo simbólico. Sin

embargo, para aprovechar esta posibilidad, la topologı́a de los
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Figura 2: Tornillos asociados a los pares cinemáticos de la i-ésima cadena (iz-

quierda) y de la cadena virtual (derecha)

manipuladores paralelos de grados de libertad limitados debe

modificarse para completar seis grados de libertad para cada

extremidad. En ese sentido, se hacen dos suposiciones en esta

contribución: i) las extremidades se conectan a la plataforma fi-

ja por medio de pares de revoluta ficticios, es decir, se generan

cadenas cinemáticas del tipo (R)PRUR, donde (R) denota a la

revoluta imaginaria, la cual lógicamente posee una velocidad

articular nula; ii) se introduce una cadena virtual pasiva central

PPPS que conecta a la plataforma móvil con la fija. Con estas

modificaciones en mente, en la Fig. 2 se muestran los torni-

llos infinitesimales asociados a los pares cinemáticos del mani-

pulador. Para mayores detalles sobre los tópicos desarrollados

en esta sección, se sugiere consultar la referencia (Gallardo-

Alvarado, 2016).

4.1. Ecuación entrada-salida de velocidad

El estado de velocidad de un cuerpo rı́gido es una entidad

cinemática que se compone de dos vectores: la velocidad angu-

lar del cuerpo rı́gido y la velocidad de un punto de dicho cuerpo.

El estado de velocidad de la plataforma móvil (6) con respecto

a la plataforma fija (0), el vector 0V6
G, se expresa en forma de

tornillos a través de cualquiera de las cadenas RPRUR como

sigue:

0V6
G = 0ω

i
1

0$1
i + 1ω

i
2

1$2
i + 2ω

i
3

2$3
i + 3ω

i
4

3$4
i +

+4ω
i
5

4$5
i + 5ω

i
6

5$6
i (5)

donde, debido a la limitada movilidad del robot, se tiene que:

0V6
G = (0, 0, ωz; vX , vY , vZ) (6)

Similar al análisis de posición, la solución del análisis de ve-

locidad del robot, es decir, la obtención de la ecuación entrada-

salida de velocidad del robot requiere del cálculo de algunas de

las velocidades angulares pasivas del mismo. En ese sentido,

aplicando la forma de Klein entre el tornillo 3$4
i y ambos lados

de la Ec. (5) permite obtener la velocidad articular pasiva 5ω
i
6

como:

5ω
i
6 =

{
3$4

i ; 0V6
G

}
− q̇i

{
3$4

i ; 1$2
i

}
{
3$4

i ; 5$6
i

} (7)
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Más aún, considere que Li es una lı́nea en coordenadas de

Plücker dirigida del punto Bi al Ci. Entonces, si se aplica la

forma de Klein entre Li y ambos lados de la Ec. (5), despúes de

reducir términos se obtiene que

5ω
i
6 =

{
Li;

0V6
G

}
− q̇i

{
Li;

1$2
i

}
{
Li; 5$6

i

} (8)

Igualando (7) y (8) se obtiene

{
S̃ i;

0V6
G

}
= q̇i

{
S̃ i;

1$2
i

}
(9)

donde

S̃ i =
{
Li;

5$6
i

}
3$4

i −
{
3$4

i ; 5$6
i

}
Li (10)

Por otro lado, con base en la cadena cinemática virtual pue-

den escribirse dos expresiones como:

{
0$1

5; 0V6
G

}
= ωX = 0,

{
1$2

5; 0V6
G

}
= ωY = 0 (11)

Arreglando matricialmente las Ecs. (9)-(11), la ecuación en-

trada-salida de velocidad del manipulador resulta ser

A 0V6
G = B qv (12)

donde A y B son dos matrices de orden 6 × 6 dadas por A =
JT Δ,

B = diag
[{

S̃ 1; 1$2
1

} {
S̃ 2; 1$2

2

} {
S̃ 3; 1$2

3

} {
S̃ 4; 1$2

4

}
1 1

]

y

J =
[
S̃ 1 S̃ 2 S̃ 3 S̃ 4

0$1
5

1$2
5

]
(13)

es la matriz Jacobiana expandida (Choi and Ryu, 2012) de or-

den 6×6, mientras que Δ es un operador de polaridad. Además,

qv =
[
q̇1 q̇2 q̇3 q̇4 0 0

]T
(14)

es el vector actuador de primer orden.

4.2. Ecuación entrada-salida de aceleración
El estado de aceleración de un cuerpo rı́gido se define co-

mo un vector de 6 dimensiones que se forma por medio de dos

vectores: la aceleración angular del cuerpo rı́gido y una compo-

nente dual que se obtiene a partir de la aceleración de un punto

del cuerpo rı́gido y el estado de velocidad del mismo.

El estado de aceleración de la plataforma móvil (6) con res-

pecto a la plataforma fija (0), el vector 0A6
G, puede expresarse

en forma de tornillos infinitesimales como

0A6
G = 0α

i
1

0$1
i + 1α

i
2

1$2
i + 2α

i
3

2$3
i + 3α

i
4

3$4
i +

+4α
i
5

4$5
i + 5α

i
6

5$6
i +Li (15)

donde Li es el i-ésimo tornillo de Lie de aceleración:

Li =

4∑

j=0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ jωi
j+1

j$
j+1

i ,

5∑

k= j+1

kω
i
k+1

k$k+1
i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦. (16)

Es interesante mencionar que la parte primaria de Li, el

vector de tres dimensiones P(Li), es el vector cero debido a

los limitados grados de libertad del mecanismo. A continua-

ción se prueba que efectivamente P(Li) = 0 en el manipulador

4-PRUR.

Tomando en cuenta que la i-ésima velocidad articular 0ω
i
1

está asociada a su correspondiente par cinemático ficticio, tene-

mos que 0ω
i
1
= 0. Ası́, el vector de velocidad angular ω de la

plataforma móvil puede calcularse en términos de los pares de

la i-ésima cadena del manipulador como sigue

ω = 0ω1
i +

1ω2
i +

2ω3
i +

3ω4
i +

4ω5
i +

5ω6
i (17)

o

ωk̂ = 2ω
i
3 k̂ + 3ω

i
4 k̂ + 4ω

i
5ûi + 5ω

i
6ûi (18)

→ ωωω = 2ω3
i +

3ω4
i ,

4ω5
i +

5ω6
i = 0

De aquı́ que P(Li) resulta ser

P(Li) =
0ω1

i × (1ω2
i +

2ω3
i +

3ω4
i +

4ω5
i +

5ω6
i )+ (19)

+1ω2
i × (2ω3

i +
3ω4

i +
4ω5

i +
5ω6

i )+

+2ω3
i × (3ω4

i +
4ω5

i +
5ω6

i ) + 3ω4
i × (4ω5

i +
5ω6

i )+

+4ω5
i × 5ω6

i =
2ω3

i × 3ω4
i = 2ω

i
3 k̂ × 3ω

i
4 k̂ = 0

Por otro lado, debido a la movilidad limitada del robot al-

gunos términos de 0A6
G son nulos. Más especı́ficamente

0A6
G = (α; vG − ω × vG) = (0, 0, αz; aG − ω × vG) (20)

Finalmente, siguiendo un procedimiento similar al del análi-

sis de velocidad, la ecuación entrada-salida de aceleración del

manipulador bajo estudio resulta ser

A 0A6
G = B qa + CT (21)

donde qa =
[
q̈1 q̈2 q̈3 q̈4 0 0

]
es el vector actuador de

segundo orden mientras que

C =
[{

S̃ 1;L1

} {
S̃ 2;L2

} {
S̃ 3;L3

} {
S̃ 4;L4

}
0 0

]

es la matriz complementaria de aceleración.

4.3. Análisis de singularidades
El medio para explicar las singularidades del robot es la

Ec. (12). En efecto, estudiando el rango de las matrices A y

B, es posible elucidar las singularidades del manipulador. Para

mayor claridad, es recomendable simplificar las matrices A y B
con la finalidad de obtener resultados comprensibles.

La arquitectura del robot 4-PRUR es tal que
{
3$4

i ; 1$2
i

}
= 1

y
{
Li;

1$2
i

}
= 0. Entonces, de las Ecs. (7) y (8) puede escribirse

S̃ i = ki
3$4

i − Li (22)

donde

ki =

{
Li;

5$6
i

}
{
3$4

i ; 5$6
i

} (23)

Ası́, la matriz B se reduce a

B = diag
[
k1 k2 k3 k4 1 1

]
(24)
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Figura 3: Singularidad estructural: 3$4
i y 5$6

i son concurrentes.
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$3 4
5
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5
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Figura 4: Singularidad inversa: Bi, Ci y Di son colineales

Por otro lado, es evidente que la matriz A y la matriz J poseen

las mismas singularidades.

Las ecuaciones anteriores son la base el análisis de singula-

ridades del manipulador paralelo 4-PRUR. Como un paso ini-

cial, considere que las matrices J y B dependen de ki. Acorde a

la Ec. (23), si los tornillos 3$4
i y 5$6

i son concurrentes entonces

el término
{
3$4

i ; 5$6
i

}
se anula y las matrices J y B son indeter-

minadas, produciendo una singularidad estructural como la que

se muestra en la Fig. 3.

Por otra parte, una singularidad inversa ocurre cuando la

matriz B es singular; lo anterior se presenta, por ejemplo, cuan-

do det B = k1k2k3k4 = 0 o sea cuando los puntos Bi, Ci y Di

de cualquier extremidad i del manipulador son colineales, tal y

como se muestra en la Fig. 4.

Más aún, una singularidad directa surge cuando la matriz A
es singular, por ejemplo cuando det J = 0. Es evidente que en

este caso la matriz Jacobiana J no es invertible. Debido a que la

solución del análisis directo de posición del robot bajo estudio

no está dada de forma cerrada, la determinación de las singu-

laridades directas es más complicado que la obtención de las

singularidades inversas debido a que el det J no está expresa-

do explı́cita o simbólicamente en términos de las coordenadas

generalizadas qi. Sin embargo, la contribución contiene las he-

rramientas necesarias para detectar las singularidades directas

evidentes del manipulador.

Con referencia a la Fig. 5 considere que las lı́neas Li con-

curren en el punto P. De esta manera, si se considera el punto

P como polo de referencia, y con la finalidad de calcular las

coordenadas de Plücker de los tornillos, las componentes sobre

el eje Z de la parte dual de los cuatro tornillos 3$4
i y las de las

$3 4
i

LiP

Ai

Bi
Ci

DiG

Figura 5: Singularidad directa: las lı́neas Li intersectan un punto común P.

i A

BA

CA LA

$3 4
A

DA

Figura 6: Singularidad combinada

lı́neas Li son cero, haciendo que todos los elementos de la sexta

fila de J, ver (13), causando que det J = 0.

Otra singularidad directa puede encontrarse cuando S̃ 1 y S̃ 3

son paralelas. Si lo anterior ocurre, es posible escribir la com-

binación lineal λ1S̃ 1 +λ3S̃ 3 = 0, donde λ1,2 � 0, lo que implica

dos hechos: a) L1 y L3 yacen en el plano XY , y por supuesto,

pueden ser paralelos el uno del otro; b) Las partes primarias de

los tornillos 3$4
1 y 3$4

1 son paralelos al eje Z. En tales casos se

pierde el control de la plataforma móvil. A este respecto, es in-

teresante observar que en una postura simétrica, el manipulador

está en una configuración singular. Obviamente, es posible en-

contrar otras singularidades directas mediante el análisis de la

matriz J. Sin embargo, el cálculo de singularidades directas en

forma loci está fuera del alcance de la presente contribución.

Finalmente, se presenta una singularidad combinada cuan-

do ambas matrices A y B son singulares. Esto se da, por ejem-

plo, cuando las lı́neas Li son coplanares y en al menos una de

las cadenas los puntos Bi, Ci y Di son colineales, tal y como se

muestra en la Fig. 6.

5. Caso de estudio

Con la finalidad de ejemplificar el método, en esta sección

se presenta un caso de estudio. Para ello, considere que los

parámetros geométricos del robot, expresados en milı́metros,

están dados por a = 400, b = 140, r = 200, e = 100, A1 =
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(200, 200, 0), A2 = (−200, 200, 0), A3 = (−200,−200, 0), A4 =

(200,−200, 0).

La primera parte del ejemplo consiste en calcular todas las

soluciones del análisis directo de posición dadas las coordena-

das generalizadas q1 = 200, q2 = 180, q3 = 210, q4 = 150.

Aplicando el método se obtienen 256 soluciones, donde 10 son

reales y se muestran en la Tabla 1.

Tabla 1: Soluciones reales del análisis directo de posición del ejemplo numéri-

co, en milı́metros

Sol. w1 w2 w3 w4 w5

23 164.57 97.953 120.25 21.805 -39.230

39 91.204 41.484 288.77 -88.876 -40.802

110 9.9384 -7.3031 283.48 -130.19 -147.17

114 -29.374 56.875 115.16 -172.61 -79.815

121 42.839 89.620 182.50 -42.013 -89.266

125 40.136 89.122 288.55 -42.199 -90.936

160 40.285 89.479 75.540 -41.853 -90.669

200 89.020 42.267 182.65 -89.865 -42.586

252 91.282 40.856 75.531 -88.839 -41.342

254 161.97 111.11 277.08 25.043 -31.901

La siguiente parte del caso de estudio está dedicada a la

obtención del espacio de trabajo. Debido a que la solución del

análisis directo de posición no es de forma cerrada, la estrategia

más conveniente para estimarlo consiste en calcular el espacio

de trabajo discretizado. Para ello, considere que las coordena-

das generalizadas están restringidos a los intervalos 180 ≤ q1 ≤
220, 160 ≤ q2 ≤ 200, 190 ≤ q3 ≤ 230, 130 ≤ q4 ≤ 180.

Además, considere que cada coordenada generalizada se incre-

menta 20 mm a cada paso. De esta manera, las coordenadas re-

sultantes del punto G del manipulador se muestran en la Fig. 7.

En ese sentido cabe mencionar que dada la falta de una so-

lución en forma cerrada del análisis de posición directo del ma-

nipulador bajo estudio, cualquier intento de generar el espacio

de trabajo con base en dicho análisis será solo una mera apro-

ximación. La estrategia para obtener el espacio de trabajo que

se muestra en la Fig. 7 se fundamenta en aplicar, por separado,

el método de Newton-Raphson tomando como valores iniciales

cada una de las 10 soluciones del análisis directo de posición.

La parte final del caso de estudio tiene que ver con los

análisis de velocidad y de aceleración del robot. Para esta ta-

rea, se elige como configuración de referencia la solución 39

de la Tabla 1. Además, las coordenadas generalizadas están da-

das por las funciones periódicas q1 = −40 sin(t) cos(t), q2 =

50 sin(t) cos(t), q3 = 60 sin(t) cos(t), q4 = 30 sin(t) cos(t). El

comportamiento temporal de la cinemática infinitesimal del cen-

tro de la plataforma móvil se muestra en la Fig. 8, los cua-

les concuerdan con los obtenidos en un software especializa-

do en la simulación dinámica de sistemas multicuerpo, como

ADAMS, los cuales se presentan en la Fig. 9.

6. Conclusión

En este trabajo fue presentado el análisis cinemático del

manipulador paralelo generador del movimiento de Schönflies

de topologı́a 4-PRUR. El análisis de posición se planteó de tal

forma que para la generación de las ecuaciones vectoriales de

clausura fueron usados dos puntos de la plataforma móvil y con

ello se evitó el uso de un segundo marco de referencia ası́ co-

mo el cálculo de su correspondiente matriz de rotación respecto

al marco global, lo que representa una ventaja importante so-

bre otros métodos reportados en la literatura. Por otro lado, las

ecuaciones de entrada-salida de velocidad y de aceleración del

robot fueron obtenidas sistemáticamente mediante el uso de la

teorı́a de tornillos recı́procos. Para ello, se introdujo una ca-

dena virtual entre las plataformas móvil y fija, y se incluyeron

además pares cinemáticos ficticios en las cadenas del manipula-

dor con lo que se evitó el manejo de matrices Jacobianas de ran-

go deficiente y permitiendo plantear las ecuaciones de entrada-

salida de velocidad y aceleración de forma simple y compacta.

Además, con base en la ecuación resultante del análisis de ve-

locidad, se abordó el análisis de singularidades señalando algu-

nos casos donde estas configuraciones pueden presentarse. Fi-

nalmente, con la finalidad de ilustrar el método, se presentó un

ejemplo numérico cubriendo la mayorı́a de los puntos tratados

en la contribución.

English Summary

Kinematics by Means of Screw Theory of The 4-PRUR
Parallel Manipulator

Abstract

In this work the kinematics of a parallel manipulator perfor-

ming Schönflies motion is investigated by means of the theory

of screws. As an intermediate step, the displacement analysis

is reported in semi-closed form solution based on the coordi-

nates of two points embedded in the moving platform. This

strategy allows to employ only one reference frame avoiding

the computation of the rotation matrix. The input-output equa-

tions of velocity and acceleration are systematically obtained

by resorting to reciprocal-screw theory. To this aim, the ro-

bot is treated as a six-degrees-of-freedom parallel manipulator

incorporating pseudo kinematic pairs connecting the limbs to

the fixed platform and one virtual kinematic chain in order to

apply without restrictions the Lie algebra se(3) of the Euclidean

group S E(3). The singularity analysis is investigated based on

the input-output equation of velocity. Numerical examples are

included in order to show the application of the method.

Keywords:

Parallel robot, Schönflies motion, Screw theory, Kinematics
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Figura 7: Espacio de trabajo del manipulador paralelo Schönflies 4-PRUR obtenido del análisis directo de posición
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Figura 8: Cinemática infinitesimal del manipulador usando teorı́a de tornillos
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