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Balanceo Automatico de un Sistema Rotor-Cojinete:

Identificador Algebraico en Linea del Desbalance Para un Sistema Rotodindmico
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Resumen

En este articulo, se presenta una metodologia para balancear varios modos de vibracion a la vez de un sistema rotor-cojinete mediante
lo que se denomina discos de balanceo activo. Para determinar la magnitud del desbalance y su posicién angular en el rotor, se propone
un identificador en linea basado en la técnica de identificacion algebraica. Para lo anterior, se desarrollé6 un modelo matematico en
elemento finito para un sistema rotatorio de multiples grados de libertad, donde se consideré un elemento viga con cuatro grados de
libertad por nodo, en este modelo se consideran los efectos de inercia rotatoria, momentos giroscépicos, deformaciones por cortante y
amortiguamiento interno y externo, asi como la implementacion al sistema rotor-cojinete de los discos de balanceo activo. Asimismo, se
evalud y analizé el comportamiento en el tiempo del identificador propuesto para una distribucion de masas de desbalance en diferentes
puntos a lo largo del rotor, tomando como dato de entrada la respuesta de vibracién obtenida de la simulacién de un sistema
rotodinamico de mdltiples grados de libertad, con diferentes rampas de excitacion de tipo lineal. De los resultados obtenidos se

demuestra, que con dos discos de balanceo activo se puede balancear hasta cuatro modos de vibracién al mismo tiempo.
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1. Introduccion

Una de las fuentes mas comunes de generacion de vibracion en
maquinas rotatorias se debe al desbalance. El desbalance ocurre
cuando el eje principal de inercia del rotor no coincide con el eje
geométrico del sistema, lo que provoca vibraciones que generan
fuerzas indeseables que se trasmiten directamente a los elementos
mecanicos, asi como, soportes y cojinetes del rotor (Blanco et al.,
2008). Por otra parte, el fenémeno de la resonancia que ocurre
cuando la frecuencia de excitacion se iguala con una frecuencia
natural del rotor, genera que los efectos del desbalance sean
catastréficos para el sistema. Actualmente, se han propuesto
diversos métodos o dispositivos pasivos y activos con el objetivo
de atenuar las vibraciones a causa del deshalance. En el control
pasivo, el sistema rotatorio se modifica estando el rotor fuera de
linea para realizar el ajuste de alguno o todos sus parametros,
tales como: masa, rigidez y amortiguamiento. Entre los métodos
mas comunes se encuentran los métodos de balanceo por
coeficientes de influencia y balanceo modal.

En el control activo, se utilizan dispositivos para aplicar
fuerzas de control que se retroalimentan de la respuesta del
sistema, entre estos dispositivos se encuentran: los cojinetes
magnéticos, cojinetes presurizados, cojinetes con fluidos
electrorreoldgicos 'y magnetorreoldgicos, cojinetes mdviles,
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suspension electromecanica, etc. (Arredondo et al., 2008; Beltran-
Carbajal et al., 2014; Blanco et al., 2003; Forte et al., 2004;
Green et al., 2008; Hredzak et al., 2006; Chong-Won, 2006;
Ward, 2004, Zhou y Shi, 2001). Estos dispositivos requieren
informacion de la excentricidad presente en la maquina rotatoria.

Existe una vasta literatura sobre métodos de identificacion y
estimacion de parametros, los cuales son esencialmente
asintoticos, recursivos o complejos (Ljung, 1987; Soderstrom,
1989; Sagara y Zhao, 1989; Sagara y Zhao, 1990) y de acuerdo
con Beltran-Carbajal et al., 2008, conducen a implementaciones
poco realistas. Actualmente existe otro método de identificacion
cuyo enfoque es diferente a los métodos de identificacion
clasicos, conocido como método de identificacion algebraica.
Este se basa en el algebra diferencial y el calculo operacional para
el desarrollo de estimadores a medida que permiten la
determinacion de pardmetros desconocidos de un sistema a partir
de su modelo matematico. Asimismo, las estimaciones se realizan
en linea y en tiempo continuo o discreto. Una de las
caracteristicas de la identificacion algebraica es proporcionar
relaciones de identificacion completamente independientes de las
condiciones iniciales del sistema. Algunas comparaciones entre
los métodos clasicos de identificacion y, la identificacion
algebraica, asi como, sus ventajas y desventajas, se pueden
encontrar en Trapero (2008).

Yuan-Pin y An-Chen (1997) desarrollaron un método basado
en la matriz de transferencia para estimar la distribucion del
desbalance en ejes flexibles y excentricidades constantes de
discos rigidos. Presentaron resultados numéricos para un rotor
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con un solo disco a velocidad de operacién constante. De Queiroz
(2009) presentd un método de identificacion activo para
determinar pardmetros de desbalance de un rotor Jeffcott, basado
en una técnica de control robusto dindmico, en la cual las fuerzas
de desbalance se estiman y a partir de éstas se determinan la
magnitud y fase del desbalance. EI método utiliza un modelo
matematico de un rotor simplificado que considera fuerzas de
control para atenuar las vibraciones en el rotor, las cuales pueden
generarse a través del uso de cojinetes activos.

Mahfoud et al. (2009) propusieron un método para identificar
las matrices en variables de estado de un modelo reducido de un
rotor. Utilizaron técnicas de ajuste de curvas y procedimientos de
optimizacién basados en el método de minimos cuadrados,
midiendo el vector de estados completo: desplazamiento,
velocidad y aceleracion. Las fuerzas externas pueden
determinarse al proponer un problema inverso desde el modelo
con las matrices previamente determinadas. Sudhakar y Sekhar
(2011) determinaron de manera tedrica y experimental los
parametros del desbalance con un método de aproximacién de
identificacion de fallas. El método propuesto utiliza varias
medidas de las amplitudes de vibracidn, logrando una buena
estimacion, sin embargo, en la practica se cuenta con pocas
mediciones lo que provocaria que el método disminuya en su
desempefio para la estimacion de los parametros del desbalance.

Arias et al. (2014) utilizaron la técnica de identificacion
algebraica para identificar los parametros del desbalance en linea
de un sistema rotor-cojinete en funcion de la fuerza de excitacion.
Presentan resultados numéricos que muestran la rapidez de
convergencia de los pardmetros estimados del desbalance en un
rotor con dos discos y una suspension activa para atenuar las
amplitudes de vibracién laterales. La identificacion algebraica ya
ha sido empleada para la estimacion de parametros y sefiales en
sistemas mecanicos vibratorios lineales y no-lineales (Beltran-
Carbajal et al., 2013; Beltran-Carbajal et al., 2014; Beltran-
Carbajal et al., 2008; Beltran-Carbajal et al., 2005; Beltran-
Carbajal et al., 2006; Blanco et al., 2008; Blanco et al., 2010;
Trapero et al., 2006; Trapero et al., 2007; Arias et al., 2014). Los
resultados numéricos y experimentales muestran que la
identificacion algebraica proporciona una elevada robustez contra
la incertidumbre de los parametros, variaciones de frecuencia,
pequefios errores de medicién y ruido. Informacion adicional
sobre la robustez de la identificacion algebraica, asi como, sus
ventajas y desventajas se pueden encontrar en Sira-Ramirez
(2014).

En este articulo, se presenta una metodologia para balancear
varios modos de vibracidn a la vez utilizando discos de balanceo
activo, los cuales requieren informacion del desbalance del
sistema, para que de forma automatica los discos propuestos
cologuen una masa de balanceo en una posicion especifica.
Asimismo, se presenta el desarrollo de un modelo matematico
para la estimacion en linea del desbalance y su posicién angular,
para un sistema rotor-cojinete de multiples grados de libertad, el
cual se basa en el método de identificacion algebraica en linea
reportada por Fliess y Sira-Ramirez, (2003). La ventaja que
ofrece el modelo propuesto, es que solo se necesita la respuesta de
vibracion en linea del sistema como dato de entrada, y no es
necesario llevar al sistema rotatorio hasta su velocidad nominal de
operacion, para identificar el desbalance y su posicién angular y
proceder a balancear el rotor. En Blanco et al., (2008) y Blanco et
al., (2010), se encuentra un estudio numérico preliminar del disco
de balanceo activo, aplicado a un rotor tipo Jeffcott, de dos grados

de libertad. Asimismo, también se muestran las estrategias de
control.

2. Modelo matematico de un sistema rotor-cojinete de
multiples grados de libertad considerando discos de
balanceo activo.

El modelo matemético para el sistema rotor-cojinete de
maltiples grados de libertad se obtiene mediante el método del
elemento finito. El eje se modela con un elemento finito tipo viga
de cuatro grados de libertad por nodo, dos desplazamientos
laterales y dos rotaciones (flexiones de la viga), tal y como se
muestra en la Figura 1.

Donde el vector de desplazamiento nodal se define como:

{5}:{u11W1"//1’911u2!W2"//21‘92}T @)

En la ecuacion (1) “T” denota transpuesta y {d} el vector de
desplazamientos y rotaciones. Los desplazamientos y rotaciones
correspondientes a los movimientos en las direcciones X y Z son:

{5u}:{u11V/11u2:‘//2}T
{5 }={W1"911W2'92}T

w

O]

| )
A

u, u,
X
Figura 1: Elemento finito tipo viga para el modelado del eje.

El modelo matematico para el sistema rotor-cojinete de
multiples grados de libertad, con maltiples masas de deshalance y
discos de balanceo activo est4 dado por:

M} +[c ]+ o, Tt + K+ ¢'[KuTHo} =

¢'2%{FUM<¢)}+¢"2{Fm<¢)} o

+ ¢,2 % { Fb(2n71) (¢)}+ ¢”§b: { Fb(Zn) (¢)}

con

Fueny =M,d, (Sin(¢+ ) +cos(g+a,))

Fuzny = Myd, (Sin(g + ar,) —cos(p + ) V.
Fongy = My€, (Sin(¢ +&,) +cos(p + £,))
Fozn) = M€, (SiN(4 + &,) —cos(g + &,))
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donde nm, es el nimero de masas de desbalance presentes en el
sistema, y nm, el nimero de masas de balanceo proporcionadas
por los discos de balanceo activo, «, y &, representan las
posiciones angulares de las masas de desbalance y balanceo,
respectivamente. Asimismo, {d} es el vector que contiene todos
los desplazamientos nodales; [M] es la matriz de masa global del
sistema. [[C,]+#[C,]], es la matriz de amortiguamiento global,
que incluye los efectos giroscopicos en funcion de la velocidad de
rotacion (#[C,]), y [Ci] que contiene el amortiguamiento
atribuible a los soportes. [[K]+ #'[K1]] es la matriz de rigidez
global, y esta formada por: [K] que incluye la rigidez del rotor y
soportes, y ¢'[K;] que es un término de rigidez que estd en
funcion de la aceleracion angular del rotor. Asimismo, {Fyzn1y} Y
{Fucn} son los vectores de fuerza causados por las masas de
deshalance myd,, ¥ {Foezn1y}, {Foen} son los vectores de fuerza
que ejercen las masas de balanceo (mpe,) localizadas en los
discos de balanceo activo. Finalmente, los términos ¢, ¢ y ¢
representan el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion
angular del rotor en funcidn del tiempo, respectivamente.

3. Rampa de excitacion de tipo lineal

El término rampa de excitacion significa una variacion de la
frecuencia de excitacion de manera continua, con una tasa
especifica con respecto al tiempo y puede ser en sentido
ascendente (subidas) o descendente (bajadas).

La frecuencia de excitacion de la mayoria de los sistemas
rotatorios reales no varia linealmente con el tiempo. Sin embargo,
en algunos casos, la variacion de frecuencias es lo
suficientemente lenta como para aproximarla a una funcién lineal.
Para la solucion de (3) se consider6 que la variacion de la
frecuencia de excitacion es de la forma:

¢'(t) =g+ “)

donde:

@, = frecuencia de excitacion al inicio de la rampa.

@' = tasa de cambio de la frecuencia de excitacion con respecto al
tiempo.

t = tiempo.

4. Modelo matemético para la identificacion algebraica en
linea del desbalance y posicion angular

Para el desarrollo del modelo del identificador en linea, se
parte del modelo matematico de un sistema rotodinamico como el
que se presenta en la seccion 2, donde el vector de
desplazamientos del sistema global se representa por {&}. Los
datos de entrada requeridos para el esquema de identificacion, son
Unicamente los desplazamientos u,,w;,U,,W, correspondientes a
los movimientos en las direcciones x y z respectivamente.

Para un sistema real el vector {5}, representa la sefial que se
obtiene a partir de sensores de desplazamiento, localizados en
cada nodo a lo largo de la discretizacion de un sistema
rotodinamico.

Para el analisis, se considera que en el sistema rotor-cojinete
existe solo una masa de deshalance y un disco de balanceo activo.
Por lo tanto, (3) toma la siguiente forma:

[MJsmi+[Ic, ]+ ¢lc, o'} + [IK]+ 97K, Jlo} =
{m,d (4 sin(g +a) - §" cos(¢p+ax)) |
+{m,d(g7sin(g+a) + 4% cos(p + )}
+ {mbe(¢5’2 sin(g+ &) —¢" cos(g+ g))}
+ {mbe(¢"sin(¢+ £)+¢'> cos(¢p + 5))}

donde o y & denotan las posiciones angulares de las masas de
desbalance y balanceo, respectivamente.

Al multiplicar la ecuacién (5) por t* e integrar dos veces con
respecto al tiempo “t”, se obtienen las ecuaciones necesarias para
obtener el modelo del identificador algebraico del desbalance y su
posicién angular, para un sistema rotodindmico de multiples
grados de libertad:

[ IMYer)+[c@)lis )+ K@) lisle -
{ j m,d (42 sin(¢ + @) — ¢" cos(¢ + a))t>

+{f( "m L,d(g"sin(p+a) + ¢'* cos( ¢+a))t2} (6)
“ m,e(g’sin(g+¢) - ¢”cos(¢+g))t2}

“ m,e(g"sin(¢+ &)+ ¢'> cos(¢ + &))t°
donde

I(N)Q)(t) son integrales iteradas en el tiempo (t) de la forma:

L[ oo -doycon [o) = (oo y

N un entero positivo (Blanco et al., 2010).

Posteriormente, al integrar por partes y algunos tratamientos
algebraicos en (6), ésta se puede expresar en sistemas de
ecuaciones lineales para cada nodo de la forma:

At)® =b(t) ™

donde, ® = [m,d, = m,dcose, m,d, = mudsinoz]T denota el vector
del desbalance por identificar, A(t) y b(t) se expresan como:

o[ 20 50 w0 )
con
= [t*g'cos g2 "tg'cosg
= [ttgsing—2[ "tg'sing
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b(t) =[M]*{}+ [[[c. ] + glc. ) - 4m o)
+[7[2M]-2[c,Je-[c, gt + 200 ]i5)
[k ] ok 1 o)
+{mye [t cos(+2) |- {2mee[ Vg cos(g+ o)
~{mee[tg'sing+ &)+ {Zmbef(z)t¢'sin(¢ ; g)}

Notese que A(t) y b(t) estan en funcion de la respuesta de
vibracion del rotor {5}, respuesta que contiene Unicamente los
grados de libertad de traslacion de cada nodo.

De la ecuacion (7) se puede observar que el vector ® es
identificable algebraicamente si, y solo si, la trayectoria del
sistema dinamico es persistente en el sentido establecido por
Fliess y Sira-Ramirez (2003), es decir, las trayectorias o el
comportamiento dindmico del sistema satisface la condicion.
det[A(t) # 0]. En general, esta condicion se mantiene al menos en
un intervalo pequefio (to, to+4], donde x es un valor positivo y
suficientemente pequefio (Blanco et al., 2010).

De la solucién de (7), se obtiene el modelo para el
identificador en linea, para el desbalance y su posicién angular.

md = bzau _blalz

u 2 2
! a; tap,
md = ba,, +b,a,,
ute T 2 2
& +ay, Vte(t, t, +x] 9)

m,d, =-/m,d,*+m,d_’

m,d
a, =cos™| ——"
mude

Como se puede observar en (9), la identificacion algebraica de
los parametros del desbalance y su posicion angular del sistema
rotodindmico es independiente de las condiciones iniciales,
ademas, solo depende del vector de desplazamientos del sistema
en las direcciones x y z para cada instante de tiempo, asi como del
tipo de rampa de excitacion.

5. Simulacién de la identificacion algebraica en linea del
desbalance y su posicion angular.

Considere el sistema rotodinamico que se muestra en la Figura
2, el cual se compone de un eje, tres discos inerciales y dos
soportes en los extremos. Asimismo, también se muestra la
discretizacion del rotor, asi como, la masa de desbalance presente
en el sistema. Se proponen tres masas de desbalance en tres
posiciones angulares diferentes, las cuales se distribuyen en los
tres discos inerciales a lo largo del rotor, que corresponden a los
nodos 3, 6 y 11 respectivamente, los datos se resumen en la Tabla
1.

i
- L,—-‘—- L; —‘; Ls — L, —‘
: mydo Dz _DJ

s . mad;| @ |
molel " ||
. ‘ * -9 * -0 000099 -Y
1 2 |3 4 5 (6] 7 8 9 10 (11 12 13 14

e

VK
v
Figura 2: Modelo del rotor.

Cabe sefialarse que aunque el rotor utilizado (Figura 2) es
simplificado, el modelo matematico (3) se puede aplicar a
sistemas rotodindmicos mas realistas. De hecho Lalanne y
Ferraris, (1990) presentan la aplicacion de un modelo similar al
(3), utilizando el elemento finito tipo viga con cuatro grados de
libertad por nodo, para el modelado de rotores industriales tales
como: rotores de compresores centrifugos, compresores de vapor,
turbinas de gas, turbinas de vapor, entre otros.

Tabla 1: Masas de deshalance presentes en el sistema

Desbalance (kg + m) Posicion angular (rad)

m,d; = 2x10™ nodo 3 oy =12
m,d, = 1x10™* nodo 6 o, = /4
m,ds; = 1.5x10 nodo 11 o= 171/18

En las Tablas 2 y 3 se muestran las propiedades mecéanicas y
geométricas del eje y los discos respectivamente.

Tabla 2: Propiedades mecénicas y geométricas del eje

Propiedades mecanicas Geometria
E = 2x10" N/m? r,=0.05m
p = 7800 kg/ m? L;=02m; L,=03m
v=03 L;=05m; L,=03m

Tabla 3: Propiedades mecénicas y geométricas de los discos

Propiedades mecanicas
Disco D, D, D,
ep (M) 0.05 0.05 0.06
ro(m 005 0.05 0.05
reo(m) 012 020 0.20

E = 2x10" N/m?
p = 7800 kg/ m*
y=0.3

En la Tabla 4 se muestran las caracteristicas de rigidez y
amortiguamiento viscoso de los soportes.

Tabla 4: Caracteristicas de los soportes

Rigidez
ke = 5%10° N/m
k,, = 5x10* N/m
Ko =ky =0

Coeficiente de amortiguamiento
Cxe = 3X10° N * s/m
= 3x10° N - s/m
Ci=Cx =0

La identificacion algebraica en linea del desbalance, asi como
su posicion angular, se determinan con base en la respuesta del
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rotor en funcioén del tiempo. Por otra parte, la respuesta de
vibracion del sistema se obtiene a partir de (3), utilizando el
método de integracion numérica de Newmark con una rampa de
excitacion de tipo lineal con ¢'=10 rad/s

En la Figura 3 se muestra la respuesta de vibracién
correspondiente al nodo 6, aqui se puede apreciar que el sistema
pasa por cuatro modos de vibracion hasta alcanzar la velocidad
nominal de operacién. De acuerdo con (4), el tiempo que tarda el
rotor en alcanzar la velocidad nominal de 3600 rpm es de 37.69
segundos.

Amplitud (m)

! ! !

0 10 20 30 40
tiempo (s)
Figura 3: Respuesta de vibracién del sistema nodo 6.

Notese que la respuesta de vibracion se puede obtener para
cada uno de los nodos en los que fue discretizado el rotor, en
consecuencia, se puede tener una grafica del comportamiento del
identificador (9); en funcién del tiempo para cada nodo del
sistema.

x10

u-e

m d_1 (kg-m)
7

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
tiempo (s)
Figura 4: Identificacion del desbalance en el disco inercial D;.

En las Figuras de la 4 a la 9, se muestra el comportamiento del
identificador del deshalance y su posicién angular en funcién del
tiempo respectivamente, comportamiento que corresponde a los
nodos 3, 6 y 11 del rotor. En las figuras la linea punteada
representa los valores reales asignados, mientras que la linea
continua representa el resultado obtenido de la estimacién
algebraica.

oX 10

mudez (kg-m)
=

0 ) ) ) )

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
tiempo (s)

Figura 5: Identificacion del desbalance en el disco inercial D.

x10*

N
L

mude3 (kg-m)

=
L

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
tiempo (s)

Figura 6: Identificacion del desbalance en el disco inercial Ds.

3t i

2.5 1

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
tiempo (s)

Figura 7: Identificacion de la posicién angular del desbalance D;.

Se puede observar de las figuras de la 4 a la 9, que la
identificacion tanto del desbalance como de su posicion angular
se lleva a cabo en menos de 0.02 segundos y una vez identificado
el parametro, éste se mantiene constante a lo largo del tiempo
hasta alcanzar su velocidad nominal de operacion del rotor. Para
un mejor analisis del comportamiento del identificador, en las
figuras solo se muestran los resultados para un tiempo de hasta
0.1 segundos, ya que es importante observar el tiempo que
requiere el identificador en linea para converger al valor
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estimado. Cabe mencionar que el periodo de tiempo de muestreo
utilizado fue de 1 ms, periodo de tiempo en el que se observd
converge el método de Newmark para la solucién de (3), y cuyos
resultados son los datos de entrada para los identificadores
algebraicos propuestos. Ademas, se verificd que este periodo de
tiempo de muestreo es factible de conseguir con los sistemas de
adquisicion de datos experimentales.

15 ' ' ' ' ]

=)
g
N

Q

3

05 -
o ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

tiempo (s)
Figura 8: Identificacion de la posicién angular del desbalance D,.

0 . . . .
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

tiempo (s)
Figura 9: Identificacion de la posicién angular del desbalance Ds.

Por otra parte, en las Figuras 10 y 11, se muestra el
comportamiento del identificador del desbalance y su posicién
angular en funcién del tiempo respectivamente, comportamiento
que corresponde al nodo 4, en el cual no existe desbalance en el
rotor.

4

x 10

mude (kg-m)
B

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
tiempo (s)
Figura 10: Identificacion del desbalance en el nodo 4.

25

e

o (rad)

=

0.5¢

0 L L L
0 0.5 1 15 2 2.5 3

tiempo (s)
Figura 11: Identificacién de la posicion angular del desbalance nodo 4.

En la Figura 10 se aprecia como el identificador del
desbalance tiende de forma inmediata a un valor de cero, esto a
causa de que en el nodo 4 no existe masa que cause un
desequilibrio al sistema. Asimismo, en la Figura 11 se observa
que el identificador de la posiciéon angular del desbalance no
converge en un valor fijo, esto también a causa que en el nodo 4
no existe masa que cause un desbalance en el sistema. Cabe
mencionar que este comportamiento se presenta en todos los
nodos del rotor donde no existe masa de desbalance.

6. Identificador vs. Rampa de excitacion

Un problema asociado a la aplicacion de los métodos
convencionales de balanceo (balanceo modal, coeficientes de
influencia), es que éstos requieren de la respuesta de vibracion en
estado estable para diferentes valores de frecuencia de la
excitacion, ademas de la necesidad de llevar al sistema rotatorio
hasta su velocidad nominal de operacion. Sin embargo, en la
practica la frecuencia de excitacion varia de manera continua, lo
que impide al sistema alcanzar una vibracién completamente
estable, por lo que la utilidad de los datos de la respuesta de
vibracion del rotor, se ve limitada por la carencia de métodos de
andlisis en los que se considere la velocidad de las rampas de
excitacion. De acuerdo con lo anterior, se analizé el
comportamiento del identificador del desbalance y su posicién
angular en funcién del tiempo, para diferentes rampas de
excitacion de tipo lineal para los casos con ¢#’=10 rad/s?, ¢'=100
rad/s?y ¢#’=200 rad/s’. Los resultados obtenidos para ¢’=10 rad/s’
son los que se presentaron en la seccion 5, por lo que en esta
seccion solo se presentan los resultados para los dos casos
restantes.

Para el analisis de los identificadores en funcion de las rampas
de excitacion ¢’=100 rad/s? y ¢"=200 rad/s®, sélo se considerd el
desbalance colocado en el disco dos (nodo 6).

En la Figura 12, se muestra la respuesta del sistema
rotodinamico de la Figura 2, para una rampa de excitacion de tipo
lineal con ¢'=100 rad/s?, aqui se puede apreciar que al aumentar
10 veces la rapidez de la rampa de excitacién con respecto al caso
de la figura 3, la respuesta de vibracion del rotor se distorsiona, lo
que complica la interpretacion de la sefial y su analisis. De
acuerdo con (4), el tiempo que tarda el rotor en alcanzar la
velocidad nominal de 3600 rpm es de 3.769 segundos.
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Figura 12: Respuesta de vibracion del sistema nodo 6.

El comportamiento en el tiempo de los identificadores del
deshalance y su posicion angular, que toman como dato de
entrada la sefial de la figura 12, se muestran en las Figuras 13 y
14 respectivamente. Se puede apreciar que independientemente de
que la rampa de excitacion sea 10 veces mas rapida, que la
correspondiente al caso de la figura 3 y que la sefial de repuesta se
encuentre  distorsionada, los identificadores  convergen
rapidamente al valor buscado y se mantienen constantes en el
tiempo.
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Figura 13: Identificacion del deshalance en el disco inercial D.
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Figura 14: Identificacion de la posicion angular del desbalance D,.

En la Figura 15 se muestra la respuesta del sistema
rotodinamico para el mismo rotor pero con una rampa de
excitacion de tipo lineal con ¢"=200 rad/s?, aqui se puede apreciar

que al aumentar al doble la rapidez de la rampa de excitacion con
respecto al caso anterior, o 20 veces con la correspondiente al
caso de la figura 3, la respuesta de vibracion del rotor se
distorsiona ain mas, lo que definitivamente complica la
interpretacion de la sefial y su andlisis. De acuerdo con (4), el
tiempo que tarda el rotor en alcanzar la velocidad nominal de
3600 rpm es de 1.884 segundos.
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Figura 15: Respuesta de vibracion del sistema nodo 6.
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Figura 16: Identificacion del deshalance en el disco inercial D.
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Figura 17: Identificacion de la posicion angular del desbalance D,.

El comportamiento en el tiempo de los identificadores del
desbalance y su posicion angular que toman como dato de entrada
la sefial de la Figura 15 se muestran en las graficas 16 y 17
respectivamente, aqui se puede apreciar que independientemente
de que la rampa de excitacion sea 20 veces mas rapida que la
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correspondiente al caso de la Figura 3 y que la sefial se encuentre
completamente distorsionada, los identificadores nuevamente
convergen rapidamente al valor buscado y se mantienen
constantes en el tiempo. Nétese que los identificadores no se ven
afectados por la velocidad de la rampa de excitacion, ya que estos
son funcion del vector de desplazamientos del sistema para cada
instante de tiempo, asi como, del tipo de rampa de excitacion.

7. Respuesta del sistema de multiples grados de libertad con
disco de balanceo activo

Para el analisis de la respuesta del sistema rotor-cojinete
incluyendo discos de balanceo, la ecuacion (3) se simplifica
como:

Mo+ [c@le}+ [k s} =

Z { I:u(2n—l) }Sin Qt+ % { Fu(Zn) }COS ot
n=1

n=1

(10)
i { Fo2n1) }Sin Ot + 2 { Focn) }COS ot

n=1 n=1

con

cosa sina
e = mUanZ{—sinoz } Fuen = mudngz{cosan}
n n

F 2) COSEy | L ,|sine,
b(zn1) = M€, 2 _sing [1 ben = m,e, Q2 oS £
n n

7.1. Respuesta del sistema de multiples grados de libertad con un
disco de balanceo activo

En la Figura 18, se muestra un esquema del sistema rotor-
cojinete de analisis, asi como, su discretizacion. El disco de
balanceo activo se muestra con lineas discontinuas, esto se debe a
que su posicion a lo largo del rotor es variable. Se considera una
masa de desbalance de magnitud m,d=2x10"* kg-m, en una
posicion angular de 0°, ubicada en el disco inercial D,, nodo 6 tal
y como se muestra en la Figura 18.

Z
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—-L Li— L; Li—
1 | 0. — 0,
| M| @
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—o ol ol oo lo] oo o olof ol & =y
1:513 4 5 |8 7la:91c 1] 12 hd |14
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X | Disco de
. “balanceo
activo

Figura 18: Modelo del rotor con disco de balanceo activo.

Las Tablas 2 y 3, muestran las propiedades mecéanicas y
geométricas del eje y los discos, respectivamente. Asimismo, en
la Tabla 4 se presentan las caracteristicas de rigidez vy
amortiguamiento viscoso de los soportes.

Para las simulaciones del sistema con disco de balanceo
activo, se supone que se conoce el desbalance del sistema, el cual
se puede determinar mediante el método de identificacion
algebraica en linea propuesto en este articulo. Por tanto para el
disco de balanceo activo, se fij6 una masa de balanceo de igual
magnitud que la masa de desbalance pero en sentido contrario,
con el fin de equilibrar el desbalance. La posicion del disco de
balanceo activo a lo largo del rotor fue cambiando para cada
simulacion, se inici6 en el nodo 2 y se termind en el nodo 13, lo
anterior para analizar la respuesta del comportamiento vibratorio
del sistema para cada uno de los casos.

En la Figura 19, se presenta el diagrama de Campbell del
sistema rotor-cojinete, y se observa que, para el intervalo de
velocidades de 0 a 2 000 rpm, la masa de desbalance solo excita
cuatro frecuencias naturales del sistema.

30 T T T
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=
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Velocidad de rotacién (rpm)
Figura 19: Diagrama de Campbell del sistema.

En la Tabla 5, se presenta una comparacién de las primeras
cuatro frecuencias naturales, para diferentes discretizaciones del
modelo de la figura 18. Asimismo, la Figura 20 muestra el
diagrama de Bode para la posicion del disco inercial 2, para las
discretizaciones de 13, 26 y 52 elementos finitos.

Tabla 5: Comparacion de frecuencias naturales

Frecuencia Modelo del Rotor
Natural 13 Ele. 26 Ele. 52 Ele. Desviacion
(Hz) Finitos Finitos Finitos (%)
F, 3.522 3.584 3.584 1.73
F, 6.683 6.769 6.769 1.27
F; 11.160 11.240 11.240 0.71
F. 21.530 21.650 21.650 0.55
2 5x 10° i
' 13 Elem. Finitos
26 Elem. Finitos
2F 52 Elem. Finitos H
E 15}
%
£ 1f
<
0.5
% 500 1000 1500 2000

Velocidad de rotacion (rpm)
Figura 20: Respuesta del sistema para diferentes discretizaciones.

De acuerdo con los resutados mostrados en la tabla 5, los
valores de las frecuencias para los modelos de 26 y 52 elementos
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finitos son similares, y la desviacion porcentual entre estos datos
y los correspondientes para el modelo de 13 elementos finitos es
menor al 2%, lo que justifica el uso de unos pocos elementos
finitos para las simulaciones presentadas en este trabajo. De igual
forma la figura 20, muestra que no es significativa la variacion
entre las sefiales de vibracion, para los diferentes esquemas de
discretizacion del sistema rotor-cojinete.

En las Figuras 21 a la 26, se muestra la respuesta vibratoria del
sistema con y sin disco de balanceo activo para el nodo 6. En cada
una de ellas, se muestra la sefial de vibracion del sistema sin
balancear (linea continua), y la sefial de vibracion que se produce
al entrar en operacion el disco de balanceo activo (linea
discontinua).
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Figura 21: Respuesta del sistema con disco de balanceo activo en el nodo 2.
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Figura 22: Respuesta del sistema con disco de balanceo activo en el nodo 4.
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Figura 23: Respuesta del sistema con disco de balanceo activo en el nodo 6.
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Figura 24: Respuesta del sistema con disco de balanceo activo en el nodo 8.
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Figura 25: Respuesta del sistema con disco de balanceo activo en el nodo 10.
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Figura 26: Respuesta del sistema con disco de balanceo activo en el nodo 13.

De las Figuras 21 a la 26, se observa que la implementacién
del disco activo tiene un efecto diferente en la respuesta del
sistema, en funcidn de la posicion del disco a lo largo del rotor.
Notese en las Figuras 22, 23 y 24 que cuando el disco de balanceo
activo se coloca en la posicion de los nodos 4, 6 y 8
respectivamente, la vibracion disminuye para todos los modos de
vibracion, en contraste, cuando el disco de balanceo activo se
coloca en los nodos 2, 10 y 13, Figuras 21, 25 y 26
respectivamente, la vibracion disminuye en algunos modos pero
se incrementa en otros, pudiendo alcanzar niveles de vibracién
que pueden ser criticos para el sistema. Este comportamiento es
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causado por el desequilibrio dindmico del sistema, es decir, existe
un equilibrio de las fuerzas centrifugas generadas sobre el sistema
por las masas de desbalance y balanceo, pero como estas fuerzas
son opuestas y no se encuentran en el mismo plano generan
momentos flexionantes sobre el eje, y son estos momentos los que
excitan los modos donde se incrementa la vibracién. Por tanto,
entre méas alejado este el disco de balanceo activo de la posicion
del desbalance, los momentos generados serdn mayores, y en
consecuencia la amplitud de vibracién de los modos excitados se
incrementara, tal y como se muestra en la respuesta de las Figuras
21 ala 26. Como es de esperarse, si el disco de balanceo activo se
coloca en la posicion del desbalance (nodo 6), la vibracion se
anula por completo, esto se puede observar en la respuesta
vibratoria de la Figura 23.

7.2. Respuesta del sistema de multiples grados de libertad con
dos discos de balanceo activo

A continuacion, se analiza el comportamiento vibratorio del
sistema rotor-cojinete con dos discos de balanceo activo. Se
considera la misma masa de desbalance y posicién angular que el
caso anterior. Se colocan dos discos de balanceo activo, el
primero en el nodo 4 y el segundo en el nodo 8, (figura 27), y
posteriormente se cambian a los nodos 2 y 13 respectivamente,
(figura 28). La posicidn angular y la magnitud de las masas de
balanceo, se consideran de tal forma que la suma de las fuerzas y
momentos generados por las masas de desbalance y balanceo,
sean igual a cero.

En las Figuras que se presentan en esta seccion, se muestra la
respuesta vibratoria del sistema con y sin discos de balanceo
activo. En cada una de ellas, se muestra la sefial de vibracion del
sistema sin balancear (linea continua), y la sefial de vibracion que
se produce al entrar en operacién los dos discos de balanceo
activo (linea discontinua).

En las Figuras 27 y 28 se muestra la respuesta del rotor para el
nodo 6, en éstas se observa que practicamente la vibracion del
sistema se eliminé por completo, esto a causa de que el rotor se
encuentra en equilibrio dindmico. También, se observa que no
importa donde se coloquen los discos de balanceo activo, siempre
y cuando el equilibrio de fuerzas y momentos se conserve.
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Figura 27: Respuesta del sistema en el nodo 6, con dos discos de balanceo
activo en los nodos 4 y 8.

Por otra parte, se analiz6 la respuesta del sistema vibratorio
considerando varias masas de desbalance distribuidas a lo largo
del rotor y conservando los dos discos de balanceo activo. Se
propuso un deshalance en cada uno de los discos de inercia Dy,

D, y D3 del sitema rotor-cojinete (Figura 18), la magnitud y
posiciéon angular de cada una de las masas de desbalance
respectivamente son: m,d;=1x10* kg-m a 45°, m,d,=2x10"
kg-ma0°ym,d;=1x10™ kg - m a 210°. La magnitud y posicion
angular de las masas de balanceo, se determinan a partir de la
suma de fuerzas y momentos generados por las masas de
desbalance. Para este caso en particular los dos discos de
balanceo activo se colocaron Gnicamente en los nodos 2 y 13.

En las Figuras 29 a la 32, se muestra la respuesta vibratoria del
sistema.
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Figura 28: Respuesta del sistema en el nodo 6, con dos discos de balanceo
activo en los nodos 2 y 13.
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Figura 29: Respuesta del sistema en el nodo 3, con dos discos de balanceo
activo en los nodos 2 'y 13.
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Figura 30: Respuesta del sistema en el nodo 6, con dos discos de balanceo

activos en los nodos 2 y 13.
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Figura 31: Respuesta del sistema en el nodo 9, con dos discos de balanceo
activo en los nodos 2 y 13.
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Figura 32: Respuesta del sistema en el nodo 11, con dos discos de balanceo
activo en los nodos 2 y 13.

En las Figuras 29 a la 32, se muestra la respuesta de vibracion
en los nodos 3, 6, 9 y 11 respectivamente. Se puede observar, que
los discos de balanceo activo equilibraron todos los modos,
reduciendo las amplitudes de vibracion del sistema. Aun cuando
no se documenta en este trabajo, se registr6 un comportamiento
similar en los nodos restantes del sistema.

8. Conclusién

Se presentd una metodologia para eliminar la vibracion a
causa del desbalance en sistemas rotatorios, mediante lo que se
denomina discos de balanceo activo. Para determinar la magnitud
del desbalance y su posicion angular en el rotor, se desarrollé un
identificador en linea basado en la técnica de identificacion
algebraica. El identificador propuesto requiere Unicamente de la
respuesta de vibracion del rotor como dato de entrada. Los
resultados numéricos, muestran la rapidez y convergencia en la
identificacion de los pardmetros en centésimas de segundo,
independientemente de la velocidad de la rampa de excitacion.

De acuerdo a los resultados obtenidos de los identificadores
algebraicos, y tomando en cuenta de la literatura la robustez del
método, se considera que es viable su implementacion en
conjunto con los discos de balanceo activo, para el desarrollo de
un sistema de control activo de vibraciones, aplicado a sistemas
rotor-cojinete. Asimismo, se puede implementar un sistema de
control pasivo, al utilizar Unicamente la técnica de identificacion
algebraica de los pardmetros de desbalance, y posteriormente
proceder al balanceo del rotor. Notese que en ambos casos no es

necesario llevar al rotor hasta su velocidad nominal de operacion
para determinar la magnitud y posicion del desbalance como es el
caso de otras técnicas de balanceo.

English Summary

Automatic Balancing of a Rotor-Bearing System: On-line
Algebraic Identifier for a Rotordynamic Balancing System

Abstract

A methodology for simultaneously balancing of several modes
of vibration for a rotor bearing system by mean the so-called
active balancing disk is presented in this paper. In order to
determine the magnitude of the unbalance and its angular position
on the rotor, it is proposed an on-line identifier based on algebraic
identification. A mathematical model was developed for a
multiple degrees-of-freedom rotational system for a beam-type
finite element with 4 degrees of freedom per node. This model
considers the effect of rotating inertia, gyroscope moments,
shearing strains, internal-external damping and the presence of
active balancing disks. Likewise, the time scale behavior of the
proposed algebraic identifier was assessed and analyzed for an
unbalanced mass distribution on different locations along the
rotor. For this test, the vibration response was obtained from a
multiple degrees-of-freedom rotor dynamic system simulation,
with several linear coasting up and down. The results show that it
is possible to simultaneously balance up to four vibration modes
using two active balancing disks.
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Apéndice A.
Funciones de forma para el elemento finito tipo viga

3y’ 2y? y
N =1-—F0+—--Y+ — =
1(y) { Lz L3 y L L2 Lz L3 L L2
3y? 2y? 2y yP 3yt 2y y
Nz(y):[ *?Jr?v Lt T ETr

2

yS
+55 et
e LB L Lz}
Las expresiones para las matrices en (3) son:

[156 0 0 -22L 54 0O 0 13L]
0 15 22L 0 0 54 -13L 0
0 2L 42 0 0 13L -3 0
M ]:& -2L 0 0 42 -13L 0O 0 -3
T a0| 54 0 0 -13L 156 0 0 22L
0 54 13L 0 0 15 -22L 0
0 -13L -312 0 0 -—22L 42 0
|13L o 0 -3 2L 0 0 4
T3 0 0 -3L -3 0 0 3L
0 3 3L 0 0 -3 3L 0
0 3L 42 0 0 3L -L* 0
_pl|-3L 0 0 4% 3 o0 o0 -U
“3L|-3 0 0 3L 3 0 0 3L
0 -3 3L 0 0 36 -3L 0
0 -3L -) 0 0 -3L 42 0
|-3L 0 0 -L* 3L o0 o 4
0 -3 -3L 0 0 3 -3L 0
3% 0 0 -3L -3 0 0 -3L
3L 0 0 -4 -3L 0 o0 L
o0 3L 4 o0 0 -3 - 0
"5l 0 3 3L 0 0 -3 3L 0
-3 0 0 3L 3 0 0 3L
3L 0 0 LB -3L 0 0 4

[M:]

L0 3L -1 o 0 -3L 4% 0 |
[0 -36 -3L 0 0 36 -3L 0]
00 0 00 O 0 0
0 0 0 00 O 0 0
[K]:L'O 3L 42 0 0 -3L -2 0
“15L|0 36 3L 0 0 -36 3L 0
00 0 00 O 0 O
00 0 00 O 0 O
0 3L -L* 0 0 -3L 4 0]
r12 o 0 6L -12 0 0 —6L
0 12 6L 0 0 -12 6L 0
0 6L (4+a)l? 0 0 -6L (2-a)L? 0
[ ]:A—GL 0 0 (4+a)l? 6L 0 0 (2-a)L?
2 -12 0 0 6L 2 0 0 6L
0 -12 -6L 0 0 12 -6L 0
0 6L (2-a)l? 0 0 -6L (4+a)l? 0
|-6L 0 0 (2-a)l? 6L 0 0 (4+a)l? |
con

A=El/((1+a)®) ¥ a=12EI/(GSL?)

Donde E es el mddulo de Young del material, | es el momento de
inercia de la seccion transversal, a es el efecto cortante, S es el area
de la seccion transversal y G es el médulo a cortante del material.



