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Resumen

Los ı́ndices de desempeño son importantes herramientas para la planificación de movimientos y el diseño de robots manip-

uladores. En este trabajo se presenta una colección de algunos de los ı́ndices de desempeño que mayor interés han generado en

la comunidad dedicada a la robótica. Se presentan ı́ndices de desempeño cinetostático, dinámico, de lı́mites articulares, e ı́ndices

definidos sobre el espacio de trabajo. Además, se realiza una revisión sobre las estrategias que se han propuesto para solventar los

problemas que aparecen cuando las unidades de los elementos de la matriz Jacobiana no son homogéneas. Al final de este trabajo,

proponemos una serie ı́ndices de desempeño globales que pueden resultar útiles en el diseño de robots manipuladores. Copyright
c© 2012 CEA. Publicado por Elsevier España, S.L. Todos los derechos reservados.
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1. Introducción

Un ı́ndice de desempeño de un robot es una cantidad escalar

que permite evaluar el funcionamiento de un robot a partir de un

criterio definido. Los ı́ndices de desempeño son importantes in-

strumentos para la planificación de movimientos y el diseño de

robots manipuladores. En la planificación de movimientos un

ı́ndice de desempeño ayuda a optimizar el funcionamiento del

robot (en este caso se habla de ı́ndices dependientes de la pos-
tura). En la etapa de diseño, un ı́ndice de desempeño permite

orientar el proceso de cálculo de los parámetros geométricos e

inerciales que definen la arquitectura del robot (en este caso se

requiere de ı́ndices independientes de la postura).

Se han propuesto varios ı́ndices de desempeño en las ul-

timas décadas. El interés por estos ı́ndices se genero a partir

de la década de los ochenta, debido a la necesidad de crite-

rios o herramientas para evaluar el diseño de robots manipu-

ladores, una tarea que hasta entonces dependı́a de la experien-

cia de los diseñadores y el uso de herramientas CAD (Asada,

1983), (Yoshikawa, 1985b). Este interés por los ı́ndices de de-

sempeño ha continuado en las décadas posteriores, en las cuales

diversos autores han propuesto criterios que permiten evaluar la
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capacidad del robot para realizar tareas de manipulación desde

una perspectiva global, hasta otros que permiten evaluar algún

aspecto en particular de la tarea de interés.

En este trabajo se hace una revisión de algunos de los ı́ndices

de desempeño mas referenciados o que mayor interés han gen-

erado. Se presenta la definición de una colección de ı́ndices

de cuatro tipos diferentes: ı́ndices de desempeño cinetostático,

ı́ndices de desempeño dinámico, ı́ndices de lı́mites articulares, y

finalmente ı́ndices definidos sobre el espacio de trabajo. Además,

se hace referencia a la manera en que se han utilizado en difer-

entes aplicaciones.

Varios de los ı́ndices de desempeño están definidos en fun-

ción de la matriz Jacobiana del manipulador. Cuando las unida-

des de los elementos de la matriz Jacobiana no son homogéneas

(en el caso de robots que controlan posición y orientación, o

cuyas articulaciones no son del mismo tipo) los resultados que

ofrecen estos ı́ndices carecen de significado (Lipkin, 1989), (Do-

ty, 1993). Diferentes estrategias se han propuestos para resolver

este problema. En este trabajo se presentan algunas de ellas.

La mayorı́a de los ı́ndices de desempeño presentados aquı́ fue-

ron definidos para aplicarse en robots seriales. No obstante, ha

habido esfuerzos para la aplicación de estos mismos en otras ar-

quitecturas mecánicas, (Wen, 1999), (Park, 1998) (Bicchi, 1995).

En el caso de los manipuladores paralelos, el número de condi-

ción de la matriz Jacobiana es el que se ha utilizado con mayor

frecuencia (Merlet, 2006).
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2. Índices de Desempeño Cinetostático

Los ı́ndices de desempeño cinetostático permiten evaluar la

capacidad del manipulador para transformar las velocidades o

fuerzas en los actuadores, en velocidades o fuerzas en el efector

final. La mayorı́a de estos ı́ndices están definidos en función de

la matriz Jacobiana del manipulador, la cual establece las rela-

ciones de velocidad y fuerza entre las articulaciones y el efector

final. Los elementos de la matriz Jacobiana dependen única-

mente de la geometrı́a del manipulador y su configuración. Los

ı́ndices presentados en esta sección son dependientes de la pos-

tura y pueden ser utilizados en la planificación de trayectorias

de tal manera que el robot acoja configuraciones en las cuales

su capacidad para generar velocidades y fuerzas, ó la exactitud

en el control, sea optimizada.

2.1. Elipsoide de Velocidad
Un concepto que ayuda a visualizar la definición de los

ı́ndices de desempeño presentados en esta sección es el elip-

soide de velocidad. El elipsoide de velocidad fue propuesto ini-

cialmente en (Yoshikawa, 1985b) para la definición del ı́ndice

de la manipulabilidad, sin embargo también resulta útil para la

definición de otros ı́ndices de desempeño cinemático.

Para comenzar considérese el modelo de velocidad de un

robot manipulador:

ẋ = Jq̇ (1)

donde ẋ es el vector de velocidades del efector final, q̇ es el

vector de velocidades articulares, y J es la matriz Jacobiana.

El elipsoide de velocidad esta dado por el conjunto de to-

das la velocidades del efector final que son realizables para las

velocidades articulares que satisfacen que ‖q̇‖ ≤ 1.

Dado que

‖q̇‖2 = q̇T q̇ = ẋT JT Jẋ,

se tiene que las velocidades que forman parte del elipsoide de

velocidad son aquellas que satisfacen la siguiente condición:

ẋT JT Jẋ ≤ 1.

Del elipsoide de velocidad se puede observar que el robot

tiene la capacidad de moverse a mayor velocidad cuanto mayor

sea el volumen del elipsoide. Para las velocidades en el espa-

cio articular que cumplan con ‖q̇‖ ≤ 1, las mayores velocidades

que efector final puede alcanzar, se obtienen sobre el semieje

mayor del elipsoide. Por el contrario, el efector final del robot

se moverá con a baja velocidad en dirección del semieje menor

del elipsoide. Por otro lado, si la forma del elipsoide se aprox-

ima a la esfera, entonces el efector final se puede mover uni-

formemente en todas direcciones.

Mediante la descomposición de la matriz Jacobiana en val-

ores singulares se puede demostrar que los valores singulares

σ1, σ2, . . . , σm, corresponden a las magnitudes de los ejes prin-

cipales del elipsoide de velocidad. Los valores singulares, cor-

responden también a las raı́ces cuadradas de los valores propios

(o eigenvalores) de la matriz JT J.

Cuando la matriz Jacobiana es singular, al menos uno de

los valores singulares es igual a cero. Aquellas configuraciones
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Figura 1: Elipsoide de Velocidad.

en las cuales la matriz J es singular, se llaman configuraciones

singulares. Cuando un manipulador serial se encuentra en una

configuración singular, pierde al menos un grado de libertad, es

decir que pierde la capacidad de generar movimiento en ciertas

direcciones. En el caso de robot paralelos, existen dos matrices

Jacobianas, y cuando alguna de estas es singular el robot pierde

o gana grados de libertad. Por lo anterior, estas configuraciones

deben ser evitadas durante la ejecución de una tarea.

A continuación se presentan algunos ı́ndices de desempeño

que permiten evaluar las configuraciones desde el punto de vista

cinetostático. Estos ı́ndices se pueden calcular directa o indi-

rectamente a partir de los valores singulares de la matriz Jaco-

biana. Por este motivo, además de sus caracterı́sticas propias,

se han considerado como medidas de alejamiento a configura-

ciones singulares.

2.2. Número de Condición
Este ı́ndice fue propuesto en (Salisbury, 1982) para el diseño

de los dedos de una mano robótica. El número de condición κ
de una matriz Jacobiana J está definido de la siguiente manera:

κ(J) = ‖J‖ × ‖J−1‖ (2)

donde ‖ · ‖ es la norma de la matriz. Esta norma puede ser

cualquiera, como la norma de Frobenius

‖J‖F =
√

m∑
i=1

n∑
j=1
|Ji j|2,

donde Ji j representa el elemento de la i-ésima fila y j-ésima

columna de la matriz J. Por otro lado, el número de condición

puede ser calculado en función de los valores singulares de la

matriz Jacobiana, κ = σM
σm

, donde σM es el máximo valor singu-

lar y σm es el mı́nimo valor singular.

En general, el número de condición de una matriz expresa la

sensibilidad de la solución de un sistema matricial a los errores

en los datos conocidos y/o de la matriz misma.

Cuando el número de condición alcanza su mı́nimo valor (la

unidad), se dice que la matriz Jacobiana es isotrópica. En este

caso el elipsoide de velocidad se vuelve una esfera. Por otra

parte, el número de condición se vuelve infinito si la matriz

jacobiana es singular.
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En el contexto de la robótica el número de condición de

la matriz Jacobiana es un ı́ndice interesante en la evaluación

del desempeño cinemático del manipulador. Este ı́ndice mide

la precisión del control del manipulador (Salisbury, 1982) y la

uniformidad de la distribución de velocidades y fuerzas opera-

cionales; esta segunda caracterı́stica es de principal importancia

para las tareas de proceso como el maquinado (Chablat, 2003),

(Huang, 1998).

El número de condición ha sido frecuentemente utilizado

como criterio para el diseño de manipuladores isotrópicos (Zan-

ganeh, 1997), (Baron L. y Bernier, 2001), (Huang, 2004), (Mo-

reno, 2011). Por otra parte, este número ha sido aplicado en el

contexto de la inversión cinemática y planificación de movimien-

tos (Chablat, 1998a), (Gosselin, 1990b), (Moreno, 2006). Para

manipuladores que tienen múltiples soluciones del modelo cin-

emático inverso de posición, el número de condición puede ser

utilizado para elegir el mejor modo de trabajo del manipulador

(Chablat, 1998b), (Chablat, 2002).

2.3. Manipulabilidad

El ı́ndice de la manipulabilidad fue propuesto en (Yoshikawa,

1985b). El propósito de este ı́ndice es medir la capacidad de un

robot, en cierta configuración, para generar velocidades en el

efector final. Este ı́ndice de desempeño es proporcional al volu-

men del elipsoide de velocidad. Para el caso general (incluyen-

do robots redundantes) la manipulabilidad esta definida de la

siguiente manera:

w =
√

det
(
JJT
)

(3)

Para robots no redundantes se tiene que w = | det(J)| . La

manipulabilidad es equivalente al producto de los valores sin-

gulares, w = σ1σ2 . . . σm. A mayores valores de la manipulabil-

idad el robot tiene una mayor capacidad de realizar movimien-

tos en el efector final. En el caso de que la manipulabilidad sea

igual a cero entonces el robot se encuentra en una configuración

singular. En esta configuración el robot pierde la capacidad de

realizar movimientos en ciertas direcciones.

Por otro lado, Yoshikawa presentó además el concepto de la

manipulabilidad de fuerza. Este ı́ndice trata de medir la capaci-

dad del robot, en una configuración dada, para ejercer fuerzas

sobre un objeto en reposo a través de su efector final. Al igual

que en el caso anterior, se puede generar un elipsoide de fuerza.

Para generar el elipsoide de fuerza se utiliza el modelo estático

del robot, i.e., la relación que existe entre el vector de fuerzas en

los actuadores, τ, y el vector de fuerzas generadas en el efector

final, f. El model estático de un manipulador es el siguiente:

τ = JT f (4)

donde J es la matriz Jacobiana del manipulador. De esta

forma, el conjunto de todos los vectores f que son realizables

por una τ tal que ‖τ‖ ≤ 1 forman un elipsoide en el espacio

euclidiano m dimensional, dado por

fT JJT f ≤ 1.

El volumen del elipsoide de fuerza es inversamente propor-

cional a la manipulabilidad (de velocidad). Por lo tanto la ma-

nipulabilidad de fuerza es:

wf =
1√

det
(
JJT
) (5)

Los ejes principales del elipsoide de fuerza están dados por

u1/σ1,u2/σ2, . . . ,u3/σm, . Esto significa que la dirección en la

que el efector final puede ejercer mayor fuerza, es aquella en

donde se puede generar menos velocidad.

La manipulabilidad ha sido utilizada frecuentemente en la

planificación de trayectorias de robots seriales redundantes (Ue-

berle et al., 2004), (Li, 1988), (Bestard, 2007) y en el emplaza-

miento óptimo de la tarea (Pamanes, 1991). Por otro lado se han

realizado esfuerzos para generalizar su uso en otras arquitec-

turas mecánicas, como lo son las cadena cinemáticas cerradas

(Park, 1998) y multiples cadenas seriales cooperativas (Bicchi,

1995).

2.4. Mı́nimo Valor Singular

El mı́nimo valor singular fue propuesto en (Klein, 1987)

como ı́ndice de desempeño. Naturalmente este valor permite

medir la cercanı́a de la configuración del robot a una configu-

ración singular, ya que directamente indica si la magnitud de

alguno de los ejes principales del elipsoide esta apunto de anu-

larse. En el caso del número de condición y la manipulabilidad,

esta situación (la cercanı́a a una singularidad) en algunos casos

puede ser imprecisa ya que su valor también depende de otros

valores singulares y la disminución en un valor singular puede

ser compensada por un incremento o decremento en otro val-

or singular. El volumen del elipsoide de velocidad será mayor

cuando el valor de este ı́ndice sea mayor.

2.5. Índice de Compatibilidad

Este ı́ndice fue propuesto en (Chiu, 1988), para encontrar

configuraciones del manipulador que sean más compatibles con

la tarea a realizar, en términos de fuerza y velocidad. Para es-

to Chiu introduce el concepto de la relación de transmisión,

el cual permite caracterizar la capacidad del manipulador para

generar velocidades o fuerzas en las direcciones definidas por la

tarea. La relación de transmisión a lo largo de cierta dirección

es igual a la distancia que existe entre el centro del elipsoide

(de velocidad o fuerza) a la superficie del mismo en esa direc-

ción. La relación de transmisión de fuerza está definida por la

siguiente expresión:

α =
1√

uT (JJT )u
(6)

donde u denota el vector unitario en la dirección de interés. Por

otro lado, la relación de transmisión de velocidad está definida

de la siguiente manera:

β =
1√

uT (JJT )−1u
(7)



114 H.A. Moreno et al. / Revista Iberoamericana de Automática e Informática industrial 9 (2012) 111–122 

En el caso especial en el que u coincide con uno de los ejes prin-

cipales del elipsoide, β puede ser calculado como el recı́proco

de α para evitar la inversión de la matriz.

De esta manera, como explica Chiu, si lo que se desea es

controlar fuerza a lo largo de ciertas direcciones (definidas por

ui, con i = 1, . . . , p) y velocidad en otras (definidas por u j, con

j = l + 1, . . . , q), entonces lo que se debe hacer es optimizar

un ı́ndice que este en función de las relaciones de transmisión

correspondientes a esas direcciones, en este caso Chiu definió el

ı́ndice de compatibilidad:

c =
p∑

i=1

wiα
±2
i +

q∑
j=l+1

wjβ
±2
i (8)

El signo + es utilizado en direcciones en las cuales lo impor-

tante es la magnitud, y el signo − es utilizado en direcciones

en donde es importante la exactitud del control; wi y wj son

factores de ponderación que indican la importancia de alcanzar

mayor magnitud o exactitud en ciertas direcciones de la tarea.

Las relaciones de transmisión representan las amplificaciones

en la magnitud de fuerza y velocidad del efector final. Los recı́pro-

cos de las relaciones de transmisión representan una medida en

la exactitud del control.

3. Homogeneización de la Matriz Jacobiana

Los ı́ndices de desempeño cinetostático en general, y al-

gunos de los ı́ndices de desempeño dinámico, están definidos en

función de la matriz Jacobiana y/o la matriz de inercia. Cuando

el manipulador es de mas de tres grados de libertad o sus artic-

ulaciones no son del mismo tipo, las unidades de los elementos

de estas matrices no son homogéneas, y esta situación dificul-

ta el uso de los ı́ndices de desempeño que están definidos en

función de ellas.

Para que los ı́ndices de desempeño basados en la matriz Ja-

cobiana puedan ser evaluados de manera consistente, los ele-

mentos de la matriz Jacobiana deben ser dimensionalmente ho-

mogéneos (Lipkin, 1989). En la literatura cientı́fica se ha adver-

tido (Doty, 1993) que el uso de ı́ndices de desempeño de una

matriz Jacobiana cuyos elementos no sean dimensionalmente

homogéneos puede causar problemas importantes en el diseño

y el control de un manipulador.

Algunos autores han sugerido que se divida el estudio de

los ı́ndices de desempeño para manipuladores con Jacobianas

homogéneas y no homogéneas (Di Gregorio, 2002), (Di Grego-

rio, 2006), (Angeles, 2007). Para los manipuladores cuya Jaco-

biana es homogénea, es decir, aquellos manipuladores de posi-

cionamiento ú orientación de 2 o 3 grados de libertad cuyas

articulaciones son del mismo tipo, los ı́ndices presentados ante-

riormente tiene aplicación directa y ofrecen información a nivel

teórico y práctico. Por otro lado, en el caso de manipuladores

cuya matriz no es homogénea, es decir aquellos manipuladores

de posicionamiento y orientación de 3 o mas grados de libertad,

se han propuesto diversas formas de solucionar este problema.

Algunas de estas estrategias se presenta a continuación.

Una manera de solucionar este problema se basa en la apli-

cación de la longitud caracterı́stica (Angeles, 2007). Para ho-

mogeneizar la matriz Jacobiana se dividen los elementos de esta

matriz asociados a las componentes de la velocidad angular por

la longitud caracterı́stica. La selección de esta longitud carac-

terı́stica es arbitraria, sin embargo varios autores proponen que

sea aquella que minimice el número de condición de la ma-

triz Jacobiana normalizada (Ma, 1991b), (Alba, 2005). Para la

plataforma de Stewart-Gough (Ma, 1991b) encontraron la lon-

gitud caracterı́stica que optimiza el número de condición de

la matriz Jacobiana. En ese trabajo se encontró que el mı́ni-

mo número de condición de la Jacobiana se obtiene en las lla-

madas posturas neutrales (estas posturas son tales que las dos

plataformas del manipulador son paralelas entre sı́ y al mismo

tiempo están centradas). Para calcular el valor de la longitud

caracterı́stica en (Moreno, 2010), se planteó el problema co-

mo uno de optimización siendo la función objetivo el número

de condición de la matriz Jacobiana normalizada κ(Ā) y como

variables de diseño la postura definida por la coordenada en el

eje vertical zp y la longitud caracterı́stica Lc. La matriz normal-

izada esta dada por

Ā =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
sT

1 (b1 × s1)T /Lc

sT
2 (b2 × s2)T /Lc
...

...
sT

6
(b6 × s6)T /Lc

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦,

donde si son los vectores unitarios a lo largo de las piernas del

manipulador, y bi son los vectores de definen la posición de las

articulaciones universales sobre la plataforma móvil.

En el caso de algunos robots paralelos, otra longitud carac-

terı́stica que se ha propuesto es el radio de la plataforma móvil.

De esta forma, en el caso de la plataforma Stewart-Gough, el

vector bi × si se vuelve unitario, al igual que el vector si, y por

tanto los valores de todos los elementos de la matriz Jacobiana

normalizada se encuentran en el rango de 0 y 1.

No obstante, esta estrategia ha recibido criticas debido al

hecho de que la selección de la longitud caracterı́stica es en

cierta forma arbitraria y su significado fı́sico es difı́cil de deter-

minar.

Otra estrategia que se ha propuesto es encontrar una matriz

Jacobiana homogénea basada en un modelo cinemático difer-

ente (Gosselin, 1990a), (Kim, 2003). En (Kim, 2003) se re-

portó la formulación de una matriz Jacobiana homogénea a par-

tir del análisis de tres puntos del órgano terminal. Tal formu-

lación consiste en la determinación de un sistema de ecuaciones

que relaciona las velocidades articulares con las velocidades de

tres puntos unidos a la plataforma móvil; de este sistema se

extrae una matriz jacobiana homogénea. En ese trabajo se uti-

lizo el número de condición de esta Jacobiana homogénea para

obtener el diseño óptimo de una plataforma de Stewart-Gough.

Para el ı́ndice de manipulabilidad, se ha propuesto parti-

cionar (Ueberle et al., 2004) la matriz Jacobiana en dos sub-

matrices ( correspondientes a la traslación y a la rotación del

efector final) de la siguiente manera[
v
ω

]
=

[
Jv

Jω

]
q
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donde v y ω son la velocidad lineal y angular del efector fi-

nal. De esta manera se pueden obtener la manipulabilidad de

traslación y de rotación:

wv =

√
det(JvJT

v )

y

wω =
√

det(JωJT
ω)

Se puede definir otro ı́ndice en función de este par de manipu-

labilidades, mediante una suma ponderada:

ψ = m1wv + m2wω

donde m1 y m2 son los factores de ponderación.

De manera muy diferente a las estrategias anteriores, en

(Voglewede, 2004), se presentan diversos ı́ndices de desempeño

cuyo propósito es medir la cercanı́a a configuraciones singu-

lares. Algunos de los ı́ndices presentados poseen unidades fı́si-

cas, a diferencia de la mayorı́a los ı́ndices cinetostáticos presen-

tados anteriormente. Los autores resaltan el ı́ndice llamado Me-
dida de la Frecuencia Natural. Según los autores, este ı́ndice,

resuelve el problema del manejo de elementos con diferentes

unidades, que resulta del empleo de la norma euclidiana como

restricción.

Este ı́ndice es definido mediante la siguiente minimización

con restricciones:

mı́n F(ẋ) = ẋ(J−1)T KactJ−1ẋ

sujeto a:

√
ẋMeẋ = c

donde Kact es la matriz diagonal de rigidez de los actuadores

y la matriz Me es la matriz de inercia del efector final. La re-

stricción
√

ẋMeẋ = c, corresponde a la energı́a cinética de la

plataforma móvil.

Resolviendo el problema de minimización mediante el La-

grangiano y realizando operaciones algebraicas, el problema se

reduce a determinar los valores propios λ de la siguiente expre-

sión

det((J−1)T KactJ−1 − λMe) = 0.

Finalmente, los autores encuentran que mı́n F(ẋ) = cλmı́n =

cω2
n mı́n

donde ωn mı́n es la mı́nima frecuencia natural.

La ventaja de esta medida, es que utiliza una función objeti-

vo con significado fı́sico. De igual forma sucede con la restric-

ción que se impone sobre ẋ. El inconveniente de este enfoque

es que, además de la rigidez, se ha utilizado otra cantidad que

no es cinemática, es decir, la matriz de inercia del efector final.

4. Índices de Desempeño Dinámico

Cuando un robot manipulador se encuentra en movimiento

está sujeto a fuerzas no lineales como lo son: las fuerzas in-

erciales, fuerzas centrı́fugas y de coriolis, y las fuerzas de la

gravedad. Por lo tanto, es importante para el diseño, el análi-

sis y el control, caracterizar la dinámica del manipulador me-

diante ı́ndices de desempeño. En esta sección se presentan, al-

gunos conceptos e ı́ndices que se han propuesto para evaluar

la dinámica de un manipulador. También se presentan las es-

trategias que se han planteado para optimizar el desempeño de

manipuladores desde el punto de vista dinámico.

Los ı́ndices presentados aquı́ están definidos en dos formu-

laciones del modelo dinámico de robots manipuladores, estas

son en el espacio articular y en el espacio operacional. Por lo

tanto antes de presentar los ı́ndices se presentan estas parametriza

ciones.

El modelo dinámico de un robot manipulador de n articula-

ciones en el espacio articular es el siguiente (Craig, 2005):

τ =M(q)q̈ + c(q, q̇) + g(q) (9)

donde M(q) es la matriz de inercia, c(q, q̇) es el vector de fuerzas

centrı́fugas y de coriolis, y g(q) es vector de fuerzas gravita-

cionales.

Por otro lado, el modelo dinámico de un robot en el espacio

operacional esta dado de la siguiente forma (Khatib, 1980):

f =Mx(x)ẍ + cx(x, ẋ) + gx(x) (10)

donde Mx(x) es la matriz de inercia generalizada, cx(x, ẋ) es

el vector de fuerzas centrı́fugas y de coriolis generalizadas , y

gx(x) es el vector de fuerzas gravitacionales generalizadas.

4.1. Matriz de Inercia Generalizada del Manipulador
En (Asada, 1983) se presento uno de los trabajos pioneros

en el diseño de robots manipuladores basado en las caracterı́sti-

cas dinámicas y geométricas de los eslabones. En ese trabajo

se presentó el concepto del Elipsoide Generalizado de Inercia

(GIE, por sus siglas en inglés) obtenido a partir de la matriz de

inercia generalizada, Mx(x). Al igual que en los casos anteriores

los ejes del elipsoide se encuentran alineados con los vectores

propios de la matriz Mx(x), y la magnitud de los ejes es equiva-

lente a la raı́z cuadrada de los valores propios correspondientes.

En ese trabajo se determinó el diseño de un robot de 2 gdl con el

objetivo de que la matriz de inercia fuera isotrópica, mediante

la siguiente condición:

Mx(x) = λI (11)

El propósito de obtener configuraciones isotrópicas es reducir la

complejidad de controlar el brazo. Mediante el procedimiento

anterior el objetivo es minimizar las fuerzas no lineales.

4.2. Manipulabilidad Dinámica
Este ı́ndice, definido en (Yoshikawa, 1985a), trata de medir

la capacidad de un robot para generar movimientos en el efector

final considerando la dinámica del robot. Para la definición del

ı́ndice se utilizan los vectores auxiliares de fuerza τ̃ = τ− c− g
y de aceleración ˜̈x = ẍ − J̇q̇. Donde ˜̈x = Jq̈ + J̇q̇ se obtiene de

derivar la ecuación (1). Realizando operaciones algebraicas se

puede llegar a la siguiente expresión: ẍ = JM−1τ̃. Este ı́ndice

trata de medir la capacidad de generar aceleraciones ˜̈x bajo la
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restricción en el vector de fuerzas τ̃ mediante la siguiente de-

sigualdad ‖τ̃‖ ≤ 1. La manipulabilidad dinámica esta definida

de la siguiente manera:

wd =

√
det J(MT M)−1JT (12)

Este ı́ndice mide la capacidad para producir aceleraciones

arbitrarias para un dado conjunto de fuerzas en los actuadores.

4.3. Maximización del Volumen y Uniformidad del Hiperpar-
alelepı́pedo de Aceleración

En (Khatib, 1987) se propuso el hiperparalelepı́pedo de acel-

eración para caracterizar la aceleración del efector final. En ese

trabajo se presentó una estrategia de optimización dinámica que

tiene por objetivo extender los lı́mites máximos de velocidad

que el efector final puede alcanzar, y al mismo tiempo lograr la

mayor uniformidad de estos lı́mites en todas direcciones.

En este trabajo, a diferencia de los anteriores, se toma en

cuenta los lı́mites de fuerza de los actuadores. Además, se con-

sideran las fuerzas disponibles en las articulaciones que pueden

contribuir para acelerar el efector final. Estas fuerzas son pro-

ducto de las fuerzas que los actuadores pueden generar más (o

menos, dependiendo de la configuración) las fuerzas de gravedad

generalizadas (en el caso de que el manipulador este estático) y

las fuerzas centrı́fugas y de Coriolis generalizadas (en el caso

de que el manipulador se mueva).

Para definir el ı́ndice se definieron previamente dos matri-

ces, Eo y Ev, que relacionan las fuerzas en las articulaciones

con las aceleraciones en el efector final. La matriz Eo mapea

los elementos del hipercubo unitario de fuerzas disponibles en

las articulaciones, a los elementos del hiperparalelepı́pedo de

aceleraciones, cuando la velocidad de las articulaciones es nu-

la. Esta matriz está dada de la siguiente forma

Eo =WxENo,

donde Wx es una matriz que homogeiniza las unidades de las

velocidades lineales y angulares, E = (JMx(x))−1, y No es una

matriz diagonal que contiene las fuerzas disponibles en las ar-

ticulaciones cuando el manipulador esta estático. Por otro la-

do Ev, mapea los elementos del hipercubo unitario de fuerzas

disponibles en las articulaciones, a los elementos del hiperpar-

alelepı́pedo de aceleraciones, cuando la velocidad de las artic-

ulaciones es máxima ( estas velocidades están definidas por la

capacidad de los actuadores). Esta matriz está definida de la

siguiente forma

Ev =WxENv,

donde Nv es una matriz diagonal que contiene las fuerzas dis-

ponibles en las articulaciones cuando la velocidad es máxima.

Los elementos de estas matrices dependen de los parámetros

geométricos e inerciales del manipulador y de la postura en

la que se encuentra. Para maximizar el volumen y uniformi-

dad del hiperparalelepı́pedo de aceleración, en (Khatib, 1987)

definieron el siguiente ı́ndice de desempeño:

C =
[

1

‖Eo‖ + αoκ(Eo)

]
+ wv

[
1

‖Ev‖ + αvκ(Ev)

]
, (13)

donde αo, αv y wv son factores de ponderación que permiten

dar prioridad a los componentes del ı́ndice durante el proceso

de optimización. Los ejes mayores de los hiperparalelepı́pedos

de aceleración ( cuando el robot esta estático o a maxima ve-

locidad) son iguales a las normas euclidianas ‖Eo‖ y ‖Ev‖. Por

otro lado, la uniformidad de los ejes de los hiperparalelepı́pe-

dos se puede medir a través de los números de condición κ(Eo)

y κ(Ev).

4.4. Índice de Condicionamiento Dinámico
Este ı́ndice fue definido en (Ma, 1991a) y según sus autores

su propósito es servir como medida de la distancia que existe

entre la matriz de inercia del manipulador y una matriz de iner-

cia isotropica, i.e., aquella es un múltiplo de la matriz identidad.

Este ı́ndice está definido de la siguiente manera:

ν =
1

2
eT We (14)

donde e es un vector de dimensión n(n+ 1)/2 compuesto de los

elementos de la matriz triangular superior de la matriz de error

E ≡M(q)−σI, y W es una matriz de ponderación. Además, σ
es un factor de escala definido de tal forma que la norma de la

matriz de error E es mı́nima para un valor fijo de q. Se puede

demostrar que esta dado por la traza de la matrix M(q), esto es

σ = tr(M(q))/n. Bajo este criterio las mejores configuraciones

son aquellas en las cuales el ı́ndice alcanza valores cercanos

a cero. En ese mismo trabajo los autores presentan un par de

ejemplos de la aplicación del ı́ndice sobre robots planares.

4.5. Índices para Manipuladores de 2 grados de libertad
En (Di Gregorio, 2006) se proponen algunos ı́ndices de de-

sempeño dinámico para robots manipuladores de 2 grados de

libertad. Según el autor, estos ı́ndices miden la capacidad que

posee el mecanismo para acelerar el efector final, sin considerar

las fuerzas aplicadas por los actuadores.

Utilizando la ecuación 10, despejando el término Mx(x)ẍ y

aplicando la siguiente restricción:

ẍT Mx(x)2ẍ = 1

se obtiene la elipse de aceleración. La magnitud de los ejes de

la elipse de aceleración es igual a la inversa de los valores pro-

pios de la matriz Mx(x). Cuando los valores propios son iguales,

entonces la elipse se convierte en un cı́rculo y el robot se en-

cuentra en una configuración isotrópica dinámica. En esta con-

figuración el manipulador puede realizar cambios rápidos de la

dirección de movimiento sin cambios bruscos en la magnitud

de la fuerza resultante de los términos f, cx(x, ẋ) y g(x) en la

ecuación (10).

Para medir la cercanı́a a las configuraciones isotropicas di-

námicas Di Gregorio propone el ı́ndice de Isotropı́a Dinámica:

k1 =
4 det(Mx(x))

tr(Mx(x))2
(15)

Los valores que puede alcanzar este ı́ndice están acotados entre

0 y 1, es decir 0 ≤ k1 ≤ 1. Este ı́ndice es igual a uno si los

valores propios de la matriz de inercia generalizada son iguales.
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El area de la elipse de aceleración es inversamente propor-

cional a los valores propios de la matriz Mx(x), de esta manera,

lo autores definen también el Índice de Rapidez:

h =
1

det(Mx(x))
(16)

este ı́ndice es siempre mayor a cero y es directamente propor-

cional al área de la elipse de aceleración.

5. Índices de los Lı́mites Articulares

Durante la ejecución de una tarea, es importante que ningu-

na de las articulaciones del manipulador alcance alguno de sus

lı́mites. Diversos autores han definido ı́ndices sobre los lı́mites

articulares para luego utilizarlos como funciones objetivo a op-

timizar durante la planificación de trayectorias. En esta sección

se presentan algunos de esos ı́ndices.

5.1. Índice del Limite de la Articulación

Este ı́ndice representa la cercanı́a que existe entre el valor

actual de la articulación y su valor lı́mite. En la Figura 2 se pre-

sentan los parámetros involucrados en la definición del ı́ndice

de articulación; tales parámetros se definen de la siguiente man-

era: ql
i es el limite inferior de la articulación qi; qs

i es el lı́mite

superior de la articulación qi, qi es el valor medio de la articu-

lación qi en el intervalo de valores admisibles, qi = (qs
i + qi

i)/2;

Δqi = |qi − qi|es la diferencia entre el valor de qi y su valor

medio qi. El ı́ndice del limite de la articulación es:

ki =
Δqi

Δqmax
i

(17)

donde Δqmax
i = |qs

i − qi|. De este ı́ndice se pueden advertir las

siguientes situaciones: la articulación se encuentra dentro de sus

lı́mites cuando 0 ≤ ki < 1; la articulación alcanza uno de sus

lı́mites si ki = 1; la coordenada articular qi se encuentra fuera

de sus lı́mites cuando ki > 1. Es evidente que cuando ki = 0,

la variable articular qi se encuentra en el centro del intervalo

de movimiento de la articulación correspondiente. Tal situación

será la ideal, porque el alejamiento de qi con respecto a sus

valores lı́mites será el máximo. Este ı́ndice corresponde solo

a una articulación, a continuación se presentan ı́ndices para la

configuración del robot, es decir que consideran todas las artic-

ulaciones.

5.2. Índice de Disponibilidad de Movilidad Articular

Este ı́ndice fue propuesto en (Liegeois, 1977), para evitar

los lı́mites de las articulaciones del robot durante la realización

de una tarea. Este ı́ndice este definido por el promedio del valor

de los ı́ndices k1 al cuadrado, esto es:

j =
1

n

n∑
i=1

k2
i (18)

Los mejores valores de este ı́ndice son aquellos cercanos

a cero. La mejor situación ocurre cuando j = 0, ya que todas

Figura 2: Lı́mites de la Articulación.

las articulaciones se encuentran en el centro de su intervalo de

movimiento. Cuando j ≥ 1 es evidente que al menos una de

las articulaciones ha superado alguno de sus lı́mites articulares.

Sin embargo para valores menores que uno ( j ≤ 1) no es posible

determinar si alguna de las articulaciones a superado alguno de

sus lı́mites.

5.3. Índice de Evitación de Lı́mites Articulares

Este ı́ndice fue propuesto en (Pamanes, 1991) para resolver

el problema del emplazamiento óptimo para robots seriales (i.e.,

determinar la ubicación optima de la tarea con respecto al ma-

nipulador). Varios de los ı́ndices de lı́mites articulares que se

han propuesto consisten básicamente en obtener el promedio

de los ı́ndices ki de cada articulación. En (Pamanes, 1991) se

propone un ı́ndice que toma en cuenta también la desviación

estándar, una medida que informa de la distancia que hay en-

tre los valores de ki de cada articulación y su valor medio. Este

ı́ndice esta definido de la siguiente forma:

φ = k̄ + zσk (19)

donde k̄ y σk son el promedio y la desviación estándar de los

valores al cuadrado del ı́ndice ki de cada una de las articula-

ciones, respectivamente; z es un factor de ponderación de la

desviación estándar. En (Pámanes, 1992) se presentan algunas

gráficas comparativas del valor de este ı́ndice y el propuesto en

(Liegeois, 1977) sobre el espacio de trabajo de un robot de 2

grados de libertad. Se muestra como este ı́ndice valora de man-

era más adecuada la cercanı́a a los lı́mites articulares en la fron-

tera del espacio de trabajo. Según los autores del ı́ndice el valor

del parámetro z, se selecciona de manera arbitraria dependiendo

del tipo de manipulador. En el trabajo señalado se utilizo z = 1

para diversos manipuladores.
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5.4. Cercanı́a al valor medio del rango de movimiento de las
articulaciones

En (Baron, 2000) se definió un ı́ndice para determinar la

cercanı́a de una configuración al valor medio del rango de mo-

vimiento de las articulaciones. Este ı́ndice esta definido de la

siguiente manera:

z =
1

2
ΔqWΔq (20)

donde Δq =
[
Δq1 Δq2 . . . Δqn

]T
, y W es una matriz diag-

onal definida positiva. Una caracterı́stica interesante de la ma-

triz de ponderación W, es que a través de esta se podrı́a limitar

más el movimiento de algunas articulaciones que otras, opti-

mizando el valor de este ı́ndice durante la ejecución de la tarea.

Este ı́ndice fue utilizado en (Huo, 2011) para evitar los lı́mites

articulares en tareas de soldado.

5.5. Índice de Global de los Lı́mites de las Articulaciones
Este ı́ndice fue definido en (Moreno, 2010) para determi-

nar las configuraciones factibles de un robot trepador durante

la realización de una tarea. Este ı́ndice esta definido como el

máximo de los valores del ı́ndice ki, esto es:

fk = max(ki) (21)

Por tanto, si 0 ≤ fk ≤ 1 se tiene que el manipulador está en una

configuración accesible. Por otra parte si fk > 1 significa que

al menos una de las articulaciones del manipulador ha rebasado

alguno de sus lı́mites articulares. Por lo tanto no serı́a factible

para el manipulador alcanzar tal configuración. En el caso ideal

se tendrı́a que fk = 0, puesto que cada una de las variables artic-

ulares estarı́a ubicada en el centro de su rango de movimientos.

Este ı́ndice tiene como ventaja sobre los anteriores que efecti-

vamente indica si una articulación ha rebasado sus lı́mites, no

obstante no refleja la situación global del manipulador.

6. Índices de Desempeño Definidos sobre el Espacio de Tra-
bajo

Una de las caracterı́sticas mas importantes de un robot ma-

nipulador tiene que ver con el volumen de su espacio de trabajo.

La maximización del espacio de trabajo ha sido objeto de estu-

dio de diversos autores (Huang, 2004), (Carretero, 2000).

Por otro lado la calidad de las configuraciones del robot

dentro del espacio de trabajo es otro aspecto relevante que se

debe considerar en el diseño de robot manipuladores (Gosselin,

1991).

En esta sección se revisan algunas definiciones de espacios

de trabajos y se presentan diversos ı́ndices independientes de

la postura que pueden ser útiles en el diseño de robot manipu-

ladores.

6.1. Tipos de espacios de trabajo
El espacio de trabajo de un robot es la zona del espacio

fı́sico que puede ser alcanzada por un punto de su órgano ter-

minal. En la definición del espacio de trabajo de los robots ma-

nipuladores influyen tres factores diferentes: los lı́mites de las

articulaciones; las configuraciones singulares; y la interferencia

entre eslabones.

A continuación se enlistan algunas de las medidas del espa-

cio de trabajo definidas en la literatura. Estos valores se pueden

utilizar como medidas para caracterizar a un manipulador, pero

también pueden ser utilizadas como criterios de desempeño en

la fase de diseño de un manipulador.

Espacio de trabajo máximo (o alcanzable) WM. Está com-

puesto por todos los puntos en el espacio cartesiano que el efec-

tor final puede alcanzar con al menos una orientación (Kumar,

1985).

Espacio de trabajo de traslación Wt. Está compuesto por

todos los posibles puntos en el espacio cartesiano que el efector

final puede alcanzar en una orientación dada.

Espacio de trabajo de orientación Wo. Se compone de to-

dos las posibles orientaciones que se pueden alcanzar para una

posición fija del efector final (Bonev, 2001).

Espacio de trabajo diestro Wd. Esta compuesto por todos

los puntos en el espacio cartesiano que pueden ser alcanzados

y en los cuales se puede alcanzar todas las orientaciones.

Espacio de trabajo diestro y controlable Wdc. Es un subcon-

junto del espacio de trabajo diestro que no contiene configura-

ciones singulares.

Espacio de trabajo de orientación total Wot. Todos los pun-

tos en el espacio cartesiano que pueden ser alcanzadas con todas

las orientaciones entre un rango de valores.

Espacio de trabajo inclusivo Wi. Todos los puntos que se

pueden alcanzar con al menos una orientación dentro de cierto

rango de valores.

6.2. Índice Global de Condicionamiento (GCI)

El Índice Global de Condicionamiento (Gosselin, 1991) es

un ı́ndice independiente de la postura que permite evaluar glob-

almente el desempeño del manipulador en el espacio de trabajo.

El GCI esta definido de la siguiente manera:

GCI =

∫
W κ
−1dW∫

W dW
(22)

Si el GCI se acerca a cero, se dice que el espacio de trabajo del

manipulador está mal condicionado. Si el GCI se acerca a 1 se

dice que dicho espacio está bien condicionado.

Debido a la dificultad de obtener una solución exacta de la

integral, una versión discreta de GCI puede ser expresada como:

GCI =

nW∑
j=1
κ−1

j

nW
(23)

donde nW es el número de nodos de una malla del espacio de

trabajo discretizado; y el numerador es la suma de la inversa del

número de condicionamiento de los distintos nodos que compo-

nen dicha malla. El GCI ha sido utilizado frecuentemente en el

diseño y evaluación del espacio de trabajo de robots paralelos

(Saltaren et al., 2007). En (Merlet, 2007) se sugiere que la inte-

gración numérica de este ı́ndice se realize mediante un método

de Montecarlo.
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6.3. Índice Global de Manipulabilidad (GMI)
Bajo la misma lógica del GCI se puede definir un Índice

Global de la Manipulabilidad. Este ı́ndice estarı́a dado por la

siguiente expresión

GMI =

∫
W wdW∫
W dW

(24)

donde w es el valor de la manipulabilidad en el diferencial de

volumen dW. Si el GMI se acerca a cero, esto significa que el

manipulador tiene una mala manipulabilidad dentro del espacio

de trabajo. Por el contrario, a mayores valores del GMI, mejor

es el desempeño del manipulador dentro del espacio de trabajo

desde el punto de vista de la manipulabilidad, es decir que las

configuraciones del manipulador poseen elipsoides de veloci-

dad de mayor volumen.

6.4. Índice de Condicionamiento Cinemático y Manipulabili-
dad Global

El ı́ndice de condicionamiento cinemático (KCI, por sus si-

glas en inglés) fue definido por Angeles y Lopez. Este ı́ndice

independiente de la postura fue definido de la siguiente manera

KCI =
1

κm
× 100 (25)

donde κm es el mı́nimo valor del número de condición dentro

del espacio de trabajo. Los manipuladores con un KCI igual al

100 % son los llamados isotrópicos.

Por otro lado (Yoshikawa, 1990), propuso la manipulabili-

dad global:

wg = mı́n(w) (26)

que es el mı́nimo valor que el ı́ndice de manipulabilidad puede

alcanzar en el espacio de trabajo del manipulador.

6.5. Radio de aceleración
El radio de aceleración fue propuesto por (Graettinger, 1988)

para manipuladores de posicionamiento (i.e. que no incluyen

control sobre la orientación del efector).

Para la definición del ı́ndice, los autores definen un par de

conceptos previamente: la región de operación Q, y el conjunto

de maniobrabilidad MS (Q). La región de operación es un sub-

conjunto del espacio de las articulaciones (q, q̇), determinado

por el tamaño del espacio de trabajo y los lı́mites en las veloci-

dades articulares debido a las caracterı́sticas actuadores o a la

especificación de la tarea. Una vez expresados los torques en

los actuadores en función de q y q̇, y de la aceleración del efec-

tor final ẍ, y conocidos sus lı́mites, τl ≤ τ ≤ τu, se define el

conjunto MS como el conjunto de las aceleraciones alcanzadas

en todos los estados del la región de operación:

MS (Q) = {ẍ|τl ≤ τ ≤ τu∀(q, q̇) ∈ Q} (27)

El radio de aceleración de un robot manipulador, está definido

como el radio de la mayor esfera contenida dentro del conjun-

to de maniobrabilidad, centrada en ẍ = 0 en el espacio de las

velocidades del efector final.

El problema de la obtención del radio de aceleración se for-

mula como un problema de optimización (Graettinger, 1988).

En ese articulo los autores proponen un algoritmo numérico

para resolver ese problema de optimización.

6.6. Índice Global de Nivel y Distribución
Cuando se desea optimizar el diseño de un manipulador,

para que las configuraciones que este alcance, obtengan buenos

valores de un ı́ndice dependiente de la postura, diversos autores

han propuesto optimizar la integral de este ı́ndice sobre el es-

pacio de trabajo(Khatib, 1987), (Gosselin, 1991). Para manipu-

ladores sencillos, es posible solucionar analı́ticamente esa inte-

gral y determinar que parámetros del diseño optimizan su valor.

No obstante, en la mayorı́a de los casos se tiene que utilizar una

versión discreta de la integrar, la cual corresponde a su vez en el

promedio del ı́ndice sobre el espacio de trabajo. Este es el caso

del GCI, (Merlet, 2007).

El promedio naturalmente refleja el nivel de los valores del

ı́ndice, no obstante no refleja la distribución de estos valores

en las diferentes regiones del espacio de trabajo. Algunos au-

tores han sugerido el uso de la desviación estándar para medir

la uniformidad del valores que alcanza el ı́ndice en los diversos

puntos o regiones (Pamanes, 1991), (Li, 2005), (Li, 2010).

En base a lo anterior, se podrı́a definir de manera general

un Índice Global de Nivel y Distribución de un ı́ndice de de-

sempeño dependiente de la postura, μ. Este ı́ndice estarı́a dado

de la siguiente manera:

GW (μ) = α1n(μ) ± α2d(μ) (28)

donde:

n(μ) =
1

nW

n∑
j=1

μ j, (29)

d(μ) =

√√
1

nW

n∑
j=1

(μ j − n)2 (30)

y α1 y α2 son factores de ponderación. Los términos n(μ) y

d(μ) corresponden al promedio y la desviación estándar de los

valores del ı́ndice μ en el espacio de trabajo del manipulador.

El signo + se utiliza si lo que se desea es minimizar los valores

del ı́ndice μ, de esta manera se penaliza el valor de la media con

el valor de la desviación estándar. Contrariamente, si lo que se

desea es maximizar los valores de μ, entonces se utiliza el signo

−.

El propósito de este ı́ndice global es determinar el nivel

medio del valor de μ , y la mismo tiempo la distancia media

que existe entre este valor medio y los valores del ı́ndice μ en

las diversas configuraciones. De esta manera se puede deter-

minar diseños en los cuales el nivel general de los valores del

ı́ndice sea bueno. Por ejemplo, considere que los mapeos de

μ, presentados en la siguiente figura, corresponden a 2 diseños

diferentes de un manipulador (es decir, que los eslabones tiene

diferentes dimensiones) y suponga que el promedio de ambos

mapeos es idéntico.

Si μ fuera la inversa del número de condición, el GCI para

ambos diseños serı́a el mismo. Se puede observar que en la figu-

ra a) solo algunas configuraciones logran valores muy altos de
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  a) b)μ μ

Figura 3: Mapeo del ı́ndice μ para dos diseños diferentes de un manipulador.

μ, mientras que los alrededores alcanzan valores muy pobres.

Por otro lado, en el caso de la figura b) se puede observar que el

ı́ndice μ no alcanza valores tan altos como en el caso de la figura

a), sin embargo la mayorı́a de las configuraciones alcanzan val-

ores cercanos a la media. El ı́ndice GW (μ) valorarı́a mejor este

segundo caso. De esta forma el ı́ndice GW (μ) no solo valora los

niveles de μ en el espacio de trabajo, sino también la adecua-

da distribución de este valor en todas las configuraciones. Para

el caso número de condición este ı́ndice fue definido reciente-

mente por (Li, 2010).

Otro ı́ndice global se podrı́a expresar mediante la división

del promedio entre la desviación estándar: GW (μ) = n(μ)
d(μ)

. Este

ı́ndice fue definido por (Li, 2005) para el caso particular de

la inversa del número de condición. Sin embargo, este ı́ndice

puede ocasionar problemas cuando el valor de la desviación

estándar es menor que 1. Por lo tanto, definimos aquı́ otro ı́ndice,

llamado relación de nivel y distribución de un ı́ndice μ depen-

diente de la postura:

R(μ) =
α1n(μ)

α2d(μ) + 1
(31)

De esta manera, este ı́ndice serı́a directamente proporcional

al promedio de μ, e inversamente proporcional a la desviación

estándar. Si lo que se desea es minimizar los valores μ en el

espacio de trabajo, entonces este ı́ndice se adecuarı́a mejor me-

diante el producto, R(μ) = α1n(μ)(α2d(μ) + 1).

Por otro lado, podrı́amos definir otro ı́ndice a partir de la

desviación estándar, seleccionando un valor medio deseado de

un ı́ndice para el espacio de trabajo, y midiendo la lejanı́a de

los valores (en cada configuración) a este valor mediante la

desviación estándar. Minimizando la desviación estándar en-

contrarı́amos el diseño cuyas configuraciones en general estén

mas cerca del valor medio deseado. Finalmente, las expresiones

n(μ) y b(μ), pudieran expresarse también en forma de integrales.

7. Conclusiones

En este artı́culo se realizó una revisión de diversos ı́ndices

de desempeño que pueden ser útiles para la planificación de

movimientos y el diseño de robots. Se presento la definición

de una colección de ı́ndices de cuatro tipos diferentes: ı́ndices

de desempeño cinetostático, ı́ndices de desempeño dinámico,

ı́ndices de lı́mites articulares, y finalmente ı́ndices definidos so-

bre el espacio de trabajo.

Los ı́ndices de desempeño cinetostático permiten evaluar la

capacidad de un manipulador para transformar las velocidades

o fuerzas en los actuadores, en velocidades o fuerzas en el efec-

tor final. Uno de estos ı́ndices es el Número de Condición de

la matriz Jacobiana, utilizado para determinar la precisión del

robot en una configuración dada. Por otro lado está la Manip-

ulabilidad, que mide la capacidad del robot, en cierta postura,

para generar velocidades en el efector final. El Índice de Com-

patibilidad permite determinar las configuraciones del manipu-

lador que sean más adecuadas con la tarea a realizar. Cuando

se desea determinar la cercanı́a a una configuración singular,

(Klein, 1987) propuso el uso de Mı́nimo Valor Singular, ya que

este valor aporta información directa sobre si la matriz Jaco-

biana está a punto de perder su rango máximo.

La mayorı́a de los ı́ndices de desempeño presentados fueron

definidos para aplicarse en robots seriales. No obstante, ha habi-

do esfuerzos para la aplicación de estos mismos en otras arqui-

tecturas mecánicas, (Wen, 1999), (Park, 1998), (Bicchi, 1995).

En el caso de los manipuladores paralelos, el número de condi-

ción de la matriz Jacobiana es el que se ha utilizado con mayor

frecuencia (Merlet, 2006).

Para que los ı́ndices de desempeño basados en la matriz Ja-

cobiana puedan ser evaluados de manera consistente, los ele-

mentos de la matriz Jacobiana deben ser dimensionalmente ho-

mogéneos (Lipkin, 1989), (Doty, 1993), ya que su uso puede

causar problemas importantes en el diseño y el control de un

manipulador. Algunos autores han sugerido que se divida el es-

tudio de los ı́ndices de desempeño para manipuladores con Ja-

cobianas homogéneas y no homogéneas (Di Gregorio, 2002),

(Di Gregorio, 2006), (Angeles, 2007). Para los manipuladores

cuya Jacobiana es homogénea, es decir, aquellos manipuladores

de posicionamiento ú orientación de 2 o 3 grados de libertad

cuyas articulaciones son del mismo tipo, los ı́ndices presen-

tados tienen aplicación directa y ofrecen información a nivel

teórico y práctico. Por otro lado, en el caso de manipuladores

cuya matriz no es homogénea, es decir aquellos manipuladores

de posicionamiento y orientación de 3 o mas grados de libertad,

se han propuesto diversas formas de solucionar este problema.

En este artı́culo se presentaron algunas de esas soluciones.

Cuando un robot manipulador se encuentra en movimiento

está sujeto a fuerzas no lineales como lo son: las fuerzas in-

erciales, fuerzas centrı́fugas y de coriolis, y las fuerzas de la

gravedad. Por lo tanto, es importante para el diseño, el análisis

y el control, caracterizar la dinámica del manipulador mediante

ı́ndices de desempeño. En este caso, en (Yoshikawa, 1985a)

y (Ma, 1991a) se propusieron la Manipulabilidad Dinámica y

el Índice de Condicionamiento Dinámico, respectivamente. En

(Khatib, 1987), presento un ı́ndice de desempeño dinámico y

una estrategia de optimización que tiene por objetivo extender

los lı́mites máximos de velocidad que el efector final puede al-

canzar, y al mismo tiempo lograr la mayor uniformidad de estos

lı́mites en todas direcciones.

En este trabajo presentamos diversos ı́ndices sobre los lı́mites

articulares. Los autores de estos ı́ndices los han utilizado co-

mo funciones objetivo a optimizar durante la planificación de

trayectorias.

Por otro lado, en este artı́culo propusimos algunos ı́ndices

x x
yy

  a) b)µ µ
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de desempeño globales. Estos ı́ndices, no solo valoran el nivel

medio de un ı́ndice dependiente de la postura en el espacio de

trabajo, sino también la adecuada distribución los valores de ese

ı́ndice en todas las configuraciones.

A pesar de que los ı́ndices de desempeño presentados son

herramientas eficaces de evaluación, se debe tener en cuentan

que para realizar una valoración completa de un manipulador,

se debe considerar otros factores, como lo son: la capacidad de

carga, la velocidad, el alcance, la exactitud, la repetitividad, la

seguridad, el costo, entre otros.

English Summary

Performance Indices for Robotic Manipulators: a review
of the State of the Art.

Abstract

The performance indices are important tools for motion plan-

ning and design of robot manipulators. In this paper we present

a collection of some of the performance indices that have gener-

ated interest in the robotics community. These indices are four

different types: kinetostatic performance indices, dynamic per-

formance indices, indices of joint limits, and finally global per-

formance indices. In addition, we review the strategies that have

been proposed to solve the problems that occur when the units

of the Jacobian matrix elements are not homogeneous. At the

end of this paper, we propose a set of global performance in-

dices that can be useful in the design of robot manipulators.

Keywords:

Performance Indices, Kinetostatic, Dynamic, Joint Limits,

Global
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