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Resumen: La vibración causada por el desequilibrio es un problema común que se presenta en la 
maquinaria rotatoria. En este artículo se presenta una revisión de los trabajos de investigación que se 
han realizado en el área de equilibrado y control activo de vibraciones en maquinaria rotatoria. 
Además, se presentan dos propuestas de solución a este problema de atenuación de vibraciones para 
tareas de seguimiento de trayectorias de realimentación de la salida deseada. La primera propuesta 
consiste en el uso de un cojinete móvil para modificar la longitud del rotor, y como consecuencia, la 
frecuencia natural, y así evitar las grandes amplitudes que ocurren en la resonancia. La segunda 
propuesta consiste en montar un disco equilibrador activo sobre el rotor, el cual contiene una masa de 
equilibrado que puede ubicarse en cualquier posición radial y angular dentro del disco para atenuar las 
vibraciones causadas por el desequilibrio residual. Puesto que ambas estrategias de control activo 
requieren información de la excentricidad del rotor, el método de identificación algebraica es utilizado 
para la estimación en línea de los valores de sus parámetros. Copyright © 2010 CEA. 
Palabras Clave: Control Activo de Vibraciones, Equilibrado Activo de Rotores, Identificación de 
Excentricidad. 

1. INTRODUCCIÓN 

Las fuentes comunes que generan vibraciones en la maquinaría 
rotatoria son principalmente el desequilibrio, resonancias y el 
desalineamiento. El desequilibrio ocurre cuando el eje principal 
de inercia no coincide con el eje geométrico del sistema, 
provocando vibraciones que generan fuerzas indeseables que son 
transmitidas principalmente a los soportes o cojinetes. La 
resonancia ocurre cuando una frecuencia natural del sistema se 
iguala con otra frecuencia de excitación y en esta condición 
ocurren las máximas amplitudes de vibración. Las máquinas 
rotatorias, generalmente, operan por encima de la primera 
frecuencia natural, es decir, pasan por al menos una resonancia. 
En la actualidad, se quiere operar la maquinaria rotatoria a 
velocidades cada vez más altas, por arriba de la primera 
velocidad crítica, por lo que, surge la necesidad de equilibrar 
estas máquinas para evitar catástrofes o que se dañen los 
componentes debido a las fuerzas que se generan por las 
vibraciones excesivas al pasar por la resonancia. 
 
Para equilibrar la maquinaria rotatoria se han propuestos 
diversos métodos o dispositivos pasivos y activos con el objetivo 
de atenuar las vibraciones causadas por el desequilibrio o las 
resonancias (Green et al., 2008; Hredzak et al., 2006; Chong-
Won, 2006; Ward, 2004, Zhou y Shi, 2001). 
 
En el control pasivo el sistema rotatorio se modifica estando el 
rotor fuera de línea, es decir, el rotor es parado para realizar el 
ajuste de alguno o todos sus parámetros tales como, su masa, 
rigidez y amortiguamiento. Existen diversos métodos para el 
equilibrado pasivo de maquinaria rotatoria, algunos de estos son 
el equilibrado en un plano, dos o múltiples planos y el 

equilibrado modal. Mediante estos métodos se puede estimar 
cual es la dirección del punto pesado (punto de aparente 
concentración de todas las fuerzas de desequilibrio distribuidas 
alrededor de un disco o eje) y, posteriormente, una masa de 
equilibrado es agregada opuestamente al punto pesado para 
contrarrestar la fuerza centrífuga debido a la masa de 
desequilibrio. En la Figura 1 se muestra un disco inercial el cual 
contiene varias perforaciones para agregar masas de equilibrado. 
El punto pesado se puede determinar mediante el uso de una 
marca de referencia en el disco y con el uso de sensores de 
desplazamiento de no-contacto. 

 
Figura 1. Disco inercial y sensor de desplazamiento de no 

contacto. 

Thearle (1932), propuso el primer dispositivo equilibrador 
automático y diseñó máquinas para equilibrar maquinaria 
rotatoria. El equilibrador automático consistía en un disco con 
dos masas del mismo peso y tamaño, montadas en dos eslabones 
que pueden girar libremente (Figura 2). Para determinar la 
posición del desequilibrio, el rotor era operado por encima de la 
velocidad crítica y posteriormente se dejaba rotar libremente, y 
así, las masas de manera automática buscan posicionarse en una 
condición de equilibrio (equilibrado automático). Mediante el 
radio y el ángulo entre los dos eslabones se determinaba la 
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posición del desequilibrio y posteriormente con el uso de un 
embrague se fijaban las masas en la posición de equilibrio. 
También, se han propuesto variaciones de este tipo de 
equilibradores automáticos probando que en velocidades de 
operación constante atenúan la amplitud de vibración pero en el 
transitorio no atenúan las amplitudes, por el contrario, en la 
resonancia estos discos pueden incrementar la amplitud de 
vibración (Chong-Won, 2006; Zhou y Shi, 2001). 

 
Figura 2. Equilibrador automático de dos masas. 
 
En el control activo se utilizan dispositivos para aplicar fuerzas 
de control, los cuales son realimentados y/o prealimentados de la 
información de los estados del sistema obtenida mediante 
sensores. La implementación de control activo en maquinaria 
rotatoria proporciona ventajas para atenuar las amplitudes de 
vibración, durante el paro y arranque a través de velocidades 
críticas, y atenuar la vibración transitoria, tal como el 
desequilibrio repentino (pérdida de paletas, alabes, etc.). 
 
Palazzolo et al. (1993), proponen el uso de actuadores 
piezoeléctricos (Figura 3.a) para el control activo de vibraciones. 
El uso de estos actuadores permite atenuar las amplitudes de 
vibración tanto en el transitorio como en velocidades constantes 
de operación, donde, los actuadores son modelados mediante 
resortes y amortiguadores; con la fuerza que se aplica se 
modifican las propiedades de rigidez y amortiguamiento del 
sistema. Recientemente, Carmignani et al. (2001), proponen el 
uso de actuadores piezoeléctricos combinados con un cojinete 
presurizado y muestran experimentalmente, que se puede atenuar 
las amplitudes de vibración a velocidad de operación constante 
por abajo de la primera velocidad crítica. 
 
También, se ha propuesto el uso de cojinetes de levitación 
magnética (Figura 3.b), para el control activo de vibraciones 
(Lee, 2001; Sheu-Yang, 1997), ya que presentan poca fricción, 
entre el cojinete y el rotor, y se pueden generar fuerzas 
electromagnéticas para el control de las vibraciones. Sin 
embargo, presentan ciertas desventajas tales como: requieren el 
uso de cojinetes auxiliares (convencionales: bolas, rodillos, etc.), 
los cuales, son sacrificados en casos donde el cojinete magnético 
falla; pueden requerir una realimentación de corriente adicional 
para proporcionar las fuerzas para controlar el rotor, por lo que 
el flujo de corriente adicional en la bobina crea más calor 
ocasionando que se implementen sistemas de enfriamiento, 
además, requieren de una cantidad considerable de corriente 
eléctrica y un área grande para generar grandes fuerzas. 

 
Figura 3. a) Actuador piezoeléctrico y b) Cojinete de levitación 

magnética. 

Otro dispositivo de gran interés para el control activo es el uso 
de cojinetes presurizados, como se muestra en la Figura 4; 
mediante el control de la presión del fluido se puede modificar 
las propiedades de rigidez y amortiguamiento del sistema. 
Guozhi et al. (2000), proponen el uso de un cojinete presurizado 
con fluidos reológicos (Figura 4.a) para atenuar las vibraciones 
alrededor de la primera velocidad crítica. Un fluido reológico 
cambia su propiedad de amortiguamiento cuando se le aplica un 
voltaje eléctrico o campo magnético. Para atenuar la amplitud en 
la resonancia el rotor se empieza a girar, posteriormente, cuando 
el rotor alcanza una velocidad cercana a la primera velocidad 
crítica se aplica un voltaje eléctrico al fluido reológico en el 
cojinete hasta pasar la velocidad crítica, después, el voltaje es 
eliminado y se sigue acelerando el rotor hasta llegar a la 
velocidad de operación. De manera paralela, Hathout y El-Shafei 
(1997) proponen el uso de cojinetes presurizados para el control 
activo de vibraciones, mediante el control de la presión de una 
cámara (Figura 4.b). Posteriormente, El Shafei (2000), realiza un 
estudio de la comparación de varios controladores, tales como, 
P, PI, LQR, On-Off y no lineales implementados en el cojinete 
presurizado para mostrar el desempeño de atenuar la vibración 
durante el transitorio y a velocidad constante. 

 
Figura 4. Cojinetes presurizados: a) con fluidos reológicos y b) 

con una cámara con fluido. 

Sun y Kroedkiewski (1997 y 1998) proponen el uso de un tipo 
de cojinete presurizado. El objetivo es modificar el espesor de la 
película de aceite en el cojinete mediante una camisa flexible 
(Figura 5.a) que controla la presión de la cámara por medio de 
una válvula y un sistema hidráulico. La deformación de la 
camisa se realiza mediante la presión de la cámara afectando la 
geometría y espesor de la capa de fluido, lo que modifica las 
propiedades dinámicas del sistema rotatorio para atenuar las 
amplitudes de vibración. 
 
Recientemente, Dyer et al., (2002)  proponen un equilibrador 
activo el cual consiste de un generador de campo magnético que 
mantiene interacción con un disco equilibrador fijo a la máquina 
rotatoria. El equilibrador está separado por una distancia muy 
pequeña del generador electromagnético como se muestra en la  
Figura 5.b. La idea del equilibrador es posicionar de manera 
correcta dos masas, por medio de los imanes permanentes y del 
generador electromagnético, de manera que contrarresten la 
fuerza centrífuga generada por la masa de desequilibrio. 
 

 
Figura 5. a) Cojinete presurizado con camisa flexible y b) 

equilibrador activo actuado electromagnéticamente. 
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A continuación, se mostrará el desarrollo de las dos propuestas: 
la primera de un rotor con un cojinete móvil y la segunda de un 
rotor con un disco equilibrador activo. 

2. SISTEMA ROTATORIO CON COJINETE MÓVIL 

2.1  Descripción del sistema 

Considere un rotor Jeffcott como se muestra en la Figura 6, en 
donde, m representa la masa del rotor concentrada en el disco y k 
denota la rigidez del eje de masa despreciable. Debido a la 
presencia del desequilibrio, el centro de masa G se encuentra a 
una distancia u del centro geométrico S, a esta distancia se le 
conoce como excentricidad del disco. Mediante el uso de un 
servomecanismo para controlar el movimiento de uno de los 
soportes (cojinete derecho), se puede modificar la longitud del 
eje y la rigidez del rotor, por lo tanto, se puede controlar la 
frecuencia natural del sistema, mientras el rotor es acelerado o 
desacelerado, para evadir la resonancia y así evitar el 
crecimiento de amplitudes grandes de vibración (Blanco et al., 
2003).  

 
Figura 6.  a) Rotor Jeffcott-cojinete móvil y b) vista lateral del 

disco inercial. 

 
Para el análisis, se consideran las siguientes suposiciones: mb es 
la masa equivalente del cojinete móvil, cb es el amortiguamiento 
viscoso entre el cojinete móvil y la guía lineal,  F es la fuerza del 
actuador para controlar la rigidez del eje, ߱ ൌ ሶ߮  es la velocidad 
angular del rotor, la cual es actuada por medio de un motor 
eléctrico con su controlador. El modelo matemático del rotor 
Jeffcott-cojinete móvil de cuatro grados de libertad, puede ser 
obtenido aplicando la segunda ley de Newton y está dado por el 
siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales: 
ሷݔ݉  ൅ ݔ݇ ൌ ݉ሺݑ ሷ߮ sen ߮ ൅ ݑ ሶ߮ ଶ cos ߮ሻ (1) ݉ݕሷ ൅ ݕ݇ ൌ ݉ሺݑ ሶ߮ ଶ sen ߮ െ ݑ ሷ߮ cos ߮ሻ (2) 
          ሺܬ ൅ ଶሻݑ݉ ሷ߮ ൌ ߬ െ ܿఝ ሶ߮ ൅  (3) ݌
            ݉௕ ሷܾ ൅ ܿ௕ ሶܾ ൌ  (4) ܨ
 
donde J denota el momento polar de inercia del rotor, τ es el 
torque aplicado para regular la velocidad del rotor, cφ denota el 
coeficiente de amortiguamiento viscoso y ݌ ൌ ݉ሺݔሷݑ sen ߮ െݕሷݑ cos ߮ሻ. Además, x y y denotan las coordenadas ortogonales 
que describen la posición del disco y b es la posición del cojinete 
móvil la cual es controlada por medio de la fuerza de control F. 
 
El coeficiente de rigidez del eje puede aproximarse como: 
 ݇ ൌ ሺܽଶ݈ܫܧ3 െ ܾܽ ൅ ܾଶሻܽଷܾଷ  (5) 

 
donde l=a+b es la longitud total del rotor, I es el momento de 
inercia del eje de diámetro D y E es el modulo de elasticidad de 
Young (E=2.11×1011 N/m2). La frecuencia natural no 
amortiguada del sistema está dada por: 
 

߱௡ ൌ ඥ݇ ݉⁄ . (6) 
 
De manera que, controlando b por medio de la fuerza de control     
se puede manipular ߱௡ para evadir apropiadamente las 
velocidades críticas durante el arranque o paro del rotor. 
Definiendo las variables de estado como ݖଵ ൌ ,ݔ ଶݖ ൌ ሶݔ , ଷݖ  ൌݕ, ସݖ ൌ ሶݕ , ହݖ ൌ ߮, ଺ݖ ൌ ሶ߮ , ଻ݖ ൌ ܾ, ଼ݖ ൌ ሶܾ  y las fuerzas 
generalizadas como ݑଵ ൌ ߬  y ݑଶ ൌ  las ecuaciones (1-4) ,ܨ
pueden ser representadas en el espacio de estados como: 
ሶݖ  ൌ ݂ሺݖሻ ൅ ݃ଵሺݖሻݑଵ ൅ ݃ଶሺݖሻݑଶ 
௨ݕ                  ൌ ݄ሺݖሻ ൌ ଵଶݖ ൅  ଷଶ (7)ݖ

 
donde z∈R8, u1, u2∈R, y yu∈R es la magnitud del desequilibrio, f, 
g1 y g2 son funciones diferenciables. 
 
El objetivo de control consiste en reducir tanto como sea posible 
la amplitud de vibración denotada en forma adimensional como:  
 ܴ ൌ ඨݖଵଶ ൅ ݑଷଶݖ  (8) 

 
mientras el rotor es acelerado o parado aún en presencia de 
pequeñas perturbaciones endógenas o exógenas. 
 
En la Tabla 1 se muestran los parámetros del sistema rotor-
cojinete móvil empleados en las simulaciones.  

Tabla 1.  Parámetros de Simulación del rotor 

mr=0.9kg D=0.01m z₇=0.3±0.05m cb=10Ns/m 
mb=0.4kg rdisk=0.04m a=0.3m cφ=1.5×10⁻³Nms/rad 
u=100μm    

 

2.2 Control activo de vibraciones 

Con la finalidad de controlar la velocidad del rotor se considera 
solo su dinámica asociada (3), bajo la suposición de que la 
excentricidad u es perfectamente conocida. 
ሶ଺ݖ  ൌ ܬ1 ൫ݑଵ െ ܿఝݖ଺ െ ଵݖݑ݇ sen ହݖ ൅ ଷݖݑ݇ cos  ହ൯ݖ

 
Se propone el siguiente controlador PI para obtener la velocidad 
deseada ݖ଺כ, mediante esquemas de aceleración, del sistema 
rotatorio. 
ଵݑ  ൌ ݒܬ ൅ ܿఝݖ଺ ൅ ଵݖݑ݇ sen ହݖ െ ଷݖݑ݇ cos ݒ ହݖ ൌ כሶ଺ݖ െ ଺ݖଵሺߙ െ ሻכ଺ݖ െ ଴ߙ න ሺݖ଺ െ ௧ݐሻ݀כ଺ݖ

଴ . (9) 

 
La dinámica en lazo cerrado con el controlador propuesto para el 
seguimiento de trayectorias, en donde el error está dado por ݁ ൌ ଺ݖ െ   :es ,כ଺ݖ
 ሷ݁ ൅ ଵߚ ሶ݁ ൅ ଴݁ߚ ൌ 0 (10) 
 
Los parámetros ߚ଴ y ߚଵ son seleccionados de manera que el 
polinomio característico de (10) sea Hurwitz, para garantizar que 
la dinámica del error sea globalmente asintóticamente estable. 
 
La trayectoria de velocidad deseada está dada por el siguiente 
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polinomio de Bézier: 
ሻݐሺכ଺ݖ  ൌ ଺௜ݖ ൅ ൫ݖ଺௙ െ ,ݐ൫ߪ଺௜൯ݖ ,௜ݐ  ௣ହߤ௙൯ݐ
,ݐ൫ߪ       ,௜ݐ ௙൯ݐ ൌ ଵߛ െ ௣ߤଶߛ ൅ ௣ଶߤଷߛ െ ڮ ൅  ௣ହߤ଺ߛ
௣ߤ                   ൌ ௧ି௧೔௧೑ି௧೔ 

(11) 

 
donde ݖ଺௜ ൌ ଺௙ݖ ௜ሻ yݐሺכ଺ݖ ൌ  ௙൯ son las velocidades inicial yݐ൫כ଺ݖ
final deseadas, de manera que el rotor pase por la primera 
velocidad crítica (6), tal que 
ሻݐሺכ଺ݖ  ൌ ቐ 0 0 ൑ ݐ ൏ ,ݐ൫ߪ௜ݐ ,௜ݐ ଺௙ݖ௙൯ݐ ௜ݐ ൑ ݐ ൏ ଺௙ݖ௙ݐ ݐ ൐ ௙ݐ . (12) 

 
Los parámetros de la función polinomial ݖ଺כሺݐሻ son γ1=252, 
γ2=1050, γ3=1800, γ4=1575, γ5=700, γ6=126.  
 
El problema fundamental con el controlador propuesto (9), es 
que la excentricidad u no es conocida, excepto el hecho de que 
es constante. A continuación se aplicará el método de 
identificación algebraica, reportado por Fliess y Sira-Ramírez 
(2003), para estimar la excentricidad u.  

2.3  Identificación algebraica de la excentricidad 

Considere la sexta ecuación de (7), en donde, el momento de 
inercia J y la rigidez del eje k son conocidas; las coordenadas de 
posición del disco (z1, z3) y la entrada de control u1 están 
disponibles para el proceso de identificación de la excentricidad 
u. 
ሶ଺ݖ  ൌ ܬ1 ൫ݑଵ െ ܿఝݖ଺ െ ଵݖݑ݇ sen ହݖ ൅ ଷݖݑ݇ cos  ହ൯. (13)ݖ

 
Multiplicando (13) por t e integrando el resultado una vez con 
respecto al tiempo t, posteriormente, usando integración por 
partes, resulta 
 ቆݖݐ଺ െ න ௧ݐ଺݀ݖ

଴ ቇ ൌ න ଵݑ൫ݐ െ ܿఝݖ଺൯௧
଴൅ ݑ݇ න ଷݖሺݐ cos ହݖ െ ଵݖ sen ହሻ௧ݖ

଴  (14) .ݐ݀

 
Finalmente, resolviendo para u en (14) se obtiene el siguiente 
identificador algebraico: 
ොݑ  ൌ ଺ݖݐܬ െ ׬ ൫ݖܬ଺ ൅ ଵݑݐ െ ௧଴݇ݐ଺൯݀ݖఝܿݐ ׬ ଷݖሺݐ cos ହݖ െ ଵݖ sen ହሻ௧଴ݖ ݐ݀ , ܶ׊ א ሺܱ,  ሿ (15)ߜ

  
donde δ es un valor suficientemente pequeño y positivo. Por lo 
tanto, cuando el denominador del identificador (15) es diferente 
a cero, en al menos para un intervalo de tiempo pequeño ሺ0,   ሿߜ
con ߜ ൐ 0, uno puede encontrar de (15) una forma de expresión 
cerrada para la excentricidad estimada. 
 
El controlador PI (9) puede ser combinado con la identificación 
en línea de la excentricidad (15), resultando la siguiente ley de 
control PI equivalente: 
ଵݑ  ൌ ݒܬ ൅ ܿఝݖ଺ ൅ ଵݖොݑ݇ sen ହݖ െ ଷݖොݑ݇ cos  ହ (16)ݖ

ݒ ൌ כሶ଺ݖ െ ଺ݖଵሺߙ െ ሻכ଺ݖ െ ଴ߙ න ሺݖ଺ െ ௧ݐሻ݀כ଺ݖ
଴  

con ݑො ൌ ଺ݖݐܬ െ ׬ ൫ݖܬ଺ ൅ ଵݑݐ െ ௧଴݇ݐ଺൯݀ݖఝܿݐ ׬ ଷݖሺݐ cos ହݖ െ ଵݖ sen ହሻ௧଴ݖ ݐ݀ , ܶ׊ א ሺܱ,  .ሿߜ
 
Note que, de acuerdo con la aproximación algebraica, la cual 
proporciona una rápida identificación de la excentricidad, el 
controlador propuesto (16) resulta en un esquema de control 
adaptivo. 

2.4  Respuesta en lazo abierto 

La Figura 7 muestra la identificación de la excentricidad y el 
comportamiento dinámico del controlador PI tipo adaptivo (16), 
el cual inicia usando el valor nominal de u=0μm. En esta figura 
se puede apreciar que el proceso de identificación es casi 
instantáneo. El objetivo de control es llevar el rotor desde el 
reposo hasta una velocidad de operación de z6f=300 rad/s. 
En la Figura 8 se muestra la amplitud resultante de vibración del 
rotor, usando el controlador PI, para tres diferentes posiciones 
constantes del cojinete derecho. Se puede notar que para una 
longitud pequeña l=0.55m (ݖ଻ ൌ 0.25݉ሻ, el rotor presenta una 
frecuencia más grande y, para una longitud más grande l=0.65m 
଻ݖ) ൌ 0.35݉ሻ se tiene una frecuencia natural más pequeña. De 
aquí que para tener una respuesta mínima al desequilibrio, la 
longitud del rotor debería iniciar en l=0.55m y, posteriormente, 
cambiar repentinamente a l=0.65m, en el momento en que la 
respuesta para l=0.55m cruce con la respuesta para l=0.65m. 

 
Figura 7.  Respuesta en lazo cerrado utilizando el controlador PI 

e identificación de la excentricidad. 

 

 
Figura 8 Respuesta al desequilibrio para diferentes posiciones 

constantes del cojinete derecho. 

 

2.5 Control de posición del soporte móvil 
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La dinámica asociada al cojinete móvil está dada por las 
ecuaciones 7 y 8 de (7), 
 
ሶ଻ݖ                                   ൌ ሶ଼ݖ ଼ݖ ൌ െ ܿ௕݉௕ ଼ݖ ൅ 1݉௕  .ଶݑ
 
Se propone el siguiente controlador Proporcional Integral 
Generalizado (GPI por sus siglas en inglés) para el seguimiento 
robusto y asintótico de la trayectoria deseada ݖ଻כሺݐሻ para la 
posición y velocidad del cojinete móvil: 
 
ଶݑ                       ൌ ݉௕ݒ െ ܿ௕̂ݒ   ଼ݖ ൌ ሻݐሺכሷ଻ݖ െ ଼ݖଶ൫̂ߙ െ  ሻ൯ݐሺכ଻ݖ

                 െߙଵሺݖ଻ െ ሻכ଻ݖ െ ଴ߙ ଻ݖሺ׬ െ  ሻכ଻ݖ
(16) 

 
donde ଼̂ݖ es un reconstructor integral de la velocidad del 
cojinete, el cual está dado por: 
଼ݖ̂  ൌ െ ܿ௕݉௕ ଻ݖ ൅ 1݉௕ න ௧ߪሻ݀ߪଶሺݑ

଴ . 
 
Los parámetros de diseño αi, i=0,..,2, son seleccionados de 
manera que el polinomio característico del sistema en lazo 
cerrado sea Hurwitz, para garantizar que la dinámica del error 
sea globalmente asintóticamente estable. El controlador GPI (17) 
requiere solo mediciones de la posición del cojinete. 

2.6  Respuesta en lazo cerrado 

La Figura 9 muestra la respuesta al desequilibrio del rotor 
Jeffcott-cojinete móvil utilizando, simultáneamente, el 
controlador de velocidad PI, la identificación algebraica y el 
controlador GPI de posición del cojinete. Se puede apreciar que 
el cambio de posición del cojinete produce pequeñas 
oscilaciones transitorias debido a la inercia y efectos centrífugos 
en el rotor. El cambio de posición del cojinete se implementa de 
manera que cuando el rotor es acelerado del reposo, inicie con la 
posición de z7i=0.25m (i.e., l=0.55m) y posteriormente cambie a 
z7i=0.35m (i.e., l=0.65m) exactamente en el punto de cruce 
mostrado en la respuesta de la Figura 8. La velocidad y el tiempo 
en que ocurre el cambio es cuando z6=170.6rad/s y t=23.9s. La 
respuesta de la posición del cojinete z7(t) se muestra en la Figura 
10 junto con la fuerza de control requerida u2.   

 
Figura 9.  Respuesta al desequilibrio con el control activo de 

vibraciones usando un cojinete móvil. 

 

 
Figura 10.  Respuesta de la posición del cojinete móvil 

utilizando el controlador GPI. 

 
Comparando la respuesta obtenida en lazo abierto y la respuesta 
en lazo cerrado, se puede observar que en la respuesta al 
desequilibrio obtenida en la Figura 9 presenta una reducción del 
64% con respecto a la respuesta obtenida para una configuración 
del rotor Jeffcott. 

3. DISCO EQUILIBRADOR ACTIVO 

3.1 Descripción del sistema 

Considere un rotor Jeffcott, en donde, M representa la masa del 
rotor concentrada en el disco montada en la mitad de un eje de 
masa despreciable y de rigidez k como se muestra en la Figura 
11. Debido a la presencia del desequilibrio, el centro de masa G 
se encuentra a una distancia u del centro geométrico S, a esta 
distancia se le conoce como excentricidad del disco. La 
propuesta para implementar equilibrado activo consiste en 
agregar un disco al rotor y cercano al disco principal (inercia 
desequilibrada). 

 
Figura 11.  Sistema rotor-cojinetes con disco equilibrador activo. 

 
El Disco Equilibrador Activo (DEA) propuesto (ver Blanco-
Ortega et al., 2008) es diseñado de manera que la masa 
equilibradora m1 se pueda mover en todas las posiciones 
angulares y radiales dentro del disco, las cuales están denotadas 
por α y r1, respectivamente (Figuras 11 y 12). Estos 
movimientos pueden obtenerse mediante el uso de un tornillo o 
husillo para el movimiento radial y con un sistema de engranes 
cónicos se puede obtener el movimiento angular. La masa m1 y 
la distancia radial r1 son parámetros de diseño del disco y 
dependerán del tamaño y peso de la máquina rotatoria a 
equilibrar, de manera que con estos parámetros se puedan 
generar las fuerzas centrífugas que permitan contrarrestar la 
fuerza generada por la masa de desequilibrio del sistema 
principal.
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Figura 12.  Disco Equilibrador activo: (a) configuración de los 

elementos principales y (b) vista lateral del DBA y disco 
inercial principal. 

 
El modelo matemático de cinco grados de libertad para el 
sistema rotor-cojinetes con el DBA puede ser obtenido mediante 
el formulismo de Euler-Lagrange, el cual está dado por el 
siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales: 
 ሺܯ ൅ ݉ଵሻݔሷ ൅ ሶݔܿ ൅ ݔ݇ ൌ ܯሻ ሺݐ௫ሺ݌ ൅ ݉ଵሻݕሷ ൅ ሶݕܿ ൅ ݕ݇ ൌ ௘ܬ ሻݐ௬ሺ݌ ሷ߮ ൅ ܿఝ ሶ߮ ൌ ߬ଵ ൅ ሷߙଵଶݎሻ ݉ଵݐఝሺ݌ ൅ 2݉ଵݎଵݎሶଵߙሶ ൅ ݉ଵ݃ݎଵ cos ߙ ൌ ߬ଶ ݉ଵݎሷଵ െ ݉ଵݎଵߙሶ ଶ ൅ ݉ଵ݃ sen ߙ ൌ  ܨ

(18) 

con ݌௫ሺݐሻ ൌ ሾݑܯ ሷ߮ senሺ߮ ൅ ሻߚ ൅ ሶ߮ ଶ cosሺ߮ ൅ ሻሿ൅ߚ ݉ଵݎଵሾ ሷ߮ senሺ߮ ൅ ሻߙ ൅ ሶ߮ ଶ cosሺ߮ ൅ ሻݐ௬ሺ݌ ሻሿߙ ൌ ሾݑܯ ሶ߮ ଶ senሺ߮ ൅ ሻߚ െ ሷ߮ cosሺ߮ ൅ ሻሿ൅ߚ ݉ଵݎଵሾ ሶ߮ ଶ senሺ߮ ൅ ሻߙ െ ሷ߮ cosሺ߮ ൅ ሻݐఝሺ݌ ሻሿߙ ൌ ሷݔሾݑܯ senሺ߮ ൅ ሻߚ െ ሷݕ cosሺ߮ ൅ ሻሿ൅ߚ ݉ଵݎଵሾݔሷ senሺ߮ ൅ ሻߙ െ ሷݕ cosሺ߮ ൅  ሻሿߙ
 
donde J y cφ son el momento polar de inercia y el 
amortiguamiento viscoso, τ1(t) es el torque aplicado para regular 
la velocidad de rotación del rotor, x y y son las coordenadas 
ortogonales que describen la posición del disco, r1 y α denotan la 
posición radial y angular de la masa de equilibrado, las cuales 
son controladas por medio de la fuerza de control F(t) y el torque  
τ2(t), respectivamente. 
 
Para el diseño de los controladores se considera el siguiente 
cambio de variables, donde, ݖଵ ൌ ,ݔ ଶݖ ൌ ሶݔ , ଷݖ  ൌ ,ݕ ସݖ ൌݕሶ , ହݖ ൌ ߮, ଺ݖ ൌ ሶ߮ , ଻ݖ ൌ ,ଵݎ ଼ݖ ൌ ,ሶଵݎ ଽݖ ൌ ଵ଴ݖ y ߙ ൌ ሶߙ , para 
representar el modelo matemático (18) en espacio de estados 
como: 
ሶݖ  ൌ ݂ሺݖሻ ൅ ݃ଵሺݖሻݑଵ ൅ ݃ଶሺݖሻݑଶ 
௨ݕ                   ൌ ݄ሺݖሻ ൌ ଵଶݖ ൅  ଷଶ (19)ݖ

 
donde z∈R10, u1, u2∈R, y yu∈R es la magnitud del desequilibrio, 
f, g1 y g2 son funciones suaves. 

3.2 Control activo de vibraciones 

De las Figuras 11 y 12 se puede apreciar que si la masa m1 es 
posicionada en ቀݎҧ ൌ ெ௨௠భ , തߙ ൌ ߚ ൅  ቁ, el desequilibrio puede serߨ
cancelado. Para el diseño de los controladores para posicionar la 
masa m1, se considera su dinámica asociada dada por las 
ecuaciones 4 y 5 de (18), representadas en el espacio de estados. 
A partir de estas ecuaciones se proponen los controladores no-
lineales para llevar la masa equilibradora al punto de equilibrio  ቀݕଶ ൌ ҧݎ ൌ ெ௨௠భ , ଷݕ ൌ തߙ ൌ ߚ ൅  :ቁߨ

ܨ ൌ ݉ଵݒଶ ൅ ݃݉ଵ sen ଽݖ െ ݉ଵݖ଻ݖଵ଴ଶ  ߬ଶ ൌ ݉ଵݖ଻ଶݒଷ ൅ ݃݉ଵݖ଻ cos ଽݖ ൅ 2݉ଵݖ଻ݖ଼ݖଵ଴ (20) 
(21) 

con ݒଶ ൌ ሻݐሺכሷଶݕ െ ሶଶݕଶଶሾߛ െ ሻሿݐሺכሶଶݕ െ ଶݕଶଵሾߜ െ ሻሿെݐሺכଶݕ ଶ଴ߜ න ሾݕଶ െ ௧ߪሻሿ݀ߪሺכଶݕ
଴ ଷݒ  ൌ ሻݐሺכሷଷݕ െ ሶଷݕଷଶሾߛ െ ሻሿݐሺכሶଷݕ െ ଷݕଷଵሾߜ െ ሻሿെݐሺכଷݕ ଷ଴ߜ න ሾݕଷ െ ௧ߪሻሿ݀ߪሺכଷݕ
଴  

 
donde ݕଶכሺݐሻ y ݕଷכሺݐሻ son las trayectorias deseadas para las 
salidas y2  y y3. El error de seguimiento para cada salida está 
dado por ݁ଶ ൌ ଶݕ െ ሻ y ݁ଷݐሺכଶݕ ൌ ଷݕ െ  ሻ, cuyas dinámicasݐሺכଷݕ
en lazo cerrado están dadas por: 
 ݁ଶሺଷሻ ൅ ଶଶߛ ሷ݁ଶ ൅ ଶଵߛ ሶ݁ଶ ൅ ଶ଴݁ଶߛ ൌ 0 ݁ଷሺଷሻ ൅ ଷଶߛ ሷ݁ଷ ൅ ଷଵߛ ሶ݁ଷ ൅ ଷ଴݁ଷߛ ൌ 0 
 
y se igualan a unos polinomios de Hurwitz para determinar los 
parámetros de diseño {γ20, γ21, γ30, γ31, γ32}. 
 
Como se puede apreciar en los controladores (20) y (21) se 
requiere información de la excentricidad del disco u, β, por lo 
que se procede a implementar un método para la identificación 
algebraica de la excentricidad. 
 

3.3  Control de velocidad del rotor 

Para controlar la velocidad del rotor, considere su dinámica 
asociada, ecuación 3 de (18), bajo la suposición de que el 
desequilibrio fue cancelado por el disco activo y que la 
excentricidad del disco ሺݑ,  ሻ es conocida. A partir de estaߚ
ecuación, se propone un controlador PI para el seguimiento de 
una trayectoria de referencia deseada ݕଵכሺݐሻ: 
 ߬ ൌ ሾܬ ൅ ሺݑܯଶ ൅ ݉ଵݎଵଶሻሿݒଵ ൅ ܿఝݖ଺ ݒଵ ൌ ሻݐሺכሶଵݕ െ ଵݕଵଵሾߛ െ ሻሿݐሺכଵݕ െ ଵ଴ߛ න ሾݕଵ െ ௧ߪሻሿ݀ߪሺכଵݕ

଴ . (22) 

 
Los parámetros de diseño {γ10, γ11} son seleccionados de manera 
que el polinomio característico del sistema en lazo cerrado sea 
Hurwitz. 

3.4 Identificación algebraica en línea de la excentricidad 

Considere las dos primeras ecuaciones de (18), donde las 
medidas de las coordenadas de posición del disco (z1, z3) están 
disponibles para ser utilizadas en el esquema de identificación. 
 
 ሺܯ ൅ ݉ଵሻݖሶଶ ൅ ଶݖܿ ൅ ଵൌݖ݇ ሶ଺ݖሾݑܯ senሺݖହ ൅ ሻ൅ߚ ሶ଺ଶݖ cosሺݖହ ൅ ሻሿ൅ߚ ݉ଵݎଵሾݖሶ଺ senሺݖହ ൅ ሻ൅ߙ ሶ଺ଶݖ cosሺݖହ ൅ ܯሻሿ ሺߙ ൅ ݉ଵሻݖሶସ ൅ ସݖܿ ൅ ଷൌݖ݇ ହݖሶ଺ଶsenሺݖሾݑܯ ൅ ሻെߚ ሶ଺ݖ cosሺݖହ ൅ ሻሿ൅ߚ ݉ଵݎଵሾݖሶ଺ଶsenሺݖହ ൅ ሻെߙ ሶ଺ݖ cosሺݖହ ൅  ሻሿߙ

 

(23) 
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Multiplicando (23) por t2 e integrando el resultado dos veces con 
respecto al tiempo t. 
 න ൤ሺܯ ൅ ݉ଵሻݐଶ ݐଶ݀ݖ݀ ൅ ଶݖଶݐܿ ൅ ଵ൨ሺଶሻݖଶݐ݇

ൌ න ଶݐݑܯ ݐ݀݀ ሾݖ଺ senሺݖହ ൅ ሻሿሺଶሻߚ
൅ න ݉ଵݎଵݐଶ ݐ݀݀ ሾݖ଺ senሺݖହ ൅ ሻሿሺଶሻߙ

 න ൤ሺܯ ൅ ݉ଵሻݐଶ ݐସ݀ݖ݀ ൅ ସݖଶݐܿ ൅ ଷ൨ሺଶሻݖଶݐ݇
ൌ න ଶݐݑܯ ݐ݀݀ ሾݖ଺ cosሺݖହ ൅ ሻሿሺଶሻߚ
൅ න ݉ଵݎଵݐଶ ݐ݀݀ ሾݖ଺ cosሺݖହ ൅ ሻሿሺଶሻߙ

 

(24) 

donde ׬ ߮ሺݐሻሺ௡ሻ  son integrales iteradas de la forma  ׬ ׬ ఙభ଴ڮ ׬ ߮ሺߪ௡ሻ݀ߪ௡ ڮ ଵఙ೙షభ଴௧଴ߪ݀ , con ׬ ߮ሺݐሻ ൌ ׬ ߮ሺߪሻ݀ߪ௧଴  y n 
un entero positivo. 
 
Posteriormente, después de integrar por partes y de algunas 
manipulaciones algebraicas, (24) se pueden expresar en un 
sistema de ecuaciones lineales de la forma: 
ߠሻݐሺܣ  ൌ ܾሺݐሻ (25) 
 
donde ߠ ൌ ఎݑൣ ൌ ,ߚݏ݋ܿݑ కݑ ൌ ൧்ߚ݊݅ݏݑ

 denota el vector de la 
excentricidad a ser identificado y A(t), b(t) son matrices de 2×2 y 
2×1, respectivamente, las cuales están dadas por 
ሻݐሺܣ  ൌ ൤ ܽଵଵሺݐሻ ܽଵଶሺݐሻെܽଵଶሺݐሻ ܽଵଵሺݐሻ൨ , ܾሺݐሻ ൌ ൤ܾଵሺݐሻܾଶሺݐሻ൨ 

donde ܽଵଵ ൌ ܯ ቈන ଺ݖଶݐ sen ହݖ െ 2 න ଺ݖݐ sen ହሺଶሻݖ ቉ ܽଵଶ ൌ ܯ ቈන ଺ݖଶݐ cos ହݖ െ 2 න ଺ݖݐ cos ହሺଶሻݖ ቉ ܾଵ ൌ ሺܯ ൅ ݉ଵሻݐଶݖଵ ൅ නሺܿݐଶݖଵ െ 4ሺܯ ൅ ݉ଵሻݖݐଵሻ൅ නሺ݉ଵݖ଺ݖ଻ݐଶ senሺݖହ ൅ ሻሻ൅ߙ න ሺ2ሺܯ ൅ ݉ଵሻݖଵ െ ଵݖݐ2ܿ ൅ ଵሻሺଶሻݖଶݐ݇
൅ න 2݉ଵݖ଺ݖ଻ݐ senሺݖହ ൅ ሻሺଶሻߙ

 ܾଶ ൌ ሺܯ ൅ ݉ଵሻݐଶݖଷ ൅ නሺܿݐଶݖଷ െ 4ሺܯ ൅ ݉ଵሻݖݐଷሻ൅ නሺ݉ଵݖ଺ݖ଻ݐଶ cosሺݖହ ൅ ሻሻെߙ න 2݉ଵݖ଺ݖ଻ݐ cosሺݖହ ൅ ሻሺଶሻߙ
 

 
De la ecuación (25) se puede concluir que el vector θ es 
identificable algebraicamente si, y solo si, la trayectoria del 
sistema dinámico es persistente en el sentido establecido por 
Fliess y Sira-Ramírez, 2003, es decir, las trayectorias o el 
comportamiento dinámico del sistema satisface la condición  
detA(t)≠0. En general, esta condición se mantiene al menos en 

un intervalo pequeño (t0, t0+δ], donde δ0 es un valor positivo y 
suficientemente pequeño. 
 
Resolviendo las ecuaciones (25) se obtiene el siguiente 
identificador algebraico para los parámetros de la excentricidad 
desconocidos. 
ఎ௘ݑ  ൌ ܾଵܽଵଵ െ ܾଶܽଵଶܽଵଵଶ ൅ ܽଵଶଶݑక௘ ൌ ܾଵܽଵଶ ൅ ܾଶܽଵଵܽଵଵଶ ൅ ܽଵଶଶݑ௘ ൌ ටݑఎ௘ଶ ൅ క௘ଶݑ

௘ߚ ൌ cos ൬ݑఎ௘ݑ௘ ൰ ۙۖۖۖ
ۘۖ
ۖۗۖ ݐ׊ א ሺݐ଴, ଴ݐ ൅  ଴ሿ (26)ߜ

5.3  Resultados de simulación 

En la Tabla 2 se muestran los parámetros del sistema rotor-disco 
equilibrador activo empleados en las simulaciones.  

Tabla 2.  Parámetros de Simulación del rotor 

M=1.2kg D=0.01m u=100μm Β=π/6 
m1=0.003kg rdisk=0.04m a=b=0.3m α=0 

cφ=1.5×10⁻³Nms/rad    
 
En la Figura 13 se puede apreciar que la estimación de la 
posición angular y de la excentricidad es rápida y precisa ሺݐ ا  .ሻݏ0.1
 
La trayectoria para la salida ݕଵ ൌ  ଺ está dada por el polinomioݖ
de Bezier (12), donde ݕ௜௙ ൌ ௜ݐ ,ݏ/݀ܽݎ300 ൌ ௙ݐ y ݏ0 ൌ  .ݏ50
 

 
Figura 13.  Identificación de la excentricidad (u) y de la posición 

angular (β). 

 
La Figura 14 muestra el comportamiento dinámico del 
controlador para llevar la masa de equilibrado a la posición de 
equilibrio ቀݎҧ ൌ ெ௠భ ,௘ݑ തߙ ൌ ௘ߚ ൅  ቁ. En esta posición el discoߨ
activo cancela el desequilibrio, como se muestra en la Figura 15.  
 
Las ganancias de los controladores fueron seleccionadas a partir 
del polinomio característico de tercer orden  ݎሺݏሻ ൌሺݏ ൅ ଶݏሻሺ݌ ൅ ݏ௡߱ߞ2 ൅ ߱௡ଶሻ, con ߞ ൌ 0.7071, ߱௡ ൌ 12, y ݌ ൌ 10.  
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Figura 14.  Respuesta dinámica de la masa de equilibrado: 

posición radial (z₇), posición angular (z₉), fuerza (F) y 
torque (τ₂). 

 
Figura 15.  Respuesta del equilibrado activo utilizando el disco 

activo. 

4. CONCLUSIÓN 

En este artículo se presenta un breve estado del arte de 
dispositivos utilizados para el control activo de vibraciones en 
maquinaria rotatoria, y se presenta el desarrollo de dos 
propuestas. La primera propuesta consiste en utilizar un cojinete 
móvil en un rotor Jeffcott, de manera que la longitud efectiva del 
rotor es controlada y como consecuencia la rigidez del rotor es 
modificada para reducir la respuesta al desequilibrio mientras el 
rotor pasa a través de la primera velocidad crítica. Se presentan 
simulaciones numéricas donde se muestra que la respuesta de 
vibración del rotor puede tener una reducción del 64% con 
respecto a la respuesta obtenida para una configuración del rotor 
Jeffcott. La segunda propuesta consiste en agregar un disco 
activo, al sistema principal, el cual puede ser utilizado para 
atenuar vibraciones en la maquinaria rotatoria, tanto en estado 
transitorio como en velocidades de operación constante. El disco 
equilibrador activo utiliza sólo una masa de equilibrado la cual 
debe ser posicionada para producir una fuerza centrífuga que se 
oponga a la masa de desequilibrio del sistema principal. Es 
importante mencionar que se pueden utilizar varios discos 
activos y combinar con métodos tradicionales de equilibrado 
para atenuar las vibraciones en rotores flexibles.  
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