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Resumen: Se presenta una forma de controlar sistemas con retardo en la entrada o en la salida
utilizando modos deslizantes y predictores tipo Smith, conocidos como asignacion finita de polos.
La utilizacion de predictores elimina el castafieteo en la superficie deslizante debido al retardo. Se
introduce un método de disefio de la superficie deslizante para estos predictores, se analiza el
método propuesto y las posibles dificultades a resolver debido a incertidumbres en la estimacion
de los parametros. Por ultimo se presentan ejemplos numéricos para ilustrar el método y algunos
aspectos del andlisis desarrollado. Copyright © 2010 CEA.
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1. INTRODUCCION

Una de las primeras ideas que surgen cuando se necesita
compensar retardo es la utilizacion de predictores. Un método
muy aceptado es el uso de los predictores, introducidos por
(Smith, 1957). Un buen tutorial sobre estos y otros tipos de
predictores se encuentra en (Normey y Camacho, 2006).
(Manitius y Olbrot, 1979) introdujeron el caso particular
conocido como asignacion finita de polos y observaron que al
utilizar un predictor, sin conocimiento exacto del tiempo de
retardo, la estabilidad del sistema depende de su capacidad para
manejar la diferencia del retardo. (Fuyikawa y Yamada, 1991)
observaron que cuando hay diferencias en los parametros del
predictor, con respecto al sistema, no se puede garantizar la
estabilidad de lazo cerrado. (Astrom, 1997) observd una
propiedad de adelanto en la frecuencia en los predictores Smith.
En realidad, un retardo provoca un atraso en la frecuencia y debe
ser compensado para mejorar el margen de estabilidad o para
estabilizar el sistema. (Wang et al 1995) introdujeron un método
para aprovechar el adelanto provocado por el predictor.
Sobreestimando el retardo mejoraron la respuesta del sistema,
haciéndolo mas rapido. Hay algunos casos con predictores para
retardos grandes e incertidumbres en la estructura del sistema
(ej. Hong y Kang, 1999). Aun, si no se tiene incertidumbre en
los parametros del sistema, las perturbaciones pueden hacer que
el sistema no se comporte correctamente. Desde hace tiempo,
(Laughlin et al, 1987) y mas recientemente (Furutani y Araki,
1998) modificaron el disefo para lograr comportamiento robusto
contra algunas incertidumbres en retardo y mediciones. (Adam
et al, 2000), utilizando un andlisis de Nyquist, obtuvieron
condiciones suficientes para estabilidad en diferentes
condiciones de incertidumbre en el retardo. (Milic’ et al, 2001,
entre otros) han propuesto modificaciones al controlador con
predictor para hacerlo robusto a las perturbaciones externas
introduciendo otros elementos de realimentacion.

Recientemente, también se han propuesto simplificaciones en el
disefio y sintonizacién incluyendo sistemas inestables y de fase
no minima, (Garcia et al., 2006), conjuntamente con un analisis
de robustez.

En control con modos deslizantes, el retardo en la entrada o en la
salida produce castafeteo en la superficie deslizante, degradando
el desempefio del sistema. El trabajo realizado para eliminar este
castafieteo es escaso (Richard, 2003). Hace ya tiempo,
(Drakunov y  Utkin, 1993) formularon la idea de utilizar
predictores para compensar el retardo y asi eliminar el
castafieteo, al utilizar control con modos deslizantes. (Roh y Oh,
1999) utilizaron predictores para compensar el retardo en la
entrada para sistemas con modos deslizantes, dejando algunas
preguntas abiertas y un analisis incompleto del alcance de la
superficie (ver Nguang, 2001 y Richard, 2003). En (Li y
Yurkovich, 2001 y Fridman et al., 2001) se obtuvieron teoremas
con un analisis completo para el alcance de la superficie en el
espacio del predictor, aunque no se analizé el desempefio del
sistema. Recientemente, (Camacho et al, 2007) utilizaron
predictores Smith, conjuntamente con modos deslizantes, para
mejorar el comportamiento de sistemas de primer orden con
retardo ante perturbaciones, y lo probaron bajo ciertas
condiciones en simulacion. Este articulo propone un método de
disefio de modos deslizantes, conjuntamente con predictores de
asignacion finita de polos, para la eliminacion del castafieteo.
También, se realiza un analisis del desempefio del sistema,
contribuyendo al esclarecimiento de algunas de las interrogantes
sobre el alcance de la superficie, la influencia de las
perturbaciones y la robustez respecto a variaciones en los
parametros. El articulo esta estructurado de la siguiente manera:
En la secciébn 2 se presentan los conceptos utilizados de
predictores y modos deslizantes. La seccion 3, presenta
formalmente el problema a resolver. En la seccion 4 se introduce
el disefio del controlador con modos deslizantes, utilizando
predictores para compensar el retardo y evitar el castafieteo. El
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analisis del control obtenido se presenta en la seccion 5. Algunos
ejemplos numéricos ilustrativos se presentan en la seccion 6 y
por ultimo, en la secciéon 7 se muestran algunas conclusiones
pertinentes.

2. ANTECEDENTES

2.1 Esquema de predictor utilizado

En la figura 1, se muestra el esquema utilizado, r es la sefial de
referencia, y es la salida del sistema, H, y ¢™ conforman la
planta a controlar, w es una perturbaciéon a la entrada de la
planta, H,, H, e compensan por el retardo y H, ayuda a
estabilizar el sistema.

w
+ y
u h
H, S ICHA ——
+
Ho
H,
A 4
- o
+
Figura 1. Diagrama esquemadtico mostrando al predictor de

Smith utilizado

Considerando que no hay perturbacion, w, o ésta no afecta en la
salida, tenemos

z=Hyu+H,(y—e " Hyu) (1)
Ahora si Hy=H, asi como d=h, es facil ver que
z= Hpu 2)

lo cual es precisamente la salida sin retardo ni perturbacion. Es
importante hacer notar que si los bloques son operadores no
lineales, el concepto también es valido. Por otro lado,
continuando con los sistemas lineales, podemos considerar al
sistema en su forma de variables de estado,

x(£) = Ax(t) + B(u(t) + w(t)) 3)
y(@)y=x(t—h)

y por tanto, utilizando transformada de Laplace
-1
H,(p)=(pl-4) B “

Si H,=e™", se obtiene lo que se conoce como asignacion finita
de polos. Este esquema es particularmente util para
realimentacion de estado y disefio de control con modos
deslizantes, entre otros.

Ahora, si se considera el efecto de las perturbaciones, la salida
del sistema es

y :efthp[u+w] 5)

y la estimacion quedaria
— —ph
Z—Hpu+e Halwin[u+w] (6)

Una forma de reducir o eliminar este error es lograr que la salida
sea insensible a la perturbacion. Analizando la salida con
respecto a la perturbacion, se obtiene que

—ph -1
y=¢"H ,H (I+H,H,) -
(U +H, HOH] ~e " H\H )w.

Conociendo el espectro de la perturbacion, en teoria es factible
seleccionar H;, de tal forma que la perturbacion tenga poco o
nulo efecto en la salida

2.2 Modos Deslizantes

En este apartado se expone en forma breve el problema clasico
de disefio con modos deslizantes.

Consideremos un sistema de n-ésimo orden en la forma candnica
controlable.

x1 =Xy

®)
xn = f(x)+g(x)u
con g(x)>0 y ademas
u = —Msign(s) )
con M>0y
1 x>0
sign(x) =4 0 x=0
-1 x<0
ademas
n
S=apx) +apx, +...+a,_ X, = 2 a;_1X; (10)

i=1

Analicemos primero la estabilidad del sistema con respecto a s.
Para este caso, escojamos como candidato a funcion de
Lyapunov

y=""

3 (11

entonces, considerando <K > 0, obtenemos

ﬁ:zai—zxi + f(x)
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I'/ = s; = s(iéai_zxi +f(x) — g(x)Msign(s)) (12)

<Is[(K-g(x)M)

si consideramos (g(x)M — K) > N > 0, podemos expresar (12)
como

v <-N\2r

Integrando la desigualdad anterior, considerando que en =0 se
tiene V(s(0))=V,, el tiempo en que se llega a V=0 es

(13)

t< (14)

por lo tanto, en un tiempo finito se llega a V=0 y
consecuentemente también a s=0.

n
Ahora el sistema esta confinado a s= ) a;_1x; =0 y la
i=

dinamica del sistema (8), estd determinada por

n-1 .

a,_; X 1+-+a x1+agx =0 (15)
n—1

donde x 1 esla (n-1)-ésima derivada de x, . Es bien conocido
que si el polinomio caracteristico de (15) tiene raices con parte
real negativa, el sistema es asintoticamente estable.
Un punto interesante en (15) es que la dindmica en la superficie
no depende de f(#). Esta es una ventaja del método de modos
deslizantes, haciendo al control robusto ante alguna dindmica o
perturbacion poco conocida o indeseable. Esto so6lo se logra si la
sefial de control entra al sistema en los mismos puntos que la
dinamica o perturbacion no deseada. A esto se le llama
condiciones concordantes, matching conditions.
De todo el analisis anterior, se puede concluir que el disefio con
modos deslizantes se puede considerar en dos etapas: 1) El
disefio de una dinamica estable en la superficie, cuando s=0 y 2)
Disefio de una ley de alcance de la superficie, para lograr s=0 en
tiempo finito.
La sefial de control correspondiente cuando se llega a la
superficie deslizante es util para analizar la estabilidad del
sistema. Para encontrar dicha sefal, (Utkin, 1999) propone hacer

s =5 =0. Entonces, para el sistema (8) se tiene

(16)

u., €s la sefial de control correspondiente cuando se llega a la
superficie deslizante. A esta expresion de la sefial de control se
le llama control equivalente. En este caso, despejando de (16), el
control equivalente es

1 n
ueq = _%igzai_ZXi +f(x)

.;‘ =0= iai_zxi +f(x)+ g(x)ueq
i=2

amn

Con esta sefial de control, sustituida en el sistema original, se
tiene la dinamica del sistema cuando se alcanza la superficie
deslizante. Esto es particularmente util si el sistema no esta en la
forma candnica controlable o si se tiene alguna perturbacion que

no cumple con las condiciones concordantes.

Otra consideracion importante es que la sefial de control puede
ser combinacion de una parte continua (accionador proporcional)
y otra discontinua (accionador de dos posiciones). Por ejemplo,
si en el sistema (8), se utiliza

1

n
u=- a;_,x; — Msign(s) (18)

g(x)i=2

Entonces, para la derivada de la funcién de Lyapunov tenemos

1

n
2 a;_,x; —Msign(s)

n
=s| X a;_,x; +f(x) + g(x)| -
1=2 g(x) 1=2

<|s[((r ] - gn) (19)

En este caso, el tamafio del control discontinuo, M, puede ser

menor debido a que no tiene que sobrepasar a la norma de

n
2 a;_oX; .
i=2

3. ENUNCIADO DEL PROBLEMA

Consideremos el sistema incierto con retardo

xX() = Ax(t) + Bu(t — h) + g, (x(),1) + g (x(t — h), 1) (20)

mx1

donde x e R""es el vector de estados, u(z) e R es el

control, & € R" es el retardo en el tiempo, g;, g son funciones
suaves representando perturbaciones e incertidumbres en el
sistema (20). Ademas, el par {A,B} es controlable. Un objetivo
es obtener una expresion para u(t), con la teoria de modos
deslizantes, logrando estabilidad asintética del origen sin
castafieteo. También se desea analizar el desempefio del sistema
ante perturbaciones no concordantes y robustez respecto a
variaciones en los parametros. A continuacién se mencionan
algunas caracteristicas adicionales pertinentes.

3.1 Estructura de las incertidumbres

En un primer analisis, para cumplir con las condiciones
concordantes de las perturbaciones e incertidumbres en el
espacio del predictor, supongamos que

e gy (x(t),1) = By, (x(t),t) (21
e g (x(t=h),t) = By, (x(t = h),1) 22)
|71 (x(@), D) IS by | x(2) || +ay,  by,a; >0, (23)
I 7, (x(t = h),2) |I< a,, a,>0 (24)

3.2 Condiciones iniciales

Los sistemas con retardo no son controlables en el intervalo
[0,h], por eso es necesario introducir las condiciones iniciales
para el sistema (20) en la forma
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XO) = @), -h<0<0, @) elLl-no]
x(0) = x, (25)
W@ =0, -h<0<0, w0 ell-ho)

4.  DISENO DEL CONTROL CON MODOS
DESLIZANTES

Para compensar el retardo en el tiempo de la sefial de control, se
introduce un predictor en el sistema (20). Para garantizar la
dindmica deseada del sistema, se propone un control con modos
deslizantes, en el espacio de las variables del predictor.

4.1 Predictor

Para el sistema con retardo en la entrada (20), el predictor con

asignacion finita de polos (H| = e ) es dado por

z(t) = e x(t) + ?e_AgBu(t +0)do (26)
—h
y entonces
2= Ae™x(t) + e Bu(t — h) — e Bu(t — )
0 —
+ Bu(t) + A Je " Bu(t + 0)do
“h
+e™ (g, (x(0).0) + g, (x(t — ). 1)) on

= Az + Bu(t) + B(y, (x(2),t) + y, (x(t — h),1))

Del desarrollo anterior, queda de manifiesto la conveniencia de

., Ah o ~
la eleccion de H| =e" ", para eliminar el retardo en la sefial de

control. Si el retardo estd en la salida, las incertidumbres y
perturbaciones tienen un retardo adicional.

Ahora, es importante sefialar que Fiagdezi y Pearson (1986)
mostraron que existe el mapeo entrada/salida, que transforma el
sistema retardado (20) en la forma (27), tal que el sistema (20)
tiene la misma dinamica que el sistema (27). Consecuentemente,
para asegurar la dindmica deseada para el sistema (20), es
posible tratar con el sistema (27).

4.2 Disenio de Superficie Deslizante

Es bien conocido (Drazenovic, 1969), que cuando se alcanza la
superficie, las ecuaciones para sistemas bajo condiciones
concordantes no dependen de las perturbaciones. Por eso, para
disefiar la superficie en modos deslizantes para el sistema (27),
es suficiente considerar el sistema sin incertidumbres ni
perturbaciones en la forma

x(t) = Ax(t) + Bu(t). (28)

El disefio se simplifica si se transforma a la forma regular, para
lo cual se utilizara el procedimiento propuesto por Loukjanov y
Utkin (1981). Se supone que el rango(B) =m y la matriz B tiene

’ —m)x
laforma 8= [5] 5 | B-(B B,"]". donde B, ¢ RO

B, e R™™  detB,#0. Entonces, utilizando la siguiente

transformacion de coordenadas no singular

~ -1
1 -BB
i = {f‘ } = T (29)
*2 0 B,
reducimos el sistema (28) a la forma regular
%, = Ay 7 + AT
1 11%1 1272 (30)

X, = Ay X + AypyX, +u

donde X, € R"™, X, € R" . Loukjanov y Utkin (1981)
mostraron que si el par {4,B} es controlable, el par matricial
{411, 412} también lo es. Manipulando X, , como un control m-

dimensional en el primer (n-m) subsistema de (30), todos los (n-
m) valores caracteristicos pueden asignarse arbitrariamente con

la matriz C, en la forma X, = —C¥,. Asi pues, para dar la

dependencia adecuada entre X, y X, las superficies deslizantes
deben ser disefiadas en la forma

e )
s=8x=(C L)l . |=0
X3

En ese caso, los movimientos para el sistema (30) estan
gobernados por el sistema de (n-m) dimensiones

€3]

X =4, -A4,0)%,. (32)
Regresando a las variables del sistema (28), se tienen las
superficies deslizantes en la forma:

§=8x=0, S§$=S8T, S=(C I,). (33)
Entonces, suponiendo que las superficies son independientes
entre si y que B es de rango completo (existen m entradas
independientes), SB es invertible y la dinamica del sistema (28)
cuando Sx = 0, tiene la forma

%=1, - B(sB) " s)ax (34)

4.3 Diseiio de la Ley de Control para Alcance de la Superficie
Deslizante.

Para garantizar la existencia de modos deslizantes en la
superficie (33), considerando el sistema (27), se propone el
control discontinuo en la forma

u(x(0),1) = —(SB) ™' Sz — U, (x(¢),t)SIGN(c:(¢))
donde
o =[sB] sz,

(35)

SIGN (o () = (sign(o (1)), sign(oc, (1)),...sign(o, (t)))T
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Con esta ley de control se alcanza la superficie deslizante en
tiempo finito sin castafieteo, tal como se muestra en el siguiente
teorema.

Teorema. Para la ley de control en la forma (35), existen
constantes a, b > 0, tal que para Uyx(?),0)= b||x(?)|[+a, las
superficies deslizantes s=Sz=0 para el sistema (27), se alcanza en
tiempo finito y estd descrita por la ecuacion (33).

Prueba. Considerar como candidato a funcion de Lyapunov a
1 7

V(s)=—s's (36)
2

tomando en cuenta (27) y utilizando el hecho de que
o |l,<l o, <~/m || o ||, (Khalil, 2002), se tiene

V =" S|4z + Bu+ By, (x(t).0) + y (x(t — h).0))]

(37)
S=llolly Wox(@),0)= Il 7y (x(0),0) + 7, (x(t = h),0) [|,).
De las suposiciones (23) y (24),
17, (x(@),0) + 7, (x(t = 1), ) [|,< by [| x(0) || +a; + ay (38)

Entonces, escogiendo b>b;, a>a,jta, y considerando que la
matriz SB es no singular, se tiene

(39)

V<-Blloll<-p sl SBl<-BV

con B,,p,,8 >0.Esta desigualdad garantiza la convergencia
en tiempo finito as = 0.

Ahora, para encontrar la dindmica en modos deslizantes se tiene
S|_Az + Bu,, + B(yy (x(1),0) + 7, (x(1 - h),t))J =0
y por tanto

Upy = —(SB)_ISAZ =71 (x(),1) =y, (x(t = h),1) (40)

Sustituyendo (40) en (27), se tiene la dinamica deslizante en la
forma (34).m

5. ANALISIS DE PARTICULARIDADES Y SU EFECTO
EN EL SISTEMA CONTROLADO

El teorema 1 muestra que con las suposiciones hechas, no hay
castafieteo en la superficie deslizante y el sistema es robusto, en
el espacio del predictor, ante las incertidumbres consideradas.
También, el sistema se comporta de acuerdo a la dindmica
deseada, (34), en el espacio del predictor. El analisis, que se
presenta a continuacion, revisa en detalle algunos aspectos no
triviales que inciden en el desempefio del sistema original, (20).

5.1 Estructura de las incertidumbres y perturbaciones

Para cumplir con las condiciones concordantes en el espacio del

predictor, (21) y (22), tendriamos e g =By, donde

Ah

nxn nxl1 .
e eRT, geR T, (algunos elementos en las matrices o

nxm mx1

vectores pueden ser cero). Ademas, B e R y yeR
(rango igual que el vector de control). Si m<n, se tienen menos
incognitas que ecuaciones independientes. Esto hace imposible
la solucion de la ecuacién, a menos que se dé el caso muy
particular donde resulten s6lo m ecuaciones independientes. Por
tanto, en el caso general, para cumplir con la estructura de las

nxn

condiciones (21) y (22), se requiere B € R
que el vector de control sea de orden n.

, lo cual implica

Para un sistema, que pueda ser representado como primer orden
con retardo mas incertidumbres o perturbaciones, no habria
problema, si se cuenta con una sefial de control. Para sistemas de
orden mayor que uno, la estructura de las incertidumbres (21),
(22) es muy restrictiva.

Ahora, las condiciones concordantes para el sistema original,
dadas por Drazenovic (1969) en la forma.

g (x(1),0) = B, (x(0),1),
8, (x(t = h),t) = B, (x(t = h), 1)

(41)
(42)
no son tan restrictivas, pero no pueden garantizar la robustez en
el espacio del predictor. En realidad, supongamos que se puede
garantizar la existencia de modos deslizantes para el sistema

(27). En este caso, la magnitud del control para alcance de la
superficie, se puede deducir de

V= sTS[Az + Bu+ e B, (x(1),1) + 1, (x(t - ), t))]
<-|lo Hz (Uo(x(t),t)
— 1 (SBY [I,]I Se™B [loll 1 (x(£),8) + 1y (x(2 = ), 1) [lp),

(43)

por lo que necesitariamos que

Up(x(0),0) >l 8" [Pyl s’ llo 177y Ge(@) 1) + 775 (x(& = 1), 2) [l

para tener modos deslizantes y por tanto eliminar el castafieteo.

Ahora, la dinamica del sistema en modos deslizantes seria

t=(I, - B(SB) " S)4z
(44)
+(I, - B(SB) " 8)e™ B, (x(0), 1) + 1, (x(t = ), 1)

Entonces, la dinamica en el espacio del predictor no seria
robusta con respecto a las perturbaciones en general.

5.2 Desviaciones del Punto de Equilibrio

Lograr el punto de equilibrio en z=0, no necesariamente implica
lograr x=0. Por ejemplo, considerando z(#)=0, tenemos de (26)

x(1) = —(eAh )_1 (I)e_AgBu(t +6)do (45)
“h
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y con el control equivalente, (40),

u ==y (x(0),1) =y, (x(t = h),1) . (46)

x(t) tendera a

0
x(t) = [ " (g (x(t +0),t +0) + gy (x(t — h + 0),t + 0))d6
—h
Es claro que en el caso general, si existe el punto de equilibrio de
x(?), éste sera diferente de cero, ain cuando las perturbaciones
cumplan con la condicion de concordancia para el espacio del
predictor. Por tanto, la esperada robustez del sistema se pierde en
el espacio de x(¢), alin cuando se garantice en el espacio del

predictor.
5.3 Enfoque de Razumikhin y Modos Deslizantes

Roh y Oh (1999) consideraron el sistema (20) y aplicaron el
enfoque de Razumikhin (ver Xu y Lu, 1994, Mao y Xu, 1997)
para probar la existencia de modos deslizantes. Esto es
cuestionable, porque el enfoque de Razumikhin, hasta ahora,
solo garantiza estabilidad asintotica. Para sistemas con modos
deslizantes, no es suficiente tener estabilidad asintotica de la
superficie, se debe llegar a la superficie en tiempo finito y esto
no ha sido probado con so6lo cumplir la condicion de
Razumikhin.

5.4 Efectos de Incertidumbres no Concordantes en la Dinamica
y el Retardo.

Hay otro tipo de incertidumbres que cominmente inciden en el
comportamiento de sistemas con predictores. Supongamos que
solo se tiene un valor estimado de A4, B y A, de tal forma que
A’=A+AA, B’=B+AB 'y h’=h+Ah, donde 4°’, B’ y I’ son los
valores estimados. Las desviaciones de los valores reales no son
incluidas en (41) y (42). Las condiciones para alcanzar la
superficie son mas restrictivas y el analisis para el control
equivalente se complica, como puede verse a continuacion.

Tenemos que

0
2(6) = e x(t) + J'e‘A'HB'u(t +6)d6
_n

(47

y por tanto, la dindmica del predictor es

z=Ae™ () + e Bu(t —h) - e Blu(t - "y + B'u(t)

0
+A' [eBu(t + 6)do
e (48)

+e™™ (g, (x(0),0) + g5 (x(t — 1), 1))
= Az + B'u(t) + ¢ " B(p, (x(t),1) + 17, (x(t — h), 1))
+ A ?e‘A'gB'u(z +0)dO +e" Bu(t — h) — ™ B'u(t — ')
_n

Ahora, analizando las condiciones para el alcance de la
superficie

v =" S[Az(t) + B'u(r)
+ ™" B, (x(0), 1) + 1, (x(t = ), 1))
O a0,
+A [e " But +6)do
Al

+e™ Bu(t—hy—e™ Blut — n)] (49)

<-|o Hz (Uo (x(1),1)
~ 1B 1Ll (Se™ Bl (x(o),0) + 1 (x(c = 1, 0)]
— SAAe? " x(t) + Se" Bu(t - h)
—Se™Bu(e — ') |I,)).
Entonces, para lograr los modos deslizantes, es suficiente que
1 AR
U (x(0),0) > (SB) ™ 111l Se™™ B, (x(0),0) + 1, (xte = 1), )]
+ SAAe x(t) + Se™ (B(SB')'S4' (z(t — h') — z(¢ — h))
+ AB(SB')_1 SA'z(t = h') — BUy(x(t — h),t — h)signo(t — h)
+B'Uy(x(t—h'),t —h")signo(t—h")) |, (50)
Los términos mas criticos, son los que contienen
Uy(x(t=h),t—h) y Uy(x(t—h"),t —h'), porque pudieran hacer

imposible cumplir con la condicién, aun con diferencias
pequenas entre /2’ y h.

Un caso particular importante es U (x(¢),t) = U > 0, constante.

Para alcanzar la superficie, una condicion suficiente es

1

1
U> I (SB") I,

1= (SBY [l Sed ' (B + B |,
1 Sade () + 5eM™ (Bl (x(0),0) + my (x(e - h),0)
+ Se™ B(SB'Y 'S4 (z(t — h') — z(t — h))

+ e AB(SB") 'S4 z(1 — ")) ||, (51)

Nuevamente, como se alcanza la superficie, el castafieteo se
elimina. Una vez en la superficie, el control equivalente
corresponde a la solucion de la siguiente expresion

' 0 ,
SB u, (1) +SA | e " B'u, (1 +0)do
-h

+ 8™ Buy (1 = by~ 5™ Blu, (1~ )

= —Sdz — Se """ B(n, (x(0),0) = 7, (x(t = ), 1)) (52)

Entonces, la dinamica en el espacio del predictor es
Z(p) = 0(p)z(0)
1 oy Al
+0O(p)I, —O(p)SP(p)) S BH,(p)+H,(p)),
(53)

donde Z(p), H,(p)y H,(p) son las transformadas de Laplace

de z(t), n,(x(2),t)y 1, (x(t — h),t) respectivamente, ademas
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O(p) = (pl, - (I, —D(p)SD(p)) " $)4)”
y
®(p) = B+AA(pl - A') ' B'(1-e ")

A'R' —h, Ah' —hn
+e""Be™™ —e™ B'e ’

En este caso, no sélo se pierde la robustez con respecto a las
perturbaciones, la estabilidad también puede verse afectada. Por
lo tanto, es necesario considerar los polos de ®(p), los cuales

dependeran de las incertidumbres especificas en los parametros,
ademas del disefio de Sy la matriz de lazo abierto A.
6. EJEMPLOS

Aqui se presentan algunos ejemplos numéricos de control
retardado con relé bajo perturbacones, para poner de manifiesto
las posibilidades y limitantes encontradas en la utilizacion de
predictores con asignacion finita de polos en conjunto con
modos deslizantes.

6.1 Perturbaciones constantes concordantes estandares

Para ilustrar el cambio de punto de equilibrio expuesto en la

seccion 5.2, alin alcanzando la superficie deslizante,
consideremos el sistema siguiente
- (0 1 0
X = x+|  |[u(t—-h)+
3 -2 1
(54)

0
[J(go(X(t),t) +g(x(t =h),0))

con un retardo 4=1.2 y las condiciones iniciales ¢(@)=[-1.6,17",
0e [—1.2,0]. Supongamos que la perturbacion es constante y
estd dada en la forma : gy(x(9),0)=0.5, gi(x(+-h),))=0; y la
superficie de conmutacion es s=Sz=[5 1]z. Consecuentemente,
la dinamica en modos deslizantes tiene la forma z, +5z,=0. Las
condiciones concordantes estandares se cumplen, pero las
condiciones concordantes modificadas no. Para lograr llegar a la
superficie deslizante en tiempo finito, se elige a=3 y =0, ya que
se debe cumplir

U, (x(t),1)
— 11 SB) ™ 1,0l Se™ Byl 7y (x(0),0) + 7 (x(t = ), 1) |
= U, (x(2),1) — 4.9665(0.5) > 0, (55)

cumpliendo con esta condicion, la dinamica del predictor al
alcanzar la superficie deslizante es

z=(, - B(SB)" §)4z
+(I, = B(SB) " S)e™ By, (x(t), 1) + 1, (x(t — h), 1))

: 1 0)O0 1
zZ = z
-5 ON\3 -2
N 1 0) 249692 0.8231983 ) 0 0.5
-5 0)\ 24695949 0.850522 \1) "~
0 1 0.4115991
= Z+
0 -5 —2.1263055846
El punto de equilibrio se obtiene en z,=0.08232 y z,= -0.4116.
Asi pues, el origen en el espacio del predictor no es el punto de

equilibrio. Para obtener el punto de equilibrio en el espacio de
estado, se utiliza el control equivalente.

(55)

= —(SB) "' S(Az + ™ B(y, (x(1),1) + 7, (x(t = h), 1))

0 1) 008232)
3 —2)\-04116
=51 =-1.4954 (56)
249692 0.8231983)(0)
2.4695949 0.850522 \ 1)

Ahora, para obtener el punto de equilibrio en x, sabemos que

ueq

0
2(0)= e x(t) + [e " Bu,, (t + 0)dO
—h

Con esto, los valores para x; y x,, cuando se llega al punto de
equilibrio, son x;=0.34 y x,= -0.04. En las Figuras 2, 3 y 4 se
pueden ver los resultados de la simulacién para s, z y x. Es
importante notar que la superficie se alcanza sin castafieteo.

5

-20
0

t

Figura 2. La superficie deslizante en el espacio del predictor se
alcanza en tiempo finito sin castafieteo.

1

0.5 |
0 \/ 'd Z]

0.5} /

3.5 t

0 5 10 15

Figura 3. Comportamiento de las variables z; y z, del espacio
del predictor
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Asi pues, en este ejemplo se puede ver que el control equivalente
no logré eliminar el efecto de las perturbaciones. Aunque la
superficie se alcanza sin castafieteo, el punto de equilibrio
deseado no se alcanza debido a las perturbaciones.

1.5
1

!
osf | | X,

of | /-

-0.5 \ “ /

0 5 10 15 t
Figura 4. Evolucion de x; y x, con respecto al tiempo

6.2 Perturbaciones concordantes estandares variantes de alta
frecuencia

Ahora, consideremos el mismo sistema pero con perturbaciones
variantes en el tiempo y no lineales tal como fue utilizado como
ilustracion por (Roh y Oh, 1999). Tenemos que

- (01 Oth
x—3 _2x+1u(—)

0 (57
+ (J(go(X(l)J) +g(x(t =h),0))

con g, (x(2),t) = 0.3x;sen(x,) + 0.2sen60m ,
g, (x(t-h),t) = 0.2x, (t-h)sen(x, (&-h))

y un retardo & = 1.2, las condiciones iniciales ¢(@)=[-1.6,17",
0e [—1.2,0] y la superficie deslizante dada en la forma S=[5 1]z.
Roh y Oh (1999) concluyen que el sistema es independiente de
las perturbaciones una vez alcanzada la superficie deslizante. En
realidad, la ganancia del sistema es muy pequefia con respecto a
las perturbaciones y no se nota en los resultados, debido a la
escala considerada (Figuras 5, 6, 7). Sucede que la dinamica
resultante es un filtro pasabajas de primer orden con frecuencia
de corte en 5 rad/seg. Si la accion discontinua se hiciera cargo de
la perturbacion, como es el caso en modos deslizantes con
condiciones concordantes, cambiar la frecuencia de la
perturbacion no debiera afectar la respuesta del sistema.

5

N

Figura 5. La superficie deslizante se alcanza en tiempo finito sin
castafieteo, para el sistema (57)

3
Z
2 —
S|
/ |
1t/ |
[
0 ‘/ ‘ \\;7#3"3(\_;';7.,,
[ /N
| /
1 ‘\ /
f JaR!
/
2 ’J
)/
//
3
J
4 t
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 6. Las variables z; y z,, en el espacio del predictor, para el
sistema (57)

Figura 7. Comportamiento de las variables de estado x; y X, para
el sistema (57)

Para ilustrar el efecto de las perturbaciones, reduzcamos la
frecuencia del término independiente de x; en la perturbacion

g (x(2),1) , por debajo de la frecuencia de corte. Supongamos

pues,
go(x(1),t) = 0.3xsen(x, ) + 0.25en0.67.

Con esto se incrementa la ganancia de la dindmica, en cuanto a
esta perturbacion. En la figura 8, se muestra que la superficie
deslizante se alcanza en tiempo finito y sin castafieteo en forma
muy similar al caso anterior, como era de esperarse del analisis
de la seccion 5.1. En las figuras 9 y 10, los valores finales de z,
z5, X1, X, ya no alcanzan lo que pareciera ser cero en el caso
anterior, cuando se utilizaron frecuencias mas altas.

20 —_— t

Figura 8. Alcance de la superficie deslizante en tiempo finito
para el sistema (57), con la frecuencia de la
perturbacion reducida a 0.67
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Figura 9. Comportamiento de las variables z; y z, para el sistema
(57) con la frecuencia reducida a 0.67

3 .
2 /
X2 / ‘\‘
/
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\ / \
of\ / S NP e =
\ / ./ ™ e Ry |
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\ | /
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 °o 10

Figura 10. Comportamiento de las variables x; y X, para el
sistema (57) con la frecuencia reducida a 0.6

Las oscilaciones en estado estacionario tienen una frecuencia de
0.6m, tal como era de esperarse debido a la frecuencia de la
perturbacion. Esto muestra que dicha perturbacion no fue
eliminada por el efecto de la accion discontinua, sino debido a la
ganancia en la dinamica resultante. Por tanto, es posible disefiar
la superficie deslizante, tal que el sistema reducido se haga cargo
de la perturbacion atenuandola, o eliminandola. Esto no se logra
por haber alcanzado la superficie deslizante, como es el caso en
modos deslizantes con condiciones concordantes. Por otro lado,
estos ejemplos ilustran la efectividad de predictores para
eliminar el castafieteo.

8. CONCLUSIONES

En este estudio se analizaron sistematicamente, por primera vez,
los alcances y limitaciones de una forma de compensar el retardo
en sistemas con modos deslizantes, por medio de predictores con
asignacion finita de polos. Se desarrolld un método para disefiar
la superficie deslizante y se propuso una ley de control, que
garantiza el alcance de la superficie deslizante en tiempo finito
en el espacio del predictor. Se mostr6 que la superficie
deslizante se alcanza sin castafieteo, aun con perturbaciones e
incertidumbres. Se determinaron condiciones concordantes para
las incertidumbres y perturbaciones en el espacio del predictor.
Cumplir con las condiciones concordantes en el espacio del
predictor es muy restrictivo para sistemas de orden mayor que
uno. Aun si se cumplen las condiciones concordantes y el
sistema es robusto a las perturbaciones en el espacio del
predictor, la estimacioén no sera correcta en el espacio de estado,
debido a que en el control equivalente faltara la componente
correcta de la perturbacion. Se mostré que para reducir el efecto
de las perturbaciones, se puede tratar de disefiar la superficie

deslizante tal que la matriz de transferencia se comporte como
un filtro, que disminuya la sefial para las frecuencias
involucradas en la perturbacion. Asi pues, el uso de predictores
con asignacion finita de polos es efectivo para eliminar el
castafieteo debido al retardo. Aunque la robustez de modos
deslizantes con respecto a las perturbaciones no se conserva,
existe la posibilidad de reducir su efecto en la salida disefiando
apropiadamente la superficie.
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