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Resumen: En este trabajo se presenta una estrategia de control en tiempo discreto
para el seguimiento de trayectorias de un robot mévil tipo (2,0) controlado
remotamente. La estrategia de control se desarrollé mediante un enfoque de modos
deslizantes, considerando el modelo discreto exacto del vehiculo en el cual se
incluyen los efectos del retardo de transporte causado por la propagacién de
las senales sobre una red de comunicacion. El esquema de control garantiza el
seguimiento de trayectorias predeterminadas obteniéndose convergencia asintética
de los errores de seguimiento. La estrategia propuesta es evaluada mediante una
serie de resultados por simulacién. Copyright (© 2007 CEA-IFAC
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1. INTRODUCCION

Los robots méviles son dispositivos electromecéani-
cos capaces de desplazarse en un espacio de tra-
bajo con cierto grado de autonomia. De acuerdo a
su forma de locomocién se clasifican en: robots
méviles con locomocién mediante orugas; me-
diante patas y mediante ruedas, (Canudas et al.
1996). Los robots méviles propulsados por ruedas
a su vez se clasifican de acuerdo al ntmero y al
tipo de grados de libertad. Los grados de libertad
considerados en robética mévil son de dos tipos,
de movilidad y de direccionabilidad. El grado de

1 Trabajo financiado parcialmente por CONACyT,
México, mediante el Proyecto 42093. El primer autor se
encuentra en comisién de estudios otorgada por la Univer-
sidad Militar Nueva Granada, Facultad de Ingenieria, Pro-
grama de Ingenieria Mecatrénica, Bogota, D.C., Colombia.

movilidad es un grado de libertad asociado a una
variable de velocidad del robot y el grado de
direccionabilidad es un grado de libertad asociado
a una variable de direccién del robot. En este
trabajo se considera un robot movil propulsado
por ruedas, que posee dos grados de movilidad y
cero grados de direccionabilidad, de ahi su denom-
inacién de robot mévil tipo (2,0).

La capacidad para desplazarse de forma auténoma
le permite a un robot mévil desarrollar de ma-
nera eficiente diferentes tareas. Debido a esta au-
tonomia es deseable utilizar una red de comuni-
cacion entre el sistema de control y los sensores y
actuadores del vehiculo. La inclusiéon de una red
de comunicacion, como se observa en la Figura 1,
induce la presencia de retardos de propagacién en
el lazo de control. Estos retardos pueden no ser
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despreciables y podrian deteriorar el desempeno
del sistema y provocar algunos problemas de ines-
tabilidad, (Hale 1997).
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Figura 1. Red de Comunicacién de un sistema
controlado remotamente.

La necesidad de compensar los efectos de los re-
tardos de tiempo en la propagacién de las senales
en un sistema controlado a distancia, ha motivado
la utilizaciéon de modelos en tiempo discreto que
permiten analizar alternativamente los efectos del
retardo en la propagacién de las senales y per-
miten el disefio de esquemas de control en tiempo
discreto.

Para algunos sistemas no lineales es posible la ob-
tencién de su modelo discreto exacto, como sucede
con algunas clases de robot méviles. La principal
ventaja de utilizar un controlador discreto y un
modelo discreto exacto del sistema, es que no se
tiene como una restriccién de trabajo el periodo
de muestreo del sistema de control. Por lo tanto
se puede utilizar en su implementacién un sistema
de computo con requerimientos minimos.

Un robot mévil propulsado mediante ruedas es
un sistema dificil de controlar debido a que en
general satisface restricciones no holonémas. Se
han propuesto diversas soluciones para los pro-
blemas clasicos de control por ejemplo, algo-
ritmos por modos deslizantes en tiempo con-
tinuo (Shim et al. 1995), (Yang and Kim 1999)
y (Corradini and Orlando 2001). En los traba-
jos mencionados se proponen diferentes estrate-
gias de control basadas en el modelo dindmico
del robot mévil (2,0), para resolver el problema
de seguimiento de trayectorias obteniendose la
convergencia asintética deseada. De igual forma
en (Guldner and Utkin 1995) se propone una
funciéon de navegacién para generar un conjunto
de trayectorias deseadas, donde el control por
modos deslizantes garantiza el seguimiento de las
trayectorias deseadas con errores de seguimiento
que convergen asintéticamente a cero.

Actualmente, las estrategias de control desarro-
lladas comuUnmente para robots méviles se ob-
tienen a partir de modelos expresados en tiempo

continuo, produciendo consecuentemente, contro-
ladores del tipo continuo. Sin embargo, en la
mayoria de las situaciones préacticas la imple-
mentacion de estos controladores se realiza en
sistemas de procesamiento digital de datos, siendo
necesaria la utilizaciéon de un periodo de muestreo
suficientemente pequeno para su adecuado fun-
cionamiento. Debido a lo anterior, algunos autores
presentan controladores por modos deslizantes
en tiempo discreto utilizando el modelo discreto
aproximado del robot mévil (2,0), tal como en
(Corradini et al. 1999), donde se resuelve el pro-
blema de estabilizacién de un robot mévil ante
la presencia de perturbaciones acotadas. De igual
forma partiendo de los resultados obtenidos en
(Corradini et al. 1999), en (Corradini et al. 2002)
se propone una técnica de control por modos
deslizantes en tiempo discreto para el seguimiento
de trayectorias preestablecidas obteniendo experi-
mentalmente errores de seguimiento acotados.

En (Wargui et al. 1997) y (Wargui et al. 1996)
los autores consideran el modelo discreto aprox-
imado de un robot mdévil tipo (2,0) controlado
remotamente e introducen el efecto del retardo
de transporte debido a una red de comunicacion
en el modelo. Especificamente en (Wargui et al.
1997) se obtiene, a partir del modelo discreto
aproximado con inclusion de retardos, una ley de
control que estabiliza el robot moévil en presencia
de tiempos de retardo menores que el periodo de
muestreo.

En este trabajo se presenta el modelo discreto
exacto de un robot mévil tipo (2,0), obtenido
al considerar los efectos inducidos por retardos
de propagacién de las senales de control, con-
siderando un tiempo de retardo 7 menor que el
periodo de muestreo T" utilizado. A partir de este
modelo y considerando la metodologia presentada
en (Furuta 1990), se propone un esquema de con-
trol por modos deslizantes en tiempo discreto que
resuelve el problema de seguimiento de trayecto-
rias con convergencia asintética de los errores de
seguimiento. Una version preliminar de este tra-
bajo fue presentada en (Nino-Suarez et al. 2006)

El trabajo esta organizado de la siguiente forma:
En la Seccién 2 se presenta el modelo en tiempo
discreto de un robot mévil tipo (2,0) con retardos
de tiempo a la entrada. En la Seccién 3 se desarro-
lla un esquema de control por modos deslizantes
en tiempo discreto para resolver el problema de
seguimiento de trayectorias. En la Seccién 4, se
presentan los resultados obtenidos mediante si-
mulacion, que muestran el desempeno de la ley
de control propuesta. Finalmente las conclusiones
se presentan en la Seccién 5.
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2. MODELO EN TIEMPO DISCRETO

Considérese el robot mévil tipo (2,0) de la Figura
2. El modelo cinemaético en tiempo continuo de un
robot tipo (2,0) es,

T1 = U7 COS I3
j?g = U1 sinxg (1)
T3 = Ug,

X2

X2

X1 X1

Figura 2. Robot Mévil Tipo (2,0)

donde x1 y z2 son las coordenadas del centro de
rotacion del robot con respecto a los ejes del marco
de referencia fijo X; y Xs. La variable x3 repre-
senta el angulo que forma el eje de referencia del
robot con respecto a X1, u; es la velocidad lineal y
ug es la velocidad angular. Considerando una red
de comunicaciéon como la mostrada en la Figura
1, debido al efecto inducido por los retardos de
transporte, el sistema (1) puede reescribirse como,

[\]
5

j?l (t) = Ul (t—T)COSZ‘g (t) (
Zo (t) = uq (t — 7) sinxs (t) (
j?g(t)ZUQ(t—T)

—
[N ]
a o
- Z

donde 7 es la suma de tiempo entre la gene-
racion de la senal en el controlador y su aplicaciéon
efectiva en el sistema remoto y el tiempo entre la
medicién de las senales en el vehiculo y su envio
para su procesamiento. Nétese que, en general, el
tiempo de retardo por la transmisién de la senal
es despreciable. El retardo se presenta fundamen-
talmente debido al periodo de tiempo que requiere
el procesamiento de la informacion de los sensores
del robot, a la multiplexacién y demultiplexacion
de las diferentes senales, etc.

2.1 Modelo Discreto Aprozimado con Retardo

Un modelo discreto aproximado del robot movil
(2,0), dado en (2) se puede obtener a partir de
una expansion de primer orden en series de Taylor
como se presenta en (Wargui et al. 1997),

+(T — 1)ur (KT) cosxs(KT + 1)
+7u (KT —T) cosxs3(KT)
+(T — 1)ur (KT) sinzs (KT + 1)
+71ur (KT — T)sinzs(KT)
xg(KT + T) = xg(KT) + (T - T)’LLQ(KT)
+ru(KT —1T).
3)

Este modelo presenta como desventaja que cuando
el periodo de muestreo no puede ser reducido
a un valor suficientemente pequeno, el esquema
de control implementado presenta un apreciable
deterioro.

Se verific6 mediante experimentos por simulacién,
que a partir de un periodo de muestreo mayor
a 0.05 segundos el modelo discreto aproximado
presenta un error considerable al compararlo con
el modelo en tiempo continuo con retardo. Por
tanto, cualquier ley de control que se disenie a
partir del modelo aproximado puede presentar un
desempeno deficiente cuando se utilice un periodo
de muestreo suficientemente grande.

2.2 Modelo Discreto Exacto con Retardo

El modelo discreto exacto de un robot moévil
(2,0) controlado remotamente, considerando el
efecto de la inclusion de una red de comunicacién
como la presentada en la Figura 1, se obtiene al
desarrollar la discretizacion exacta del modelo en
tiempo continuo (2), bajo la consideracién de que
el tiempo de retardo 7 es menor que el periodo de
muestreo 7.

Considérese la solucion de la ecuacién diferencial
(2¢) para z3(t) en el intervalo de tiempo [tg, t],

23 (t) = x5 (to) + / uz(s — 7)ds 4)

to

Debido a que 7 < T, el valor de u(t) cambia de
uw(KT—T)a u(KT) en el instante t,+ 7, como se
observa en el diagrama de la Figura 3. Asumiendo
que 7 tiene un valor constante conocido, (4) se
puede reescribir como,

to+T7
2s (1) = w5 (to) + / wa(KT — T)ds

t to (5)

to+T7
donde uo(KT) representa el valor de us (¢) en el
intervalo de tiempo actual y us(KT — T') repre-
senta el valor de wg(t) durante el intervalo de
tiempo anterior.

Noétese que cuando x3 (t) dada en (5) se evalia en
el intervalo de tiempo ty < t < tg + 7 se obtiene,
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L1

Figura 3. Sefial de Control u(t — 7)
X3 (t) =3 (t()) + (t - t()) UQ(KT — T) (6)
pero cuando (5) se evalia para to < t, se tiene,

73 (8) = @3 (to) + Tua(KT = T) )
+(t —to — 7) ua(KT).

Siguiendo el mismo procedimiento y considerando
(6) y (7), es posible escribir la solucién para x1 (t)
dada en (2a) en la forma,

I (t) = I (to)

+uy (KT —T) /t

+ (S — to) U2t(KT — T)] ds
+U1(KT)/

to+7

+(S — 1o —T)UQ(KT)] ds.

to+T7
cos [z3 (to)

(8)

La solucién para z(t) se obtiene de manera
similar,

To (t) = X2 (to)

+uy (KT —T) /t

+ (S — to) U2t(KT — T)] ds
+U1(KT)/

to+T7
+ (S — 1o — ’7') UQ(KT)] ds.

to+T7
sin [z3 (o)

9)

Con el fin de simplificar la presentacién de los
desarrollos que se presentan a continuacién, con-
sidérese la notacién n = n (kT), nt =n (kT £T)
con su generalizaciéon dada por

17(KT:I:mT):nim m=0,1,2,...
Para obtener el modelo discreto exacto es sufi-
ciente considerar tg = KT y evaluar (7), (8) y
(9) al final del intervalo de tiempo [KT, KT +T1,
obteniéndose

o =21+ 2uy ¢y (uy) cos B+ 2u, s (u,) cos O
x5 = zo + 2uy ¢1 (uy ) sin B+ 2u, s (u,)sind
r3 =a3+T1uy + (T —7)u,
(10)
con

cos [z3 (to) + Tux(KT —1T)

sin [z5 (to) + Tue (KT —T)

_ T—-7
0 =3+ Tu; +TU2,
T _
B=13+ Uy
y
. T _
sm(§u2) o
b)) =3 "y el
% si uy =0
(11)
) <T—7‘ )
S1n 5 U9
o ug) = T g, s w0
T—-71 )
5 st us =0

Noétese que 11 (uy ) v 12(uz) son funciones conti-
nuas, puesto que satisfacen,

m%wwazfzmm>

2
Jim ia(z) = 5 = (0)

3. PROBLEMA DE SEGUIMIENTO DE
TRAYECTORIA

El control por modos deslizantes en tiempo dis-
creto es muy ttil en aplicaciones practicas debido
a la simplicidad de su implementaciéon ya que
los problemas que se presentan en tiempo con-
tinuo, como las conmutaciones a altas frecuencias,
pueden ser reducidos si se garantiza una adecuada
seleccion de los pardmetros de control (Corradini
et al. 2002), (Furuta 1990) y (Gao et al. 1995).

En tiempo continuo, un esquema de control por
modos deslizantes considera una ley de control
que conmuta a altas frecuencias para llevar la
trayectoria de estados del sistema sobre una su-
perficie deslizante y mantenerla alli por el tiempo
subsiguiente, (Utkin et al. 1999), (Young et al.
1999).

Furuta presenta una técnica de control por mo-
dos deslizantes en tiempo discreto, insensible a
la seleccion del periodo de muestreo y que no
presenta conmutaciones a alta frecuencia, (Furuta
1990). En este caso, la ley de control se disefia
con base en una funcién discreta de Lyapunov y
a una adecuada seleccién de los parametros para
garantizar la estabilidad del sistema.

El esquema de control propuesto en el presente
trabajo tiene como objetivo resolver el problema
de seguimiento de trayectorias de un robot movil
(2,0) utilizando su modelo discreto exacto con in-
clusién de retardos. Para tal efecto se considerara
la metodologia propuesta en (Furuta 1990) a fin
de obtener un controlador por modos deslizantes
en tiempo discreto. Contrario al caso continuo,
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en el esquema en tiempo discreto presentado en
(Furuta 1990) y utilizado en (Corradini et al.
2002), la superficie de conmutacién es diferente
a la superficie de deslizamiento.

3.1 Dindmica del error de seguimiento

Considérense los errores de seguimiento del sis-
tema (10) con respecto a los valores deseados 14,
Z2d Y X3d,

€z = T1 — L1d
Cxy = T2 — X2d
€xz3 = L3 — L3d-

Considerando el sistema (10), es posible mostrar
que los errores de seguimiento satisfacen

er = ez, + 2Y1uq cos B+ 29ou, cost — Azqg

1
6:2 = ea:g + 2uf1/11 Sil’lﬂ + 2’1141’(/}2 Sil’le — A.’Egd
€dy = €ay + Tuy + (T = T)uz — Awzg (12)

z3

con
_ T—-T
0 = ez, + 234 + TU, —|—Tu2,
T _
ﬂ:ems+x3d—|—§u2

y 1, P2 definidas de la misma forma que en (11).

3.2 FEsquema de control

Para el diseno de la estrategia de control, con-
sidérense las senales virtuales de control

(13)
(14)

Wiz = U2 cos B
Wiy = U2 sin g,
y adicionalmente, las senales auxiliares
U1y = uj Yy cos
U1y = uj Y1 sin B.

Utilizando las definiciones anteriores es posible
reescribir el sistema (12) en la forma,

e;"l = €y, + 2015 + 2w1, — Ax1g
egg = ey, + 201y + 2w1y — AZg (15)
62_3 =€y, +TUy + (T — T)ug — Axaq

donde se tiene ahora un sistema con tres senales de
entrada, dos de ellas corresponden a los controles
virtuales wi, y wiy y la tercera es la entrada us.

Con el fin de implementar una estrategia de con-
trol por modos deslizantes, considérense las super-
ficies dadas por o, = 0, o0y = 0y 0t = 0, donde

Oz =€l — ez, + Ve, (16a)
oy =€l — €xy + ey, (16b)
o1 = el — €xs + 1€, (16¢)

Y Yz, Yy, V¢ son parametros reales positivos que se
determinaran posteriormente.

A partir de la funcién o, dada en (16a) se tiene
que,

ot —
Op = €z, — €4 + Vz€qy

Op = (€z, + 2014 + 2w1 — AZ14) — €2, + Valy,
Oy = 2U1w + 2u’la: - A:If'ld + ’Yx%?l

de donde, definiendo ahora la retroalimentacién,
1 _ _
Wi = 5 [Az1g — Ypey, —2v1, + a0y | (17)
en lazo cerrado con (16a) se obtiene,
Oy = Q0 .

Por lo tanto, escogiendo adecuadamente el parametro
« se obtiene que la superficie o, = 0 es atractiva.

Considerando de manera similar la superficie dada
en (16b) se obtiene el control virtual

1
wiy = 5 [Azgq — Yyey, — 2v1y + ﬂay_] (18)
el cual produce en lazo cerrado con (16b),
oy = o, .

A partir de los desarrollos anteriores es posible ver
que los controles virtuales w1, y wi, determinan
el valor de u; a partir de la relacién

2 2 22
wi, +wi, = uiYs,

2 2 2
\/ Wig + wly
(2>

Nétese también que a partir de (13) se tiene que

de forma tal que

(19)

Uy =

W1y
= — 20
“ 1o cos (20)
y a partir de (14) se tiene que
Wiy
= . 21
“ o sin (21)

Considérese finalmente la superficie dada en (16¢),
esto es,

oL =€) — €x3 + Vi€ps
o = (e$3 +ruy + (T —7)ug — Axgd) — €33+ Ve
or =Tug + (T — 7) ug — Axzg + Yr€,4

definiendo la retroalimentacién,
1
Uy = ————

T—7 [Aargd — Yt€y, — TUy + 50;] (22)

se obtiene entonces en lazo cerrado con (16¢),

oy = do; .
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3.8 Andlisis de estabilidad

De acuerdo al diseno presentado anteriormente
Wig Y Wiy, definidas en (17) y (18), pueden
ser usadas separadamente para imponer un modo
deslizante en las superficies 0, = 0y oy =
0 respectivamente. Por otra parte us definida
en (22) puede utilizarse para imponer un modo
deslizante para la superficie oy = 0.

Para mostrar la convergencia de los errores de
seguimiento y la estabilidad del sistema en lazo
cerrado, considérese la retroalimentacién dada en
(17) en lazo cerrado con el sistema (12).

Dado que u; puede escribirse como se definié en
(20) la dindmica de e,, estard dada por,

w1
eil = €z, + 201z + 2¢p2 cos O |:’(/}2C70ISQ:| — Az
reemplazando w1, dada en (17) se tiene,
6:1 =€y +2v1, + [Aa:ld — 7%6;1 — 2014 + aa';]

— Aa:ld

+ _ J— J—
€r, = €z — Vz€y, + ao,

donde, considerando o, a partir de o, dada en
(16a) se tiene
ej;l — €y, +Vaby, —ao, =0

+ -« [eg31

et — eny + el —ep + e =0
ed —(1+a)es, + (Vo ta)e;, —ave;?=0
et —(+a)ef?+ (v +a)ef, —avpes, =0

donde la eleccion adecuada de los pardametros «,

¥ Y permiten establecer la estabilidad deseada.

Considerando que u; puede reescribirse como
se defini6 en (21), la dindmica del error de
seguimiento ey, resulta ser,

Wiy

e; = €z, +2V1y + 2tPpsinf [w ] — Azyy

5 sin 6
reemplazando w1, dada en (18) se tiene,

e;rg = Ca, + 2U17J + [A{L'Qd - 7y€;2 - 2U1y + ﬂU;]

— Axyq
el =es, —wes, + Bo,
de donde a partir de (16b) se obtiene

+ - - _
€3 — €y T Vy€y, —Bo, =0
Jr

€ry — Czy T Vy€sy, — I} [em —e,, T %6522] =0
et —(1+B)ew, + (v + B) ey, — Bryes. =0
et — (L4 B) el + (v + B) e, — Byyen = 0.

En este caso, la eleccién adecuada de § y 7y
asegura la convergencia deseada.

Finalmente considerando (22) en lazo cerrado con
es, dada en (12), se obtiene

6:3 =1+ ew, — (v +0)e,, — 5%@;32
por tanto,
ed? — (1+68)ef? + (v +6) el + 0yren, = 0.

Si se seleccionan los pardmetros 7., vy ¥ ¢ dentro
del intervalo (0; 0.25], las raices de los polinomios
caracteristicos de ez, , €g,, €z, Se ubican dentro
del circulo unitario, garantizando asf la convergen-
cia asintética. Con lo cual se prueba la convergen-
cia de los errores de seguimiento y la estabilidad
en lazo cerrado del sistema.

4. RESULTADOS EN SIMULACION.

Con el fin de evaluar el desempeno de la estrategia
de control propuesta para resolver el problema
de seguimiento de trayectorias, se presentan los
resultados de uno de los experimentos realizados
mediante simulacién, donde se consideré como
trayectoria deseada un circulo de radio r = 3 y
se propuso como periodo de muestreo a T’ = 0.1
con un retardo de transporte 7 = 0.025.

Se consideraron las condiciones iniciales,

T = 0.27 To = 2.57 I3 = 0.02
U = 0, Uy = 0

Los parametros de control seleccionados para los
polinomios caracteristicos de ey, €z,, €z, fueron,

Yz =Yy =7t = 0.24
a=04 =04 6=0.

En la Figura 4 se observa la trayectoria deseada
y la trayectoria real seguida por el robot movil
en el plano X; — Xs. Se puede observar como
el robot mévil iniciando desde un punto fuera
de la trayectoria deseada corrige su posicién y
se va aproximando hasta alcanzar la trayectoria
deseada. Los errores de seguimiento e, = x1 —
T1d, €z, = T2—T24 Y €y = T3—T34 CON respecto al
tiempo se presentan en la Figura 5, en esta grafica
se observa como éstos convergen asintéticamente
a cero, lo que indica que cada estado converge
asintoticamente al valor deseado. En la Figura 6
se muestra la evolucion de las sefiales de control uq
y ug, siendo evidente el hecho que se encuentran
libres de conmutaciones a altas frecuencias. Se
observa también que las senales de control no se
ven afectadas por el retardo de transporte. En
la Figura 7 se presentan las senales virtuales de
control wi; y wiy. Finalmente en la Figura 8
se muestra el comportamiento de las superficies
deslizantes, las cuales convergen asintéticamente
a cero.

5. CONCLUSIONES.

En este trabajo se presenté una estrategia de
control por modos deslizantes en tiempo dis-
creto, para resolver el problema de seguimiento
de trayectorias de un robot mévil tipo (2,0) con-
trolado remotamente. El esquema de control se
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Figura 4. Trayectoria ideal y real del robot mévil
tipo (2,0)
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Figura 5. Senales de error de seguimiento para los
estados 1, T2 ¥ x3.
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Figura 6. Senales de control uy y us aplicadas.

desarrollé a partir de la obtencién del modelo
discreto exacto incluyendo los efectos del retardo
de transporte inducido por una red de comuni-
cacion. Debido a los efectos del retardo de trans-
porte sobre el vehiculo, la estrategia de control
propuesta se realizé en tiempo discreto ya que no
es posible la obtencién de leyes de control causales
a partir del modelo continuo. El desempeno de
la estrategia de control se evalu6 mediante ex-
perimentos en simulacién, donde se muestra que
las leyes de control propuestas permiten que el
robot moévil realice un seguimiento de trayecto-
rias con convergencia asintética de los errores de

1x
o

Control w.

Tiempo (seg)

1y

Control w.

Tiempo (seg)

Figura 7. Senales de control virtuales wi, y wiy

0.2

%4

-0.2H

Superficies Deslizantes
Q

-0.3H

~0.4H

Tiempo (seg)

Figura 8. Superficies de deslizamiento

seguimiento. Los resultados de los experimentos
en simulacién muestran una ventaja del esquema
de control utilizado sobre la implementacién de
los esquemas de control por modos deslizantes
clasicos en tiempo continuo, debido a que las
senales de control obtenidas se encuentran libres
de conmutaciones a alta frecuencia.
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