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Resumen: En este articulo se hace una revision de las técnicas de optimizacién mas
importantes: programacion lineal y no lineal con y sin variables discretas, asi como
de los algoritmos disponibles hasta la fecha para resolver dichos problemas. Ademas
de los problemas clasicos se hace una extension para incluir problemas planteados
mediante disyunciones y relaciones logicas, optimizacion global determinista y
estocastica, optimizacion en problemas sin estructura definida y una vision global de
los sistemas de modelado algebraico. Copyright © 2007 CEA-IFAC
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1. INTRODUCCION

Hoy en dia, la optimizacion se ha convertido en
practica habitual en las ciencias, las ingenierias y los
negocios. En estadistica son comunes términos como
“maxima probabilidad o minimos cuadrados” en el
campo de los negocios es frecuente encontrar
términos como “‘mdximo beneficio, minimo coste o
aprovechamiento optimo de recursos”. En fisica se
han enunciado diferentes principios Optimos en
campos como la dptica o la mecanica clasica, etc.
Aunque, muchos de los aspectos basicos de la
optimizacion se desarrollaron en los siglos XVIII y
XIX con los trabajos de Lagrange o Euler el
verdadero desarrollo de la Programacion Matematica
comienza con los trabajos de Kantorovich y Dantzing
en los afios cuarenta. Sin embargo, no es hasta la
revolucién informatica de los afios 70 cuando,
apoyados en el poder de célculo de los ordenadores,
la programaciéon matematica comienza a ser una
herramienta ampliamente utilizada en muchas
aplicaciones. De hecho hoy en dia existen una
cantidad importante de codigos que cada vez pueden
resolver problemas mas grandes y complejos. Para
una panoramica general de herramientas de
optimizacion se recomienda que el lector consulte la
pagina NEOS una vez haya leido este articulo:
http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide/

Se intentara en este articulo dar una vision general de
los métodos mas importantes de optimizacion. Las
primeras secciones estan dedicadas a una revision

general de los principales métodos para resolver
problemas con variables continuas. A continuacion se
revisan con algo mas de detalle los métodos mas
importantes para resolver problemas cuando aparecen
variables discretas. Una de las grandes limitaciones
de la programacion matematica cuando aparecen
ecuaciones no lineales es que solamente se puede
garantizar la optimalidad global cuando se cumplen
ciertas condiciones (funciéon objetivo convexa
definida sobre una region factible —restricciones-
también convexa). Se introducird por lo tanto un
breve apartado dedicado a las técnicas de
optimizaciéon global. Para tratar con problemas sin
una estructura especial (funciones discontinuas,
ecuaciones donde no hay informacion de las
derivadas, restricciones definidas de forma implicita
a través de relaciones de tipo caja negra entrada-
salida o problemas altamente no convexos) se han
desarrollado métodos de blsqueda directa o
metaheuristicos que, aunque no garantizan un 6ptimo
global, tienden a aproximarse a éste si el nimero de
iteraciones es suficientemente alto. Finalmente se
presentan los principales sistemas de modelado
disponibles hoy en dia y que se han convertido en
una herramienta imprescindible para formular
modelos complejos.

Los problemas de optimizacién se pueden, en primer
lugar, clasificar en problemas que involucran
solamente variables continuas y en problemas con
variables continuas y discretas (o solamente
discretas). Los principales problemas de optimizacion
con variables continuas incluyen la Programacion
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Lineal (LP) y la Programacién no lineal (NLP)' . Una
importante subclase de la programacion lineal es el
problema  lineal complementario (LCP) 'y
subproblemas importantes de programacion no lineal
incluyen la programacion cuadratica (QP). En el caso
de programacion no lineal hay dos distinciones
importantes a tener en cuenta. La primera es si el
problema no lineal es convexo y la segunda es si el
problema es diferenciable (Biegler y Grossmann,
2004). Si el problema incluye variables discretas se
puede nuevamente distinguir entre problemas lineales
con variables enteras (MILP) y problemas no lineales
con variables enteras (MINLP) ambas siglas del
ingles Mixed Integer (mnom)Linear Programming.
Cabe sefalar que para el caso en el que el problema
contenga ecuaciones diferenciales/algebraicas estas
se pueden discretizar por varios métodos (por
ejemplo colocacion ortogonal) lo que da lugar a su
vez a problemas NLP o MINLP.

El caso mas general de problema de programacion
matematica podria pues escribirse como:

min: z = f(x,y)
s.a. h(x,y)=0

g(x,»)<0 (1)
xeXcR"

yel{o.i”

Donde f representa una funcion objetivo escalar, 4 y
g son restricciones del problema en forma de
igualdades y desigualdades, las variables x son
variables continuas y las variables y son variables
binarias (en general las variables y podrian tomar
cualquier conjunto de valores discretos, pero
restringirlas a solamente variables binarias no quita
generalidad al problema y serd el criterio que
seguiremos de aqui en adelante).

2. PROGRAMACION LINEAL

Si tanto la funcion objetivo como las restricciones
son lineales entonces el problema tiene la estructura
siguiente:

min: z =c¢’x
sa. Ax<b 2)
x>0

El método estandar para resolver un problema lineal
es el método simplex, desarrollado por Dantzing en
los afios cuarenta. Véase (Dantzing, 1963). Las
mejoras posteriores en la implementacion practica del
método simplex junto con el desarrollo de los

' Aunque en castellano para programacion lineal y programacion
no lineal, en ocasiones se utilizan las siglas PL y PNL, para los
casos donde aparecen variables binarias los problemas MILP,
MINLP las siglas en ingles se han convertido en estandar por lo
que se ha decido, para mantener una cierta coherencia, utilizar las
correspondientes siglas en inglés durante todo el articulo.

ordenadores ha hecho que hoy en dia se puedan
resolver de forma cotidiana problemas de més de 10’
restricciones y un millon de variables. Se ha
observado que el niimero de iteraciones requeridas
para resolver un LP utilizando el método simplex es
habitualmente un multiplo pequefio del nimero de
restricciones del problema. Sin embargo, es posible
plantear problemas donde sea necesario examinar
todas las bases. Asi en un problema con n variables y
m restricciones, el nimero de iteraciones en el peor

n

caso seria de , por ejemplo un problema con 100

variables y 50 restricciones —un problema que
podemos considerar hoy en dia pequefio- en un
hipotético ordenador capaz de llevar a cabo un billon
(10'?) de iteraciones del simplex por segundo tardaria
unos 4-10'" afios en resolver el problema. Aunque
este comportamiento se observa en rarisimas
ocasiones, existia un interés tanto tedrico como
practico en desarrollar un algoritmo para resolver los
problemas de programacion lineal en tiempo
polinomial. En 1984 se presentdé un algoritmo de
punto interior con esta propiedad (Karmarkar, 1984).
Con los métodos de punto interior se pueden resolver
problemas de mas de 10° variables y 10° restricciones
utilizando  entre 20 'y 40 iteraciones
independientemente del tamafio del problema. Dado
que los métodos de programacion lineal son
ampliamente conocidos, en particular el método
simplex, no se hara mas énfasis en ellos

3. PROGRAMACION NO LINEAL

Un problema de programacion no lineal (NLP) toma
la siguiente forma:

min: f(x)

s.a. h(x)=0
g(x) <0
xe X cR"

3

Dentro de los algoritmos para resolver NLPs aquellos
que requieren un menor niumero de evaluaciones de
la funcion objetivo son los basados en la
programacion cuadratica sucesiva (SQP —successive
quadratic programming- (Han, 1976; Powell, 1978;
Binder et al., 2001; Biegler y Grossmann, 2004) que
ha dado lugar a una serie de algoritmos que se
adaptan muy bien a un gran nimero de problemas
con diferentes estructuras.

La SQP se basa en aplicar el método de Newton a las
condiciones de optimalidad de Karush —Khun-Tucker
(KKT) del problema (3), que vienen dadas por las
siguientes ecuaciones:
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VI(x") +Vh(x")A+Vg(x ) u =0

h(x")=0
g(x")+s=0 C))
S Me=0 (cl)
(5, 1)20 (c2)
Donde e [1,1,1,...., 1], Aes el vector de

multiplicadores de Lagrange asociado a las
restricciones de igualdad y 4 el vector de

multiplicadores de Lagrange de las desigualdades. S
=diag{s}; M =diag{ i }.

Las condiciones de complementaridad —ecuaciones
(cl) y (c2) del problema (4)- presentan una
importante dificultad cuando se resuelve el conjunto
de ecuaciones asociado a las condiciones de KKT:
Cerca de la solucion las ecuaciones (cl) y los limites
activos (c2) son dependientes y por lo tanto forman
un sistema de ecuaciones mal condicionado. Los
algoritmos basados en SQP solucionan este problema
de dos formas diferentes: utilizando un método de
conjunto activo o utilizando funciones de barrera.

En los métodos de conjunto activo en cada iteracion
se debe decidir qué subconjunto de restricciones son
. . . * .y
activas, 1€ /={i|g;(x )=0}. En la ecuacién
(4.cl) se s; =0Viel y

A;=0 Vigl. La determinacion del conjunto

obliga a que

activo es un problema de caracter combinatorio. Sin
embargo, una forma relativamente sencilla de

determinar el conjunto activo en un punto xk,
consiste en resolver el siguiente problema cuadratico.
(Un problema cuadratico es un problema con funcion
objetivo cuadratica y restricciones lineales, y se
puede resolver de forma muy eficiente utilizando
técnicas de programacion lineal, ya que el problema
cuadratico se puede convertir en un problema lineal
complementario):

min Vf(x")rd+%dTL(x",Ak,y")d
s.a. h(x*) +Vha(x*)" d=0 (5)
g(x*) +Vg(x") d+s=0 520

Las condiciones de optimalidad de KKT para el
problema (5) vienen dadas por:

VI AW (x5, 1" )d +Vh(x*)A+Vg(x* ) u=0
h(x*) +Vh(x*)" d =0
g(x*) +Vg(x*) d+s5=0

SMe=0
(5,40)=0

(6)
Donde W (x, 2, 11)=V>(f(x) +h(x)" 2 + g(x)" 1)

es la matriz Hessiana de la funcion de Lagrange. Es

facil comprobar que las tres primeras ecuaciones en
(6) corresponden a linealizaciones de las ecuaciones
en (5). La soluciéon del problema combinatorio de
elegir el conjunto activo viene dada por la solucion
de problema cuadratico (6). Detalles de este
procedimiento se pueden encontrar en (Fletcher,
1987; Nocedal y Wright, 1999)

Para evitar el problema combinatorio de seleccionar
el conjunto activo, los métodos de barrera modifican
el NLP de la siguiente manera:

min f(x*)-p Y Ln(s,)

sa. h(x*)=0 (7
g(xk)+s:0
s>0

Donde la solucion de este problema toma un §>0
para el parametro p >0 . Las condiciones de KKT
del problema (7) se pueden escribir como:
VI(x") +Vh(x)A+Vg(x ) u =0
h(x")=0
g(x)+5=0
SMe=pe

®)

Para valores de p>0,5s >0 y x>0 las iteraciones
del método de Newton generadas al resolver el
problema (8) estan bien condicionadas. Si ademas W*
es definida positiva en la proyeccion sobre el espacio
nulo de VA(x*)", el paso de Newton se puede

escribir en forma del
cuadratico:

siguiente subproblema

min: V/(x*)" d + %dr w(x", 25, u*yd -
1
—p(Sk)*‘eTAHEAsT(S")*‘As ©9)

sa. h(x*)+Vh(x*)"d =0
g(x*) +Vg(x")'d +s* +As=0

Las condiciones de complementaridad en el problema
(9) han sido reemplazadas por penalizaciones en la
funciéon objetivo y por lo tanto el caracter
combinatorial del problema desaparece.

Los métodos de barrera necesitan mas iteraciones
para resolver el problema (7) para diferentes valores
del parametro de penalizacion ( p ). Los métodos de

conjunto activo por su parte, llevan a cabo la solucion
de subproblemas cuadraticos mas costosos. Asi pues,
en aquellos problemas donde hay un numero pequefio
de desigualdades los métodos de conjunto activo
suelen dar mejores resultados. Sin embargo, en
problemas con muchas desigualdades los métodos de
barrera suelen funcionar mejor. Esto es especialmente
cierto en los problemas de gran escala donde el
nimero de limites activos suele ser grande. Por
ejemplo, una implementaciéon eficiente de los
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métodos de barrera en el cddigo IPOPT ha permitido
la solucion de problemas con mas de 2 10° variables
y 4500 grados de libertad (Wachter, 2002).

Para mejorar la convergencia desde puntos
relativamente alejados de la solucion se han utilizado,
tanto en los métodos de conjunto activo como en los
de punto interior, dos estrategias diferentes: busqueda
unidireccional o el método de la region de
confiabilidad. En éste ultimo caso a los problemas
cuadraticos se les afiade la restriccion [d| < A. De tal

k+1

forma que el paso x*"' =x*+d se lleva a cabo sélo

si se produce una reduccion suficiente de una funcion
de mérito (suma ponderada de la funcion objetivo y
alguna medida de la violacion de las restricciones del
problema). Dos funciones de mérito habituales en
SQP son la Lagrangiana aumentada (LA) y la
penalizacion exacta (PE)

W(x,Ap) = f(x) + AT h(x) +u" g(x)
+plg(x), +h(x)* (L)

¥ (x, A p0) = f(x) + ATh(x) +u” g(x)
+plg(x), +h(x)|  (PE)

(10)

El tamafio de la region de confiabilidad A se
actualiza dependiendo del valor de la funcion de
mérito en cada iteracion (Nocedal y Wright, 1999).
El codigo KNITRO (Byrd et al, 1997) utiliza un
método de region de confiabilidad. Estos métodos
son especialmente adecuados para NLPs mal
condicionados.

Por su parte la busqueda unidireccional es mas
eficiente en problemas con subproblemas cuadraticos
bien condicionados y puntos iniciales razonables. En
estos casos el paso resultante de resolver el problema

cuadratico se modifica de tal manera que:

x*'=x"+ad con ael0,1]. El valor de @ se elige

de tal forma que se produzca un descenso suficiente
en la funcién de mérito. Recientemente ha aparecido
una alternativa basada en una minimizacion de la
funcion objetivo y de la factibilidad de las
restricciones como objetivos en competencia. Este
tipo de busqueda unidireccional se conoce como
“filtro’ y también es aplicable a los métodos de region
de confiabilidad (Fletcher et al, 2002; Witcher y
Biegler, 2002)

Finalmente remarcar que para que los subproblemas
cuadraticos tengan solucion unica es necesario que la
matriz Hessiana de la Lagrangiana sea de rango
completo y definida positiva cuando se proyecta en el
espacio nulo de los gradientes de las restricciones
activas. Estas propiedades podrian no cumplirse en
puntos lejos de la solucion en problemas que no
satisfacen las condiciones de optimalidad de segundo
orden. En estos casos se pueden utilizar
aproximaciones de la Hessiana reducida (como la
BFGS). Véase, por ejemplo, (Fletcher, 1987).

Ademas de los métodos basados en programacion
cuadratica sucesiva se han desarrollado otros
métodos muy robustos para problemas a gran escala.
Aunque en general estos métodos necesitan un mayor
numero de evaluaciones de la funcion objetivo y de
las restricciones que los métodos basados en SQP, su
robustez en un buen niimero de problemas y el hecho
de que han sido implementados en plataformas de
modelado muy populares como GAMS o AMPL han
contribuido a su difusién. Todos estos métodos se
basan también en la aplicacion del método de
Newton a una parte de las condiciones de KKT
(Biegler y Grossmann, 2004).

LANCELOT (Conn et al., 2000) utiliza una
Lagrangiana aumentada, de forma que en cada
iteracion resuelve el siguiente problema:

min: f(x) + A" h(x) + u" (g(x)+s)+

" %p () + g(x) +s ]’ (11)

s.a. s2>0

El problema (11) se puede resolver de forma muy
eficiente para valores fijos de de los multiplicadores
A,y del parametro de penalizacion p . Una vez

que se resuelve el problema (11) los multiplicadores
y el parametro de penalizacion se actualizan en un
bucle externo. El procedimiento se repite hasta que se
satisfacen las condiciones de KKT.

En MINOS (Murtagh y Saunders, 1987), en contraste
con el SQP, el subproblema cuadratico se reemplaza
por un NLP con restricciones lineales y una
Lagrangiana aumentada en la funciéon objetivo no
lineal:

min £(x) + fh(x)+M<g<x)+s>+§puh(x),g(x>+sH2

st h(x*)+Vh(x*)" d=0
g(x")+Vg(x") d+s=0 s5>0
(12)

En cada iteracion MINOS selecciona una base y
trabaja en el espacio reducido de variables de
decision. Después de eliminar las variables
dependientes y las variables en alguno de sus limites
se aplica un método quasi-Newton al problema sin
restricciones resultante. La descomposicion esta
hecha de tal manera que en el caso de que el
problema sea lineal MINOS se convierte en el
método simplex. En el punto solucion de este
subproblema se vuelve a linealizar y el ciclo se repite
hasta que se cumplen las condiciones de optimalidad.
MINOS es extremadamente eficiente en problemas
donde la mayor parte de las restricciones son lineales.

Finalmente los métodos de gradiente reducido
generalizado  (GRG2, CONOPT, SOLVER)
consideran el mismo subproblema que MINOS, pero
eliminando los términos debidos a la Lagrangiana
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aumentada (la funcidn objetivo se reduce a f(x) ). En
cada iteracion, introducen una etapa de restauracion
de la factibilidad asegurando asi que el problema es
factible en todo momento mientras se acerca a la
solucion. Aunque en general utilizan mas
evaluaciones de funcidn objetivo y restricciones que
MINOS suelen ser mucho mas robustos en problemas
con restricciones no lineales. De entre todos los
métodos que utilizan derivadas los métodos de
gradiente reducido son los mas populares. En
particular el codigo SOLVER se ha incluido dentro
del paquete MS Excel alcanzando un uso
ampliamente generalizado.

4. PROGRAMACION LINEAL MIXTA (MILP)

Un MILP se puede escribir de forma general como:

min:c'x+d"y
s.a Ax+By <b
xeX cR"

ye{ol”

(13)

Los métodos para resolver MILPs (Nemhauser y
Wolsey, 1988) estan fundamentalmente basados en
los métodos de ramificacion y acotamiento (BB del
Inglés Branch and Bound) y sus variantes, donde
cada subproblema lineal se resuelve utilizando el
método simplex (Dankin, 1965). Este método
consiste en una enumeracion en arbol en el cual el
espacio de variables enteras se divide de forma
sucesiva dando lugar a subproblemas lineales que se
resuelven en cada nodo del arbol.

En el nodo inicial las variables enteras se relajan
como variables continuas, de tal forma que se les
permite tomar valores fraccionarios. Si la solucion de
este problema produce de forma natural una solucién
en la cual todas las variables y toman valores enteros
se habria alcanzado la solucion. Sin embargo, esto
so6lo ocurre en un nimero muy reducido de casos (por
ejemplo en los problemas de asignacion) y lo normal
es que algunas de las variables y tomen valores
fraccionarios. En cualquier caso, este nodo inicial
produce una cota inferior global al Optimo del
problema. De entre las variables que han tomado
valores fraccionarios se debe seleccionar una de ellas
para ramificar de acuerdo a una serie de reglas
predeterminadas (coste reducido, parte decimal mas
cercana a 0.5, etc). Una vez que se ha elegido una
variable para fijar se resuelve el nuevo problema LP
con la variable selecciona fija. Cuando se aplica el
método simplex la solucion de este LP se puede
actualizar de forma muy eficiente a partir del
resultado de su nodo antecesor. Esta propiedad no la
comparten los algoritmos de punto interior, por lo
que en los métodos para resolver MILPs los
algoritmos de punto interior practicamente no se
utilizan. El procedimiento continua ramificando
nodos abiertos (nodos en los que se ha obtenido una
solucion factible con alguna variable y no entera).

Para la eleccion del nodo a ramificar se utilizan
reglas heuristicas (busqueda en profundidad,
busqueda en anchura, etc...). Es importante remarcar
que un nodo cualquiera es una cota inferior para
todos los nodos posteriores generados a partir de éste,
es decir, a medida que descendemos por las ramas del
arbol la funcion objetivo de los nodos va creciendo
de forma monotona. Cuando en un nodo se obtiene
una solucion entera, ésta es un limite superior a la
solucion optima del problema, de tal forma que todas
las ramas abiertas con valor superior de la funcion
objetivo no necesitan evaluarse (acotamiento). La
enumeracion continua hasta que la diferencia entre
las cotas inferior y superior estan dentro de una
tolerancia o bien no existen ramas abiertas.

En el peor de los casos, el algoritmo basico de
ramificacion 'y acotamiento termina con la
enumeracion de todos los nodos del arbol. Dos
desarrollos importantes han contribuido a mitigar el
crecimiento exponencial en la soluciéon de MILPs: El
desarrollo de técnicas de pre-procesamiento y la
introduccion de planos de corte. El pre-
procesamiento se basa en la utilizacion de técnicas de
eliminacion automatica de variables y restricciones,
reduccion de limites, reformulacion de restricciones y
fijar a priori algunas variables enteras. Los planos de
corte son restricciones extra afladidas al problema,
bien en el nodo inicial o dentro de la enumeracion,
que tienen el efecto de reducir la region factible del
problema sin comprometer ninguna de las soluciones
enteras del mismo. Los tltimos desarrollos en MILP
incluyen los métodos de ramificacion y precio
(Barnhart et al, 1998) y ramificacién y corte (Balas et
al, 1993). Una revision reciente de los métodos de
optimizacion se puede encontrar en (Johnson et al.,
2000).

Los principales codigos para resolver MILPs estan
desarrollados  sobre  programas  originalmente
dedicados a problemas lineales. Quizas los que
mejores resultados ofrecen hoy en dia son CPLEX
(ILOG, 2000), XPRESS (Ashford y Daniel, 1995) y
OSL (Ming et al, 1993). Aunque es posible que
debido a la naturaleza combinatoria de los problemas
MILP, en algin caso el tiempo de calculo para
resolver algiin problema sea grande, es importante
sefialar que estos codigos han experimentado mejoras
impresionantes en sus capacidades en los ultimos
afios debido a una combinacion en el uso de planos
de corte (por ejemplo cortes de Gomory), mejoras de
preprocesado y aumento en la velocidad de calculo
de los ordenadores (Bixby et al, 2002)

5. PROGRAMACION NO LINEAL CON
VARIABLES ENTERAS Y CONTINUAS (MINLP)

Los principales métodos para resolver MINLPs son:
1. Ramificacion y acotamiento (Borchers y Michell,
1994; Gupta y Ravindran, 1985; Leyfer 2001; Stubbs
y Mehrotra, 1999) que no son més que una extension
directa de los métodos de ramificacion y acotamiento
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empleados para resolver MILPs, con la diferencia de
que en cada nodo se debe resolver un NLP y la
resolucion del los diferentes NLPs partiendo de su
inmediato antecesor no es tan eficiente como cuando
se resuelve un problema lineal. 2. Métodos de
descomposicion que iteran entre dos subproblemas.
El primero es un NLP con valores fijos de las
variables binarias y por lo tanto es una cota superior a
la soluciéon optima del problema y un problema
Maestro — que suele ser un MILP- y que es una cota
inferior a la solucion oOptima del problema. Los
métodos mas importantes son la descomposicion de
Benders Generalizada (Geofrion, 1972) y el método
de las aproximaciones exteriores (Duran y
Grossmann, 1986; Fletcher y Leyfer, 1994; Yuan et
al, 1988). 3. LP-NLP basado en ramificacion y
acotamiento (Quesada y Grossmann 1992), es una
situacion  intermedia entre los métodos de
ramificacion y acotamiento y los métodos de
descomposicion. En este caso en lugar de resolver el
problema Maestro hasta optimalidad, tan pronto
como se encuentra una solucion entera se resuelve un
NLP y se actualizan todos los nodos abiertos del
arbol de busqueda. 4. Plano de corte extendido
(Westerlund y Pettersson, 1995) es una variacion que
no requiere la solucién de NLPs

Los métodos anteriores tienen en comun que estan
basados en resolver una serie de subproblemas
obtenidos a partir de la formulacion general del
problema. Se presentaran a continuacion cada uno de
estos sub-problemas y vera luego como la
combinacion de éstos da lugar a los distintos métodos
para resolver MINLPs.

Un MINLP se puede formular de forma general como

min: z = f(x,y)

sa. g;(xy)<0 jeJ
xeXcR”
yei{0,1}"

(P1)

Donde se asume que f(*) g(-) son convexas y
diferenciables, X esta dado por el conjunto convexo

X ={r|x* <x<x", Ax>b} y J es un indice de

desigualdades.

5.1 Subproblemas NLP

Hay tres sub-problemas basicos que se pueden
considerar para el problema (P1):

a) NLP-Relajado (NLP1)
min: Zj; = f(x,)
s.a. g;(x,y)<0  jeJ

xeX, yel; (NLP1)
yigaik ie}é‘L

ks gk
vizp i€l

donde Yj es la relajacién continua del conjunto ¥;
I}, I}, son subconjuntos de indices de las variables

enteras, que estan restringidas por limites superiores
k

. . k ;.
e inferiores «;, f;, en el paso k-ésimo de un

procedimiento de enumeracion en ramificacion y
acotamiento. Se debe sefialar que

af =y |, =y ], 1<k.m<k donde
yll , ylm son los valores no enteros de una etapa

previa, y que [],["]
redondeo por defecto y por exceso, respectivamente.

son los operadores de

Sefialar también que si I}, =I5, =@, (k=0), el
problema (NLP1) corresponde a la relajacion
continua del problema (P1). Excepto para un pequefio
nimero de casos especiales, la solucion de este
problema produce, en general, un vector no entero de
variables discretas. El problema (NLP1) también
corresponde al k-ésimo paso en una busqueda por
ramificacion y acotamiento. El valor optimo del
objetivo del problema NLP1, Z;, proporciona un

limite inferior absoluto al valor 6ptimo del objetivo
del problema (P1) para cualquier m >k, el limite es

. £1: : Tk m k m
solovalidosi I, clp , IpyClpy.

b) Sub-problema NLP para un valor fijo de ).

(NLP2)

min: Z} = f(x, y*)
s.a. gj(x,yk)SO jeJ
xeX
Cuando el problema NLP2 tiene una solucion factible

(NLP2)

k . .,
el valor de Z7; es una cota superior a la solucion

optima del problema (P1). O dicho de otra manera, si
el problema NLP2 tiene solucion factible,
corresponde a una posible solucion del problema P1,
es por lo tanto una cota superior al mismo. En el caso
de que el problema NLP2 fuera no-factible
deberiamos considera el siguiente sub-problema:

c) Problema de factibilidad para un valor fijo
de *. (NLPF

min : u
s.a. gj(x,yk)Su jeJ
xeX, ueR'

(NLPF)

El problema NLPF se puede interpretar como la
minimizacion de la norma infinito correspondiente a
la no-factibilidad del sub-problema (NLP2). Para un
(NLP2) no-factible la solucion del problema (NLPF)
da un valor de u estrictamente positivo.

5.2. Planos de corte MILP
La convexidad de las funciones no lineales se puede

explotar reemplazandolas con hiperplanos soporte
que se obtienen generalmente, aunque no
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necesariamente, de la solucién de los sub-problemas
NLP. En particular, los nuevos valores y* o del par
(x*, y*) se obtienen resolviendo un problema de plano
de corte (MILP) que estd basado en los K puntos (x*,
"), k=1...K generados en los K pasos previos:

min Z; =«

s.a. o> f(xk,yk) + Vf(xk,yk){x_xi}

k
g, (x" ") +Vg,(xk,yk)B_;k} <0 jeJ

xeX , yeY k=1..K
(M-MIP)
donde J*cJ. Cuando sélo se incluye un

subconjunto de linealizaciones, suelen corresponder a
las restricciones violadas del problema (P1).
Alternativamente, es posible incluir todas las
linealizaciones en el problema (M-MIP). La solucion

del (M-MIP) es un limite inferior vilido Z; del

problema (P1). Este limite inferior es no decreciente
con el nimero de puntos K linealizados. Sefialar que
dado que las funciones f(*) y g(*) son convexas, las
linealizaciones en (M-MIP) corresponden a
aproximaciones exteriores de la region no lineal
factible del problema (P1). Una interpretacion
geométrica se muestra en la Figura 1, donde se puede
observar que la funcién objetivo convexa es
subestimada, mientras que la region factible convexa
es sobreestimada por las linealizaciones.

A

f(x) Funcidn objetivo convexa

X1

v

X2

Figura 1. Interpretacion geométrica de las
linealizaciones en el problema (M-MIP)

5.3 Algoritmos

Los diferentes métodos se pueden clasificar de
acuerdo al uso que se hace de los sub-problemas
(NLP1), (NLP2) y (NLPF), y de la especializacion
del problema MILP (M_MIP), como se indica en la
Figura 2.

Enumeracién
en arbol

NLP1

(a) Ramificacién y acotamiento

NLP2 Evaluar
M-MIP M-MIP
b) GBD, OA c) ECP
M-MIP NLP2

d) LP/NLP basado en ramificacién y acotamiento

Figura 2. Principales pasos en los diferentes
algoritmos MINLP

Remarcar que en la descomposicion de Benders
generalizada (GBD) en el método de las
aproximaciones exteriores (OA) —caso b- y en el
método LP/NLP basado en ramificacion y
acotamiento —caso d- se debe resolver un NLPF en
lugar del correspondiente NLP si este sub-problema
fuere no-factible. Cada uno de los métodos se explica
a continuacion en términos de los sub-problemas
basicos que los forman.

Ramificacion y Acotamiento

Aunque los primeros trabajos en ramificacion y
acotamiento estaban orientados a problemas lineales,
este método se puede aplicar también a problemas no
lineales. El método de ramificaciéon y acotamiento
(BB) comienza resolviendo el (NLP1) con
If,=15,=2, (k=0) -problema de
continua- si todas las variables discretas toman
valores enteros entonces la busqueda se detiene, se
habra localizado el 6ptimo del problema. En otro
caso, se comienza una busqueda en arbol en el
espacio de las variables enteras y, ie/. Estas

relajacion

variables se van fijando sucesivamente en los
correspondientes nodos del arbol dando lugar a
problemas NLP relajados de la forma (NLP1) los
cuales producen limites inferiores para los sub-
problemas de los nodos descendientes. La
eliminacion de un nodo y sus descendientes ocurre
cuando el limite inferior sobrepasa al actual limite
superior, cuando el sub-problema es no-factible o
cuando todas las variables enteras toman valores
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discretos. Esta ultima situacion produce un limite
superior a la solucion del problema.

Los métodos de ramificacion y acotamiento son solo
atractivos si  los sub-problemas NLP son
relativamente faciles de resolver o cuando solo es
necesario resolver una pequefia parte de ellos. Esto
podria ser asi o bien porque la dimensionalidad,
referida al numero de variables discretas es pequeiia,
o bien porque la relajacion continua produce una cota
inferior muy buena. (La diferencia con la solucion
optima no es grande).

Método de las Aproximaciones Exteriores (OA)

El método de las aproximaciones exteriores (OA, del
inglés OQuter Approximation) surge cuando se
resuelven de forma sucesiva subproblemas (NLP2) y
problemas Maestro MILP (M-MIP) en un ciclo de
iteraciones para generar puntos (x", ).

El algoritmo de las aproximaciones exteriores tal
como fue propuesto originalmente por Duran y
Grossmann consiste en efectuar una seria de
iteraciones k=1,...K. Se comienza resolviendo el
problema NLP1 de relajacion continua (o bien con un
conjunto pre-especificado de variables discretas 1”).
La soluciéon optima de este problema se utiliza para
generar el primer problema Maestro (RM-OA). La
solucion del problema Maestro genera un nuevo
conjunto de variables y* (en la primera iteracion k=1).
Este nuevo conjunto de variables discretas se utiliza
para resolver un nuevo NLP2 o bien, si este no es
factible, un NLPF. Las linealizaciones de la solucion
de este problema se afiaden al problema Maestro,
continuando asi de forma iterativa.

Los subproblemas (NLP2) producen un limite
superior que se utiliza para definir la mejor solucion

obtenida en un momento dado, UB" = mln{ } El

ciclo de iteraciones continua hasta que los limites
superior e inferior del problema Maestro estan dentro
de una tolerancia especificada.

Una forma para evitar resolver los problemas de
factibilidad (NLPF) en el algoritmo de las
aproximaciones exteriores cuando el problema (P1)
estd planteado en funcion de variables binarias 0-1,
consiste en introducir un corte entero cuyo objetivo
es hacer no-factible la eleccion de las combinaciones
0-1 generadas en iteraciones anteriores:

Zy, Zy,

lEB leN

B -1 k=1.K  (ICUT)

donde B*={i| yf =1}, N* ={i| y¥ =0}. Este corte
se convierte en muy débil a medida que aumenta el
numero de variables binarias. Sin embargo, tiene la
propiedad de asegurar que en sucesivas iteraciones se
van a generar nuevas combinaciones de variables
binarias (sin repetir ninguna de las anteriores).

Utilizando el corte entero anterior la finalizacién del
algoritmo tiene lugar tan pronto como ZX >UB*
El método de las aproximaciones exteriores

generalmente necesita un numero pequeiio de
iteraciones para converger.

Es también importante remarcar que el problema
Maestro no necesita ser resuelto hasta optimalidad.
De hecho, dado un limite superior UB* y una
tolerancia &, es suficiente generar el nuevo punto

ER)

Descomposicion de Benders Generalizada (GDB)

La descomposicion de Benders Generalizada (GDB,
del inglés Generalizad Benders Decomposition) es
similar al método de las aproximaciones exteriores.
Véase (Flippo y Kan, 1993). Las diferencias surgen
en la definicién del problema Maestro MILP (M-
MILP). En GDB s6lo se consideran las desigualdades
activas: :{j|gj(xk,yk):0} y el conjunto
xeX se ignora.

En particular, considere las

linealizaciones del método de las aproximaciones
exteriores en un punto (xk M,

a2 f(x*,y") + Vf(x",y )[
(0AY

I/\

x
-yt
g, (x", ") +Vg,(x*,y )[ }

Donde para un punto fijo yk el punto x* corresponde a
la solucion optima del problema NLP2. Haciendo uso
de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker y
eliminando las variables continuas x, las
desigualdades en (OAk) se pueden reducir a:

azf(x",y* ) +V, f(F ) (=" +

+ (1) fg Ry )+ g (R (=)
(LCY

que es el corte Lagrangiano proyectado en el espacio
y. Esto se puede interpretar como una restriccion de
sustitucion de las ecuaciones en (OAY), porque se
obtiene como combinacion lineal de éstas.

Para el caso en el que no hay solucion factible al
problema (NLP2), entonces el punto x* se obtiene
solucionando el problema de factibilidad (NLPF). El
siguiente corte de factibilidad, proyectado en el
espacio y se puede obtener por un procedimiento
similar:

() [g 50"y +V, g (5 v ) (r=y5)] < 0 (FCH

De esta manera el problema Maestro (M-MIP) se
reduce a un problema proyectado en el espacio y.
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minZ, =«

s.a.  a>f(x" ")+ v, FES 9T (-

(") g (9" ) +V, g 2* v ) (v-»")] keKFS
() [ " 0" ) +V, (5, y Y=y <0 keKis

xeX, aeR'

(RM-GDB)

donde KFS es el subconjunto de los problemas
(NLP2) factibles y KIS es el subconjunto de los
problemas no factibles cuya solucion viene dada por
(NLPF). Por supuesto, se debe cumplir que
| KFSUKIS|=K . Dado que el problema Maestro

(RM-GBD) se puede obtener a partir del problema
Maestro (RM-OA), en el contexto del problema (P1).
La descomposicion de Benders Generalizada se
puede considerar un caso particular del algoritmo de
las aproximaciones exteriores. De hecho el limite
inferior predicho por el problema relajado (RM-OA)
es mayor o igual que el predicho por el problema
master relajado (RM-GDB), (Duran y Grossmann,
1986)

Debido al hecho de que los limites inferiores
obtenidos por GDB son mas débiles que en OA, este
método suele requerir un mayor numero de
iteraciones. A medida que el nimero de variables 0-1
aumenta este efecto se hace mas pronunciado, lo cual
se corresponde con lo que cabria esperar dado que en
cada iteraciébn soélo se aflade un nuevo corte.
Habitualmente, el usuario debe afiadir restricciones
con objeto de reducir los limites. Por otra parte,
aunque el método de las aproximaciones exteriores,
predice mejores limites inferiores que GBD el coste
computacional para resolver el problema maestro (M-
OA) es mayor dado que el nimero de restricciones
afladidas por iteracion es igual al ntmero de
restricciones no lineales mas la linealizacion de la
funcion objetivo.

Método del Plano del Corte Extendido

El método del plano de corte extendido (ECP del
inglés Extended Cutting Plane) es una extension del
método de plano de corte (Kelley, 1960). No resuelve
problemas NLP. Confia simplemente en la solucion
iterativa de problemas (M-MIP) afiadiendo
linealizaciones sucesivas a aquella restriccion mas
violada en el punto predicho (¥, 1¥). La convergencia
se obtiene cuando la violacion maxima cae dentro de
una tolerancia especificada. Es, por supuesto, posible
afiadir linealizaciones a todas las restricciones
violadas, o incluso linealizaciones a todas las
restricciones no lineales. En el algoritmo ECP la
funcion objetivo debe ser lineal, lo cual se puede
conseguir facilmente introduciendo una nueva
variable para transferir las no linealidades de la
funcion objetivo a una desigualdad.

Sefialar que, dado que las variables continuas y
discretas se convergen simultdneamente, el algoritmo
ECP podria requerir un gran niimero de iteraciones.

LP/NLP basado en Ramificacion y Acotamiento

(LP/NLP-BB)

Desarrollado por (Quesada y Grossmann, 1992), el
método es similar en espiritu a los métodos de
ramificacion y corte, y evita la solucién completa del
MILP Maestro (M-OA) en cada iteracion. El método
comienza resolviendo un subproblema NLP inicial, el
cual se linealiza como en (M-OA). La idea basica
consiste en efectuar una busqueda por ramificacion y
acotamiento, resolviendo LPs, en cada rama del
arbol. En cuanto un nodo presenta una solucion
entera, se resuelve un (NLP2) y se actualiza la
representacion del problema maestro en todos los
nodos abiertos del arbol con la adicion de las
correspondientes linealizaciones. Se evita asi la
necesidad de re-comenzar la bisqueda en arbol.

Este método se puede aplicar tanto a los algoritmos
GBD como ECP. La busqueda LP/NLP generalmente
reduce bastante significativamente el numero de
nodos a enumerar. Como contrapartida podria
incrementar el nimero de problemas NLP2 que
deberian ser resueltos. Aunque la experiencia con
este método muestra que esto no es asi y el nimero
total de NLP2 suele permanecer constante.

Este algoritmo puede considerarse en un punto
intermedio entre los métodos de descomposicion y
los métodos de ramificacion y acotamiento. De hecho
(Bonami, et al., 2005) han propuesto un algoritmo
unificado que permite variar desde un BB hasta OA
pasando por LP/NLP-BB donde el nivel de
actualizaciones del problema Maestro es facilmente
modificable a través de un parametro.

5.4 Extensiones de los métodos para MINLP
En esta seccidbn presentamos algunos de los

extensiones mas importantes de los métodos
presentados hasta el momento.

Problema master cuadréatico.

Para muchos problemas de interés, el problema (P1)

f(x,y)=¢(x) +c" y;

g(x,y)=h(x) +By. Cuando este no es el caso

es lineal en y:

(Fletcher y Leyffer, 1994) sugieren incluir una
aproximacion cuadratica a (RM-OAF) de la forma:
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iN\T k
min Z* =« +1(X—ij VZL(xk,yk)(x_xkj
2\y-y y=y

sa. a <UB" —¢

k
azf(xk,yk>+Vf<x",y">f["‘xk)
Y=V L k=1..K

_ vk
gx*, y)+ Ve (x*, yH)’ (;_;k) <0

xeX,yeY, aeR'
(M-MIQP)

Sefialar que en este caso el problema maestro no
produce un limite inferior valido, sin embargo dado
que f(*) y g(*) son convexas el método continta
llevando a soluciones rigurosas porque el
acotamiento de las aproximaciones exteriores a través
de a sigue siendo valido. Cuando la funcién objetivo
es no lineal en y, el problema OA original necesita
mayor numero de iteraciones que cuando se usa el
problema maestro cuadratico. El precio que hay que
pagar, sin embargo, es que se debe resolver un MIQP
en lugar de un MILP.

Reduccion de la dimensionalidad del problema
Maestro.

El problema maestro (RM-OA) puede llegar a incluir
un numero bastante grande de restricciones como
consecuencia de la acumulacion de linealizaciones.
Una opcion es mantener so6lo el ultimo punto
linealizado, pero esto puede llevar a la no-
convergencia incluso en el caso de problemas
convexos, dado que el incremento monoténico de la
secuencia de limites inferiores no se puede
garantizar. Una forma rigurosa de reducir el niimero
de restricciones sin sacrificar demasiado la calidad
del limite inferior se puede conseguir en casos de
problemas MINLP mayoritariamente lineales:

min Z=a"w+r(v)+c’y

s.a. Dw+t(v)+Cy <0
Fw+Gv+Ey<bh
weW ,velV ,ye?t

(PL)

donde (w, v) son variables continuas y r(v) t(v) son
funciones convexas. Como muestran (Quesada y
Grossmann, 1992) las aproximaciones lineales de la
funcién objetivo y de las restricciones no lineales se
pueden agregar en el siguiente problema maestro:

min Z, =a’w+ g +c’y

s.a. B =r(vh) +(Ak)T[Dw +t(vk)+Cy]+
+(u*) [cv-v)] k=1..K
Fw+Gv+ Ey<bh

weW, veV, yel, ﬂe‘Rl
(M-MIPL)

Los resultados numéricos muestran que la calidad de
los limites no se ve muy afectada por la agregacion
del anterior MILP en comparacion con lo que
sucederia si se aplicase GBD.

Tratamiento de restricciones de igualdad.

Para el caso de restricciones lineales que aparezcan
como igualdad no hay ninguna dificultad puesto que
estas restricciones son invariantes respecto a las
linealizaciones. Sin embargo, si las ecuaciones son no
lineales aparecen dos dificultades. Primero, no es
posible forzar la linealizacion de igualdades en K
puntos diferentes. Segundo, las ecuaciones no
lineales introducen, en general, no convexidades,
excepto si se pudieran relajar como desigualdades.
(Kocis 'y Grossmann, 1987) propusieron una
estrategia de relajacion en que las igualdades son
reemplazadas por desigualdades:

_ Lk
T* Vh(x*, y* )B_ik} <0

donde T* ={t,.’§ }, tk =signo(A') y en donde A’ es el
multiplicador de Lagrange asociado a la ecuacion
h(x,y)=0. Sefalar que si estas ecuaciones se

relajan como desigualdades A(x,y)<0 paratodo y,y

ademas /(x,y) es wuna funcidbn convexa, el
procedimiento es riguroso. En otro caso se podrian
generar hiperplanos soporte no validos. Por otra
parte, para el problema GBD no hay que tener
ninguna precaucion especial dado que estas
ecuaciones simplemente se incluyen en los cortes
Lagrangianos. Sin embargo, si dichas ecuaciones no
se relajan como desigualdades convexas tampoco se
garantiza la convergencia global de este método.

Tratamiento de no-convexidades.

Cuando f{x,y), g(x,y) son funciones no convexas en
(P1), o cuando las iguadades #A(x,y)=0, estan
presentes, aparecen dos dificultades. Primero, Los
subproblemas NLP (NLP1, NLP2, NLPF) podrian no
tener un Unico minimo local. Segundo, el problema
maestro y sus variantes (M-MIP, M-GBD, M-MIQP)
no garantizan un limite inferior valido con el
consiguiente peligro de cortar el optimo global del
problema. Una posible solucion consiste en
reformular el problema, sin embargo esta solucion
esta restringida a un nimero pequefio de problemas.
Por otra parte, es posible utilizar técnicas de
optimizacion global determinista basandose en
estructuras especiales de los términos continuos (por
ejemplo, bilineales, fraccional lineal, concava
separable, etc). La idea es desarrollar envolventes
convexas o sub-estimadores para formular problemas
que sean limites inferiores rigurosos. Mas adelante se
comentaran algunas de las técnicas de optimizacion
global determinista que se pueden aplicar.
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Quizds la opcion mas utilizada para tratar no
convexidades consiste en aplicar una estrategia
heuristica que trata de reducir tanto como sea posible
el efecto de las no convexidades. Aunque es un
método no riguroso, requiere mucho menos esfuerzo
computacional. A modo de comentario sefialar que
los métodos de optimizacion global determinista
estan restringidos, hoy por hoy, a problemas de
pequefio tamafio 0 con estructuras muy especiales.
Describiremos a continuacion un método que reduce
el efecto de las no convexidades a nivel del problema
Maestro. Continua sin embargo confiando en que el
resultado de los NLPs sea el optimo global de cada
uno de ellos. (Viswanathan y Grossmann, 1990)
propusieron introducir variables de holgura en el
problema Maestro (MILP) con objeto de reducir la
probabilidad de cortar la region factible. Este
problema Maestro se conoce como APER del inglés
Aumented Penalty /Equality Relaxation). Y toma la
forma:

K
min Z, =a + Z[Wf, pt+ W: qk]
k=1
x—xF
sa. o> f(xk,yk)+vf(xkayk)[ ki|
y=y

k
oo ] <
Y=y k=1.K

k
g_,(x",y")Wg,,-(xk,yk)T[x "k}sqk

y=y
zyi - zyi < ‘B‘ -1

ieBk ieNk

piogt =20
(M-APER)

xe X , er,aeiRl s

donde w; s w,'; son penalizaciones suficientemente

grandes (p.e. 1000 veces la magnitud del
multiplicador de Lagrange). Remarcar que si las
funciones son convexas entonces el MILP Maestro
(M-APER) predice un limite inferior riguroso al
problema (P1) dado que todas las variables de
holgura toman el valor cero.

Por ultimo, otra modificacién posible para reducir el
efecto indeseable de las no convexidades en el
problema Maestro consiste en aplicar un test de
convexidad global seguido por una validacion de las
linealizaciones. Una posibilidad es aplicar el test a
todas las linealizaciones con respecto al actual vector
solucion (x*, *) (Kravanja y Grossmann, 1994). Las
condiciones de convexidad que deben ser verificadas
para las linealizaciones son las siguientes:

k
fGE 0 + Vf(xk,y")["‘xk} —a<e
y=y
k
T Vh(xk,yk)[x_xk} <e k=1K-1
Y=y

IA
™

k

X—X
g,-(x",yk)+Vg/(x",yk)T[ k}
y-y

donde & es un vector de pequeias tolerancias (p.e.
107'%). El test se omite para el Gltimo punto K porque
todas las linealizaciones son validas para este punto.
Aquellas restricciones para las cuales no se satisfaga
son simplemente eliminadas del problema Maestro.
Este test confia en la suposicion de que las soluciones
de los sucesivos NLPs se van aproximando al 6ptimo
global, y en que las sucesivas validaciones van
progresivamente definiendo restricciones validas
alrededor del 6ptimo global.

5.5 Codigos de ordenador para MINLP

El nimero de codigos de ordenador para resolver
problemas del tipo MINLP es todavia bastante
reducido. El programa DICOPT (Viswanathan y
Grossmann 1990) esta disponible en el sistema de
modelado GAMS. El cddigo estd basado en el
problema master (M-APER) y en los subproblemas
(NLP2). Este codigo utiliza también la relajacion
continua (NLP1) para generar la primera
linealizaciéon con lo que el usuario no necesita
especificar un valor entero inicial. Dado que las
limites inferiores rigurosos no se pueden garantizar
con (M-APER) la btsqueda para problemas no
convexos termina cuando no se produce mejora en
los NLP factibles entre dos iteraciones consecutivas.
Esta heuristica funciona razonablemente bien en
muchos problemas. AIMMS (Bisschop y Roelofs,
1999) ha implementado también una variacion del
método de aproximaciones exteriores. Algunos
codigos que implementan el método de ramificacion
y acotamiento usando subproblemas (NLP1) incluyen
a MINLP_ BB que esta basado en un algoritmo SQP
(Leyffer, 2001) y esta disponible en AMPL y El
codigo SBB que también esta disponible en GAMS.
El codigo a-ECP implementa los métodos de plano
de corte extendido (Westerlund y Pettersson, 1995),
incluyendo la extension de (Porn y Westerlund,
2000). Finalmente el codigo MINOPT (Schweiger et
al., 1996) también implementa los métodos OA y
GBD, y los aplica a optimizaciéon dinamica con
variable entera. Es dificil hacer comentarios
generales sobre la eficiencia y confiabilidad de estos
codigos dado que no se ha hecho una comparacion
sistematica entre ellos. Sin embargo, se podria
anticipar que los métodos de ramificacion y
acotamiento probablemente funcionarian mejor si la
relajacion de los MNILP fuese buena. Los métodos
de descomposicion basados en OA probablemente
funcionarian mejor si los subproblemas NLP fueran
relativamente costosos de resolver, mientras que
GBD puede ser eficiente si la relajacion del MINLP
es buena y aparecen muchas variables binarias. Los
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métodos basados en ECP tienden a funcionar mejor
en problemas altamente lineales. Por ultimo cabe
sefialar el codigo Bonmin que es “open source” e
implementa el método de rama y acotamiento,
aproximaciones exteriores y el método hibrido de
(Quesada y Grossmann, 1992) (véase
https://projects.coin-or.org/Bonmin)

6. PROGRAMACION DISYUNTIVA
GENERALIZADA (GDP)

Recientemente ha aparecido una nueva tendencia que
representa  los  problemas de  optimizacion
discretos/continuos con modelos que mezclan
restricciones algebraicas, disyunciones logicas vy
relaciones logicas (Balas, 1985; Beaumont, 1991;
Raman y Grossmann, 1993, 1994; Turkay vy
Grossmann, 1996; Hooker y Osorio, 1999; Hooker
2000; Lee y Grossmann 2000). En particular, el
MINLP del problema (P1) se puede formular como
un problema disyuntivo generalizado de la siguiente
manera (Raman y Grossmann, 1994) y que puede ser
considerado como una extension de la programacion
disyuntiva introducida por (Balas ,1985):

min Y ¢, + f(x)
k
s.a. g(x)<0
¥,
V| h,(x)<0| keSD

ieDy

(GDP)
Cr =ik

Q(Y )=Verdad

xeR", ceR" , Y € Verdad, Falso}"

En el problema GDP Y;, son variables booleanas que
establecen si un término en la disyuncion es
verdadero, y por lo tanto deben cumplirse las
ecuaciones dentro de dicho término. Q(Y )=Verdad

son relaciones logicas, en forma de logica de
proposiciones, que involucran solamente a variables
booleanas y que expresan relaciones entre los
conjuntos de disyunciones.

Es importante remarcar que el problema GDP se
puede siempre transformar en un MINLP de la forma
del problema P1, y viceversa, cualquier MINLP de la
forma P1 se puede transformar en su equivalente
disyuntivo. Sin embargo, a efectos de modelado es
siempre conveniente y ventajoso comenzar con la
representacion disyuntiva del modelo dado que
captura de forma mucho mas directa los aspectos
cualitativos y cuantitativos del mismo (Vecchietti y
Grossmann, 1999, 2000). La forma mas directa de
hacer la transformacion desde GDP a MINLP
consiste en reemplazar las variables boolenas (Y) por
variables binarias (y) y las disyunciones por
restricciones de tipo M grande, de la forma:

ieD, keSD
(M-GDP)

hiy(D)<SM(1-y,)
Zyl.k =1 keSD

ieDy

donde M es un limite superior valido a la restriccion
correspondiente.  Las  proposiciones  logicas
Q(Y )=Verdad se pueden convertir en desigualdades

algebraicas lineales que dependen so6lo de las
variables binarias (Williams, 1985; Raman vy
Grossmann 1991). La mayor limitacion de la
reformulacion de M grande es que la relajacion
inicial suele ser débil.

Alternativamente es posible reformular el problema
utilizando la envolvente convexa (convex hull) de las
disyunciones (Stubbs y Mehrota, 1999; Grossmann y
Lee, 2002)

min ZZka A +f(X)

sa. g(x)<0
x= Zvik , Zlikzl keSD
ieDy ie Dy

(RDP)

V.

ok -5 1<0 ieD,  keSD
ﬂ’ik
AALa

xeR" , v, 20, 0<4,, <1l ieD, keSD

El problema anterior se puede utilizar como base para
desarrollar un método especifico de ramificacion y
acotamiento (Ceria y Soares, 1999; Lee vy
Grossmann, 2000). La idea del algoritmo
desarrollado por Lee y Grossmann consiste en
ramificar directamente sobre las restricciones
correspondientes a términos particulares de cada
disyuncion mientras se considera el convex hull de
las restantes disyunciones. Alternativamente es
posible resolver el problema anterior como un
MINLP simplemente cambiando la ultima restriccion

del problema RDP por A;, €{0,1}. Sin embargo, la

reformulacién anterior podria presentar problemas
numéricos debido a que las variables A pueden
tomar el valor cero. Introducir una simple tolerancia
sobre A para evitar dicho problema, podria incluso
llevar a soluciones no factibles, (Sawaya vy
Grossmann, 2006). Por lo tanto una de las
reformulaciones validas es la siguiente:

(/1‘/1( +£) (gjk (ij /(ﬂ‘jk +8))+g‘jk (0)(4/1{ -1)<0

Consideramos  finalmente los métodos de
aproximaciones exteriores y descomposicion de
Benders Generalizada para resolver GDPs. Como se
describe en el trabajo de (Turkay y Grossmann, 1996)
para valores fijos de las variables booleanas el
problema resultante es el siguiente NLP:
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min ZCk + f(x)

keSD

sa. g(x)<0
h., (x)SO}

Para Y, =Verdad i'e D, keSD
Cik =7V ik

i

B'x=0
xO }Pam Y, =FalsoieD,, i#i', keSD
c, =

xeR", ¢,eR”

NLP-D

En el problema anterior (NLP-D) s6lo se obliga a que
se cumplan aquellas restricciones correspondientes a
los términos con variables booleanas verdaderas,
reduciendo la dimensionalidad del problema.
Inicialmente es necesario resolver K subproblemas
del tipo NLP-D, con objetivo de generar
linealizaciones para cada uno de los términos en las
distintas disyunciones. La seleccion del menor
nimero de tales subproblemas se puede hacer
resolviendo un problema de cobertura de conjunto
normalmente de pequefia dimensionalidad y muy
facil de resolver (Turkay y Grossmann, 1996). Se
puede entonces plantear el siguiente problema
Maestro disyuntivo:

min Y ¢, +a'
k

sa. azf(x') + Vﬂx')(x_XZ)}H L
g()+V g(x) (x—x")<0 o

'
V by (XD + Vi, (x')x—x") <0 leL, | keSD
ieDy
S =7ik

Q(Y)=Verdad
aeR, xeR", ceR" Ye{Verdad, Falso}"
Ly, ={l|Y} =Verdad }
MILP-D

Igual que en el caso de los MINLPs en el problema
anterior se pueden afiadir variables de holgura para
minimizar el efecto de las no convexidades.

7. OPTIMIZACION GLOBAL

Una de las grandes limitaciones que aparece cuando
se resuelven problemas no lineales, ya sean NLPs o
MINLPs es que, en la mayor parte de las aplicaciones
practicas los problemas resultantes no son convexos.
En estos casos muchos de los algoritmos presentados
en los apartados anteriores solo pueden garantizar un
minimo local al problema y en algunos casos muchas
de las implementaciones no son siquiera capaces de
encontrar un punto factible. En algunas aplicaciones
una ‘buena solucion’ es suficiente, pero en otras es
necesario localizar el minimo global del problema.

Los métodos de optimizacion global se pueden
clasificar ~en  estocasticos 'y  deterministas.
Presentaremos las lineas generales de los métodos

deterministas (los métodos de enfriamiento simulado
—simulated  annealing-,  algoritmos  genéticos,
movimiento de enjambres —particle swarm
optimization-, etc. que se comentaran brevemente
mas tarde pertenecen al grupo de métodos
estocasticos de optimizacion global) . La importancia
que ha adquirido durante los 1ltimos afios la
optimizacion global se puede valorar por el creciente
nimero de articulos publicados en esté area. Dentro
de las técnicas de optimizacion global se puede
destacar: (a) Métodos Lipschitzian (Hansen et al,
1992a, 1992b); (b) Métodos de ramificacion y
acotamiento (Al-Khayyal, 1992; Al-Khayyal y Falk,
1983; Horst y Tuy, 1987); (c) Métodos de plano de
corte (Tuy et al, 1985); (d) método convexo inverso
(Tuy, 1987); (e ) Aproximaciones Exteriores (Horst
et al, 1992); (f) Métodos primal-dual (Ben-Tal et al,
1994; Floudas y Viswewaran, 1990, Shor, 1990); (g)
Métodos de reformulacion — linealizacion (Sherali y
Alameddine, 1992; Sherali y Tuncbilek, 1992); y (h)
Meétodos de intervalo (Hansen, 1980).

Cuando en el problema aparecen estructuras
especiales que causan las no convexidades
(bilinealidades, términos lineales fraccionarios,
términos concavos separables) se pueden desarrollar
métodos rigurosos de optimizacion global. La idea es
utilizar envolventes convexas o subestimadores para
formular (MI)NLPs que sean problemas convexos y
limites inferiores rigurosos a la solucion 6ptima del
problema original (Tawarmalani y Sahinidis, 2002).
Estos estimadores se combinan con técnicas —
normalmente de ramificacion y acotamiento espacial-
Véase (Floudas 2000; Grossmann, 1996; Quesada y
Grossmann, 1995; Ryoo y Sahinidis, 1995; Zamora y
Grossmann, 1999). El método de ramificacion y
acotamiento espacial divide la region factible de las
variables continuas y compara los limites inferior y
superior para eliminar subregiones, las diferencias
entre los diferentes métodos estan principalmente en
como se aplica la ramificacion sobre las variables
continuas y discretas. Un ejemplo simple de
aplicacion para resolver NLPs se puede encontrar en
el trabajo de (Quesada y Grossmann 1995).

Para MINLPs (Ryoo y Sahinidis. 1995), y mas tarde
(Tawarmalani y Sahinidis, 2004), desarrollaron un
método de ramificacion y acotamiento que ramifica
tanto en la variables binarias como en las discretas.
Dado que la calidad de los estimadores —lo cerca que
estan de la funcion a la que sustituyen- depende
mucho de los limites de las variables, el algoritmo
implementa una etapa de contraccion de limites en
cada iteracion. Este algoritmo ha sido implementado
en un codigo llamado BARON (Sahinidis, 1996) que
puede utilizarse de forma auténoma o a través de
algunos programas de modelado como GAMS.

En el caso de que aparezcan funciones de tipo
general, continuas y diferenciables (Adjiman y
Floudas, 1996) propusieron afiadir un término
cuadratico que si se hace lo suficientemente grande
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es un estimador convexo valido de la funcion
original.

(Smith  Pantelides, 1999)  propusieron la
reformulacion del problema junto con busqueda
espacial basandose en que cualquier problema en el
que no aparezcan funciones trigonométricas puede
ser reformulado en funcion de términos bilineales,
fraccional lineales y funciones concavas separables.
El algoritmo para resolver MINLPs ha sido
implementado en gProms.

(Zamora y Grossmann, 1998; 1999) en modelos
donde aparecen términos bilineales, fraccional
lineales y concavos separables en las variables
continuas y donde las variables binarias aparecen de
forma lineal —ndtese que cualquier problema puede
ser modelado utilizando variables binarias que
aparecen solo de forma lineal- y utilizando técnicas
de contraccion de limites aplicaron el método de las
aproximaciones exteriores en cada nodo del arbol de
la busqueda espacial.

8. METODOS DE OPTIMIZACION SIN
DERIVADAS.

En este punto se incluyen una amplia variedad de
estrategias de optimizacion que no necesitan
derivadas. Estos métodos tienen la ventaja de que la
implementaciéon es muy sencilla y en general es
necesario muy poco conocimiento previo del
problema a resolver. Son especialmente adecuados
para resolver problemas donde no se dispone de
informacioén acerca de las derivadas o ésta es muy
imprecisa (p.e. cuando se utiliza un modelo de
simulacion tipo caja negra, donde la derivada es
desconocida o viene afectada por ruido como
consecuencia de los criterios de terminacion de las
ecuaciones internas).

Muchos de estos métodos se generan a través de
reglas heuristicas, lo que ha dado lugar a una enorme
variacion de  alternativas. A continuacion
comentaremos brevemente los mas importantes.

Los métodos clasicos de busqueda directa fueron
desarrollados en los afios 1960s 1970s e incluyen
métodos como busquedas en patron, o métodos
basados en disefio de experimentos (EVOP). Dentro
de esta categoria caen el método de las direcciones
conjugadas de (Powell, 1964), el simplex flexible de
(Nedler y Mead, 1965); los métodos de busqueda
aleatoria adaptativa de (Luus y Jaakola, 1973). Todos
estos métodos estan basados en patrones bien
definidos y se desarrollaron para problemas sin
restricciones.

Sin embargo los métodos libres de derivadas mas
utilizados hoy en dia estan basados en imitar el
comportamiento de algunos fendomenos naturales.
Comentaremos brevemente tres de ellos: el

enfriamiento simulado, los algoritmos genéticos y la
optimizacion por movimientos de enjambres.

El enfriamiento simulado utiliza una serie de reglas
heuristicas basadas en el movimiento de las
moléculas cuando se produce la solidificacion de un
metal (Laarhoven y Aarts, 1987). El método
comienza con un punto base X, y una funcion
objetivo f(x) y un parametro T temperatura inicial
que debe elegirse. El siguiente punto x4 es elegido al
azar mediante una distribucion aleatoria. Si f(x4) <
f(x) el movimiento es aceptado y x4 pasa a ser el
nuevo punto inicial. En otro caso el punto x4 no es
rechazado directamente sino que se aceptara con una
probabilidad p(x, x4, T). Quizas el criterio mas
utilizado sea la distribucion de Metropolis
p(T,x,x1) = exp[—(f(x])— f(x))/T]. De esta forma
aumentamos la probabilidad de localizar el 6ptimo
global del problema aceptando movimientos que
eviten quedar atrapados prematuramente en Optimos
locales. A medida que avanzan las iteraciones la
temperatura es reducida, disminuyendo la
probabilidad de aceptar movimientos que no
produzcan mejoras en la funcidon objetivo. En el
método es fundamental elegir correctamente la
temperatura inicial asi como la estrategia para
disminuir ésta.

Los algoritmos genéticos, inicialmente desarrollados
por (Holland, 1975), se basan en imitar el proceso de
seleccion  natural.  Inicialmente el algoritmo
selecciona de forma aleatoria una poblacion de
individuos (x;, Xp, ... , X,), y evalia su funcion
objetivo. A continuacion se selecciona, o bien de
forma completamente aleatoria o semi-aleatoria
utilizando los valores de funcidon objetivo o algin
criterio relacionado, aquellos individuos que van a
ser los “padres” para la nueva generacion. Los hijos
se generan, a través de reglas que varian de una
implementacion a otra, a partir de los padres. A
continuacion se seleccionan los individuos que
continuaran en la siguiente generacion. En general un
algoritmo genético utiliza tres tipos de reglas en cada
iteracion: 1. Reglas para seleccionar qué individuos
(padres) se van a utilizar para la siguiente generacion.
2. Reglas de combinacion de los padres para generar
los hijos. 3. Reglas para generar mutaciones y
favorecer la diversidad, evitando de esta manera
quedar atrapados en Optimos locales.

Los algoritmos genéticos se han hecho muy
populares y hay cientos de aplicaciones diferentes.
Por ejemplo, (Edgar, et al., 2002) describen un
algoritmo genético disponible en MSExcel.

Los métodos basados en movimientos de enjambres
de particulas (Particle Swarm Optimization) imitan el
comportamiento de las bandadas de pajaros al volar o
del movimiento de los bancos de peces. Fueron
desarrollados por (Kennedy y Everhart, 1995a,b).
Inicialmente el método selecciona un conjunto de
puntos al azar (particulas) y evalua el valor de la
funciéon objetivo en cada uno de esos puntos.
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También inicialmente a cada particula se le asigna
una velocidad (Ax). En cada iteracion el
movimiento de una particula es una combinacion de
su propia velocidad (inercia) y el movimiento en dos
direcciones: la direccion hacia la particula con mejor
valor de funcion objetivo y la direccion del punto con
mejor valor de funcion objetivo de todos los visitados
por la particula.

(Dennis y Torczon, 1991) desarrollaron una version
multidimensional que extendia el algoritmo simplex
flexible de Nedler y Mead. Notaron que el algoritmo
de Nedler y Mead fallaba cuando se aumentaba el
nimero de variables incluso con problemas muy
simples. Para eliminar esta dificultad combinaron las
reflexiones y contracciones del método con
busquedas unidireccionales para un conjunto de
direcciones linealmente independientes. Probaron que
el algoritmo convergia a un Optimo local y
encontraron que si se utilizaban multiples
procesadores se obtenia una sinergia inesperada que
mejoraba mucho la capacidad del algoritmo. EIl
trabajo de Dennis y Torczon, relanzo el esfuerzo
investigador en el analisis y desarrollo de codigos de
optimizacion libres de derivadas. (Conn et al., 1997)
construyeron un algoritmo multivariable libre de
derivadas que ademas incluye una region de
confiabilidad. Aqui se muestrea una serie de puntos
para obtener una interpolacion cuadratica del modelo
y por lo tanto una direccion de descenso dentro de la
region de confiabilidad lo que refuerza las
propiedades de convergencia. Siguiendo filosofias
similares se han desarrollado coédigos libres de
derivadas para trabajar con modelos de optimizacion
tipo ‘caja-negra’. Estos incluyen DAKOTA (Eldred,
2002) y FOCUS desarrollado en Boeing Corporation
(Booker et al, 1998).

Todos los métodos mencionados anteriormente son
facilmente aplicables a una gran variedad de
problemas y son facilmente adaptables para tratar con
variables binarias (o discretas en general) si
inicialmente se desarrollaron sélo para variables
continuas y viceversa. Sin embargo, debido a que su
criterio de terminacion no estd basado en informacion
de gradiente y buscar un punto estacionario, suelen
favorecer la localizacion de optimos globales, no
obstante no se ha descubierto todavia ninguna prueba
rigurosa que permita garantizar la convergencia a un
optimo global de cualquiera de los métodos en un
numero finito de iteraciones.

Por otra parte, los métodos libres de derivadas
funcionan bien con problemas sin restricciones o con
problemas que so6lo presentan limites sobre las
variables, pero suelen encontrar dificultades cuando
tienen que resolver problemas con restricciones. Las
opciones para tratar problemas con restricciones son
la eliminaciéon de restricciones de igualdad y la
utilizacion de funciones de penalizacion para las
desigualdades. En general, ambos métodos han
demostrado ser poco fiables. Por ultimo, en los
métodos libres de derivadas, se produce un mal

escalado a medida que el numero de variables
aumenta (a menudo presenta crecimiento exponencial
en el nimero de evaluaciones de la funcion objetivo),
aunque se han conseguido resultados buenos
utilizando sistemas de computacion en paralelo, estos
métodos raramente se pueden aplicar a problemas
con mas de unas pocas docenas de variables
independientes.

9. SISTEMAS DE MODELADO

Podriamos considerar un lenguaje de modelado como
una herramienta que permite transformar la
representacion matemdtica de un modelo a una
estructura que es capaz de resolver un algoritmo de
optimizacion en un ordenador. Aunque como se vera
en los proximos parrafos un sistema de modelado
hace mucho mas que una simple “traduccion” de un
lenguaje matematico mas o menos estandar a codigo
legible por un algoritmo de ordenador.

Es facil comprender las dificultades que aparecen
cuando se plantea un modelo de optimizacion: El
nimero de ecuaciones que puede aparecer en el
modelo es grande, a veces enorme. Tener que
‘teclear’ todas esas ecuaciones es una tarea
definitivamente fuera del alcance de cualquier
persona y desde luego la probabilidad de cometer
algin error tipografico, enorme. Incluso aunque el
modelo no sea muy grande pueden serlo los datos que
lo acompaifian. En muchas aplicaciones hay que
calcular el valor de derivadas e incluso derivadas de
segundo orden que se deben introducir también en el
codigo. Cuando se trabaja con un modelo es a
menudo interesante comprobar el funcionamiento de
éste utilizando diferentes conjuntos de datos. Por
supuesto, es interesante analizar los resultados,
sensibilidades, etc... En mas de una ocasion es
necesario probar diferentes codigos disponibles,
desarrollados por diferentes investigadores y que
habitualmente utilizan formatos de datos distintos...
De todos estos aspectos es de lo que se ocupa un
sistema de modelado.

Lo primero que se debe resaltar es que la formulacion
de un modelo es independiente de los formatos que
tomen los codigos de resolucion. Codigos diferentes
se pueden conectar a un lenguaje de modelado y es
éste el que se encarga de transformar el modelo a los
diferentes formatos automaticamente. Esto tiene
varias ventajas, evita la etapa tediosa y con tendencia
a producir errores de traducir las ecuaciones. El
lenguaje de modelado detecta inconsistencias y
posibles errores tipograficos y existe una clara
separacion entre el modelo y el algoritmo numérico
de resolucion, lo que tiene la ventaja de poder probar
diferentes algoritmos —que pueden tener estructuras
drasticamente diferentes- s6lo seleccionando uno u
otro.

En un lenguaje de modelado, e/ modelo y los datos
estan separados. De tal manera que un mismo
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modelo puede ser ejecutado con diferentes conjuntos
de datos sin alterar la estructura de éste. Muchos
sistemas incluyen una interfase con conectividad
abierta con bases de datos (ODBC Open Database
connectivity) y una interfase con las hojas de calculo
mas utilizadas.

El problema de “datos derivados” es tratado de forma
automatica por muchos sistemas de modelado.
Especialmente con el desarrollo de la diferenciacion
automatica (Griewank, 1991) los lenguajes de
modelado  generan la  informacion derivada
(gradientes, Hessianas, Jacobianos, etc) para un
modelo sin que el usuario siquiera sepa que dicha
importacion se esta generando. Los lenguajes de
modelado se pueden dividir en algebraicos y no
algebraicos.

9.1 Lenguajes de modelado algebraicos:

A diferencia de los lenguajes basados en
procedimientos (lenguajes imperativos como C, C++,
Pascal, Fortran, Java, etc; lenguajes funcionales como
LISP o lenguajes de programacion logica como
Prolog o ECLiPSe) donde se especifica el problema
de una forma algoritmica, es decir se indica paso a
paso como resolver un problema, los lenguajes de
modelado algebraico almacenan el conocimiento
acerca del modelo, pero no especifican como
resolverlo. En este sentido son lenguajes declarativos.

Los lenguajes de modelado algebraicos son una clase
especial de lenguajes declarativos, muchos de ellos
disefiados para resolver problemas como el dado en
la ecuacion (1), o quizés alguna formulacién algo
mas general.

Esencialmente todas las variables se convierten en
unidimensionales, y el modelo se escribe en una
formulacion que utiliza indices de una manera muy
cercana a la notacidbn matematica habitual.
Tipicamente el problema se declara en forma de
conjuntos (sets), indices, parametros, y variables.
Conceptualmente, las entidades similares se agrupan
en conjuntos (sets), los elementos de esos conjuntos
se referencian a través de indices relacionados con
cada uno de los elementos de los conjuntos. Por
ejemplo la expresion Y x, y, se escribirfa en AMPL
ieS
y GAMS respectivamente como:

Sum { iin S} x[i]*y[i];
Eq(S(1)..  sum(i, x(1)*y(1));

(AMPL)
(GAMS)

El lenguaje algebraico es el responsable de crear el
problema particular, en funcién del modelo y los
datos. Esto lo hace expandiendo la notacion
compacta que se consigue con los conjuntos (sets) y
los indices. Comprueba que no haya errores de
notacion ni inconsistencias, transforma el problema
especifico a un formato capaz de utilizar el algoritmo
deseado por el usuario, le transfiere, si es necesario la

informacion derivada (gradientes, etc) lee los
resultados, los transforma a un formato facil de leer
por el usuario (independiente del formato que utilice
el algoritmo de solucion) y en algunos casos analiza
parcialmente la solucion (analisis de sensibilidad,
etc).

Los lenguajes de modelado mas comunes son:
AIMMS (Bisschop y Roelofs, 1999); GAMS (Brooke
et al, 1992); AMPL (Fourer et al, 1993); mp-model
(Ashford y Daniel, 1995); LINGO (Scharage, 1999);
NOP-2 (Schichl et al, 2001); Numerica (Van
Hentenryck et al, 1997); MINOPT (Schweiger et al.,
1996). Una revision excelente se puede encontrar en
(Kallrath 2004).

9.2 Lenguajes de modelado no algebraicos

En ciertas areas, especialmente donde aparecen
modelos altamente estructurados, puede ser mas
conveniente utilizar modelos orientados a objetos.

Por ejemplo, en ingenieria quimica hay dos sistemas
de modelado altamente especializados gPROMS
(Barton y Pantelides, 1994) y ASCEND (Piela et al,
1991) que estan construidos con esta filosofia. En
procesos de manufactura hay un sistema llamado
EXTEND (Ribera, 1998) disponible. Todos estos
modelos estan construidos sobre entidades basicas
(reactores, tanques,...) que son ensamblados de
formas distintas y con diferentes atributos. El usuario
solo tiene que especificar las partes y las conexiones
y el sistema genera el modelo (total o parcialmente)
de forma automatica. El sistema MODELICA
(Elmgqvist et al, 1998) sigue estd misma filosofia.
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