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Resumen: En este trabajo se presenta una metodologia de identificaciéon robusta
(IR) en sistemas no lineales que permite caracterizar el conjunto de pardmetros
factible (FPS) cuando se asume que el error de identificacién (EI) permanece
acotado por varias normas simultaneamente. Para ello, se transforma el problema
de IR en un problema de optimizacién multimodal donde los infinitos minimos
globales constituyen el FPS. Para abordar la optimizaciéon se presenta un
algoritmo evolutivo (EA) especifico denominado e-GA, inspirado en los algoritmos
evolutivos multiobjetivo, el cual caracteriza el F'P.S mediante un conjunto discreto
de modelos FPS* adecuadamente distribuido a lo largo del F'/PS. Como ejemplo
de aplicacion del procedimiento, se presenta la IR de un modelo biomédico que
refleja el bloqueo que produce un determinado farmaco sobre las corrientes iénicas
de una célula cardiaca. Copyright (© 2006 CEA-IFAC.
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1. INTRODUCCION

Uno de los primeros pasos en muchas areas tec-
noldgicas es la obtencién de un modelo matemati-
co (modelado) que describa el comportamiento
de un determinado sistema o proceso. Cuando se
modela la dindmica a través de primeros princi-
pios, el problema recae, en ultima instancia, en
la identificacién de los parametros del modelo a
través de la informacién propia del proceso, la cual
puede ser obtenida mediante experimentos.

El hecho de que no se conozca por completo el
comportamiento del proceso y que los datos dis-

1 Financiado parcialmente por los proyectos de investi-
gacién del MEC del Gobierno Espanol FEDER DPI2005-
07835 y FEDER DPI12004-8383-C03-02.

ponibles pueden ser escasos y/o poco fiables hace
que los parametros identificados presenten incer-
tidumbre que deberia tenerse en cuenta cuando
se utilice el modelo para realizar predicciones,
disenar el controlador, etc. Al proceso de iden-
tificacién del modelo nominal y su incertidumbre
se le conoce como identificacién robusta (IR).

A la hora de abordar la IR es posible estable-
cer dos enfoques diferentes: estocastico o deter-
ministico. El primero de ellos asume que el error
de identificacién (diferencia entre las salidas ob-
servadas del proceso y las simuladas del modelo)
puede ser modelado como una variable aleatoria
con ciertas propiedades estadisticas. Bajo este
enfoque es posible utilizar las técnicas clasicas
de identificacién (Ljung, 1987; Walter y Pronza-
lo, 1997) para determinar el modelo nominal y su
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incertidumbre que vendrd asociada a la informa-
ciéon de la matriz de covarianza de los parame-
tros estimados. Cuando dichas asunciones no re-
sultan adecuadas puede resultar m&as apropiado
aplicar el enfoque deterministico (Walter y Piet-
Lahanier, 1990; Milanese y Vicino, 1991) donde se
asume que el error de identificacién (EI), aunque
es desconocido, estd acotado.

El objetivo del enfoque deterministico serd la ob-
tencién del modelo nominal y su incertidumbre o
directamente el conjunto de parametros factibles
(FPS), es decir, el conjunto de pardmetros que
consiguen mantener el EI acotado, para una de-
terminada funcién o norma del EI y su cota.

Cuando el modelo es lineal respecto de sus
pardmetros, el F'PS, si existe, es un politopo
convexo mas o menos complicado. Sin embargo,
cuando éste es no lineal, el FFPS puede resultar
un politopo no convexo y/o inconexo dificultando
su determinacion, de ahi que suela ser aproximado
por ortotopos (Belforte et al., 1990), elipsoides
(Fogel y Huang, 1982), paralelotopos (Chisci et
al., 1998), etc. lo que conlleva, en general, a una
determinacién del F'PS mas conservativa.

Existen técnicas como el andlisis intervalar (Walter
y Kieffer, 2003), las mdquinas de vector soporte
(Keesman y Stappers, 2004) y otras que aunque
no aproximan al F'PS presentan limitaciones (en
cuanto al tipo de funcién que se puede utilizar
para acotar el EI o no pueden caracterizar FPS
céncavos o inconexos) o su utilizacién resulta muy
complicada cuando el modelo es complejo (no
diferenciable respecto del sus parametros, discon-
tinuidades en pardmetros y/o senales, etc.).

Para salvar estas limitaciones, en este trabajo se
presenta una metodologia més flexible y general
para la caracterizacion del FPS.

La metodologia planteada se basa en la optimi-
zacién de una funcién, que se construye a partir
de las normas a utilizar sobre el EI y sus cotas,
cuyos minimos globales constituirdn el F'PS. Por
lo tanto, serd una funcién multimodal que ademas
podré ser no convexa y/o presentar minimos loca-
les por lo que los optimizadores tradicionales (por
ejemplo, tipo SQP ?) resultarfan inadecuados.

Para escoger la cotas y evitar un FPS = ()
se propondra un procedimiento que utilizard la
informacién del frente de Pareto que se obtiene
de la minimizacién de las normas sobre el EI de
forma simulténea, a través de una optimizacién
multiobjetivo (MO).

Relacionado con la seleccién del modelo nominal
resulta habitual determinar como modelo el centro

2 Sequential Quadratic Programming es una variante del
método de optimizacién iterativo de Gauss-Newton de
aproximacién cuadrética.

de Chebyshev del FPS (Garulli et al., 2000). La
dificultad que puede entranar su determinacién
cuando no se dispone del FPS y su sensibilidad
a las cotas, ha hecho que se barajen otras al-
ternativas, por ejemplo, el centro analitico (Bai
et al., 1999), proyeccién interpolada, central o
restringida (Garulli et al., 2000).

En este trabajo se presenta la determinacién de
un modelo de proyeccién interpolada restringida
optimo en términos del EI y, al mismo tiempo, en
términos del error de estimacion en el espacio de
los pardmetros.

El resto del trabajo se organiza de la siguiente ma-
nera, en la seccién 2 se presentan los fundamentos
en los que se basa el algoritmo de optimizacién
multimodal e-GA y el propio algoritmo, la seccién
3 se dedica a presentar el procedimiento de IR
propuesto, mientras que la seccién 4 aborda el
modelado del comportamiento que ejerce un de-
terminado farmaco sobre el bloqueo de los canales
i6nicos de una célula cardiaca asi como la IR del
mismo, para terminar, en la secciéon 5 se presentan
las conclusiones més relevantes del trabajo.

2. ALGORITMO EVOLUTIVO e-GA

e-GA (Herrero, 2006) es un EA disenado para
optimizar funciones mono objetivo multimodales
que presentan incluso infinitos 6ptimos globales.

2.1 Conceptos relacionados con e-GA

El problema de optimizacién a abordar seria el
siguiente:

Definicion 1. (Conjunto minimo global) Dado un
dominio finito D C RY, D # () y una funcion a
optimizar J : D — R, el conjunto ©* serd el
conjunto minimo global de J si y sélo si ©F
contiene todos los optimos globales de J.

O :={0eD:JO) =7, (1)

siendo J* un minimo global de J para el espacio

de biusqueda D.

De esta definicién se deduce que ©* es un con-
junto tunico y las mejores expectativas pasan por
determinar un conjunto finito © que sea una
aproximacién discretizada de ©* sobre el espacio
de soluciones D, que lo caracterice adecuadamen-
te. Para ello, se divide el espacio de soluciones
mediante una rejilla con celdas de anchura ¢; para
cada una de las dimensiones ¢ € [1...L] y se
obliga a que sélo pueda existir una solucién en una
misma celda de la rejilla. De esta manera, gracias
a la rejilla se fuerza a que las soluciones en ©F
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estén distribuidas y puedan caracterizar ©* como
se planteaba en el segundo objetivo al principio
del capitulo.

Por lo tanto, para dar con ©F habra que concretar
los conceptos de aproximaciéon y discretizacién,
para ello se definirdn a continuacién los conceptos
quasi minimo global y celda-representante.

Definicion 2. (Quasi minimo global) Dado un do-
minio finito D # 0 y una funcién a optimizar
J : D — R, la solucion 0 se considera quasi
minimo global de J si y solo si

J(0) < J*+34, 2)

siendo 0 > 0 y J* un minimo global de J.

Por lo tanto, una solucién global minima es tam-
bién una solucién global quasi minima.

Definicion 8. (Conjunto quasi minimo global) Da-
do un dominio finito D # 0 y una funcién a
optimizar J : D — R, el conjunto ©** serd el
conjunto quasi minimo global de J si y sélo si
©** contiene todas las soluciones globales quasi
minimas de J.

O :={0eD:JO)<J +4}, (3)

siendo J* un minimo global de J para el espacio
de bisqueda D y § > 0.

De esta definicién se deduce que ©* C O,
Ademas si 6 — 0 entonces ©** — ©F.

Definicion 4. (Celda) Dado un wvector 6 en el
espacio de soluciones D C RY, se define su

celda para €; > 0 como el vector celda(d) =
[celday(0) ... celdar,(0)] donde:

0, — oy

€

celda; () = { Jw el...I)

Esto hace que celda;(0) € [0...(n-celda; — 1)],
siendo n_celda; el nimero de divisiones de la rejilla
en la dimensioén ¢
gmazr _ gmin
n_celda; = [¥-‘ ,

€;

donde 0"%* y ™" determinan los limites del
espacio de soluciones D y (67%%% — 07"™) > ;.

Definicion 5. (Celda-representante) Dado dos vec-
tores 0, 62 en el espacio de soluciones, cuyas
imdgenes en el espacio de la funcion J son J(6%)
y J(0?) respectivamente, se dird que 0 celda-
representa a 6% (denotado como 6 < 62) para un
determinado €; > 0 si

celda(f') = celda(h*) A J(0') < J(6%). (4)

Y por lo tanto, se puede proceder a definir ©} de
la siguiente manera:

Definicion 6. (Conjunto minimo e-global) Dado
un conjunto de soluciones © en el espacio de
soluciones, el conjunto ©F C © serd un conjunto
minimo e-global de © si y sélo si

1. Contiene unicamente soluciones globales qua-
st minimas de ©

O C(6NO™™).
2. Cualquier vector en © N O** tiene un celda-
representante en OF, es decir:

Y0 e ©NO™, 3" €O : 0 < 6.

Por lo tanto, dado un conjunto ©, ©F no tiene
porque ser un conjunto Unico, ya que, soluciones
globales minimas de ©® que compartan la misma
celda pueden ser celda-representantes una de la
otra.

Definicion 7. (Congunto ®.(©)) Al conjunto de
todos los conjuntos minimos e-globales de © se le
denominard como ®.(0©).

Con estas definiciones es posible establecer el
procedimiento que gestionara el contenido del
archivo A(t) (donde se almacenard la solucién
©f del problema de optimizacién). Para ello es
necesario conocer el minimo global J* lo cual no
es siempre posible. La mejor aproximaciéon a J*
que el algoritmo puede determinar serd JJ''", es
decir aquella que menor valor de la funcién J ha
producido.
min __ 2

Jg't = min J(0). (5)
Definicion 8. (Inclusion de 6 en A(t)) Dado un
vector en el espacio de soluciones 8 y el archivo
A(t), 0 serd incluido en el archivo si y sélo si

J(O) < Jily+06 (6)
AN
—30" € A(t) : 6% < 6. (7)

Al mismo tiempo, si 0 es incluido en el archivo
podria modificar ;f(’t’; (mejor solucidn sometida
al proceso de inclusion en A(t)), por lo tanto,
serdan eliminados de A(t) todas las soluciones 6*

que cumplen la siguiente condicion

J(0F) > Jih + 0 (8)
\
6= 6. 9)

El procedimiento de inclusién de la definicién
8 asegura, como posteriormente se demostrara,
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que el contenido del archivo A(t) converge hacia
un conjunto minimo e-global (el primero de los
objetivos que se persegufa) siempre y cuando ;‘"(?)L
converja hacia el minimo global J*. Para que esto
altimo ocurra el algoritmo debe poder generar
cualquier solucién dentro del espacio de busqueda
con una probabilidad mayor que cero (de esto se
encargaran los operadores de cruce y mutacion de
e-GA) y ser elitista, es decir, la mejor solucién
no se debe perder, condicién que también cumple
el procedimiento anterior como se demuestra a
continuacion.

Teorema 1. Para cualquier conjunto © en el es-
pacio de soluciones, el contenido del archivo A(t)
resultante de la inclusion de los individuos de ©
sobre €él, mediante el procedimiento descrito en la
definicion 8, mantendrd, al menos, una de las
mejores soluciones de © asegurando asi que el
algoritmo es elitista

VO € D,A(t)NO # 0,
siendo
0:={0co:J0)=J5"}
y por lo tanto XL(Q')L = Jgin,
Demostracion. Para demostrar que el algoritmo

es elitista hay que probar que A(t) N © # (). Para
ello, se han de cumplir las siguientes condiciones:

1. Un individuo 0* € A(t) N © nunca debe
ser eliminado por un individuo 6 ¢ © que
se sometiese al procedimiento dado en la
definicion 8.

2. 5i A(t)N O = 0 y un individuo § € ©N O
se somete al procedimiento de la definicion 8
debe ser incluido en el mismo.

La condicion 1 implica, ya que 0* € A(t) N O,
que JIT(ZZ)L = J(0*) = J&"™ y serd cierta si no se
cumple ninguna de las ecuaciones de eliminacion
(8) y (9). La ecuacion (8) es imposible de cumplir
para § > 0, ya que ;1"&? = J(0*) y la ecuacion
(9) sélo se cumpliria si § € © en cuyo caso se
sequiria cumpliendo que A(t) N O # (.

La condicion 2 implica que J(0) = J&vin <
A(hy: Ya que At)yNne = 0 = Ay > Je
y € ©N6 = JO) = JZ™", por lo tanto,

serd cierta ya que las ecuaciones de insercion (6)
y (7) se cumplen ambas para cualquier valor de
0> 0.

Teorema 2. Para cualquier conjunto © en el es-
pacio de soluciones, dividido por una rejilla con
anchuras ¢, > 0 y © N O* #£ 0, el contenido
del archivo A(t) resultante de la inclusion de los
individuos de © sobre él, mediante el procedimien-
to descrito en la definicion 8, serd un conjunto
minimo e-global

A(t) € ®.(0).

Demostracion. Se asume inicialmente que A(t) ¢
®.(0). Para ello, segin la definicion 6, se debe
cumplir cualquiera de las dos siguientes condicio-
nes:

1. Existe un individuo en A(t) que no es solu-
cion global quasi minima, es decir,

30 € A(t) : J(6) > J* + 4.

2. FExiste una solucion global quasi minima en
O que no tiene un celda-representante en ©F,
es decir,

Weonoe™ . -3¢0 cAl) | ¢ =<0.

La condicion 1 no se cumple ya que, la ecuacion
(6) asegura que ninguna solucion que no sea global
quasi minima pueda ser insertada en el archivo
una vez Z”t’; = J*, situacion que se dard cuando
una solucion global minima contenida en © haya
sido insertada en el archivo. Cuando esto ocurra
la ecuacion (8) asegura que todas las soluciones
que no sean global quasi minima sean eliminadas
del archivo.

La condicion 2 tampoco se cumple, pues las
ecuaciones (6) y (7) aseguran que una solucidén
global quasi minima 0** es insertada a menos que
tenga un celda-representante en A(t). Ademds esa
solucidn celda-representante (0*) nunca serd eli-
manada del archivo a menos que otra solucion 6’
la celda-represente (ecuacidn (9)) en cuyo caso ¢’
celda-representaria a ambas 0** y 0*.

0* < 9**. 0 < 0" =0 <0,

Por lo tanto, asumir que A(t) ¢ ®(O) resulta
falso.

Para terminar esta seccién se comenta el efecto de
los pardmetros €; y 0. Los coeficientes €; determi-
nan el grado de discretizaciéon que se desea aplicar
sobre ©F y estaran relacionados directamente con
el sentido fisico de los pardmetros que definen las
diferentes dimensiones del espacio de busqueda. A
medida que €; disminuya, aumentara n_celda; y el
nimero de soluciones |©¥| aumentars.

L
07| < [[ n-celdas. (10)

=1

El parametro § ejerce un papel doble relacionado
con la convergencia y la diversidad:

= Un valor de § ~ 0 fomentaria la convergencia
y ©F = O pero entorpeceria la aproxima-
cién de ©* pudiendo empeorar su caracteri-
zacion.

» Un valor de § demasiado elevado tendria
el efecto contrario ya que ©}, aunque con-
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tendria soluciones globales quasi minimas,
podrian ser soluciones que més que caracte-
rizar ©*, lo falseasen.

De ahi que, un buen planteamiento para escoger
0 sea partir de un valor § = §;,; e ir modificado ¢
(por ejemplo utilizando una funcién exponencial
decreciente) hasta un valor 6 = d;,, lo suficien-
temente pequeno como para que las soluciones
globales quasi minimas que se obtengan estén
préximas a las soluciones globales minimas.

Dado que ¢ ira siempre decreciendo la propiedades
del procedimiento de inclusién 8 no se veran
alteradas y A(t) € ®(0).

2.2 Descripcion de e-GA

El algoritmo e-GA tiene el objetivo de dar con
un conjunto minimo e-global, O7. e-GA utiliza las
tres poblaciones:

1. P(t) es la poblacién principal y se encarga
de explorar el espacio de bisqueda D. El
tamano de la poblaciéon es Nindp.

2. A(t) es el archivo donde se almacena ©F. El
tamano de esta poblacion Nind es variable
pero su tamafio permanecers acotado (ecua-
ci6én 10).

3. G(t) es una poblacién auxiliar que se utiliza
para almacenar los individuos nuevos que
el algoritmo genera en cada iteracién. El
tamano de esta poblacion es Nindg.

El pseudocédigo del algoritmo e-GA es el siguien-
te:

t:=0
ACt) :=0
P(t) :=ini_random (D)
eval (P(t))
A(t) :=guardar (P(t) ,A(t))
modo:=exploracion
while t<t_max do
G(t) :=crear(P(t),A(t))
eval(G(t))
A(t+1) :=guardar (G(t),A(t))
P(t+1) :=actualizar(G(t),P(t))
12. modo :=determinarmodo (P(t))
13. t:=t+1
14. end while

© 00 N O WN -~

=
= O

A continuacién se detallan los pasos mas impor-
tantes del algoritmo:

Linea 3. La poblacién P(0) es inicializada con
Nindp individuos creados aleatoriamente dentro
del espacio de busqueda D.

Lineas 4 y 9. La funcién eval calcula el valor de
la funcién de fitness J(6) para cada individuo 6
de P(t) (linea 4) o de G(t) (linea 8).

Linea 12. La funcién determinarmodo establece
el modo de funcionamiento del algoritmo de entre
los modos exploracion y explotacion. Estos modos
afectan a la manera en como se crean los nuevos
individuos (funcién crear). El modo ezplotacion
se debe activar cuando se detecte que la pobla-
cién P(t) ha convergido. Para ello, se utilizard la
diferencia entre el mejor valor
JB(y = min J(6
Py = oo J(0)
y el peor valor
JY = méx J(6
P(t) 9eP(t) ( )
en la iteracién ¢. Si IT(%E — JP”}(’[)L < § se activard el
modo explotacién®, en caso contrario el modo
sera el de exploracion.

Lineas 5 y 10. La funcién guardar analiza uno
a uno los individuos de P(t) (linea 5) o de G(t)
(linea 9) para determinar si serdn incluidos en
A(t), para ello, el individuo tendrd que cumplir
la condicién de inclusién de la definicion 8 eli-
minando los individuos que la misma definicién
especifica. Si al intentar introducir un individuo
0! en el archivo, su celda (celda(f')) estd ocu-
pado por otro individuo 6% del archivo, es decir
celda(f') = celda(6?), y J(0') = J(6?), se de-
jara en el archivo aquel individuo que mas cerca
esté del centro de la celda que ocupan?. De esta
manera se favorece una mejor distribucién de las
soluciones en el archivo.

Linea 8. La funcién crear es la encargada de
generar nuevos individuos y almacenarlos en la
poblacién G(t) usando el siguiente procedimiento:

1. Se seleccionan dos individuos aleatoriamente,
6Pt de P(t), y 072 de A(t).

2. Si el algoritmo se encuentra en modo explora-
cidn 6P2 no se altera, mientras que si el modo
es explotacion el individuo es mutado, de la
siguiente manera:

072 = 07° + N(0, Bini).-

3. Se lanza un ndmero aleatorio u € [0...1]. Si
u > P,/ (probabilidad de cruce mutacion)
se realiza el paso 4 (cruce) sino el paso 5
(mutacion).

4. OP1 y 672 son cruzados mediante la técnica
de recombinacién lineal extendida generando
dos individuos nuevos 0"! y 672 de la siguien-

te manera® :

3 Si Jg‘é’; = J* todos los individuos en P(t) seran
soluciones globales quasi minimas.

4 Si esta situacién es tratada estrictamente mediante la
definicién 8 conllevarfa a la no inclusién del individuo 62.
5 @;(t) es un valor aleatorio con distribucién uniforme
€ [—d(t),1 + d(t)] y d(t) a su vez es un parametro que
se ajusta utilizando una funcién exponencial decreciente

d(t) = dini

3 .
dini | ) __t
\/ () 1) =
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Ot = i (t) - 07" + (1 — ay(t)) - 072,

012 = (1 - as(t) - 67 + cu (1) - 072,

5. P y 0P? son mutados utilizando mutacién
aleatoria con distribucién gaussiana ©.

ot = 6P + N(0, B14(t)),
012 = 07 + N(0, 52:(t)).

Este procedimiento se repite Nindg /2 veces hasta
que G(t) esté llena.

Linea 11. La funcién actualizar determina
qué individuos de G(t) serdn incluidos en P(t).
Un individuo 0% de G(t) seré insertado en P(t)
sustituyendo a 07, si J(6%) < J(6P) siendo

0P = arg max J(6).

g max (9)

de esta manera se asegura que el contenido en P(t)
va convergiendo.

Finalmente, cuando ¢ = ¢,,4, los individuos con-
tenidos en el archivo A(t) constituirdn la solu-
cién al problema de optimizacién multimodal ©7,
considerandose © como el conjunto de individuos
generados por las lineas de cédigo 3 y 8, es decir,

CESLOIY U ¢

0<7<tmas—1

y considerando que © N ©* # (.

3. FORMULACION DEL PROBLEMA DE IR

La técnica estd basada en la aceptaciéon de una
estructura inicial del modelo.

y(t7 9) = f(t7 u<t)’ 9)
donde:

= f(.) es la funcién del modelo.

» 0 € D C RF es el vector” de pardmetros
desconocidos del modelo.

= u(t) € R™ es el vector de entradas.

= y(t,0) € R es el vector de salidas.

Se pretende conseguir que el comportamiento del
modelo (obtenido mediante experimentos) se ajus-
te lo mejor posible al del proceso real (obtenido
a partir de su simulacién). Este objetivo se consi-
gue mediante la minimizacién de una funcién que
penaliza el EI.

6 La varianza 81;(t) y 52i(t) se miden en porcentaje de la
cantidad (0; maz — 0i min) y se determinan utilizando una
funcién andloga a la utilizada para el pardmetro d(t).

70, x(t), u(t) e y(t,0) son todos vectores columna.

Definicion 9. (Error de Identificacion) Se define
el error de identificacion e;(0) para la salida j €
[1...1] como:

e;(0) =y; —3;(0),
donde:

vy = [y (), y;(t2) ... y;(tn)] son las medi-

das de la salida j del proceso® consecuen-

cia de la aplicacion de las entradas U =
[u(ty),u(ts)...u(ty)].

v §5(0) = [9;(t1,0),9;(t2,0) ... ; (tn. 0)] es la
simulacion de la salida j del modelo® cuando
se aplican las mismas senales U sobre sus
entradas.

El escenario a tener en cuenta contempla que el
error de identificacién pueda estar acotado por
varias normas ' simultdneamente.

Definicion 10. (Norma del EI) Se define N; como
la norma p sobre el vector del error de identifica-
cion para la salida j de la siguiente manera:

Ni(O) = lle; @)y i€ Ai=[1,2,....s], (11)

donde s es el nimero de normas.

Por lo tanto, existird un FPS; consistente con
cada norma N; y cota n;

FPS;:={0 €D :N;0) <n;,m >0} (12)

y su contorno

Y por lo tanto el FPS para todas las normas
simultaneamente se obtendra como:

FPS:={[)FPS}= (14)
€A
= {9 eD:Vie A,NZ(Q) <n,n > 0}

y su contorno

OFPS := {9 eD: 37,|N1(9) =1 N\ NJ(O) < 77]‘}(15)

con n;,n; >0yi,j€A

Para caracterizar el F'PS y en especial su con-
torno OF PS se plantea una funcién J(#) de mane-
ra que sus minimos globales constituyan el 0F P.S

8 y(t) € R! es el vector columna de las salidas del proceso.
9 N es el nimero de muestras, de cada salida y entrada.
El intervalo entre muestras es constantes t; = ¢ - T, siendo
Ts el periodo de muestreo.

10FEn un caso més general podrian establecerse cotas sobre
funciones cualesquiera.
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y donde el F'PS constituya soluciones globales
quasi minimas.

i siBO)#£0
B

J(0) = (16)
ml’n(&HJi) st B(O)=10
A

donde:

BO):={icA:N0)>n},  (7)
Ji(0) = N;(0) — mil. (18)

Algunas de las propiedades de la funcién J(6) son:

1. B(#) = 0 cuando # € FPS. J;(0) = 0 si
0 € OFPS; y J(0) =0si 0 € dFPS.

2. J(0) < § cuando 0 € FPS, por lo tanto, se
asegura que estas soluciones sean soluciones
globales quasi minimas y nunca seran elimi-
nadas del archivo A(t) al utilizar el algoritmo
e-GA. Ademéds tampoco prevaleceran sobre
las soluciones # € OFPS por lo tanto la
caracterizacién del contorno serd prioritaria.

A la hora de establecer las cotas 7; a aplicar sobre
N; se debe utilizar la informacién que se tenga
a priori del proceso (p.e. dindmica no modela-
da) y las caracteristicas del ruido. Sin embargo,
esto puede resultar complicado y fomenta que,
en muchos casos, se terminen eligiendo las cotas
atendiendo a las prestaciones que se desean para
las predicciones del modelo. Una eleccién inade-
cuada podria resultar en un F'PS conservativo,
si se escogen cotas demasiado grandes o en un
FPS = ( si las cotas son muy bajas.

La alternativa que se propone en este trabajo para
escoger las cotas n; pasa por realizar la optimi-
zacién de las normas N; de forma simultanea, a
través de una optimizacién multiobjetivo ! . Por
lo tanto, el problema de optimizacién multiobje-
tivo a resolver seria el siguiente:

51&1})1.](9) (19)
donde

La solucién al problema de optimizacién sera el
conjunto de soluciones éptimas de Pareto Op o
modelos éptimos de proyeccion con respecto a las
diferentes normas al mismo tiempo.

Una vez resuelto el problema de optimizacién se
puede utilizar la informacion que genera el frente

11 Al realizar una optimizacién multiobjetivo se reduce el
coste computacional, ya que sélo se realiza una optimi-
zacién, y no s optimizaciones independientes de las N;
respectivas (i € s).

de Pareto J(@%) en su conjunto para elegir las
cotas 1; como a continuacién se muestra. La figura
1 ilustra un caso en el que se utilizan dos normas
N1 y Ny del error de identificacién. Sobre el frente
de Pareto J ((:)p) que aparece en la figura se
ha resaltado un fragmento de éste que depende
de las cotas 71 y 7m2 escogidas y corresponde
a los modelos 6ptimos de proyeccion restringida
J(Op,).

©p. =Op(|FPS. (20)

M, A
J(6

min \-( N2)
P .
0™ NN

Figura 1. Representaciéon de las cotas minimas
Nty nyt™ asi como de la imagen de los
modelos Op, en funcién de las cotas n; >

Ny my > NN escogidas.

Por lo tanto, para asegurar que FPS # (), ya
que Op, C FPS, es suficiente con escoger 7; de
manera, que Op, # (). En el ejemplo representado
en la figura se muestra como con las cotas 71 y 72
(superiores a las cotas minimas 7" y "™ res-
pectivamente) escogidas se consigue que Op, £ .
La zona que aparece sombreada englobaria la ima-
gen del FPS sobre el espacio (N1, Na), es decir,
J(FPS) pertenecerfa a la zona sombreada que
queda delimitada por las cotas 11, 72 y el propio
frente de Pareto. Si se hubiesen utilizado las cotas
71y 72 (también superiores a las cotas minimas
nyin y vt respectivamente) Op, =0 y por lo
tanto FPS = ) (no existirfa zona sombreada)
demostrandose asi que no es suficiente con que
; > n™" para que FPS # ().

Una vez escogidas las cotas 7; y caracterizado el
FPS mediante el FPS* (usando e-GA) se puede
aproximar el modelo nominal éptimo de peor caso
(como un posible modelo nominal) calculando el
centro de Chebyshev del F'PS* mediante:

0* = arg min ma 0—19 21
S —arg iy mix [9-8l  (2)

Otra alternativa que se propone en este trabajo
como posible modelo nominal 6ptimo, en términos
del error de identificacién y, al mismo tiempo en
términos del error de estimacién en el espacio
de los parametros, consiste en obtener el modelo
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optimo de proyeccion restringida que mas cerca
estuviese del centro del FPS.

Bpi = min [0 0], (22)
96@}37‘

Dado que ©p, C FPS, épi C FPS. Si se dispone
de ©%, (muestra distribuida de @ p,) y de 6% se

puede obtener una aproximacién a 6,; de forma
mas sencilla.

Opi = min 0 = 6c]l (23)

Pr

3.1 Validacion del FPS

Una vez determinado el conjunto de parametros
factibles a través del proceso de identificacién
robusta F'PS;q, utilizando los datos de un de-
terminado experimento Q;ge = {Yide, Uide }, las s
normas N; y sus correspondientes cotas n;, debe
validarse utilizando otros datos diferentes 2,4 =
{Yvah Uval}~

Una posibilidad es validar el F'P.S;4. comproban-
do si contiene modelos consistentes con los nuevos
datos 2,4;. Esto seria equivalente a decir que
el FFPS que se obtendria del proceso de iden-
tificacién con los datos Q = {Qjge, Qvai} seria
un FPS # . La figura 2 muestra graficamente
dos situaciones, una donde hay modelos en el
FPS;4e que al mismo tiempo también pertenezca
al FPSya (conjunto de pardmetros consistente
con (2,4 v las mismas s normas N; y cotas n;
utilizadas en la identificacién del FPS;4) por lo
tanto, el F'PS;4. quedaria validado y otra donde
no se da esta situacion y, por lo tanto, el F'P.S;4
quedaria invalidado.

Del mismo modo que se puede validar un de-
terminado modelo ¢ € FPS comprobando que
0 e FPSval.

4. IR DE UN MODELO BIOMEDICO
4.1 Modelo Biomédico

El objetivo de este apartado es presentar las ecua-
ciones que modelaran la interaccién periédica de
un determinado fArmaco con un cierto canal idnico
en células cardiacas. El farmaco es capaz de blo-
quear el canal, modificando asi su potencial de ac-
cién (PA) 12 ayudando a corregir ciertas patologfas
que alteran el funcionamiento normal cardfaco 3.

Si se estimula la célula con un pulso, el comporta-
miento del canal puede ser descrito por un proceso

12E] PA es la diferencia de potencial entre el medio
intracelular y el extracelular.

13 Este trabajo se circumscribe dentro de un proyecto de
colaboracién con el Dept. de Ing. Eléctrica de la UPV.

0, 0,
Figura 2. Proceso de validacion. A la izquierda el
FPS;4. queda validado, ya que FPS # (). A

la derecha en cambio el F'P.S; 4 no es validado
debido a que FPS = (.

de dos pasos, involucrando un estado de activacion
(intervalo de activacién t,) y un estado de recu-
peracién del canal (intervalo de recuperacién t,.)

K;
U+ D<=, (24)
L;

donde ¢ representa el estado (activacién a o re-
cuperacién r) y U los canales no bloqueados. K;
y L; son las relaciones aparentes de asociacién
y disociacién entre el farmaco y el canal. que se
utilizan para comparar farmacos (Starmer, 1988).

La evolucién temporal de la fraccién de canales
bloqueados b por el farmaco se ajusta a la dindmi-
ca de un sistema de primer orden.

db

- = KiD(1—b) — L. (25)

La figura 3 muestra la evolucién de b(t) en funcién
del intervalo (activacién, recuperacién) donde se
puede observar que sigue una evolucién exponen-
cial, tipica del sistema de primer orden, para cada
intervalo o fase del estimulo.

Intervalo
T,

t+t

a T ta

0t
Figura 3. Evolucién de b(t) funcién del intervalo
(activacién, recuperacion). a,, y r, represen-
tan la fraccion de canales bloqueados antes de

que empiece cada intervalo. La unién de los
puntos a, y r, también es una exponencial.

La ecuacién (25) tiene como solucién:

b(t) = bioo + (bo — bioo)e 1, (26)
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donde b; oo = % serfa la fraccién de canales
bloqueados en t = oo, \; = K;D + L; correspon-
deria a la constante de tiempo y by seria la fraccion
de de canales bloqueados en t = 0.

La fraccion de canales bloqueados justo antes de
que empiece cada intervalo puede ser descrita
por una secuencia de ecuaciones recurrentes de la
siguiente manera:

Tn = an—lei)\rtr + Too(l - ei)wtr)v (27)

Up =Tne ate fag (1 — e tate), (28)

donde 7, y a, representan b(t) en t = nt, y
t = n(t, + t,) respectivamente y

)\T - KTD + LT'7 (29)
K,.D

= ED+ I, (30)

N = Ko,D + L, (31)
K,D

(32

Y= K D+ L,

siendo K,, L., K, y L, las relaciones aparentes
de asociacién/disociacién para cada uno de los
dos intervalos (activacién, recuperacién). r, y an,
siguen una trayectoria exponencial. Analizando
simplemente r,, su trayectoria puede ser descrita
de la siguiente manera (para ello se han combina-
do las ecuaciones 27 y 28 entre si):

Tn =Tss T (TO - 7ﬁss)einAa (33)
donde:
Tss = Uoo + Vr(Too — Goo)s (34)
A= Agtq + Aoty (35)
1— ef)\,.t,,.
Yr = o (36)

Es posible estimar la fracciéon de canales bloquea-
dos observando como el bloqueo modifica la con-
ductancia del canal y por lo tanto la corriente de
sodio I. Dado un potencial de la membrana V'

I=g(1-b)V.

Debido a que es dificil medir I, se puede utilizar
la derivada méaxima del potencial de membrana
Vinas pues se considera proporcional a I. Se toman
medidas de Vmam justo al inicio del intervalo de
activacién. Por lo tanto, las medidas seguiran una
secuencia de valores exponencial proporcional a la
reflejada en (33):

Vmam,n = ‘/;s + (VO - Vpss)ein)\' (37)
La relacion de proporcionalidad entre Vina yb, =
7, se puede determinar mediante:

Vmamn
by, =1 — ~mazn 38
v (38)

siendo V. la observaciéon de V,,,, realizada en
ausencia del farmaco.

4.2 Identificacion Robusta

La tabla 1 muestra los datos presentados en
(Starmer, 1988) que se utilizan en la identifi-
cacién. Se utiliza una concentracién de D =
16puM de cibenzolina un t, = lmseg. y t, =
0.5,1.0,1.5,2.0 y 2.5seg. en diferentes experimen-
tos. En la figura 4 se muestra su representaciéon
grafica. Los datos han sido separados en dos gru-
pos Q;4e que contiene los datos de las columnas 1y
5 de la tabla 1 y que seran utilizados en el proceso
de identificacién del FPS y .4 columnas 2,3 y
4 que se utilizaran en la validacién del FPS.

n Vimaz
0 185 188 192 194 190
1 158 170 173 173 174
2 151 160 164 162 168
3 143 147 158 164 157
4 136 148 153 161 162
5 125 138 144 155 153
6 122 131 144 155 157
7 120 132 143 156 153
8 117 129 143 153 154
9 115 129 139 149 154
10 112 130 137 152 156
11 111 124 138 151 153
12 108 123 139 150 153
13 106 121 134 149 153
14 106 124 134 150 150
15 105 121 135 149 153
16 105 124 137 150 153
17 104 126 132 149 157
18 104 123 136 150 158
19 103 119 137 149 154
tr(seg.) | 0.5 1.0 1.5 20 25
Ve 199 201 203 203 203

Tabla 1. Tabla con los datos de Vinas y
V. para diferentes valores de t,.

La figura 5 muestra la estructura E/S del modelo
donde:

= Ve es la derivada maxima del potencial de
membrana en V/seg.

= t, v t,. son los intervalos de activacién y
recuperacién respectivamente.

s D es la concentracién del farmaco en M
(moles/litro).

» 0 =[K,, Lo, K., L,]T son los pardmetros del
modelo. El modelo es no lineal respecto de 6.

Para poder determinar Vmam es necesario estable-
cer V,. En este caso se va a tomar V, = V,pau (0).
Para determinar el FPS;4. se van a utilizar la
norma infinito N1(0) y la norma absoluta Na(6)
simultaneamente sobre los datos ;4.
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L L L L L L
0 5 10 15 0 5 10 15
muestras muestras

Figura 4. Representacion de los datos de la ta-
bla 1. Se han separado en dos bloques £2;4¢
columnas t,. = 0.5y t, = 2.5 y 0, columnas
t, =1.0,t. =15y t, = 2.0.

t, .
t Modelo de Bloqueo \ .
D Farmacos

Figura 5. Estructura E/S del modelo.

Nl(e) = ||e(9?Qide)||oo (39)
No(o) = 18 Ruaclls (10)

Para escoger las cotas 11 y 12 de dichas normas y
asegurar que con las cotas escogidas sera posible
validar el F'PS;4. con los datos 0, se utilizara la
informaciéon que genere el frente de Pareto del
siguiente problema de optimizacién multiobjetivo.

g%fBJ(a) = {N3, N2, Nu}, (41)

donde
N3(0) = [le(8, {Qde; Qwar}) oo (42)
Nu(9) = ||e(9]<[§j:z)||1 (43)

La figura 6 muestra el frente de Pareto corres-
pondiente a los modelos éptimos de proyeccién
©%. A partir del andlisis del frente de Pareto se
escogen las cotas 71 = 8 y 2 = 2.5 para que
las predicciones realizadas por los modelos del
FPS,4e no generen errores mayores de 8V/seg. y
de media no mayores a 2.5V/seg.. De esta mane-
ra, se consigue un é)p,. # () y por lo tanto un

M Hay que tener en cuenta que ||e(6,{Qde, Loar DI =
méax(|le(d, Qiae) |1, [|€(0, Quar) || ) de ahi que sea suficien-
te con utilizar la norma N3(6) con los datos Q;4e ¥ Qyar de
forma conjunta para determinar una cota méaxima sobre la
norma-oo con los datos ;4. y Q4q; tratados por separado.

Ny(0)

Figura 6. Arriba a la derecha el frente de Pareto
J(©®%). El resto de figuras son su proyeccién
sobre los diferentes planos.

FPS # (. Ademss, se asegura que el FPS;q
resultard validado pues existiran modelos en el
F PS4 consistentes con $2,,; v las cotas 1 y 12
(ver la proyeccién (N3(6), N4(0)) de J(©%)).

A continuacién, se procede a determinar el F'PS; 4.
mediante € — GA con los siguientes parametros:

» Espacio de bisqueda: K, € [le=*... 1€%] SJ:;,
L, €[le™ ... 1e3] selg.’ K, €[le ®... 164]%
y Ly € [le™ ... 0.5) .

" tmax = 40000 y € = [le6,10,100,0.005] de
manera que la rejilla tenga 100 divisiones en
cada dimensién.

» Nindp = 100, Nindg = 4, Py, = 0.1,
dini = 0.25, dfin = Bfin = 0.1y Bini = 10.

» El pardmetro 6(t) se va a ajustar de la
siguiente manera para que sirva para otros
problemas de optimizacién

Sty =68(t)-J,
donde:

J representa la media de J para todos
los individuos que han sido insertados en el
poblacién P(t) durante el proceso de opti-
mizacién. Con esto, lo que se estd haciendo
es una estimacién de la media de la funcién
J y asi vincular el valor de ¢ al problema
en cuestién'®. §'(t) se determina mediante
la siguiente expresién:

\/1+ ((3}'?2)2 - 1) oD

con 5”” =0.1 y 5fin = 0.01.

La figura 7 muestra el resultado del proceso de
optimizacién con e-GA, es decir, el FPS}, . El al-
goritmo ha caracterizado el F'PS;4. mediante 927

15 Para asegurar que §(t) nunca crezca sélo se tendran en
cuenta aquellos valores que se inserten en P(t) con valor
inferior a J.
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modelos y la media de J' (OFPS},,) es de 0.00942
lo que demuestra una muy buena convergencia del
algoritmo (la media de J'(OFPS},;,) ideal serfa
0).El FPS},, quedaria validado porque el FPSY,,
contiene 19 modelos consistentes con 2,4;.

1000

800

600
©
f

400

200

'

10000
8000
6000
4000

2000

=

0.5
04

0.3

0.2 l
0.1

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Ka X 10 Ka X 10 Ka x10
10000 05 05
8000 0.4 04
6000 03 03
x" " )
4000 02 02
2000 0.1 o1

200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000
L

2000 4000 6000 800010000
a Ly K

Figura 7. Mediante o se representan las proyec-
ciones de los modelos del F'PS7;, dentro del
espacio de busqueda.

La figura 8 muestra los datos €;4¢, junto con la
envolvente producida por el F'PS},; , mientras que
la figura 9 muestran los datos 2,4, junto con la
envolvente producida por el FPS;ge.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
muestras

200
190 q
180 lr:2.5 T
170 il
160 _ |
150
140

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

muestras

Figura 8. y;4.(t) v la envolvente de los modelos
FPS},.

A continuacién, una vez validado el FPS}; se

procede a determinar el modelo nominal de pro-

yeccion interpolada restringida é;i, para ello se

determina primero el modelo de peor caso 6.

0; = [8.252¢6,67.28,1406.80,0.1657] 7,
07, = [8.493¢6, 82.56,11.38,0.1142] .

Estos modelos producen los siguientes valores
para las normas Ny, No, N3y Ny:

Ni(0%) = 6.74V/seg., N1(03;) = 7.41V/seg.
Ny(07) = 2.21V/seg., Na(03;) = 2.37V/seg.

200

180 q

160 =1 |

120 =

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
muestras

200 T
180 t=15 b
160 =~ g
140
120

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

muestras
T

t=2.0 7
v

2 4 6 8 10 12 14 16 18
muestras

Figura 9. y,q(t) y la envolvente de los modelos
FPS},..

N3(0%) = 8.83V/seg., N3(03;) = 7.41V/seg.
Ny(07) = 3.12V/seg., Nu(03;) = 2.24V/ seg.
por lo tanto é: no quedarfa validado (pues
N3(0%) > 8V/seg y ademds Ny(0%) > 2.5V /seg.),
mientras que 67, si pues pertenecen a FPS =

FPS;ge [ FPSya y por lo tanto, su eleccién como
modelo nominal resultaria mas adecuada.

La ﬁgura 10 muestra la localizacion de los modelos
0%, 05, junto con el FPSy vy los modelos de

., . . A\
proyeccion restringida O%,..

140 3500 03
o]
120 3000 o
0o ° 025; oo
100 2500 o o o
80 oo 2000 02
i " < o
60 1500 « 015 * o
o
40 o 1000 00 4
20 500 ot ©
8o ©
0 0 0.05
6 8 10 6 8 10 8 10
K x10° Ka x10° Ka x 10°
3500 03 03
3000| 0%
o 025} 0
2500 © °
o o
02f o o
L2 o o N . %
el
1500 o 4O 0.15 © o
o : (e} o
1000 00 O ©
o 0.1
500 ° Do
]
0 s 0.05 0.05
0 50 100 150 0 50 100 150 0 2000 4000
L L K

Figura 10. Modelos nominales éptimos. (¥) 6%, (o)
0y () Op,-

En el trabajo de Starmer (Starmer, 1988) se
identifica el siguiente modelo nominal mediante
programacion no lineal

Ostarmer = [7.49¢6,43.19,1.439,0.1148)7
sobre los datos {Q4e, Qvai }, para minimizar

_ ||e(0, {Qide7 Qval})HZ

N5(0
5( ) N{Qide79val}

(44)

con el siguiente resultado que se compara con 6%
N*
y epi
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N5(0%) = 0.354V/seg., Ns(0%;) = 0.292V/seq.,
N5 (éStarmer) = 0.41V/86g.

Como se puede apreciar fg;q,mer presenta un re-
sultado peor comparado con é;‘ y é;w aun cuando
estos tltimos no fueron estimados para minimizar
N5(0) ¢ . Se ha comprobado que 051armer NO TES-
ponde al minimo global. En (Martinez, 2006) se

obtiene un minimo de N5(#)!7 en

On, = [7.02€6,663.577,215.06,0.1046]

Ns(On,) = 0.263V/seg., N3(Oy,) = 10.125V/seg.
que como se puede comprobar presenta el mejor
resultado respecto de N5 aunque no pertenece al
FPS pues para la norma N3 el resultado supera
la cota de 8V/seg establecida.

5. CONCLUSIONES

Se ha presentado una metodologia basada en
e-GA, que permite caracterizar el conjunto de
pardametros factibles F'PS de modelos no lineales
bajo incertidumbre paramétrica. El problema de
IR se formula asumiendo la existencia de varias
normas del error de identificacién simultdneamen-
te. Las caracteristicas de la metodologia son:

= No establece ninguna restriccién respecto del
tipo de modelo utilizado.

= Permite caracterizar F'PS no convexos e in-
cluso inconexos.

= Al no aproximar el F'P.S mediante ortotopos,
elipsoides, etc. se evita la conservatividad.

Se ha presentado un enfoque que ayuda a deter-
minar las cotas 7; que deben de establecerse para
las diferentes normas N;(6) a partir del andlisis
del frente de Pareto que se obtiene cuando se mi-
nimizan dichas normas simultdneamente. De esta
manera, es posible escoger n; para que FPS # ().

Se ha planteado como alternativa al centro de
Chebyshev del F'PS* la determinacién del modelo
de proyeccién interpolada restringida é;l Este
modelo es 6ptimo en dos sentidos: sobre el error
de identificacién, ya que pertenece al frente de
Pareto, es decir, es un modelo de proyecciéon y
sobre el error de estimacién en el espacio de
parametros, ya que, es el modelo de proyeccién
mas cercano al centro de Chebyshev del F'PS.

El ejemplo de IR presentado con datos reales
del bloqueo que produce la cibenzolina sobre una
célula cardiaca, ha puesto de manifiesto la flexi-
bilidad y potencia de la metodologia de IR pro-
puesta ademas, resulta evidente que el modelo

16 De igual modo éz y é;Z presentan mejores resultados que

O5tarmer sobre el resto de normas.
17 Para su optimizacién se ha utilizado un GA clésico.

nominal propuesto 67, pertenece al F'PS'y es una
buena solucién de compromiso sobre las normas
planteadas de forma simultanea.
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