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Resumen: En este trabajo se presentan algunos resultados obtenidos al analizar el
convertidor buck controlado mediante un modulador de anchura de pulsos (PWM)
centrado. El ciclo de trabajo se calcula obligando a que una salida, definida como
una ecuacion diferencial de primer orden en el error en tension, tenga promedio
cero en cada ciclo. Los resultados obtenidos han mostrado que la técnica garantiza
frecuencia de conmutacion fija y una variedad de fenémenos no lineales como
bifurcaciones y caos, en la medida en que el parametro asociado a la dindmica de
primer orden, varia. Estos fenémenos han sido estudiados en el presente trabajo de
forma analitica y numérica. Finalmente a nivel de simulacién se ha hecho uso de
la técnica Time Delay Auto-Synchronization para controlar el sistema. Copyright

©2005 CEA-IFAC
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1. INTRODUCCION

Una rama de los sistemas de potencia se dedica
al estudio y control de fuentes conmutadas en
sus diferentes clases: DC/DC, DC/AC, AC/DC
y AC/AC y configuraciones: buck, boost, buck-
boost, Cuk, etc. Debido a la necesidad de disponer
de fuentes de voltaje altamente fiables y al amplio
abanico de fen6menos no lineales que de por si
presentan, su estudio y control ocupan un lugar
importante en los sistemas dindmicos.

1 Trabajo financiado por el Proyecto Europeo SICONOS:
IST-2001-37172.

En general, los modelos dindmicos de estos con-
vertidores vienen dados por campos vectoriales
continuos que se definen promediando ciclo a ciclo
el comportamiento del convertidor. A su vez, se
disena una ley de control continua que se im-
plementa mediante un modulador de anchura de
pulsos (PWM); la accion del modulador coincide,
en promedio, con la accién de control. Debido a la
realimentacion y a la continua conmutacion de la
fuente, el sistema en conjunto presenta, para cier-
tos valores de los parametros, comportamientos
propios de sistemas no lineales. A principios de la
década de los 80 ya se observo la presencia de caos
en circuitos de potencia (Baillieul et al., 1980)
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Los convertidores de potencia han sido am-
pliamente estudiados como sistemas de estruc-
tura variable debido a la conmutacion inherente
a su configuracion. En (Bilalovi¢ et al., 1983;
Venkataramanan et al., 1985) Sabanovi¢ y sus
colaboradores disenan controladores en modo de
deslizamiento para estas estructuras. En (Carpita
et al., 1988) se sintetiza como superficie de desliza-
miento un esquema Proporcional-Derivativo en el
error de salida. Este esquema se generalizara en
(Fliess and Sira-Ramirez, 1993) para sistemas lin-
eales de grado relativo mayor que uno. Los resul-
tados de Sabanovi¢ y Carpita mostraron un con-
trolador robusto, estable y eficiente. Sin embargo,
debido a la accién discontinua del controlador,
aparece “chattering” en el sistema, aumentando
el rizado y la distorsion a la salida. Con objeto
de disminuir el “chattering” diversos autores han
trabajado un esquema de control que garantice
una frecuencia de conmutacion fija. Asi, en (Borle
and Chemmangot, 1995), se plantea sintetizar un
controlador (Zero Averaged Current Error) que
garantice promedio cero del error de corriente en
cada iteracion. Recientemente Fossas y sus co-
laboradores (Fossas et al., 2001) han propuesto
una nueva técnica de control para convertidores
de potencia. Esencialmente se trata de un diseno
“feed-forward” el cual, fijada una salida auxiliar,
define una acciéon de control digital que garan-
tiza promedio cero de la salida auxiliar en cada
iteracién. Con esta técnica de control se tiene fre-
cuencia fija de conmutacién. Asimismo se heredan
el desempeno y las caracteristicas de robustez
derivadas de la eleccion de la salida auxiliar. Re-
sultados numéricos y experimentales han mostra-
do la bondad de la técnica de ZAD (Zero Average
Dynamics) para implementaciones del modulador
con pulso al lado (Biel et al., 2002; Ramos et
al., 2003). Sin embargo, la mayoria de imple-
mentaciones contempla el caso de pulso centrado,
debido principalmente a razones técnicas relativas
a la medicion de corriente. Ademas, la expresion
del ciclo de trabajo que se obtiene para este caso
es mucho maés sencilla que para el pulso a un lado.

En el presente articulo se estudian analitica y
numéricamente los controladores ZAD con pulso
centrado. En la seccion 2 se plantea el problema a
resolver. La secciéon 3 estd dedicada al estudio de
la estabilidad del sistema en lazo cerrado, usando
los exponentes de Lyapunov para determinar el
limite de estabilidad. En la secciéon 4 se analiza
la transicién al caos, basandose en la aplicacion
de Poincaré y se caracterizan analiticamente las
tres primeras bifurcaciones. La seccién 5 presenta
algunos resultados experimentales que confirman
el limite de estabilidad. En la seccién 6 se aplica
la técnica de autosincronizaciéon por retardo de
tiempo (TDAS) para controlar el sistema cuando
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Figura 1. Esquema de un convertidor de potencia

opera en zona de caos. Las conclusiones se detal-
lan, finalmente, en la seccion 7.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Un modulador por anchura de pulsos (PWM) con-
siste en un circuito compuesto de interruptores y
una fuente de alimentacion DC, el cual en conjun-
to debe entregar a la salida un valor promedio en
un periodo de conmutacion. A este efecto el PWM
conmuta entre la posicion ON (conduccion) y la
posicion OFF (no conduccion). En cada periodo,
al tiempo (normalizado a 1) que el conmutador
permanece en ON se le conoce como ciclo de
trabajo.

Existen diferentes formas de calcular el ciclo de
trabajo; la mas usada consiste en comparar una
rampa de referencia con la senal de error del
sistema. Con este esquema (Deane and Hamill,
1990; Fossas and Olivar, 1996; di Bernardo et
al., 1996; di Bernardo et al., 1997) han observado
y estudiado fenémenos caodticos en el convertidor
reductor.

En la Figura 1 se muestra un esquema simplificado
de un convertidor de potencia. Este sistema puede
actuar como un convertidor DC-DC o DC-AC
dependiendo de si la senal de referencia (Vs en
la figura) es constante o senoidal.

El convertidor reductor de la Figura 1 se puede
modelar mediante el sistema de ecuaciones:

dv 1 1

a = 0

dr RC C v "
= =+ U

afo\_Log )\ o\

dr L L

El voltaje v en el condensador y la corriente ¢
en el inductor configuran las variables de estado.
La variable de control u toma valores discretos
en el conjunto {—1,1} haciendo referencia a la
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posicién de los interruptores 1 y 2 en la Figura
1, los cuales permiten alimentaciéon +V o -V.
Con el objeto de adimensionalizar la dindmica se
efecttia el siguiente cambio de variables z; = v/V,

Tiref = Viep/V, T2 = %\/%z yt = 1/VLC,
donde t es la nueva variable respecto de la cual
se van a obtener las derivadas. De acuerdo con
los cambios de variables propuestos se tiene que

v = %\/%, el periodo de muestreo T'= T, /v LC
y las ecuaciones se pueden reescribir como:

i(n)-(F0)(2)+ (V) e

y de forma compacta como x = Ax + bu.

Este sistema va a ser controlado mediante un
PWM imponiendo que el promedio de la funcién
s(x) en cada periodo de conmutacién sea cero.
Siguiendo a (Carpita et al., 1988), s(x) se define
como:

s(x) = (21 — T1rer) + ks(E1 — T1res) (3)

donde z; es la variable a regular, xi,..r es la
sefial de referencia y ks es la constante de tiempo
asociada a la dindmica de primer orden en el
error. Para kg € [0,15,3,24] el sistema regula en
régimen cadtico; cuando ks > 3,24 el sistema
regula en régimen periodico estable. Sin embargo,
para valores altos de kg, del orden de 10, el sistema
pierde la capacidad de regulacién. La senal de
control suministrada al sistema para [ < T resulta
en

uy si kT <t < kT +1/2

u=<q u_sikT+1/2<t<kT+(T—-1/2) (4)
up SLkT + (T —1/2) <t <kT+T
donde uy = 1y u— = —1. Asi pues se esta

suponiendo que entre kT y kT + é el signo del
pulso es positivo y que entre k:T—l—é y (k+1)T— %
el pulso cambia a —1, para finalmente, en el altimo
tramo, retornar a +1. Esto implica que [ hace
alusién al tiempo que la fuente permanece en +1.
Al valor % se le conoce como el ciclo de trabajo y
se denotaré por d.

Por tratarse de un sistema lineal e invariante en
el tiempo sometido a pulsos unitarios, la solucion
general se puede escribir como

x(kT +T) = eATx (kT) + (eA<T*l/2> + I) A
(eAl/2 _ I) b — cAl/2p-1 (eA(T—l) _ I) b

El ciclo de trabajo [/T, que puede variar de ciclo
a ciclo, se obtiene, tal como se ha dicho antes, de
resolver la siguiente ecuacion

(5)

/ s(x(t))dt = 0 (6)

kT

El calculo exacto del tiempo de conmutacion im-
plica, en cada iteraciéon, la resolucion de una
ecuacion trascendente, lo que puede ser un incon-
veniente en caso de una implementaciéon en linea.
Por este motivo se buscan nuevas alternativas
para evaluar [ de manera mas simple. Una aprox-
imacioén consiste en suponer que la salida auxiliar
se comporta como una funcién lineal a trozos. Las
consideraciones basicas tenidas en cuenta en este
esquema se pueden resumir en

= 1. La dindmica del error o salida auxiliar se
comporta como una recta a tramos.

= 2. Las pendientes de la dinamica del error
en cada tramo estian determinadas por las
pendientes calculadas en el momento de la
conmutacién. Esto incluye suponer que la
pendiente al inicio del periodo, notada como
$1(x(kT)), es la misma que al final. Para
obtener un valor aproximado de la pendiente
$2(x(kT)), correspondiente al tramo interme-
dio, se toman los mismos datos que se han
usado para calcular $;(x(kT")) y se invierte
el signo de la senal de control.

Con estas aproximaciones se tiene

l 25(x(KT)) 4 T'é2(x(KT))

VT T TGa(RT)) — 61 (x(KT)))

(7)

Esta expresion sera valida si su valor se encuentra
entre 0 y 1. De lo contrario se tomara el valor
resultante de saturar d en el intervalo [0,1]. A
fin de resaltar el acierto de estas simplificaciones
las Figuras 2 y 3 muestran, respectivamente, el
promedio de la salida y el error en tensién para
una seflal de referencia senoidal (DC-AC). Se han
asignado los siguientes valores a los parametros
del convertidor: C' = 40uF', L = 2mH, R = 2012,
T. =50pus y V =40V. En el sistema adimensional
se tiene: v = 0,35 y T = 0,1767. El pardmetro
de bifurcacién ks toma el valor 4,5 y la senal de
referencia es

Z1res = 0,85in0,0889¢

que corresponde a una senal de 32V y 50Hz.

La Figura 2 muestra el valor de la integral de
la salida auxiliar y la Figura 3 el error relativo,
tomando como base la amplitud de la senal de
referencia.

De estas graficas se concluye que la aproximacion
es buena. La integral de la salida auxiliar es del
orden de 4e-4 y el error de salida maximo es
0,44 %, tomando como base la amplitud de la senial
de entrada.
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integral de superficie

d L L L L L
0 200 400 600 800 1000
muestras

Figura 2. Integral de la salida auxiliar suponiendo
s(x) lineal a trozos.

~045 I I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

tiempo en seg.

Figura 3. Error de seguimiento suponiendo s(x)
recta a trozos.

Estos resultados validan la ley de control que se
obtiene de suponer una salida auxiliar s(x) lineal
a trozos. Se procede a continuacion a analizar el
comportamiento dinamico del sistema en el caso
de regulacion (DC-DC): estabilidad y estudio de
la transicion al caos.

3. ANALISIS DE ESTABILIDAD DE LA
TECNICA ZAD

Notese que el punto de equilibrio x* satisface
x(T) = x(0); a su vez x* permite calcular el ciclo
de trabajo “de equilibrio” d*. Sin embargo, ciertas
aproximaciones permiten simplificar los calculos
sin aumentar significativamente el error. Parece
natural suponer que el sistema no satura, asi pues
la expresion de d viene dada por:
25 + T

4= T($2 — $1) (®)

donde s = s(x(kT)), 51 = 51(x(KT))|u, ¥ $2 =
$2(x(kT))|u_. Se asume que la generacion del
pulso obedece a la secuencia {+1,—1,4+1} y sera
la utilizada a lo largo de este trabajo.

El término correspondiente al denominador $5— $;
se puede escribir como
Osg , 0s1 .

— —_— — = — = — 9
% b'd % b'd 2ksuy 2k 9)

Igual que antes se toma u;=1 que corresponde al
pulso al inicio del ciclo. Esto permite expresar d
de manera mas simple como

25+ T's9

d=- 0Tk,

(10)

3.1 Puntos de equilibrio

Para calcular los puntos de equilibrio procedemos
a determinar s y s2. De la ecuaciéon de la salida
auxiliar se tiene,

s = (1 — k‘s’}/)jil + kgdo — i‘lref — ksjlref (11)

Para calcular $5 se debe tener en cuenta que
ésta corresponde a la pendiente de s(x) en el
tramo intermedio y que por lo tanto la senal
de control alli toma el valor de u = —1. Si se
reemplazan &1 y &3 de las ecuaciones de estado,
con la consideracién anterior se tiene

Sp = (k572 it ks)xl + (1 - k87)$2 (12)
_ks - J.Ulref - ksi'lref

Para el sistema en el equilibrio 1 = %1, con lo
cual s = 0y @2 = T1ref + YT1ires- En el caso de
regulacion todas las derivadas de la referencia son
cero, y por lo tanto el ciclo de trabajo en estado
estacionario viene dado por :

1+ ey

d” 13

: (13)
En el supuesto que el ciclo iniciara con v = —1,
d* tomaria el valor d* = %(1 — Tiref)-

Se ha obtenido el punto de equilibrio (z7,z3) =
(T1refs YZ1ref), que corresponde a un ciclo de
trabajo en estado estacionario d* = Hx%ef

A continuaciéon se hace uso de los exponentes
de Lyapunov para determinar el limite de la
estabilidad y la presencia de caos en el sistema.

3.2 Fxponentes de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov (E. L.) son una
herramienta matemaética por medio de la cual
se puede determinar la velocidad de convergen-
cia o divergencia de dos orbitas de una ecuacion
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Comportamiento de los de Lyapunov. R ia: 0.8
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Figura 4. Exponentes de Lyapunov.

diferencial, las cuales se inician infinitesimalmente
cerca la una de la otra. Si las trayectorias que se
inician muy cerca convergen una a la otra, los E.
L. asociados seréan negativos. Si las trayectorias
divergen existiré, por lo menos, un E. L. positivo.
Para calcular los E. L se requiere el conocimiento
de las orbitas y por lo tanto su célculo analitico
se hace muy complejo. Por este motivo, general-
mente se recurre a un procedimiento numérico
para hallarlos.

En esta seccion se calculan los E. L. directamente
de la aplicacion de Poincaré sustituyendo, en las
ecuaciones dinamicas, los valores de los paramet-
ros definidos al final de la seccion 2. La aplicacion
de Poincaré, a su vez, resulta directamente del
muestreo sincrono. Noétese la continuidad, en los
instantes de muestreo, del campo vectorial que de-
scribe el sistema dinamico. Ello facilita el calculo
de los E. L. (Lim and Hamill, 1999). De tener dis-
continuidad, se pueden usar otros métodos ya sean
numeéricos (Lim and Hamill, 1999) y/o analiticos
(Janaki et al., 1999), (Batlle et al., 2003).

La solucién de las ecuaciones de estado dada por
(5) puede escribirse de manera simplificada como

x(k+1)=F (x(k))

que corresponde a la aplicacion de Poincaré. Con-
sidérese DF (x) la matriz jacobiana de F y sea
g; (DF (x)) el i-ésimo valor propio de DF (x). El
exponente de Lyapunov \; para cada valor propio
esta dado por:

Jim, { P

k=0

i =

qi<DF<x<k>>>\} (14)

La Figura 4 muestra la evoluciéon de los expo-
nentes de Lyapunov en funcién del parametro
k.. Se observa un valor limite de estabilidad en
ks = 3,25.

Diagrama de bifurcaciones: Referencia 0.8
T T T T

|

5]
- T
L

ciclo de trabajo en porcentaje

:A" Il Il Il Il Il Il Il Il Il
05 1 15 2 25 3 35 4 45
parametro de bifurcacion k;

Figura 5. Diagrama de bifurcaciones, referencia
LTiref = 0,8.

La presencia de un E. L positivo en un sistema
cuyas trayectorias evolucionan en una zona acota-
da del espacio de estado garantiza comportamien-
to cadtico (Banerjee and Verghese, 2001). Por
otro lado, la suma de todos los exponentes de
Lyapunov en un atractor caético debe ser negativa
(Parker and Chua, 1989).

En la Figura 5 se presenta un diagrama de bifur-
caciones 1-dimensional, en el cual la variable de
estudio es el ciclo de trabajo y el parametro de
bifurcacion sigue siendo ks. Como puede obser-
varse, la transicion al caos es lenta. A continuacion
se estudian las primeras bifurcaciones, a través de
las cuales el sistema evoluciona a comportamiento
cadtico.

4. ANALISIS DE LA TRANSICION AL CAOS

En esta secciéon se presenta de manera resumida
la forma en la que el sistema pasa de estable
a cadtico, Se han estudiado las tres primeras
bifurcaciones desde un punto de vista analitico y
numérico. Debe tenerse en cuenta que una vez que
se pierda la estabilidad debe haber un momento
en el cual el ciclo de trabajo se sature.

El ciclo de trabajo se puede definir como

d = c121(0) 4+ c222(0) + c3 (15)

2—2ky+Tky?—~yT—Tk,
—2Tk, 2Tk,
Tiref

y ¢z = &<k + 1. El sistema presenta una zona de
no saturacion definida en el espacio de estados por
la ecuacion

donde ¢ = ,Co =

0< 011'1(0) + CQiCQ(O) +c3 <1, (].6)

cuyo resultado se ha esquematizado en la Figura
6.

_ 2ks+T—k~NT
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Figura 6. Zona del plano de fase donde el estado
no da lugar a saturacién del ciclo de trabajo.

La frontera de la region esta definida por d = 0
y d = 1. Dentro de la zona comprendida entre las
rectas, el sistema evoluciona de acuerdo con las
ecuaciones (15) y (5). Por fuera de esta region el
sistema evoluciona de acuerdo a

x(k+ 1T = eATx(ET) + A1 (eAT —T)b, (17)

sid>1o0a

x(k+ 1T = eATx(kT) — A1 (eAT —T)b, (18)

si d < 0. Estando A y b definidas como en la
ecuacion (2). A la recta d = 0 se la notara como
P, y a la recta d = 1 se la notara como Q. a partir
del analisis de estas ecuaciones y sus implicaciones
en el comportamiento del sistema se analiza la
transicion al caos.

Diversas simulaciones han mostrado que, inde-
pendientemente del valor de la constante ks, €
(0,3, 5), el voltaje de salida del sistema permanece
en torno al valor de estado estacionario con un

error no superior al 1 %.Esta observacion permite
hacer algunas simplificaciones respecto al valor del
estado x1, asociado al voltaje en el condensador,
al poderse considerar constante.

Cuando el ciclo de trabajo se encuentra entre
0 y 1, existen dos puntos de conmutacion, que
se corresponden con dos puntos de las curvas
en el espacio de estados X(d/2) y X(1-d/2), tal
como se muestra en la Figura 7. Se han calculado
los diversos puntos de conmutacion de las curvas
X(d/2) y X(1-d/2) en el espacio de estados de la
siguiente manera: se supone que el sistema regula,
es decir se asume z1(0) = 0,7996 que corresponde
al valor de estado estacionario para una referencia
de 0,8. Cada valor de d €[0, 1] se sustituye en
la ecuacion (15) para obtener los diversos valores
de z2(0). Una vez se ha evaluado x2(0) se tiene
toda la informacion (x(0) y d), para resolver las
ecuaciones de estado y se pueden hallar las curvas
que limitan el momento de la conmutacién, tal
como se muestra en la Figura 7. Nétese que para
un tiempo d = 0 la curva de X(d/2) toca la recta
P debido a que se corresponde con el estado inicial
x(0). Las curvas X(d/2) y X(1-d/2) se intersectan
para el tiempo d = 1; el punto de interseccion
corresponde al vértice de la figura.

Otro limite importante para un posterior anélisis
del sistema es la imagen de la recta limite inferior
Q, a la cual llamaremos R, ya que para cualquier
condicion inicial por debajo de Q le corresponde
una imagen por debajo de R. En la Figura 7 se
muestran estas zonas. Al variar la constante kg se
va perdiendo simetria. En la Figura 8, se presenta
la misma clasificacion en el espacio de estados para
un valor de la constante k; = 0,5. Se puede ver
como la curva X(1-d/2) ha perdido su simetria
respecto de X(d/2) comparada con la Figura 7.

A partir de estos elementos que hemos senalado
en el espacio de estados se puede iniciar el anélisis
del sistema en su transiciéon al caos.

4.1 Primera bifurcacion
En la tabla 1 se determinan los multiplicadores

caracteristicos de la aplicacién de Poincaré, los
cuales corresponden a los valores propios del sis-

tema linealizado alrededor del punto fijo (Z1re s, YT 1rer)-

Un analisis de estos valores propios permite es-
tablecer que la primera bifurcacion es de tipo “flip”
(Kuznetsov, 1998), debido a que el valor propio
que pasa de estable a inestable lo hace cruzando
por —1 en el intervalo ks € (3,24, 3,25).

Este tipo de bifurcacién presenta un doblamiento
de periodo; a saber, el sistema pasa de tener una
orbita 1-periddica estable a tener una oOrbita 1-
periodica inestable y una oOrbita 2-periédica es-
table. En la Figura 9 se muestra la evolucion de
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Figura 7. Separaciéon en zonas del espacio de
estado para un valor de ks = 4,5. Las rectas
P y Q se corresponden con las rectas d = 0y
d =1 de la Figura 6. La recta R corresponde
con la imagen de d = 1.
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Figura 8. Separacion en zonas del espacio de
estado para un valor de ks = 0,5.

Tabla 1. Multiplicadores caracteristicos
de la aplicaciéon de Poincaré cerca del
limite de la estabilidad

ks >\1 )\2
3.25 0,9474 ~0,9998
3,24 0,9472 -1.0000

una 6rbita 1-periédica estable cuando k;=4,5. En
este caso el sistema evoluciona de acuerdo a:

x(0) — x(d/2) — x(1 — d/2) — x(0)

Después de perderse la estabilidad de la orbita
1-periédica, se observa el comportamiento de la
Figura 10. Debido a la bifurcacion “flip”, la érbita
2-periodica es una Orbita estable, que da lugar a
dos nuevos puntos fijos 2-periddicos. En un ran-
go muy estrecho del parametro ks esta orbita 2-
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Figura 9. Evolucién de las trayectorias en el espa-
cio de estados para un valor de ks = 4,5.
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Figura 10. Evoluciéon de las trayectorias en el
espacio de estados para un valor de ks =
3,2443.

periddica satisface que ninguno de sus dos ciclos
de trabajo satura. A medida que el parametro kg
disminuye, uno de los puntos fijos 2-periédicos se
acerca a la recta Q y el otro a R. Asi mismo se gen-
eran nuevos puntos de conmutacion, desplazados
respecto del de la 6rbita 1-periodica: uno hacia la
derecha (sobre la curva X(d/2)), lo que implica un
d menor como resultado del hecho de que el estado
inicial se esta alejando de la recta Q; y el otro, a
la izquierda, acercdndose al vértice de las curvas
X(d/2) y X(1-d/2), esto implica un d mayor, como
resultado del equilibrio que se acerca a la curva Q.
En este caso la 6rbita evoluciona de acuerdo con la
secuencia A-B-C-D-E-F-A, que puede ser escrita
como

x(0) — x(d/2) — x(1 — d/2) — x(1)
—x(14+d/2) — x(2—d/2) — x(0)
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Figura 11. Evolucién de las trayectorias en el
espacio de estados para un valor de ks =
3,2425.

Disminuyendo maéas la constante, para un valor
de k,=3.2425 las orbitas del sistema evolucionan
como se muestra en la Figura 11, en la cual se
ha preservado el orden de asignacién de puntos en
relacion con la orbita (A-B-C-D-E-F-A). Los pun-
tos fijos, obtenidos de la aplicacién de Poincaré
son A (x(0)) y D (x(1)).

Cuanto mas se disminuye el pardmetro kg, mas
se acerca un punto fijo 2-periodico al limite Q; y
mayor se vuelve el tiempo de conmutacion d para
un periodo y menor para el otro. Finalmente el
punto fijo colisionara con la recta d = @ lo que
llevara a un ciclo d =1 y un ciclo 0 < d < 1. Por
este motivo la siguiente bifurcacion se sucede por
“corner collision” (di Bernardo et al., 2001).

4.2 Segunda bifurcacion

Una vez un equilibrio 2-periédico choca con el
limite @ se sucede una “corner collision” y puede
ser confirmada via un estudio del Jacobiano de la
aplicacién P2, la cual corresponde con la segunda
iteracion de la aplicacion de Poincaré. Esta bifur-
cacién se caracteriza porque preserva el ntmero
de puntos de equilibrio pero cambia la evolucion
de las orbitas en el espacio de estados tal como se
muestra en la Figura 12. Al saturar un periodo,
en un tramo de la 6rbita ésta no tocara las curvas
X(d/2) y X(1-d/2). En este caso la secuencia es
A-B-C-D-A y puede ser escrita como

x(0) — x(d/2) — x(1 — d/2) — x(1) — x(0)

En la tabla 2 se presentan los multiplicadores
caracteristicos de la segunda iteracién de la apli-
cacion de Poincaré evaluados en el equilibrio. Se
han calculado suponiendo primero que ninguno
de los dos ciclos satura (no sat-no sat), y luego
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Figura 12. Evolucién
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de las trayectorias en el

0.802

espacio de estados para un valor de kj

3,242.

Tabla 2. Multiplicadores caracteristicos

de P2?: cerca de ks = 3,24

2T: no sat-no sat.

2T: sat-no sat.

ks = 3,2425 k43,242
X1 = 0,89741 A1 = 0,89815
A2 = 0,99999 A2 = —0,99129

suponiendo que uno satura y el siguiente no (sat-
no sat). Se observa que hay una discontinuidad en
el Jacobiano, al cambiar abruptamente un valor
propio del sistema linealizado.

En el rango comprendido entre ks € [2.995, 3.242]
aproximadamente, siguen existiendo o6rbitas 2-
periddicas, caracterizadas porque en un periodo
el ciclo satura y en el siguiente no. La imagen del
punto de equilibrio que colisiona con el limite Q
se encuentra sobre R y la trayectoria generada al
pasar de Q a R no toca las curvas X(d/2) ni X(1-
d/2). El ciclo de trabajo siguiente, que se genera a
partir de la imagen en R, estd comprendido entre
0 < d < 1y eso da lugar a una trayectoria que
lleva nuevamente el estado al limite Q. Como un
valor propio se ha acercado a —1, se tiene que
la siguiente bifurcacion es de tipo “flip”, cosa que
sucede en k;=2.998 aproximadamente.

4.8 Tercera bifurcacion

La tercera bifurcacion que se sucede en el sistema
es nuevamente de tipo “flip”. Se caracteriza porque
un valor propio de la segunda iteracion de la
aplicacién de Poincaré cruza por —1, tal como
se muestra en la tabla 3. Debido a que nos
encontramos en una orbita 2-periédica y se sucede
una bifurcaciéon tipo flip, se generaran entonces
orbitas 4-periddicas.
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Tabla 3. Multiplicadores caracteristicos
de P2?: sat-no sat, cerca de k, = 3

ks A1 A2
2,998 0,890369 ~0,09985
2,997 0,890335 —1,0000237
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Figura 13. Evolucién de las trayectorias en el
espacio de estados para un valor de ks =
2,998.

El punto de equilibrio que se encuentra por de-
bajo del limite Q (pero muy cerca a él) genera
dos nuevos equilibrios. Ambos puntos por estar
debajo del limite Q dan lugar a ciclos saturados,
proyectando sus imagenes debajo del limite R.
Estas estan muy cerca entre si, provocando que los
valores del ciclo de trabajo estén también proxi-
mos por lo que aparecen las 6rbitas muy juntas,
como se muestra en la Figura 13.

Las orbitas 4-periodicas se suceden en un rango
muy estrecho del parametro kg, lo cual lleva casi
de inmediato a la aparicién de bandas, las cuales
se asemejan mucho a orbitas 8-periddicas, 16-
periddicas, etc. debido a la precision. En realidad
debe pensarse que a partir de ks = 2,997 aprox-
imadamente se sucede el fenémeno de generaciéon

de bandas.

4.4 Cuarta bifurcacion y aparicion de caos

En un rango aproximado de kg entre 3 y 2.5,
una pequena zona entre el limite Q y su imagen
en el espacio de estados R, operan como zonas
de acumulacién, lo que conlleva la presencia de
bandas cabticas, ya que no aparecen puntos de
equilibrio estables claramente distinguibles sino
regiones 8-periddicas etc. del espacio de estados
que atraen a las orbitas. Asi se suceden las suce-
sivas bifurcaciones y se llega al caos. En la Figura
14, se observa una 6rbita mas compleja, habiendo
cambiado muy poco el pardmetro k,. Esta carac-
terizada porque la trayectoria toca nuevamente el
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Figura 14. Evolucién de las trayectorias en el
espacio de estados para un valor de ks =
2,99794.

vértice y hay puntos de equilibrio que han entrado
en la franja comprendida entre Q y R, lo que hace
suponer que inmediatamente después de suceder
el doblamiento de periodo le sigue una “corner
collision”.

En la medida en que se disminuye el pardmetro kg
se van generando las bandas cadticas que llevan al
sistema lentamente al caos completo (caos de una
banda), posiblemente por sucesivos doblamientos
de periodo seguidos de “corner collision”.

En la siguiente seccién se controlara el sistema
cuando opera en régimen caotico. Los resultados
han sido obtenidos tnicamente a nivel de simu-
lacion.

5. CONTROL DE CAOS, CON APLICACION
DE LA TECNICA TDAS

Actualmente son bien conocidas dos técnicas de
control de caos: OGY (Ott et al., 1990) y TDAS
(Pyragas, 1992). La técnica OGY usa pequeiias
perturbaciones de la 6rbita inestable a controlar
que convive con el caos para estabilizarla, mien-
tras que en el método TDAS se toma como base de
la realimentacion el estado retardado. Diferentes
autores han explotado la potencia de las técnicas
OGY y TDAS para controlar el caos, o introducir
variaciones en ellas y generar nuevas estrategias de
control. Por ejemplo Poddar (Poddar et al., 1995),
define dos maneras de controlar el caos: por per-
turbacién de los pardametros y por cambio en el
instante de conmutacion. Otros investigadores por
el contrario (Batlle et al., 1997), (Baranovski et
al., 2000) y (Rodriguez et al., 1999), utilizaron
y demostraron la validez de las técnicas OGY,
TDAS y algunas variantes sobre ellas confirmando
de manera analitica y experimental su utilidad
(Santos and Rodriguez, 1998).
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Zona estable
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Figura 15. Zonas estable e inestable para el sis-
tema con TDAS.

En esta seccion se hara uso de la técnica TDAS
para controlar el caos. Teniendo en cuenta que la
variable que induce la inestabilidad en el sistema
propuesto, puede ser asociada al ciclo de trabajo,
para controlar la o6rbita 1-peridédica se presume
suficiente modificar el ciclo de trabajo de acuerdo
a

d(k) =d+n(d(k) —d(k — 1)) (19)

donde d(k) es el ciclo de trabajo que se va a
aplicar, d es valor obtenido con la ecuaciéon (10),
d(k — 1) es el ciclo de trabajo de la iteraciéon
anterior y 7 es el factor de realimentacion.

En la Figura 15 se muestra el limite de la estabil-
idad calculado con los Exponentes de Lyapunov,
cuando el sistema es controlado con la técnica aqui
descrita. En ella se observa la combinaciéon de n y
ks que garantizan estabilidad en el sistema.

En la Figura 16 se presentan los resultados cuando
ks=0.5y n = —0,1. Los valores de los estados
obtenidos de la aplicacién de Poincaré en régimen
permanente son £1=0.7999 y x5,=0.2801, llevando
a un error de regulacion de 0,0125 %.

6. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En el presente articulo se han estudiado analitica
y numéricamente los controladores ZAD con pulso
centrado. Estos controladores digitales garantizan
frecuencia fija de conmutacion, bajo error de sal-
ida y robustez ante perturbaciones.

Se ha hecho un célculo numérico del limite de
la estabilidad a través de los exponentes de Lya-
punov, el cual permite concluir la presencia de
caos en el sistema.

Se ha hecho un estudio de la transiciéon al caos.
En este sentido se han detectado bifurcaciones

095F, ... o

0.5
T

ciclo de trabajo, k =0.

0.9

sistema sin control

0.85F

o8t

075 L L L L L L L L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

muestras

Figura 16. Ciclo de trabajo para el sistema con
y sin realimentacién, para un valor de la
constante ks = 0,5 y controlado con TDAS.

por doblamiento de periodo y por “corner col-
liston”. También se presentan bandas cadticas y
probablemente doblamiento de estas bandas. El
estudio de la conformaciéon exacta de las bandas
y su doblamiento forma parte del trabajo futuro.

La técnica de control de caos por TDAS ha
demostrado ser efectiva en este caso, permitiendo
que el sistema estabilice y logrando nuevamente
un promedio cero de la dindmica del error, el
cual se habia perdido en régimen cadtico. Su
implementacién a nivel de laboratorio también
forma parte del trabajo futuro.
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