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Resumen: En este trabajo se describen herramientas que permiten determinar limites
fundamentales de desempefio en sistemas de control en realimentacion. Estos limites
dependen de los polos inestables y los ceros de fase no minima de la planta y pueden
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1. INTRODUCCION

El disefio de un sistema de control consiste en encon-
trar una solucién de un problema particular que satis-
faga determinadas especificaciones. Es razonable, y a
menudo critico, saber cuales son las especificaciones
que pueden ser logradas para la planta que se quiere
controlar y cuales no, antes de encarar un determinado
disefio. Esta informacion previa requiere el conoci-
miento de los limites de desempefio que la planta a
controlar posee. En este trabajo se describen herra-
mientas que permiten determinar limites fundamenta-
les de desempefio en sistemas de control en realimen-
tacion. La esencia de estos limites radica en que se
aplican a todas las posibles soluciones de un problema
para una determinada planta bajo la hipotesis basica
de que el sistema de control sea estable. Estos limites
pueden entonces usarse para determinar especificacio-
nes alcanzables o no alcanzables y para identificar
compromisos de disefio en dichos sistemas. Méas aln,
el conocimiento de los limites fundamentales de de-
sempefio permite identificar problemas de disefio que
son fundamentalmente dificiles, realizar compromisos
deliberados cuando se elige una solucion especifica

y, en lo posible, “disefiar” una planta que facilite el
disefio de su controlador (Braslavsky, 2003).

Las herramientas para determinar limites fundamen-
tales de desempefio pueden clasificarse en tres cate-
gorias:

1. Relaciones en el dominio temporal.

2. Relaciones en el dominio frecuencial.

3. Relaciones derivadas del minimo valor posible
de un costo cuadratico sin peso en el control.

En este trabajo describiremos con cierto detalle cada
una de estas tres categorias y daremos referencias
apropiadas para expandir lo aqui presentado. La ex-
posicion esta basada fundamentalmente en (Seron et
al., 1997) y (Seron et al., 1999).

Consideraremos sistemas dinamicos caracterizados
por tres atributos fundamentales:

1. estan formados por interconexiones particulares
de una parte conocida — la planta—y una parte
a disefiar — el controlador — cuya estructura
es tal que ciertas sefiales que interconectan las
partes son indicadoras del desempefio de todo el
sistema;
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2. las partes de la interconexion se modelan como
mapeos entrada—salida causales, es decir, una en-
trada aplicada en tiempo tg produce una respues-
ta de salida para t > to;

3. la interconexibn vista como un Unico sistema es
estable, es decir, una entrada acotada produce
una salida acotada (la definicion se precisara mas
adelante).

Cuando estos atributos se combinan con un adecuado
formalismo matematico (por ejemplo, las partes se
modelan mediante funciones de transferencia) se pue-
den derivar relaciones fundamentales que describen
propiedades de todo el sistema s6lo en términos de la
parte conocida, es decir, valen para cualquier eleccion
particular de la parte a disefiar. Estas relaciones de-
penden de propiedades dinamicas y estructurales de la
parte conocida (polos y ceros de su funcion de trans-
ferencia) y estan expresadas en términos de funcio-
nes (de sensibilidad y sensibilidad complementaria)
que cuantifican el desempefio de todo el sistema. La
seccion siguiente describe la interconexion en la que
basaremos nuestro anélisis, introduce el formalismo
matematico y discute consideraciones de desempefio y
robustez en términos de las funciones de sensibilidad
y sensibilidad complementaria.

1.1 Sistemas de Control

Consideremos el sistema de control en realimentacion
unitaria de la Figura 1.

Perturbacién

Referencia  Error
r Controlador [ Planta
+ - € + 74y L

w
Ruido

Figura 1. Sistema de control en realimentacion.

+i Salida
y

Para establecer el formalismo matematico asumamos
que la planta y el controlador se modelan como siste-
mas dindmicos de dimension finita, lineales, estacio-
narios, de tiempo continuo y escalares (monoentra-
da y monosalida). Podemos entonces representar las
sefiales involucradas usando la transformada de La-
place. La planta y el controlador pueden representarse
por medio de funciones de transferencia G(s) y K(s).
Asumimos que el sistema en lazo abierto G(s)K(s) no
posee modos inestables “ocultos”, es decir que no hay
cancelaciones entre ceros y polos con parte real no
negativa.

Definimos la funci6n de sensibilidad S y la funcién de
sensibilidad complementaria T como

. 1

S(S) = m, (1)
. G(s)K(s)

TO)* T6EKE @)

Estas ecuaciones capturan las relaciones fundamenta-
les para nuestro analisis. Las base de dichas relaciones
son las siguientes restricciones:

Restriccion de Complementariedad: S(s) + T(s) =
1 para todo nimero complejo s.

Restriccion de Analiticidad: si el sistema “en lazo
cerrado” de la Figura 1 es estable, es decir, 1 +
G(s)K(s) tiene todos sus ceros con parte real ne-
gativa, entonces las functiones T y S son analiticas
en el semiplano complejo derecho abierto.

Restricciones de Interpolacion: si q es un cero de
fase no minima de la planta, es decir, un cero con
parte real positiva, entonces

S@=1 'y T(@=0 ©)

De manera analoga, si p es un polo inestable de
la planta, es decir un polo con parte real positiva,
entonces

S(M=0 'y T(E=1L (4)

Las mismas restricciones se satisfacen para ceros y
polos con parte real positiva del controlador.

Veremos en las Secciones 2 y 3 como estas restric-
ciones se traducen en relaciones fundamentales para
establecer limites de desempefio.

1.1.1. Consideraciones de Desempefio y Robustez
De la Figura 1 vemos que

= S mapea la referencia r al error e;

= T mapea la referencia r a la salida y;

= S mapea la perturbacion d a la salida y;

= T mapea el ruido de medicion w a la salida y.

Si asumimos que la referencia tiene su contenido en
frecuencia concentrado en bajas frecuencias entonces
es razonable requerir la especificacion

[T(jw)l = 1, Yo € [0, wq],

para cierta frecuencia w;. Como S (s) + T(S) = 1, esto
es lo mismo que

IS(jw)| < 1, Yw € [0, w1]. (5)

Notemos que (5) también implica que las perturbacio-
nes de salida que tengan contenido en frecuencia en el
rango [0, w1] seran atenuadas a la salida del sistema.

Por otro lado, el ruido de medicidn esta tipicamente
concentrado en altas frecuencias; entonces es razona-
ble requerir la especificacion

IT(jw)| < 1, Yo € [wy, ), (6)

para cierta w, > w;. Formas tipicas para la magnitud
de S y T satisfaciendo este tipo de especificaciones
pueden verse en la Figura 2.

Veamos ahora consideraciones de estabilidad robusta.
Si la planta real, digamos G, difiere del modelo no-
minal G, es necesario tomar precauciones adicionales
para asegurar que la estabilidad del sistema se man-
tenga aunque el disefio del controlador se haya hecho
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Figura 2. Formas tipicas para |S (jw)| y [T (jw)|.

en base al modelo. Una forma comin de representar
diferencias de modelado es mediante un modelo de
incertidumbre multiplicactivo, que asume

G(s) = [1 + A(S)IG(9), )

donde A es una funcion de transferencia estable que
satisface una cota de magnitud dependiente de la fre-
cuencia, es decir

A(jo)l < W(w), Vo )

Un resultado importante es que si el sistema de la
Figura 1 es estable cuando la planta es G, entonces
cuando la planta se reemplaza por G dada por (7), con
A estable y tal que (8) se satisface, entonces el sistema
sigue siendo estable si y so6lo si

IT(jw)| < 1/W(w), V. 9

La cota W(w) suele crecer a altas frecuencias ya que
este modelo de incertidumbre es (til para representar
errores de modelado de alta frecuencia. Por lo tan-
to, estabilidad robusta en presencia de incertidumbre
multiplicativa tipicamente requiere que |T (jw)| sea pe-
quefa en altas frecuencias, lo cual es consistente con
la especificacion (6).

Si (5) y (6) se satisfacen, los picos de S y T ocurriran
en el rango intermedio (w1, w2). ES deseable que estos
picos sean pequefios para evitar excesiva sensibilidad
a perturbaciones de salida o ruido de medicion en ese
rango. Una observacion fundamental que emergera de
nuestro estudio es que los ceros de fase no minima y
los polos inestables de la planta imponen cotas inferio-
res en los picos de ambas funciones de sensibilidad.

1.2 Cronologia

Presentamos aqui una breve cronologia del estudio de
limites de desempefio y compromisos de disefio en
sistemas de control en realimentacion. La exposicion
no intenta ser exhaustiva sino que refleja la percepcion
personal de la autora. Mas informacion y referencias
adicionales pueden encontrarse en los trabajos citados.

El origen del estudio de limites de desempefio y com-
promisos de disefio en sistemas de control puede ad-
judicarse al trabajo seminal de Bode en la década de
1940 que culmind con la monografia (Bode, 1945).
En este trabajo, Bode utilizd la teoria de funciones
analiticas con variable compleja para examinar pro-
piedades de sistemas en realimentacion en el dominio

frecuencial. Su estudio demostrd que existen restric-
ciones en el tipo de respuesta en frecuencia que puede
tener un amplificador en realimentacion estable. De su
trabajo aplicado a sistemas de control en realimenta-
cion (Horowitz, 1963) se deduce, por ejemplo, que la
funcion de sensibilidad, S, (definida en (1) para un
caso particular) debe satisfacer la siguiente relacion
integral si la planta es estable:

foo log IS (jw)| dw = 0. (10)
0

Este resultado muestra que no es posible lograr una
reduccion arbitraria de la sensibilidad (|S (jw)| < 1) en
todo punto sobre el eje imaginario, ya que si |S (jw)|
es menor que 1 en un rango de frecuencias, deberé ser
mayor que 1 en algln otro rango. Este balance de areas

se ilustra en la Figura 3.
ISI> 1

w

log|S(jw)I

IS| <1

Figura 3. Balance de areas en la integral de Bode de la
funcién de sensibilidad.

(Francis y Zames, 1984) estudiaron las implicaciones
de la presencia de ceros de fase no minima de la planta
en el contexto de optimizacion H,,. Este trabajo de-
mostro que si la planta tiene ceros de fase no minima,
IS (jw)| puede hacerse arbitrariamente pequefia sobre
un rango de frecuencias solo a expensas de alcanzar
picos arbitrariamente grandes fuera de ese rango. Este
fendbmeno es conocido como el “efecto cama de agua.”

El trabajo de (Freudenberg y Looze, 1985) amal-
gamd muchos de los resultados existentes y exten-
di6 las formulas al caso de plantas inestables. Por
ejemplo, para plantas inestables, (10) deviene

1foo . Np
- log|S (jw) dw > is 11
~ ) togis(ie) le (12)

donde {p;i : i = 1,...,np} es el conjunto de polos
inestables de la planta. La relacion (11) se transforma
en una igualdad si el conjunto {p; : i = 1,...,np}
incluye también los polos inestables del controlador.
Otra contribucion clave de (Freudenberg y Looze,
1985) fue expresar las relaciones integrales en varias
formas, siguiendo la linea de Bode, por un lado, y
en forma diferente utilizando integrales de Poisson,
por otro lado. En particular, las integrales de Poisson
permiten derivar una formula cerrada que muestra el
efecto cama de agua que presentan las plantas de fase
no minima. Esta formula es conservadora si la planta
tiene mas de un cero de fase no minima.
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Aproximadamente en la misma época (O’Young y
Francis, 1985) emplearon la teoria de interpolacion
de Nevanlinna-Pick para caracterizar, para sistemas
multivariables, la menor cota superior para la funcion
de sensibilidad sobre un rango de frecuencias bajo la
condicion de que la norma permanezca acotada para
toda frecuencia. Esta caracterizacion puede utilizar-
se para mostrar el efecto cama de agua en sistemas
multivariables de fase no minima y es ajustada (no
conservadora) para cualquier nimero de ceros de fase
no minima de la planta. Sin embargo, no se conoce
una formula cerrada para esta caracterizacion sino que
debe computarse iterativamente para cada planta.

(Freudenberg y Looze, 1987) extendieron las integra-
les de tipo Bode para plantas escalares con retardos.
En 1988 los mismos autores publicaron la monografia
(Freudenberg y Looze, 1988) que recopila los resulta-
dos para sistemas escalares y trata el caso multivaria-
ble usando valores singulares.

(Middleton, 1991) obtuvo integrales de tipo Bode
para la funcion de sensibilidad complementaria T. Por
ejemplo, la relacion equivalente a (11) para un sistema
que tenga al menos dos integradores puros en lazo
abierto es

1™ d =1
. w T
;fo Iog|T(jw)|E2§+;a, (12)

donde {g; : i = 1,...,nq} es el conjunto de ceros de
fase no minima de la planta y = es un posible retardo
de la planta. Este trabajo también presenta relacio-
nes integrales en el dominio temporal que surgen de
la presencia de polos inestables y ceros de fase no
minima en la planta. Estas relaciones se traducen en
limitaciones de desempefio en la respuesta al escalon.
Por ejemplo, el trabajo de (Middleton, 1991) demues-
tra que los polos inestables de la planta implican la
existencia de sobrevalor e inducen un compromiso de
disefio entre la magnitud de este sobrevalor y el tiempo
de crecimiento de la respuesta.

Mas recientemente se han publicado extensiones de
los resultados anteriores a sistemas con ceros en el
eje imaginario (Goodwin et al., 1999), sistemas mul-
tivariables (Chen, 1995; Chen y Nett, 1995; Gémez
y Goodwin, 1996; Woodyatt et al., 2001; Havre y
Skogestad, 2001) sistemas de estimacion (Goodwin et
al., 1995; Goodwin y Seron, 1997), sistemas mues-
treados (Goodwin y Salgado, 1994; Freudenberg et
al., 1994; Braslavsky et al., 1995) y sistemas ines-
tacionarios y no lineales (lglesias, 2001a; Iglesias,
2001b).

Otra linea de trabajo explora limites de desempefio
desde el punto de vista del control optimo. Este en-
foque estudia el minimo valor posible de un costo
cuadratico que pondera el error de seguimiento de
referencias tipicas (escalones, rampas, senoides) y sin
peso en el control:

1= [(bo-rorpo-roe. a3

donde y es la salida de la planta y r es la referencia.
La idea basica es que un control 6ptimo tendra un
desempefio cercano a su “desempefio ideal” si el peso
en el control es pequefio y lo alcanzara si el peso en el
control es cero. El peso en el control se escala entonces
mediante un parametro pequefio & > 0 (cheap control)
y el desempefio ideal se eval(a en el limite cuando &
tiende a cero.

(Qiu y Davison, 1993) utilizaron este enfoque para
probar que, en el caso de realimentacion de estados, el
desempefio ideal puede caracterizarse completamente
en términos de los ceros de fase no minima de la plan-
ta. (Chen et al., 2000) mostraron que en el caso de rea-
limentacion de salida unitaria (como en la Figura 1),
el desempefio ideal depende tanto de los ceros de fase
no minima como de los polos inestables de la planta.
Extensiones a sistemas multivariables con mas salidas
que entradas se publicaron en (Woodyatt et al., 2002).
Los trabajos (Braslavsky et al., 1999) y (Jemaa y Da-
vison, 2003) presentan resultados paralelos para siste-
mas de estimacion. En (Seron et al., 1999), para siste-
mas no lineales de grado relativo uno, se demostro que
el minimo valor de la norma L, de la salida (dada
por (13) con r(t) = 0) es igual a la minima energia
requerida para estabilizar la dindmica de los ceros
inestable. Este trabajo también mostré una conexion
entre el minimo valor de (13) cuando r(t) es un escal6n
unitario y la integral de Bode para la funcion de sensi-
bilidad complementaria T dada en (12). Esta conexion
fue investigada en detalle y ampliada en (Middleton y
Braslavsky, 2000). Extensiones a sistemas no lineales
mas generales pueden encontrarse en (Braslavsky et
al., 1998) y (Braslavsky et al., 2002).

Cerramos esta seccion con una breve discusion acerca
de la importancia del estudio de limites de desempefio
y compromisos de disefio para la ingenieria de control.
En su “Bode Lecture” [primera “Bode Lecture, IEEE
Conference on Decision and Control, Tampa, Florida,
USA, Diciembre de 1989, publicada recientemente
como (Stein, 2003)], Gunter Stein utilizo el accidente
en Chernobyl como ejemplo de cémo el conocimiento
de estos limites puede evitar catastrofes. Por otro lado,
la importancia del tema en la ensefianza de control
es bien reconocida hoy dia como lo desmuestran,
por ejemplo una serie de clases por Karl J. Astrém
basadas, entre otros trabajos, en su reciente articulo
(Astrém, 2000) y el tratamiento del tema en libros
de estudio y revistas cientificas. Con respecto a esto
Gltimo, la revista “IEEE Transactions on Automatic
Control” dedic6 recientemente una edicién especial al
tema (Chen y Middleton, Editores invitados, 2003) y
ademas de las monografias especificas (Freudenberg
y Looze, 1988) y (Seron et al., 1997), los libros mas
modernos de control incluyen capitulos que tratan el
tema (Doyle et al., 1992; Zhou et al., 1996; Skogestad
y Postlethwaite, 1996; Glad y Ljung, 2000; Goodwin
et al., 2001).
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2. RELACIONES EN EL DOMINIO TEMPORAL

En esta seccibn combinaremos las restricciones de
interpolacion (3) y (4) con el siguiente resultado para
obtener relaciones fundamentales en el dominio tem-
poral para el sistema de la Figura 1.

Lema 1. Sea H(s) una funcion de transferencia estric-
tamente propia® con todos sus polos en el semiplano
complejo Re s < —a, donde a es un nimero real posi-
tivo finito.? Sea h(t) su antitransformada de Laplace,
es decir
H(s) = Lh(t),

donde £- denota la transformada de Laplace. Enton-
ces, para todo nimero complejo sq tal que Re sg > —a,
se verifica

foo e ®"(t) dt = lim H(s).
0 7%

Prueba. De la definicion de la transformada de La-
place, para todo nimero complejo s en la region de
convergencia de la transformada, es decir, tal que
Re s > —a, se verifica

H(s) = fom e h(t) dt.

El resultado es immediato ya que Sq esta en la region
de convergencia de la transformada. O

Ahora analizaremos la respuesta al escalon del siste-
ma de la Figura 1 con r(t) = 1,d(t) = w(t) = 0, Vt.
Estudiaremos el impacto en dicha respuesta de polos
en s = 0 (integradores) del sistema en lazo abierto
G(s)K(s), y de polos inestables y ceros de fase no
minima de la planta.® Encontraremos relaciones que
se traducen en restricciones en propiedades transito-
rias del sistema, tales como tiempo de crecimiento,
tiempo de establecimiento, subvalor y sobrevalor de
la respuesta al escalon.

Teorema 1. (Integradores). Si el sistema de la Figu-
ra 1 es estable, entonces,

1. si limg,oSG(s)K(s) = €1, 0 < c1] < oo, SE
verifica

tI'|m e(t) =0,

0 1
e(t)dt = —;
fo dt=

2. si limg,0S?G(S)K(S) = €3, 0 < [Cg] < oo, s€
verifica

tIim e(t) =0,
f e(t)dt = 0.
0

1 Es decir, el grado del polinomio numerador es menor que el del
denominador.

2 Es decir, H(s) es analiticaen Re s> —a.

8 Enfatizamos la planta ya que nos interesa encontrar relaciones
vdlidas para cualquier controlador, pero resultados similares valen
para polos inestables y ceros de fase no minima del controlador.

Prueba. Sean E, Y, y R las transformadas de Laplace
de e, y, y r, respectivamente. Entonces,

E(s) = S(S)R(s). (14)

donde S es la funcion de sensibilidad definida en (1),
y R(s) = 1/s para un escal6n unitario. En el caso (i) el
sistema a lazo abierto GK tiene un polo simple en s =
0, es decir, G(s)K(s) = L(s)/s, donde lims_oL(s) =
¢;. Esto se traduce en una funcion de sensibilidad de

forma s

S(s) = m,

y por lo tanto, de (14),
. 1
Ism E(s) = o (15)
De (15) y el Teorema del valor final sigue que
lime(t) = limsg(s) =0.
t—ooo s—0
De manera similar, de (15) y el Lema 1,
0 1
=limE(s) = —
fo e(t) dt Sm (s) o
lo que completa la prueba del caso (i).

El caso (ii) se prueba de la misma manera notando
que, en este caso, el sistema en lazo abierto GK tiene
un polo doble en s = 0. |

Teorema 2. (Polos Inestables). Si el sistema de la Fi-
gura 1 es estable y la planta tiene un polo inestable en
s = p (Re p > 0), entonces,

f ) e Ple(t)dt = 0, (16)
0

f ) e Ply(t) dt = l 17)
0 p

Prueba. Las hipotesis garantizan que s = p esta en
la region de convergencia de E(s), la transformada de
Laplace del error. De (14), el Lema 1y (4), sigue que

fm e Pe(t)dt = E(p) = 5() _
0

lo que prueba (16). La relacion (17) se basa en (16) y
el hecho de que r = 1, es dedir

— _ R _
foepy(t)dt_fo e P [r(t) —e(t)] dt

f e Ptdt
0

1
3

O’

m|
El siguiente teorema es simétrico al Teorema 2 para
plantas con ceros de fase no minima.

Teorema 3. (Ceros de Fase No Minima). Si el sistema
de la Figura 1 es estable y la planta tiene un cero de
fase no minimaen s = q (Req > 0), entonces,

fm e te(t)dt = 1 (18)
0 q
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f ) e dy(t)dt = 0. (19)
0

Prueba. Similar a la prueba del Teorema 2, usando la
restriccion de interpolacion (3). m]

Los teoremas anteriores demuestran que si la planta
tiene integradores, polos inestables o ceros de fase no
minima, entonces las respuestas al escalon del error
y la salida satisfacen relaciones integrales que valen
para todo controlador que estabilice el sistema en la-
zo cerrado. Por ejemplo, asumiendo que el sistema
esta inicialmente en reposo (y(0) = 0, lo que implica
e(0) = y(0) — r = —1), el Teorema 1 muestra que una
combinacion planta—controlador que contenga un do-
ble integrador producira una respuesta al escalon del
error que necesariamente tendra sobrevalor (cambia
de signo), ya que la integral del error es cero. De
manera analoga, los Teoremas 2 y 3 muestran que
si la planta tiene polos o ceros reales con parte real
mayor que cero, entonces habra cambios de signo en
las respuestas al escalon del error y de la salida.

2.1 Interpretaciones de Disefio

Veremos ahora como estas relaciones integrales se
traducen en interpretaciones de disefio en términos de
los siguientes parametros de la respuesta al escalon:
sobrevalor, subvalor, tiempo de crecimiento y tiempo
de establecimiento, que se muestran en la Figura 4.

y(t)

te

te

Figura 4. Parametros de la respuesta al escalon.

Existen distintas definiciones para estos parametros en
la literatura. Para nuestros fines adoptamos las listadas
a continuacion, en base al sistema de control de la Fi-
gura 1. Asumimos que el sistema no tiene error estati-
co en régimen permanente, es decir, lim_,, e(t) = 0.

Sobrevalor: es el maximo valor en que la salida
excede su valor de régimen permanente,

Ysob = mtéx{—e(t)}.
Subvalor: es el maximo pico negativo de la salida,
Yaub = max{=y(t)}.

Tiempo de crecimiento: cuantifica aproximadamen-
te el primer instante de tiempo en que la salida toma
el valor de régimen permanente,

tc = mg&x {6 :y(t) <t/6 paratodo ten [0,6]}.

Tiempo de establecimiento: cuantifica el tiempo que
tardan los transitorios en decaer permanentemente
por debajo de un determinado nivel &, usualmente
entre el 1y 10 % del valor de régimen permanente,

te £ mﬁin {6 : le(t)| < e paratodo ten [6, )} .

El siguiente corolario relaciona el sobrevalor con el
tiempo de crecimiento para una planta inestable.

Corolario 1. (Polos Inestables y Sobrevalor). Si el sis-
tema de la Figura 1 es estable y el sistema a lazo
abierto tiene un polo inestable real, entonces la res-
puesta al escalon de la salida tiene sobrevalor. Si p es
el polo inestable, entonces el sobrevalor y el tiempo de
crecimiento t. satisfacen las siguientes desigualdades:

S (ptc — 1)ePe + 1 o Pt
S — =

- 3 (20)
C

Yo

Prueba. EI Teorema 2 prueba la presencia de sobre-
valor ya que e(t) debera necesariamente cambiar de
signo a menos que sea idénticamente nulo. De la defi-
nicién de tiempo de crecimiento sigue que y(t) < t/tc
parat < tc, lo que implica e(t) > 1 — t/t.. Usando esta
cota en (16) tenemos

0o e
- f e Ple(t) dt > f e—m(l—i) dt.  (21)
te 0 tC

De (21) y la definicion de sobrevalor obtenemos

e_ptc 0
Yos P ZYOsf e Pdt

_(pte—1)+ePe
- p2te
de donde sigue (20). |

s

El Corolario 1 muestra que si la planta tiene un polo
inestable real:

= necesariamente hay sobrevalor en la respuesta al
escalon

= el sobrevalor serd mayor cuanto mayor sea el
tiempo de crecimiento del sistema en lazo cerra-
do.

Se deduce que los polos inestables demandan accién
de control rapida para un mejor desempefio (menor
sobrevalor). Cuanto “mas rapidos” (mayor magnitud)
sean los polos inestables, mayor sera esta demanda.

El siguiente ejemplo muestra como la relacién entre
el polo inestable y el polo dominante en lazo cerrado
(que determina el tiempo de crecimiento) afecta el
sobrevalor.
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10 Limites de Desempefio y Compromisos de Disefio en Sistemas de Control

Ejemplo 1. Consideremos la planta

s+1
Gl = —=>
s(p—-s)
donde p es un nlmero real positivo. Para esta planta se
disefia un controlador en la configuracion de la Figu-
ra 1 que resulta en la siguiente funcién de sensibilidad:

S

—=(s-p)

s 2"
— 4+ 1)
(10
Este disefio tiene la propiedad de que los dos polos del
sistema a lazo cerrado estan ubicados en s = —10 para
todo valor del polo inestable de la planta p. Notar que

la planta tiene un integrador por lo que el error tiende
a cero en estado estacionario (Teorema 1).

La Figura 5 muestra la respuesta al escalon del sistema
para valores decrecientes del polo inestable. Puede
verse que para p = 100, que corresponde a diez veces
la magnitud de los polos dominantes, el sobrevalor
es mayor que el 100%, mientras que se hace cada
vez mas pequefio a medida que el polo decrece con
respecto a la magnitud de dichos polos, haciéndose
casi despreciable para p = 1.

y(t)

00 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5. Respuesta al escalon de un sistema inestable.

El siguiente corolario relaciona el subvalor con el
tiempo de establecimiento para una planta de fase no
minima.

Corolario 2. (Ceros de Fase No Minima y Subvalor)
Si el sistema de la Figura 1 es estable y el sistema
a lazo abierto tiene un cero de fase no minima real,
entonces la respuesta al escalon de la salida tiene
subvalor. Si g es el cero de fase no minima, entonces
el subvalor y el tiempo de establecimiento te satisfacen
la siguiente desigualdad:

T (22)

Yus 2

Prueba. Similar a la prueba del Corolario 1, usan-
do (19) y las definiciones de tiempo de establecimien-
to y subvalor. |

El Corolario 2 muestra que si la planta tiene un cero
de fase no minima real:

= necesariamente hay subvalor en la respuesta al
escalon

= ¢l subvalor sera mayor cuanto menor sea el tiem-
po de establecimiento del sistema en lazo cerra-
do.

Sigue que los ceros de fase no minima demandan
accion de control lenta para un mejor desempefio (me-
nor subvalor). Cuanto “mas lentos” (menor magnitud)
sean los ceros de fase no minima, mayor sera esta
demanda.

El siguiente ejemplo muestra como la relacion entre el
cero de fase no minima y el polo dominante en lazo
cerrado afecta al subvalor.

Ejemplo 2. Consideremos la planta
q--s
s(s+1)’
donde g es un namero real positivo. Para esta planta se
disefia un controlador en la configuracion de la Figu-

ra 1 que resulta en la siguiente funcion de sensibilidad
complementaria:

G(s) =

T = ——

2
— + 1)
q(10
Este disefio tiene la propiedad de que los dos polos del
sistema a lazo cerrado estan ubicados en s = —10 para
todo valor del cero de fase no minima de la planta g.

Notar que la planta tiene un integrador por lo que el
error tiende a cero en estado estacionario (Teorema 1).

La Figura 6 muestra la respuesta al escalon del sistema
para valores decrecientes del cero de fase no minima.
Puede verse que para q = 100, que corresponde a
diez veces la magnitud de los polos dominantes, el
subvalor es practicamente despreciable, mientras que
se hace cada vez mas significativo a medida que el
cero decrece con respecto a la magnitud de dichos
polos. o

En conclusion podemos extraer las siguientes reglas
practicas de disefio basicas para evitar sobrevalor o
subvalor excesivos (Braslavsky, 2002):

1. El polo dominante en lazo cerrado debe ser ma-
yor (en magnitud) que cualquier polo inestable
en lazo abierto del sistema.

2. El polo dominante en lazo cerrado debe ser me-
nor (en magnitud) que el menor cero de fase no
minima del sistema.

Vemos que entre las plantas inestables y de fase no
minima, aquellas que posean polos en lazo abierto a la
derecha de sus ceros en el semiplano complejo dere-
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"0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Figura 6. Respuesta al escalon de un sistema de fase
no minima.

cho abierto seran mas “dificiles”, ya que no podremos
satisfacer ambas reglas simultaneamente, y habra un
compromiso inevitable entre reducir el sobrevalor o el
subvalor.

3. RELACIONES EN EL DOMINIO
FRECUENCIAL

Ya hemos visto en la Seccion 1.2 como la integral de
Bode para S dada en (11) representa un balance de
areas en la respuesta en frecuencia (Figura 3). En el
caso de la integral de Bode para T dada en (12), el
balance de areas se manifiesta si realizamos un cambio
de variables & = 1/w (con lo cual d¢ = dw/w?) aunque
en este caso la interpretacion en términos de disefio no
es tan evidente.

Vamos a ver ahora como la formula integral de Pois-
son para el semiplano puede utilizarse para derivar
relaciones integrales para S y T con implicaciones de
disefio de gran utilidad. Recordemos que las restric-
ciones de interpolacion implican que los polos ines-
tables y ceros de fase no minima de la planta y el
controlador se transforman en ceros de S y T. Sean
gi, i = 1,...,nq los ceros de fase no minima y p;,
i =1,...,np los polos inestables del sistema en lazo
abierto L(s) = G(s)K(s), respectivamente, repetidos
segln su multiplicidad. Introducimos los productos de
Blaschke

n,
pi—S
iz Pi S

que son funciones “pasa todo” ya que su magnitud es
constante e igual a uno en el eje imaginario. Usando
Bs and By, podemos factorizar L como

L(s) = L(s)Bs*(s)Br(s)e™™", (24)

Bs(s) =

y Br®=| |z @3
iz di +S

donde T > 0 es un posible retardo en el sistema en
lazo abierto y L(s) es una funcién racional que no
tiene polos ni ceros en el semiplano complejo derecho
abierto. S y T pueden factorizarse entonces como

S(s) = S(s)Bs(s).
T(s) = T(s)Br(s)e ™.

Notemos que S y T no tienen ceros en el semiplano
complejo derecho abierto ya que Bs y Bt extraen los
ceros finitos de S y T. Por otro lado, si el sistema
en lazo cerrado es estable, S y T no tienen polos
en el semiplano complejo derecho cerrado. Mas adn,
la funcion log$ es tal que log|S|/R — 0 cuando
R — oo, y lo mismo sucede con log T. Todas estas
propiedades permiten aplicar la formula integral de
Poisson para el semiplano (que a su vez se basa en
la formula integral de Cauchy) a las funciones log S y
log T. Esto da origen a los siguientes resultados cuya
prueba puede consultarse en (Seron et al., 1997).4
Necesitamos primero definir, para s9 = oo + jwo,
oo > 0, la funcion de peso

Wy (w) =

(29)

oo
_ . 26
02 + (wo — w)? (26)

Teorema 4. (Integral de Poisson para S). Supongamos
que el sistema en lazo abierto L puede factorizarse
como en (24) y sea q un cero de fase no minima de L.
Entonces, si el sistema en lazo cerrado es estable, la
funcion de sensibilidad S definida en (1) satisface

| togis (iwiwy(e) do = rog[Bsi@).  (20)

00

e}

Teorema 5. (Integral de Poisson para T). Supongamos
que el sistema en lazo abierto L puede factorizarse
como en (24) y sea p un polo inestable de L. Entonces,
si el sistema en lazo cerrado es estable, la funcion de
sensibilidad complementaria T definida en (2) satisfa-
ce

[ " log T (je)l Wy(w) d = log |B7(p)

00

+nopt.  (28)

¢}

Las integrales de Poisson (27) y (28) también repre-
sentan un balance entre &reas de atenuacion o amplifi-
cacion de sensibilidad o sensibilidad complementaria.
Esto puede verse notando que la funcion de peso (26)
es positiva para toda w y que el lado derecho de am-
bas ecuaciones es no negativo ya que un producto de
Blaschke B satisface |B‘1(s)| > 1 para s con parte real
positiva.

Mas ain, el balance de areas que se deduce de (27)
y (28) es mas especifico que el que se deduce de
las integrales de Bode. La presencia de la funcion
de peso (26) en las integrales de Poisson descarta
la posibilidad de compensar un area de reduccion
de sensibilidad sobre un rango finito de frecuencias
con un area donde |S| (o |T|) es apenas mayor que

4 Estos resultados valen también cuando el sistema en lazo abier-
to L tiene ceros o polos en el eje imaginario.
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12 Limites de Desempefio y Compromisos de Disefio en Sistemas de Control

uno sobre un rango de frecuencias arbitrariamente
grande. Esto es porque la integral de (26) sobre el
eje imaginario es finita e igual a 7. En la Seccién 3.1
veremos mas propiedades de la funcion de peso y sus
implicaciones para el disefio.

3.1 Interpretaciones de Disefio

La funcion de peso (26) en las integrales de Pois-
son (27) y (28) da cuenta explicita de la fase adicio-
nal introducida por los ceros o polos con parte real
positiva. > Dado un intervalo [-w1, w1], w1 > 0, con-
sideremos la integral de la funcion de peso (26):

w1

Og(w1) = We,(w) dw
o
w1
_ f S E— (29)
—wy 0+ (wo — w)
- +
= arctan 2~ 4 arctan L2790
o0 o0

Es facil ver que, para un cero real sp = q = o, resulta
oq— jw1
Oq(wy) = —arg B
q
mientras que para un par de ceros complejos conjuga-
dos sp = qy G, obtenemos
1 - -U.)]_ q- 'wl
Oy(w1) = —5 argg J d J .
2 g+ Jw g+ Jw
Podemos interpretar a O, (w1) como la longitud del
intervalo de frecuencias [-wi, w;] “ponderada” por
el cero sg de fase no minima. Las ecuaciones de
arriba nos dicen entonces que la longitud ponderada
de dicho intervalo es igual a menos la fase adicional
introducida en el extremo superior del intervalo por
un cero real positivo, 0 menos la mitad de la fase
adicional introducida por un par de ceros complejos
conjugados con parte real positiva.

arg

Esta interpretacion de la longitud ponderada de un in-
tervalo de frecuencias es (til para cuantificar mediante
las integrales de Poisson el efecto de la ubicacion rela-
tiva del cero de fase no minima (o del polo inestable)
con respecto a dicho intervalo. Por ejemplo, podemos
caracterizar el efecto cama de agua mediante la inte-
gral de Poisson de S dada en (27), como veremos a
continuacion.

Supongamos, como se discutié en la Seccion 1.1
[ver (5)], que el sistema de control se ha disefiado para
satisfacer la siguiente especificacion:

IS(jw)l <a1<1l, Yoe = [-wi,wi] (30)

5 Entendemos por fase adicional introducida por un cero (o polo)
con parte real positiva la diferencia entre la fase del sistema con
dicho cero (o polo) y la fase de un sistema donde el cero (o polo)
con parte real positiva es reemplazado por su reflexion con respecto
al eje imaginario.

Si el sistema en lazo abierto tiene un cero de fase no
minima, entonces la norma infinito de la funcion de
sensibilidad

ISl = sUpIS (jw)l,

es decir, el pico mayor de la magnitud de su respuesta
en frecuencia, tiene la cota inferior que se muestra en
el siguiente resultado.

Corolario 3. (Ceros de Fase No Minima y Efecto
“Cama de Agua”) Supongamos que el sistema en lazo
abierto puede factorizarse como en (24). Entonces, si
el sistema en lazo cerrado es estable y satisface la
especificacion (30), para cada cero de L con parte real
positiva, g, la funcion de sensibilidad satisface

@q(wl)

1 ) 7T_®q(wl)

IS ]leo > (a_1 |B§1(q)|_rr—®q(w1) , (31)

donde Oq(wy) tiene la forma (29) con sg = q.

Prueba. Dividiendo el rango de integracion en (27) y
usando las desigualdades (30) y IS (jw)| < IS leo, Yw
obtenemos

log @1 Og(ws) + 10g|S|le [ — Og(w1)]
> rrlog [Bs*(a)|.  (32)

La desigualdad (31) se obtiene aplicando la funcién
exponencial a ambos lados de (32). O

Es claro de (31) que la cota inferior del pico de la
respuesta en frecuencia de la funcién de sensibilidad
es estrictamente mayor que uno ya que |Bgl(q)| >1,
@1 < 1y Og(w1) < m. Otra observacion importante
es que si el sistema en lazo abierto tiene ceros de
fase no minima y polos inestables, entonces el pico
de sensibilidad (y de sensibilidad complementaria)
€S mayor gue uno aungque no exista un rango de
reduccion de sensibilidad. En efecto, supongamos que
la planta tiene un cero q y un polo p, ambos reales
positivos. Usando las cotas [S (jw)| < [IS|le, Yo Y
IT(jw)| < ||ITlle, Yw Yy las definiciones (23) en (27)
y (28) obtenemos

+
Sl > ‘—E_g , (33)

+
Mo > \H\ (34)

El Corolario 3 nos da la siguiente interpretacion del
efecto cama de agua: si el sistema en lazo abierto es
de fase no minima, el requisito de que |S (jw)| sea pe-
quefia sobre un rango de frecuencias necesariamente
implicara la presencia de un pico de sensibilidad fuera
de ese rango. La cota inferior dada en (31) depende
explicitamente de la ubicacion del cero de fase no
minima. Recordando nuestra discusion previa acerca
de la interpretacion de ®q(w1) en términos de la fase
adicional introducida por el cero de fase no minima
podemos concluir que si en w = w; la fase intro-
ducida por dicho cero es significativa (por ejemplo
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Bq(w1) es cercana a ) el primer término en el lado
izquierdo de (32) seréa grande (y negativo) por lo que
se requerira un valor grande de ||S || para satisfacer la
cota inferior del lado derecho. Por otro lado, si la fase
introducida por el cero en w; es pequefia entonces (31)
no implica un compromiso de disefio severo.

Como vimos en la Seccion 1.1, ademas de (30), es
importante imponer la condiciéon de que la funcion
de sensibilidad complementaria satisfaga ciertas cotas
[ver (6)], por razones de robustez y para atenuar el
efecto del ruido de medicion. Supongamos entonces
que el sistema de control se ha disefiado para satisfacer
también la siguiente especificacion:

T(jw) <az2<1,

Yw e Qo £ [—OO, —0)2] U [u)z, OO] (35)
Notemos que (35) implica |S (jw)| < 1+ ag, Yw € Qp.
La Figura 7 representa las especificaciones combina-
das para |S (jw)|.

IS(jw)l
2
[0%] :
1 [ - - R
a0
| ay |
w1 ? w2 w

Figura 7. Especificaciones para |S (jw)|.
Usando esta informacion adicional de manera similar
a la prueba del Corolario 3 obtenemos

®q(w1)

1 \ Oq(w2)-Og(w1)
S 00 Z -
IS 1] (al)

7=0q(w)

l ®q(w2)*®q(m1)
1+ [0%)

x [Bs(@)[ 0«0 . (36)

El siguiente ejemplo examina la severidad de la co-
ta (36).

Ejemplo 3. Supongamos que se desea controlar una
planta con un cero de fase no minima q > 0. Se desea
que el sistema en lazo cerrado tenga una reduccion de
sensibilidad de al menos a4 sobre el intervalo de fre-
cuencias [0, w1], donde w; se elige igual a tres cuartos
del ancho de banda en lazo cerrado wqp, €s decir, la
especificacion (30) vale con w; = 0,75wa,. Usando la
definicion de ancho de banda en lazo cerrado ® pode-

6 La convencién usual es definir el ancho de banda del sistema
en lazo cerrado como la frecuencia de una senoide que produce
una salida atenuada por un factor 1/ V2. De la definicbn de T
en (2) sigue que el ancho de banda wap €s la frecuencia a la cual
IT(jwab)l = 1/ V2.

mos escribir el requisito de ancho de banda tomando
w2 = wap Y @2 = 1/ V2 en (35).

La Figura 8 muestra la cota inferior (36) como funcion
de la posicion del cero de fase no minima relativa
al ancho de banda deseado, para distintos valores de
reduccion de sensibilidad a1.

5

0 0.5 1 1.5 2
/e

Figura 8. Cota inferior (36).

Como ya habiamos anticipado, la figura muestra que
las restricciones impuestas por los ceros de fase no
minima son mas severas cuanto mayor sea el ancho
de banda en lazo cerrado con respecto a la posicion
del cero, lo que se manifiesta en picos de sensibilidad
mayores. Como estos picos son indeseables desde
el punto de vista de sensibilidad a perturbaciones,
vemos que los ceros de fase no minima imponen un
compromiso de disefio que limita el ancho de banda
del sistema en lazo cerrado. o

4. EJEMPLO: CONFIGURACIONES DE
MEDICION EN UN SISTEMA DE SUSPENSION
MAGNETICA

Este ejemplo esta basado en el trabajo (Morse Thi-
beault y Smith, 2002) donde se comparan diferentes
configuraciones de medicion en un sistema de suspen-
sion magnética. El sistema considerado es un sistema
de dos electroimanes como se muestra en la Figura 9.
Se asume que la barra en suspension no puede rotar o
doblarse y s6lo se mueve en la direccion x. El punto en
el cudl la barra esté centrada entre los electroimanes
(x = 0) es un punto de equilibrio inestable y por lo
tanto se requiere control en realimentacion para lograr
estabilidad alrededor de dicho punto.

Definimos | = (I3 + 15)/2y V = (V1 + V2)/2. La
dinamica linealizada alrededor del punto de operacion
(X, %, 11, 12, 11, 12) = (0,0, lg, =10, 0, 0), donde Iy es una
corriente constante de polarizacion, es

K() = kX(D) + ki 10),

i(t) = —%I(t) - G'—Z)'((t) + %V(t),
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14 Limites de Desempefio y Compromisos de Disefio en Sistemas de Control

Go Go
-
_ It _
D
V1 { V2
+ | I, *

_[2(
Figura 9. Sistema de suspension magnética.

donde ky y k; son las constantes de fuerza correspon-
dientes a la posicién y la corriente, respectivamente,
R es la resistencia de cada electroiman, L es la induc-
tancia de los arrollamientos y Gg es el ancho nominal
del entrehierro. Los parametros ky, k; y L dependen en
distintas formas de caracteristicas fisicas del sistema
como el nimero de arrollamientos de los electroima-
nes, el area de la seccion del entrehierro, el ancho del
entrehierro y la masa de la barra en suspension.

Para este sistema existen varias posibles configuracio-
nes de medicién. Aqui consideraremos la configura-
cién que utiliza como variable de medicién la posicién
x y la que utiliza la corriente 1.7 Las funciones de
transferencia de las plantas correspondientes a cada
una de estas configuraciones son

ki

X X(S) L
Ps) = V(s) d(s)’
I(s) _ {8 -kd)
Pi(s) = V(s)  d(s)

donde el supraindice x o | indica la configuracion
correspondiente. Las dos transferencias tienen el mis-
mo denominador d(s) = s* + Bs? — Bk,, que tiene
un polo inestable que llamaremos p. P*(s) no tiene
ceros finitos pero P'(s) tiene un cero de fase no mini-

mag= VK.

El objetivo de control es regular x a cero en presencia
de perturbaciones de fuerza f y ruido de medicion w.
Consideraremos el sistema de realimentacion unitaria
de la Figura 1 y analizaremos por separado cada
configuracion de medicion.

Medicion de Posicion. Esta configuracion es tal vez
la mas natural ya que se mide la variable que se
desea controlar. Para este caso la planta es P*(s) y la
perturbacién de fuerza afecta al sistema como una
perturbacion de salida

w(s+ 1)
d(s) = Wx(s) f(s) = A=<= a0 f(s). @30

Usando las definiciones (1) y (2) tenemos entonces
X =S*W, f — T*w. (38)

Como el sistema es inestable, podemos utilizar la
integral de Bode para S (11) y la integral de Poisson

7 En (Morse Thibeault y Smith, 2002) se analiza también una
configuracbn donde se miden ambas variables.

para T (28) para deducir que habra un balance de
areas de amplificacion y reduccion de sensibilidad
y sensibilidad complementaria, con lo cual

1S ¥l > 1, [Tl > 1.

Vemos de (37) que Wy es una funcion pasa bajo, lo
que implica que las perturbaciones de fuerza ten-
dran su mayor incidencia en bajas frecuencias. Co-
mo el ruido de medicibn tipicamente se concentra
a altas frecuencias, las formas deseadas paraS y T
son como las que se muestran en la Figura 2. De la
expresion (38) se deduce que es posible lograr que
el pico de |S | mayor que uno no afecte la posicion si
se reduce la ganancia de Wy (por ejemplo, aumen-
tando la corriente de polarizacion), pero el pico de
[T| mayor que uno implica que esta configuracion
es sensible a ruido de medicion.

Medicion de Corriente. Esta configuracion se cono-
ce como de “auto sensado” (self-sensing) y es atrac-
tiva ya que es mas simple de implementar y de mas
bajo costo. Para este caso la planta es P*(s) y la
perturbacion de fuerza afecta al sistema como una
perturbacion de salida

|o

d()

En este caso, como se realimenta corriente pero la
variable de interés sigue siendo la posicion, debe-
mos analizar una expresion mas complicada que
para el caso anterior, a saber

X = [Wy = T'(P*/PHw 1 f — T'(P*/Pw. (40)

Como en este caso la planta es inestable y de fase no
minima se satisfacen las cotas (33) y (34), es decir

5l

d(s) = Wi(s) f(s) =

(39)

IS lleo >

T oo =

Estas cotas dependen de las posiciones relativas
del cero y el polo, que a su vez dependen de los
parametros de la planta. Por ejemplo, para el siste-
ma experimental considerado en (Morse Thibeault
y Smith, 2002), si se dejan constantes todos los
parametros excepto el ancho nominal del entre-
hierro, la cota 29 crece monotonamente de 4 a 27
(aproximadamente) cuando el ancho del entrehierro
se varia linealmente entre 0.2mm y 0.6mm. Esto
sugiere que las cotas de arriba pueden usarse para
“disefiar” la planta para minimizar los picos y me-
jorar el desempefio y la robustez del sistema.
Como W, en (39) tiene un cero en s = 0, esta
configuracion no puede rechazar perturbaciones de
fuerza constantes. Mas aln, de la expresion (40)
puede verse que para que el efecto de f en x sea
cercano a cero, T' tendria que ser cercana a

WP Gofs + F)(s? - k)
W, Px B |0k| S '
Como la magnitud de esta funcion crece a altas fre-
cuencias esta configuracion con T' cercana a (41)

tendra muy poca robustez; recordemos de la Sec-
cion 1.1.1 [ver (9) y discusion siguiente] que para

(41)
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asegurar estabilidad robusta frente a perturbaciones
multiplicativas es necesario que la magnitud de la
sensibilidad complementaria sea pequefia a altas
frecuencias.

Del analisis anterior se concluye que la configuracion
con medicion de corriente tiene cotas inferiores mas
grandes para los picos de sensibilidad y sensibilidad
complementaria que la configuracion con medicion de
posicion. Por otro lado, en la configuracion con me-
dicion de corriente solo puede atenuarse el efecto de
perturbaciones de fuerza en la posicion a expensas de
poca robustez. Para esta Gltima configuracion también
parece mas critica la eleccion de los parametros del
sistema para mejorar su desempefio.

Este ejemplo demuestra que es posible utilizar las
relaciones que expresan limites fundamentales de de-
sempefio para analizar las ventajas y desventajas de
distintas configuraciones de medicion para una misma
planta, y para elegir los parametros de la planta antes
de su construccion para alivianar los compromisos de
disefio que los limites implican.

5. RELACIONES DERIVADAS DEL MiN,IMO
VALOR POSIBLE DE UN COSTO CUADRATICO
SIN PESO EN EL CONTROL

Como ya adelantamos en la Secci6n 1.2, otra linea
de trabajo estudia el minimo valor posible de un
costo cuadratico que pondera el error de seguimiento
de referencias tipicas (escalones, rampas, senoides)
y sin peso en el control. Daremos aqui una breve
descripcion de este enfoque basada en (Seron et al.,
1999).

5.1 Control Optimo sin Peso en el Control

Consideremos un sistema lineal (estabilizable y detec-
table) descrito por las ecuaciones de estado

X(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t),
donde x(t) € R", u(t) € R™e y(t) € R™ EI pro-
blema de control éptimo con control “barato” (cheap
control) para (42) consiste en encontrar el control por

realimentacion de estados que minimiza el funcional
de costo

b= fo Ty @y + AU @ulde  (43)

cuando & > 0 es pequefio.

(42)

Cuando & — 0, el valor 6ptimo J; tiende a J;, el
desempefio ideal. (Kwakernaak y Sivan, 1972, Teore-
ma 3.14) probaron que J; = 0 si y solo si el sistema
(42) es de fase minima e invertible por derecha. (Qiu
y Davison, 1993) derivaron una formula explicita en
funcion de los ceros de fase no minima del sistema.
Vamos a derivar la formula de Qiu-Davison bajo la

hipotesis de que el sistema tiene grado relativo uno
(rangoCB = m). En este caso, existe un cambio de
coordenadas x — (y,z) que transforma (42) en la
forma

y(t) = Agy(t) + Azz(t) + Byu(b),
2(t) = Boy(t) + Aoz(b),

donde By = CB, y(t) € R™y z(t) € R™™. Los
ceros de C(sl — A)™'B son los autovalores de Ao, de
ahi que z(t) = Aoz(t) recibe el nombre de dinamica
de los ceros. El subsistema z(t) = Boy(t) + Agz(t)
representa la dinamica de los ceros “controlada” por la
salida y. Asumiremos para simplificar el analisis que
todos los ceros son de fase no minima, es decir, todos
los autovalores de Ay tienen parte real positiva.

(44)

El valor 6ptimo del funcional de costo (43) para el sis-
tema (44) es solo funcion de las condiciones iniciales:

J; = V(¥(0),2(0); &) = %[gggi] i gggﬂ )

donde P(¢) es la solucion definida positiva de la ecua-
cibn de Riccati

A Ayl Ar A 10
[BO AO] P(e) + P(e) [BO AO] . [0 0]
1 B1B; 0
= EP(a)[ 0 0] P(s). (46)
Para encontrar el limite de P(¢) cuando ¢ — 0 es
necesario resolver la singularidad de (46) en € = 0.
Para ello, proponemos para P(g) una forma de serie
de potencias en &:

{;‘Pl 8P2

2
ePh Po + ePs| T O

P(s) = [ 47)

donde Py, P1, P2y P3 son independientes de . Reem-
plazando (47) en (46) se obtiene

| - P]_B]_B}_Pl + 0(8) = 0, (48)
BBPO - PlBlBE_PZ + 0(8) = 0, (49)
ABPO + P()A() - P;B]_B}_PZ + O(S) =0. (50)

Haciendo & = 0, se obtiene Py = (B1B})™"/2 de (48),
y P2 = (B1B})™Y/2B{P, de (49), y substituyendo estas
expresiones en (50), se obtiene

ABPO + PoAO = PoBoBBPo. (51)

Como el sistema (44) es estabilizable y todos los
autovalores de Ag tienen parte real positiva, existe una
Unica solucibn Py definida positiva de la ecuacion de
Riccati (51).

Finalmente, el valor 6ptimo (45) resulta

J; = Vo(2(0)) + eV1(y(0), 2(0)) + O(¢?)
= 22(0)"Po2(0) + V1(3(0), 2(0)) + O(e?),
donde V1(y(0),z(0)) es independiente de . El limite
de (52) cuando £ — 0

(52)

Vo(z(0) = 52(0)'Poz(0) 59

define el desempefio ideal del sistema (44).
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Este resultado puede interpretarse como el siguiente
problema de minima energia: Encontrar y(t) para esta-
bilizar z(t) = Aoz(t) + Boy(t) y minimizar

=1 Ty dt (54)

En este problema la salida del sistema y actia como
la variable de control para la dindmica de los ceros.
El valor 6ptimo es Vp(z(0)) dado en (53). Notemos
de (43) para & — 0 que el valor 6ptimo limite para
el sistema completo es el minimo valor posible de la
norma L, de la salida. Podemos concluir entonces que
el minimo valor posible de la norma L, de la salida es
igual a la minima cantidad de energia requerida para
estabilizar la dinamica de los ceros inestable.

5.2 Relacibn con la Integral de Bode para T

Aplicaremos ahora los resultados de la Seccion 5.1 al
problema de seguimiento de una referencia constante r
para la salida y de (44). Agregando al control el térmi-
no constante U = —B7M(A; — AA;'Bo)r se traslada
el equilibrio de (44) ay = r. Mediante el cambio de
variables e =y —r,7Z = z+ Aj'Bor, y i = u -1,
re-escribimos (44) como

&(t) = Ase(t) + AgZ(t) + Bai(t),

7(t) = AgZ(t) + Boe(t). (55)

El problema de control barato para (55) es igual al
que resolvimos para (44) con (e,Z) reemplazando a
(y,2). El desempefio ideal esta dado ahora por Vo(Z(0).
Calcularemos ahora V(Z(0) para la condicion inicial
e(0) = r,Z(0) = A(‘)lBor, que en el sistema original
corresponde a transferir el estadoydeOar.

Qiu-Davison Formula EIl desempefio ideal para (55)
con condicion inicial e(0) = r, Z(0) = Ay Bor,
esta dado por

Vo(Z(0)) = %rTH r,

donde
nq 1
trazaH =2 —,

Y Q1....,0n, SON los autovalores inestables de Ao, es
decir, los ceros de fase no minima del sistema (55).
Esta formula se obtiene de (53) y (51):

Vo(Z(0)) = 37(0)PoZ(0)
= 2r'By(AL) *PoA; ' Bor
2 2rHr.

Sigue que

traza H = traza[ Py Ay BoBy(AL) *Py/?]
= traza[Py/°Ag*P, /2
+ Py AL) Py
=2 traza Ag"

Notamos que esta expresion es igual a un término de
la formula de Bode para T en (12). Esto nos dice
que los ceros de fase no minima del sistema afectan
de la misma forma a la respuesta en frecuencia de
la sensibilidad complementaria que al minimo valor
posible del error de seguimiento de una referencia
constante.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo derivamos relaciones que describen
limites fundamentales de desempefio en sistemas de
control en realimentacion. De relaciones integrales en
el dominio temporal se deduce, por ejemplo, que una
planta inestable (de fase no minima) tendra necesaria-
mente sobrevalor (subvalor) en la respuesta al escalon
del sistema en lazo cerrado en una configuracion de
realimentacion unitaria. Relaciones integrales en el
dominio frecuencial demuestran, por ejemplo, que si
la planta tiene ceros de fase no minima, la magnitud
de la respuesta en frecuencia de la funcién de sensibi-
lidad puede hacerse arbitrariamente pequefia sobre un
rango de frecuencias solo a expensas de alcanzar picos
arbitrariamente grandes fuera de ese rango. Hemos
derivado cotas para los posibles valores de parame-
tros caracteristicos de la respuesta al escalon y de los
picos de las funciones de sensibilidad y sensibilidad
complementaria en términos de la ubicacién de polos
inestables y ceros de fase no minima de la planta. Estas
cotas pueden usarse para determinar especificaciones
alcanzables o no alcanzables y para identificar com-
promisos de disefio en dichos sistemas. Finalmente,
utilizando técnicas de control 6ptimo cuadratico sin
peso en el control hemos demostrado que el desem-
pefio ideal de un sistema de fase no minima, dado por
el minimo valor posible de la norma L, de la salida, es
igual a la minima cantidad de energia requerida para
estabilizar la dindmica de los ceros inestables. Por lo
tanto, la presencia de dindmica de los ceros inestables
representa un obstaculo estructural para alcanzar el
desempefio ideal.
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