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Resumen

En este trabajo se presenta de manera pragmatica un esquema de control por rechazo activo de perturbaciones para un sistema
de direccionamiento y estabilizacién de haz laser. Primeramente se disefia un Observador Lineal de Estado Extendido, el cual
permite estimar las perturbaciones externas e incertidumbres en el modelo, asi como la velocidad de desplazamiento transversal
del haz. Posteriormente, se propone una ley de control, la cual contiene términos de retroalimentacidon y precompensacion,
permitiendo realizar tareas de regulacién y seguimiento. Mediante un andlisis de estabilidad en el sentido entrada a estado, se
muestra que el sistema en lazo cerrado, planta-observador-controlador, es robustamente estable, cuando la entrada es la
perturbacion total y el estado es el error de posicion del haz. Dicho andlisis presenta nuevas perspectivas en una técnica ahora
madura. Los resultados experimentales muestran el funcionamiento del esquema de control y mediante la norma L, y la Integral
del Error Cuadratico se mide el desempefio en lazo cerrado, el cual es comparado con tres controles generalmente usados en este
tipo de sistemas: PID, control por retroalimentacion de estados con observador y regulador lineal cuadréitico gaussiano.

Palabras clave: Sistema de estabilizacién de haz laser, control por rechazo activo a perturbaciones, observador lineal de estado
extendido, estabilidad entrada a estado (ISS).

Position control system via active disturbance rejection for laser optical systems.
Abstract

In this work, an active disturbance rejection control scheme for a laser beam stabilization system is presented in a pragmatic
way. First, a linear extended state observer is designed, which allows estimating external disturbances, non-model dynamics, and
the transverse displacement speed of the beam. Subsequently, a control law is proposed for regulation and tracking tasks.
The stability analysis in the input-to-state-stability framework shows that the closed-loop system, plant-observer-controller is
stable when the total disturbance is viewed as the input, and the state is the beam position error. This analysis presents new
perspectives to a now-classic result. The experimental results show the performance of the control scheme. Using the L, norm
and the Integral of the squared error, the closed-loop performance is evaluated and compared with three controls generally
used in this type of systems: PID, observer-based state feedback, and linear quadratic gaussian regulator.

Keywords: Laser beam stabilization system, active disturbance rejection control, linear extended state observer,
input-to-state stability (ISS).
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1. Introduccion

Los sistemas de control para el posicionamiento y estabili-
zacién de haz laser LBS (por sus siglas en inglés, Laser Beam
Stabilization) son usados en diferentes sistemas tecnoldgicos
en donde una gran precision y robustez es requerida. Algunos
ejemplos de estas aplicaciones son los cortadores laser en di-
ferentes sistemas de manufactura, la cirugia robética, comu-
nicaciones opticas, aplicaciones de astronomia, el escaneo de
codigos de barras, entre otros (Quanser, 2010; Martinez et al.,
2009; Alizadegan et al., 2018; Deng et al., 2020). Las técnicas
de control para el posicionamiento del haz laser son la clave
en muchos de los sistemas de Optica adaptable. El problema
de control para el posicionamiento y direccionamiento del haz
laser, consiste en lograr la regulacién de la posicion del haz o
el seguimiento de una trayectoria, lo cual es establecido por el
usuario. Sin embargo, la exactitud del posicionamiento del haz
laser es afectado por perturbaciones externas, con componentes
de media y baja frecuencia, provocadas principalmente por el
movimiento o las vibraciones presentes en la plataforma donde
se instala (Kim et al., 2004; Deng et al., 2020). En los siste-
mas optomecatrénicos, como el utilizado en la presente inves-
tigacion, se utiliza un espejo activo con el objetivo de lograr el
rechazo a las perturbaciones y posicionar de manera precisa el
haz l4ser en la posicion deseada, ver Figura 1. As{ entonces, mi-
diendo un pequefio porcentaje del haz, dicho espejo es capaz de
estabilizar el movimiento del haz mediante la retroalimentacién
de la informacién de posicién (Quanser, 2010; Landolsi et al.,
2011). En los dltimos afios, se han disefiado y evaluado diversos
enfoques de control para tales sistemas, por ejemplo, control
adaptativo (Kim et al., 2004), (Pérez-Arancibia et al., 2006),
método de ponderacion de frecuencia (Pérez-Arancibia et al.,
2009), controladores basados en PID (Landolsi et al., 2011),
control PID de orden fraccionario (Al-Alwan et al., 2017), en-
foques Heo (Martinez et al., 2009), (Alizadegan et al., 2018),
control resonante integral (Yue and Song, 2015); entre otros.

En diversas aplicaciones de gran precision como la reporta-
da en este trabajo, el acoplamiento mecanico, las fluctuaciones
de voltaje y corriente de la fuente de energia que alimenta el ac-
tuador, y las inevitables incertidumbres paramétricas, dificultan
garantizar la robustez en el control de posicién y de velocidad
del servo sistema (Baronti et al., 2009; Tran and Hwang, 2020).
En ese sentido, el esquema de control por rechazo activo de per-
turbaciones ADRC (de sus siglas en inglés, Active Disturbance
Rejection Control) introducido por (Han, 2009) es muy atracti-
vo, ya que se basa en la capacidad de estimar en linea, via un
observador de estado extendido ESO (por sus siglas en inglés,
Extended State Observer), la parte de la dindmica desconocida
del sistema a controlar, asi como todos los efectos externos ad-
versos, para posteriormente cancelarlos mediante una apropia-
da ley de control, (Sira-Ramirez et al., 2015, 2017). La metodo-
logia ADRC ha sido utilizada ampliamente en varias dreas tales
como el disefio de convertidores CC en (Sira-Ramirez et al.,
2016), generacion eléctrica a base de fuentes energias reno-
vables, (Hernandez-Méndez et al., 2017), robdtica de asisten-
cia (Guerrero-Castellanos et al., 2018), control de bioprocesos

(Carreno-Zagarra et al., 2019) y recientemente en sistemas
LBS (Deng et al., 2020) donde el disefio es abordado en el
domino de la frecuencia.

El uso de la técnica de ADRC en un sistema LBS resulta
muy atractivo debido a las caracteristicas y al entorno en que
dicho sistema opera. Ademas, en sistemas LBS, como el abor-
dado en este trabajo, no se tiene acceso a la medicion directa
de la velocidad, por lo que ésta debe ser estimada en linea para
entonces ser usada en el algoritmo de control. De esta manera,
la técnica de ADRC va a resultar en su conjunto una
herramien-ta de mucha utilidad para el control de posicién y
trayectoria del haz laser en muiltiples aplicaciones como las
antes mencionadas. Ademas, servird de marco de referencia
para  desarrolladores de sistemas  optomecatr6nicos,
plataformas educativas, equipos médicos, etc. Si bien hoy en
dia el ADRC es una técnica madura y bien conocida, el
presente trabajo tiene la intencién de proponer y unificar
algunos conceptos. La propuesta se sustenta en el anélisis de
estabilidad entrada a estado, ISS (del inglés Input-to-State-
Stability) (Sontag and Wang, 1995; Son-tag, 2008) permitiendo
establecer una especie de principio de separacion en el disefio
del ADRC; cuestion intuida y mostrada parcialmente (Sira-
Ramirez et al., 2017), pero no antes establecida formalmente
en términos de ISS. El estudio realizado indica que el ESO
puede ser disefiado, por una parte, garanti-zando que la
dindmica del error de observacién es ISS, es decir, el error
converge a una esfera centrada en el origen del espacio de
estados del error y donde el radio de la esfera es funcidn del
supremo de la sefial de perturbacién total y de los pardmetros
de sintonizacién del disefio del observador. Por otra parte, la
ley de control puede ser disefiada independientemente, incor-
porando de manera natural la perturbaciéon y el estado
estimado. Entonces, un control de seguimiento de trayectoria
puede realizarse garantizando que el sistema en lazo cerrado
perturbado sea ISS. Finalmente, una vez disefiados el control y
el observador, y debido a las propiedades de sistemas ISS en
cascada, es posible garantizar que la dindmca del error del
sistema en lazo cerrado (control-observador-planta perturbada
e incierta) es ISS, es decir, el sistema en lazo cerrado es
robustamente estable (Sontag, 2008). Adicionalmente, en este
trabajo se presenta una interpretacion en el domino de la
frecuencia del anéalisis ISS, encontrando una fuerte conexidn
con un resultado antes esta-blecido para los controladores GPI
(Generalized Proportional Integral Control), ver (Sira-Ramirez
et al. (2017) y referencias en el trabajo.

El resto del articulo se encuentra organizado de la siguien-
te manera. La Seccién 2 contiene los preliminares matemaicos
del observador de estado extendido, especificamente del tipo
lineal, asi como lo referente a la propiedad ISS. En la Seccién
3 se describe la plataforma experimental utilizada en este
trabajo, su principio de funcionamiento y el modelo dindmico
generalmente usado para el disefio de los controladores. El
diseno del ADRC, asi como el analisis de estabilidad se
presentan en la Seccion 4. La Seccion 5 muestra los resultados
experimentales, donde se realiza una comparacidén con tres
controladores, a saber, PID, retroalimentacion de estados con
observador y lineal cuadratico gaussiano. Finalmente, en la
Seccidn 6 se brindan las conclusiones.
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2. Preliminares matematicos

2.1. Observador de Estados Extendido Lineal (LESO)

Considere el siguiente sistema no lineal afin:

X1(®) = x2(0), x1(0) = xy0,

T (f) = x3(1), x2(0) = xa0,

: (D
X,(8) = [, x1(2), X2(2), ..., %, (1)) + d(B) + u(1), x,(0) = X,0,

(0 = x1(1),

donde u € R es la entrada de control, y(¢) € R es la sali-
da, f € R una funcién del sistema posiblemente desconocida, y
d € R la perturbacién externa; x,.1(¢) = f(¢,-) + d(¢) es la “per-
turbacion total” o “estado extendido” y (x19, X20, - - - » Xn0) €5 €l
estado inicial (Guo and Zhao, 2016). Una aproximacion para la
estimacion de (1) es el siguiente LESO:

21(1) = &) + 1 ((1) = %1 (1)),

Xo(1) = 83(0) + L (y(1) = £1(1))

; (2)
2n(0) = Zpar (1) + Iy (1) = £1(1)) + u(o)

Zni1(8) = Ly () = 21(0))

donde /;,i = 1,2,...,n + 1 son pardmetros de sintonizacién

del estimador, (Guo and Zhao, 2016), (Freidovich and Khalil,
2008).

2.2. Estabilidad Entrada a Estado ISS

En lo que sigue, ||-|| denota la norma Euclidiana para vecto-
res y la norma-2 inducida para matrices, respectivamente. Una
funcidn escalar continua y(r) definida para r € [0, a] se dice que
pertenece a la clase K si es estrictamente creciente y y(0) = 0,
y se dice que pertenece a la clase K, si estd definida para todo
r > 0y y(r) - oo cuando r — oo. Una funcién escalar conti-
nua S(r, s) definida para todo r € [0,a], s € [0, oo] se dice que
pertenece a la clase KL si para cada s fija, esta pertenece a la
clase Ky para cada r fija esta es decreciente en s y 5(r, s) = 0
cuando s — oo. Un sistema dindmico con estado x y entrada d
es llamado estable en el sentido entrada a estado, si existe una
funcién B de clase KL y una funcién y de clase K tales que
o)l < BAXO, 1) + v (||dosl,,) para todo # = 0. Para una

sefial d, ||||., denota la norma L, : Hd\o,ﬂnm = SUPge<, ldOI
(Sontag and Wang, 1995).

Definicion 2.1 (Sontag and Wang, 1995). Una funcién sua-
ve V : R" — Ry es llamada una funcién de Lyapunov ISS
para el sistema X = f(x,u) si existen funciones a, @y, a3, de
tipo K, y una funcioén y de tipo K, tales que

a1 (Ix0I) < V(x) < ap (Ix()]]) paratodox e R"  (3)

IOl = x (@) = VV(x) - f(x, u) < —a3 (XD (4)

para todo x € R".

Teorema 2.1 (Sontag and Wang, 1995). Las siguientes pro-
piedades son equivalentes para cualquier sistema:

1. EsISS.
2. Admite una funcién ISS de Lyapunov.
3. Es robustamente estable.

3. Plataforma experimental

En esta seccién se realiza una descripcion de la plataforma
experimental del sistema LBS que es abordado en este traba-
jo, asi como del modelo matemético del solenoide rotacional
encargado de direccionar el haz laser.

3.1.  Principio de funcionamiento del LBS

Los sistemas LBS cuentan con un principio de operacién
relativamente sencillo, compuesto por 3 elementos fundamen-
tales, la fuente del haz laser, un espejo de direccionamiento
rédpido o FSM (por sus siglas en inglés, Fast Steering Mirror),
y el detector sensible a la posicién o PSD (por sus siglas en
inglés, Position Sensitive Detector). Primeramente el laser se
dirige al FSM, el cual se controla por un solenoide rotacional
generando un desplazamiento angular en torno a un eje de rota-
cion. El haz laser es reflejado del FSM vy dirigido al divisor de
haz, donde la mayor parte del haz se dirige al objetivo para el
que se destine el experimento y una fraccion de este se dirige al
PSD. La desviacién del haz de luz del punto objetivo se mide
mediante el PSD, para asi reajustar la posicién del FSM me-
diante el control del solenoide, hasta garantizar que el reflejo
del haz coincida con la posicién o trayectoria deseada (Pérez-
Arancibia et al., 2009).

En este trabajo, se utiliza un sistema experimental desarro-
1lado por la empresa Quanser (Quanser, 2010). En este sistema
el FSM se encuentra colocado sobre una plataforma mévil de
un grado de libertad, permitiendo movimientos lineales. Dicha
plataforma tiene también montado un motor de corriente con-
tinua (CC), el cual lleva acoplada una carga asimétrica con el
objetivo de generar vibraciones. La plataforma estd unida a un
resorte. Entonces, en el caso que el motor de CC es alimentado
con una tensién (maximo 5V) y debido a la carga asimétrica
que lleva acoplada, se genera una vibracién que origina el mo-
vimiento lineal de la plataforma debido al movimiento irregular
de la carga y la fuerza de restauracién generada por el resorte.
Esta perturbacion afecta directamente la posicién del FSM y
emula las perturbaciones externas a las que cualquier sistema
LBS montado en plataformas méviles estaria sujeto. Note que
la perturbacién varfa en amplitud y frecuencia respecto al tiem-
po, pero en general es desconocida. Asi entonces, el problema
de control para el posicionamiento y direccionamiento del haz
laser, consiste en lograr la regulacién de la posicién del haz o
el seguimiento de una trayectoria, lo cual es establecido por el
usuario. Sin embargo, la exactitud del posicionamiento del haz
laser se afecta por las perturbaciones externas antes descritas y
las cuales contienen componentes de media y baja frecuencia.
El principio de funcionamiento se muestra en la Figura 1.
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La plataforma experimental del LBS estd compuesta por un
conjunto de elementos que se muestran en la Figura 2 y cuyos
componentes se describen en la Tabla 1. Cabe sefialar que la
posicién en tiempo real del haz laser es interpretada por parte
del wusuario en milimetros, al emplearse un programa
desarrollado en MATLAB/Simulink en conjunto con el
software de control en tiempo real QUARCT M, los cuales
permiten comunicar una computadora con el sistema LBS
mediante una tarjeta de adquisicion de datos QPIDe (Quanser,
2021). A través de dicha tarjeta se recibe la posicién en tiempo
real del haz l4ser y se envia la sefial de voltaje que controla el
movimiento del solenoide, el cual a su vez ajusta la posicion
angular del FSM y en consecuencia, la desviacion del haz laser
que se refleja en el PSD. La Figura 4 muestra el diagrama de
bloques y la interrelacién de cada uno de los componentes del
sistema LBS y las sefiales involucradas.

—_— e e e e e e e — -
| Fuente de 1
| | e Sistema |
| I
I
|t > | < 1 Perturbacién
(Vibracién inducida por I
I fuentes externas) |
[N X
/ ~ . as
i Objetivo I
Divisor
VAN " an " |
| \ | -
N 14 |
| AN A "
T Solel\wide '}“ I
| rotacional : \ I
| ¥
(- __________ESD____I
cenal d PI?ISiCi]?p de
S0 Controladorjea2maser

[
| Seiial de
|
I

Posicion de referencia
dada por el usuario

Figura 1: Principio de funcionamiento del sistema LBS.

Figura 2: Vista superior del sistema LBS.

3.2. Modelo matemdtico del sistema

Como se mencioné en el epigrafe precedente, el sistema en
cuestion consiste en un sistema electromecanico (solenoide ro-
tacional) acoplado al FSM, el cual al aplicarsele una tension de
corriente directa provoca que el espejo modifique su posicion
angular. El solenoide, el FSM y el PSD conforman un servosis-
tema cuya funcién de transferencia estd dada por:

P(s) = &)

752+ s
donde K y 7, representan la ganancia en lazo abierto y la cons-
tante de tiempo, respectivamente. La salida es la posicién del
haz laser en el PSD y la entrada representa la sefial de control
que provocard la modificacién de la posicion angular del es-
pejo. Sin embargo, debido a las vibraciones de la plataforma
mévil donde el espejo esta montado, la posicidn angular del es-
pejo se modifica provocando la desviacion de la posicién del
haz laser en el PSD. Estas vibraciones representan perturbacio-
nes externas aditivas a la sefial de control. La Figura 3 muestra
un diagrama de bloques representando el proceso.

IPerturbacién
D(s)
w | A+ [Tk ¥(s)
- 1 18+ '
P(s)

Figura 3: Diagrama simplificado del sistema en lazo abierto.

Se define la variable de estado que representa la posicién y
la velocidad como x = (x1,x2) con x; = y, X, = y. Ademas,
definiendo a = 1/7y b = K/, el modelo en espacio de estados
del sistema representado en la Figura 3 estd dado por:

X1 (1) = x2(1)
%2(t) = —axy(t) + bu(t) + bd(1) (6)
Y1) = x1(1)

En la practica, la velocidad x; no es medible, por lo que debe
ser estimada si se desea conocer dicha informacién para la re-
troalimentacién. Por su parte, el término d(7) representa la per-
turbacion externa dependiente del tiempo y sin una estructura
particular. Con el fin de simplificar el disefio del control, se con-
siderara una perturbacion total variante en el tiempo que com-
bina el efecto del término dependiente del estado (perturbacion
enddgena) y la perturbacidn externa (exdgena), obteniendo de
esa manera el siguiente ultramodelo (Sira-Ramirez et al., 2015)

{fcl(t) = x2(7) ™

X (1) = bu(n) + £(t)

donde &(r) = —ax,(t) + bd(t) representa la perturbacion total del
sistema, la cual se estimard mediante un observador de estado
extendido y se compensard (rechazard) mediante el control.

En lo que sigue y con el fin de aligerar las notaciones, se omi-
tird el empleo de la variable ¢, al menos que el contexto lo exija.
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Figura 4: Diagrama de bloques general del sistema LBS.

lineal de estado extendido, que permitird estimar la velocidad

Tabla 1: Componentes del médulo estabilizador laser. ., ., P
P del LBS y la perturbacion total. También, se presenta el andlisis

ID Descripciéon
,p — de convergencia de dicho estimador en el sentido ISS, asi co-
1 Fuente estatica laser . . .
- — mo los planteamientos usados para la seleccion de las ganancias
2 Detector sensible a la posiciéon (PSD) . . . .
de dicho observador. Enseguida, serd presentado el disefio del
3 Resorte - .
—— control, la prueba de estabilidad en el sentido ISS y los plan-
4 Guia lineal . iy .
teamientos para la seleccidon de las ganancias del control. Se
5 Motor CD . la dindmica del de ob - | |
Arngs de solencide mostrara que la dindmica del error de observacion y el contro
6 mes de SO/ - pueden verse como dos sistemas en cascada ISS, por lo que,
7 Carga excéntrica por las propiedades de sistemas ISS, la dindmica del error del
8 i Espejo i sistema en lazo cerrado es ISS. Finalmente, una interpretacion
9 Eje de encoder de solenoide del anélisis ISS se lleva a cabo en el domino de la frecuencia,
10 Imanes permanentes permitiendo encontrarse con algunos resultados establecidos en
11 Tira de encoder la literatura.
12 Riel guia
13 Conector Slld.e Command 4.1. Diseiio del Observador Lineal de Estado Extendido
14 Conector Coil Command
15 Conector Slide Encoder Para el disefio del observador se asume lo siguiente:
16 Conector Coil Encoder L L L _
7 Conector PSD X1 = Solo la posicién del haz laser es medida, i.e., y = x;.
18 Conector PSD X2 = El valor nominal del pardmetro b es conocido.
19 Conector PSD Y1
20 Conector PSD Y2 = La funcién de perturbacién £(¢, x,, d) es uniformemente
21 Encoder lineal de perturbacién deslizante acotada, i.e., sup, | £() |= [E(F, F, a, D]l < Ko .
22 Solenoide ) » » N
23 Conector de alimentacidn 15V CD » La estimacion de la perturbacion es denotada por &.
;g Fncod PlataforlpadLBSI 5 = La estimacion redundante de la posicion y la estimacién
' nco §r rotatorio de solenoide de la velocidad son denotadas como % y X;, respectiva-
26 | Tarjeta Amplificadora/Interfaz Quanser LBS mente
27 Perilla offset VR '
28 Perilla offset VR2 de esta forma se propone el siguiente observador lineal de esta-
do extendido:
4. Disefio del controlador ADRC para el sistema LBS H=k+L -5

Esta secci6n estd dedicada al disefio de la estrategia de con- B=&+hn-X)+bu ®

trol. Para ello, primeramente se aborda el disefio del observador E=1L(x; — %)
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el conjunto de ganancias {/3, /5, [;} son seleccionadas con la
asistencia del siguiente polinomio caracteristico Hurwitz de ter-
cer orden, como se propone en (Sira-Ramirez et al., 2011; Sira-
Ramirez et al., 2017)

P, () = (42 + (26760)” + (%)2) (1+3) @

€

lo que arroja

L=2a (10
€

20, + a
h=———; ©b
€ €

- -2
_ 200+ @y
="

Note que el pardmetro € otorga el cardcter de alta ganancia al
observador.

Observacion 4.1. Las ganancias se eligen segiin (Kim et al.,
2003), sin embargo también podrian haberse empleado méto-
dos de optimizacion tal y como se propone en (Sala and Pitarch,

2016).

Proposicion 4.1. Considere el observador dado en (8) y el sis-
tema LBS, cuyo ultramodelo estd dado por (7). Entonces, el
el error de estimacion satisface la propiedad 10S (Estabilidad
Entrada a Salida) (Sontag and Wang, 1995), i.e., las soluciones
para la dindmica del error convergen a una esfera centrada en
el origen del espacio de estado del error de estimacion, cuyo
radio es

Ko
o= — 11
p T (11)

donde K fue definido anteriormente y Ay es un pardme-
tros que depende de la seleccion de los coeficientes {I3, I,
l1}. Ademds, la dindmica del error presenta una estabilidad
asintoticaa e = x; — X = 0 para ¢ = 0.

Demostracion 4.1. Considere el error de estimacion e = x1—%;
y sus sucesivas derivadas junto con la dindmica del observador
(8) y la del sistema LBS (7). Entonces el error de estimacion e
satisface la siguiente ecuacion diferencial

'é'=—l3€—lzé—llé+g‘i: (12)

La expresion en espacio de estados de (12) estd dada por

X=Ax+ B¢
X1Eso = - (13)
e=Cx
donde los componentes del estado X son X; = f e(t)dt,
Xp=eyx3=eéey
0 1 0 0
A=l0 o0 1 B=10 c‘:[o 1 0] (14)

- = - 1

La formula de variacion de pardmetros brinda la siguiente
solucion analitica

— t —
(1) = exp™%(0) + f exp "0 Bédr
0
o e (15)
e(t) = Cexp%(0) + C f exp """ Bédr
0

Si los valores de (1}, 15, I3] son seleccionados como en (10),
el polinomio caracteristico de la matriz A es el polinomio Hur-
witz dado en (9), es decir, A es Hurwitz y por consiguiente se
obtiene la siguiente desigualdad

lle()|l < ||epr’e(0)H + fot Hepr(t*T)Bcfdt”

dr (16)

< o]« | fosr
—— 0

BlIxO)lLHeKL

YNl )eKe

esto muestra que existe una funcion 3 de clase KL y una
funcion vy de clase K y por lo tanto la dindmica del error del
observador es ISS, teniendo como entrada a la perturbacion
y como estado al error de observacion. Ademads, debido a que
que la matriz A es Hurwitz, la siguiente cota es establecida (Kia
etal, 2019)

||eAt <e W' Vre Ry

donde dy; = A0 (Sym(A)) es el mdximo valor propio de Sym(A)
con Sym(A) = (1/2)(A + AT). Por lo tanto,

5
le()ll < exp™" |le(0)]| + Ko f exp M dr
Ko, (17)
< exP—zMr”e(oN|+._Jl(1 __exp—AMq
Am

entonces el error de estimacion e(t) converge exponencialmente

a una esfera centrada en el origen del espacio de estados del
. K .

error con radio p = 3> cuando t — ooy todas las trayectorias

M
que se inician dentro de dicha esfera, nunca la abandonan. W

4.2. Diserio de la ley de control

El disefio del controlador se realizo con el objetivo de reali-
zar tareas de regulacion y seguimiento de trayectorias y siendo
capaz de contrarrestar la perturbacién total del sistema &. Por
tanto, la ley de control propuesta es la siguiente

u= l(xld_g—kl(xl = X14) — ko (%2 — X14)) (13)
b= =
usf pp

donde (x4, X14, X14) son la posicion, velocidad y aceleracion
deseadas, respectivamente y ki, k, € R, son ganancias de sin-
tonizacién. Note que % y & son la velocidad y el término de
perturbacion total estimados por el observador (8), respectiva-
mente. En (18), los términos de feedforward y feedback son
representados por uss y usp, respectivamente.

Definiendo el error de seguimiento como z = [z1,22]” con
21 = X1 — X1d
{ ; (19)
2 =Xy — X4
la dindmica del error de seguimiento estd dada por
21 =X — X1g
. . 5 (20)
=—-kizi —ky (B — X10) —E+E

teniendo en cuenta el error de estimacion e y su derivada, se tie-
ne que X, = xp — e —é, por lo que sustituyendo en (20), resulta
en lo siguiente
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______________ -
Sistema (LBS) |
|
|
|
|
|
|
Seiial de |
control | Salida
1 | u | Y=X1
! |
I 1 |
|
1 : Detector I
1 P - de Posicion |
| : | A | Estimacion de | del haz(PSD) |
| 1 § | "Perturbacién | | s
| 1 Total"
| 1 | |
: : | Observador de |
I ;| Estados | |
I I T Estimacién de Extendidos [+t
1 q
| Ley de : : Velocidad :
: Control ' Estimador |
e o =
Figura 5: Esquema general de un control por ADRC.
Demostracion 4.2. Se puede apreciar que V es una funcion
s 1 =22 21 definida positiva, entonces la derivada de (26) a lo largo de las
EC -~ 5= —kiz1 —kozp + @ @D trayectorias en lazo cerrado es

donde ® = —k, (=& — l;e) + & — &. La expresion (21) puede ser
reescrita en la forma z = Az + y, donde

0 1 0
SERS

x(t, e é¢, 3) depende tnicamente de variables uniformemente
acotadas por lo que se puede afirmar que ||y|| < A, con A € R,.

V=z:"Pz+7 Pz

=" (A"P+PA)z+2:" Py 27
— e

Si se seleccionan los componentes de la matriz P de la si-

. _ ok ki+1 _ _ 1 _ ki+l
guiente forma pyy = % T o P12=pa = 2k P2 = apg s€
tiene que AT P+ PA = —I. En consecuencia V = —z' 7+ 27" Py,

la cual estd acotada de la siguiente forma

La eleccién de las ganancias k; y k» se lleva a cabo con la V<= P +2max (P} Izl A (28)
asistencia del siguiente polinomio caracteristico deseado Wzl

Puesto que W(||zl|) es definida positiva y radialmente des-

P gon(/l) = +2¢ ‘wpd + (w2)2 (23) acotada, existe una funcion o(]|z||) de clase K tal que W(||z||) >
o(llzll) por lo que
esto es
A=Al =2+l +k =P () (24) V < =0(llzl) + 2Anar {P} 2]l A (29)
lo que arroja Sin pérdida de generalidad, sea o(||z]|) = %Ilzllz, se sigue que
k= @05 ke = 28 25) S llzll > 42,0: {P} A entonces V < =3zl = —o(lzll). A partir

El andlisis de estabilidad del sistema perturbado (21) se lleva a
cabo en términos de ISS y se presenta a continuacion.

Proposicién 4.2. La funcion V : R> — R definida por
V=:r; (26)
es una funcion de Lyapunov ISS para el sistema (21), donde

P € R*? es una matriz simétrica y definida positiva solucion de
la ecuacion AT P+ PA = —I siendo I € R*? la matriz identidad.

de la Definicion 2.1, el Teorema 2.1 y los resultados obtenidos
en (29) permiten afirmar que V es una funcion de Lyapunov
ISS, por lo que el sistema (7) con la ley de control propuesta en

(18) es ISS. ]

Observacion 4.2. De acuerdo con la Proposicion 4.2, se ga-
rantiza que las trayectorias del error de seguimiento, cuan-
dot — oo, que empiezan fuera de la esfera B(p), con cen-
tro en el origen del espacio de estados del error y de radio
P = 4,4x (P} A, convergen a su interior y todas las trayecto-
rias que se inician dentro de dicha esfera, nunca la abandonan.
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Considere el control por rechazo activo de perturbaciones
compuesto por el observador de estados extendido (8) y la ley
de control (18), trabajando de manera conjunta para hacer que
el sistema de direccionamiento de haz laser (6) siga de mane-
ra adecuada una trayectoria predeterminada o logre una regula-
ci6én en un punto dado, incluso con la existencia de perturbacio-
nes externas. A partir de las dindmicas representadas por (13)
y (21), se aprecia que la dindmica del error de observacion y
la dindmica del error de seguimiento de trayectoria se pueden
ver como dos sistemas ISS en cascada. Tenemos entonces el
siguiente resultado, que establece la estabilidad del sistema en
lazo cerrado.

Proposicion 4.3. El control por rechazo activo de perturbacio-
nes compuesto por el observador de estados extendido (8) y la
ley de control (18) es ISS, cuando la perturbacion total es vista
como la entrada y el error de seguimiento 7 es visto como el
estado.

Demostracion 4.3. La demostracion es una consecuencia di-
recta de las propiedades de interconexion de sistemas que son
estables en el sentido entrada-estado (Sontag and Wang, 1995;
Sontag, 2008).

4.3. Interpretacion en el dominio de la frecuencia del andlisis
1SS
Si bien el anterior andlisis proporciona informacién sobre
el comportamiento del error de seguimiento, en el espacio de
estados del error, en este apartado se da una interpretacion de
dicho resultado en el dominio de la frecuencia.
Considere primeramente la funcién de transferencia de la
dindmica del error del observador
A4S _ esi-A) 1B = al (30)
&(s)

S+ 02+ hs+ 1
Ahora considere la funcién de transferencia del controlador. Pa-
ra ello considere (21), la cual puede escribirse como

Bl )l

31
w=[1 0] [2]
_ Vs(8) _ _ay-lp
H(s) = o(s) C(sI-A) B= ikt hr (32)

Puesto que (1) = kyé+klie(s)+¢—& donde & = 15 [ e(c)dor,
entonces

kzsz + s(kply) — I3

O(s) = e(s) +&(s) (33)

Resolviendo para e(s) en (30) y sustituyendo en (33), se obtiene

S3 + (11 + k2)S2 + (lg + kzll)s
§3 + l1S2 + s+

d(s) =

}f(S) = Hy(5)6(s) (34)

A partir de (32), la expresion entrada-salida, teniendo como sa-
lida el error de seguimiento del sistema y como entrada la per-
turbacion total (ver Figura 6), estd dada por

ys(8) = Hi(s)Ha(5)&(s)

B [ S+ +k)s?+ (b + kaly)s (35)

£(s)

(52 +kos + k(3 + 1152+ bs + 13)

— HQ(S)

£(s)

Figura 6: Interpretacién de la dindmica del error en lazo cerrado en el dominio
de la frecuencia

Hl(S)

O(s) Ys(s) = 21(s)

La funcién de transferencia (35) que tiene como entrada la
perturbacion total y salida el error de seguimiento, coincide con
la funcién de transferencia del error de seguimiento en lazo ce-
rrado de un esquema GPI (Generalized Proportional Integral
Control) aplicado a un sistema representado por un doble inte-
grador perturbado (Sira-Ramirez et al., 2017). Estos resultados
muestran la conexién con resultados ahora cldsicos y permi-
te desprender las siguientes conclusiones también mencionadas
en (Sira-Ramirez et al., 2017). La funcién (35) indica que a altas
frecuencias, la perturbacién es atenuada por un doble integrador

Vo(s) ~ % (36)

con una pendiente de atenuacion de 40[dB/dec]. A bajas fre-
cuencias, el filtro es aproximado a un diferenciador puro de la
forma

(L +koly)s

ys(s) = kils

}6(8) 37

Si se asegura que kils > I, + kyl;, los efectos amplificadores
generados al derivar la perturbacién pueden ser atenuados.

5. Resultados

Esta seccion tiene la finalidad de mostrar experimentalmen-
te el correcto funcionamiento de la estrategia de control y vali-
dar los andlisis tedricos anteriormente expuestos. Primeramente
se describen los dos escenarios llevados a cabo como objetivos
de control, a saber, regulacidon y seguimiento de trayectoria.
También se mencionan los valores numéricos de las ganancias
en el algoritmo de estimacion y control. Los resultados obte-
nidos con el ADRC son mostrados graficamente y discutidos.
Posteriormente, se lleva a cabo un analisis de desempefio, usan-
do la norma £, y el indice ISE (Integral del Error Cuadratico)
considerando diez ensayos. El desempefio del ADRC es com-
parado con tres controladores, a saber, PID, Control por retro-
alimentacion de estados con observador (OBSF) y controlador
lineal cuadrético gaussiano (LQG). La sintonizacién de dichos
controladores es mostrada en los Apéndice A, By C.

Es importante recordar que el sistema experimental es el
sistema LBS desarrollado por la empresa Quanser (Quanser,
2010) y la estrategia de control es implementada en MATLAB/-
Simulink en conjunto con el software de control en tiempo real
QUARC™ | los cuales permiten comunicar una computadora
con el sistema LBS mediante una tarjeta de adquisicién de datos
QPIDe (Quanser, 2021). Una descripcion detallada de la plata-
forma experimental fue dada en la seccién 3.
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5.1. Implementacion del ADRC: regulacion y seguimiento de
trayectoria

Larespuesta en lazo cerrado del sistema de posicionamiento
y direccion de haz l4ser bajo la accion del controlador propues-
to, se obtuvo para el caso de regulacion, donde se asigné como
posicién deseada el origen (x4 Omm), y para seguimien-
to se definié como posicién deseada x; = M sin(w?), por lo
que Xy = Mwcos(w't) y ¥; = —Mw?” sin(w?f) con amplitud
M = 2mm y frecuencia deseada w? = Srad/s. Respecto a los
pardmetros del sistema, es importante mencionar que la ga-
nancia en lazo abierto y la constante de tiempo estdn dadas
por K = 2200 y 7 = 0,005 s, respectivamente. En cada ca-
so se considerd la presencia y la ausencia de la perturbacién
generada por el motor de CC con carga asimétrica en el eje
y que se encuentra acoplado al FSM con la finalidad de in-
ducir vibracién. El motor es alimentado con 1.8V durante los
experimentos que consideran la presencia de perturbacién. La
sintonizacién de las ganancias del controlador y observador se
llevé a cabo mediante los planteamientos dados en (10) y (25)
dando como resultado: k; = 400y k, = 250000, I3 = 100 x 106,
L, = 400 x 10%, I; = 400.

En la Figura 7 se muestra el comportamiento del error de
posicién y velocidad en el caso de regulacién. Dichas variables
convergen a cero y al estar presente la perturbacién externa,
permanecen en una region acotada y cercana al origen del es-
pacio de estados del error. Ademads, se observa como sin la
presencia de la perturbacidn, el error de posicién presenta un
sobrepaso inicial de apenas 1.25 mm, convergiendo al valor
deseado (x; = Omm) en tan s6lo 0.2 segundos. En el escenario
donde la perturbacion externa afecta al sistema, el error se man-
tiene acotado en una esfera de centrada en el origen del espacio
de estados del error. En el caso especifico del error de posicion,
dicho error se mantiene acotado en el intervalo dado por +0.5
mm. Un comportamiento semejante es el que presenta la evo-
lucién del error de velocidad, el cual se encuentra confinado en
un intervalo de +10 mm/s.

il ll IHM ‘ililil‘l\l il‘ l\‘\l\lu ||| lll I

_o_zu. LG "l

Bl 0.2
0
15+ 0.2 4

26k -0.4 — Error de posicion sin perturbacion
.0 D2 04 06 | Error de posicion con perturbacion

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t(segundos)

Error de posicion
(milimetros)

o 40
k) -8 10 Error de velocidad sin perturbacién
] g 30+ 5 Error de velocidad con perturbacion
-]
TEI. ]
> @
2 % 10 0 0.2 04 ]
58 o N O A
== i)
O lnwrlri L
§_10 I L I I I

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t(segundos)

Figura 7: Errores de posicion y velocidad para el caso de regulacion

Por otro lado, en la Figura 8 se aprecian la evolucion tem-
poral de la posiciéon medida y velocidad estimada, para el caso
de seguimiento de trayectoria, donde se muestra que gracias a
la estrategia de control, el sistema es capaz de seguir la trayec-
toria deseada. A primera vista, pareciera que la perturbacion
afecta mas cuando el objetivo de control es el seguimiento que
en el caso de regulacién. Sin embargo, al analizar la evolucién
del error de seguimiento, el cual es mostrado en la Figura 9,
se observa la evolucién de los errores de posicion y velocidad
para el caso de seguimiento, permitiendo apreciar con mayor
detalle la diferencia entre valores deseados y valores medidos o
estimados. Ademads, esta grafica permite validar que el error de
seguimiento se mantiene acotado a pesar de las perturbaciones
externas y las dindmicas no modeladas del sistema. Incluso, es
posible notar que tanto el error de posicién, como el de velo-
cidad, se mantienen dentro de un intervalo acotado de manera
muy similar a los resultados obtenidos en el caso de regulacion.

Es importante resaltar que el desarrollo experimental de la
estrategia de ADRC, presentada y analizada bajo un enfoque
ISS, concuerda con los andlisis tedricos, los cuales dictan que
el sistema en lazo cerrado del ADRC es robustamente estable.
Lo anterior, significa que con el ADRC se garantiza que las tra-
yectorias del error que empiezan fuera de una esfera B(p), con
centro en el origen del espacio de estados del error y de radio
p =42, {P} A, convergen a su interior y todas las trayectorias
que se inician dentro de dicha esfera, nunca la abandonan. La
matriz P depende directamente de las ganancias del control
(k1,k2) y A depende del error de estimacién y de la magnitud
de la perturbacidn externa.

Finalmente, se aprecia en la Figura 10 el comportamiento
de la sefial de control para cada caso de estudio, la que inclu-
so ante la presencia de la perturbacién, se mantiene en valores
lejanos a los limites maximos preestablecidos de +10V para el
solenoide. Esto muestra que la sintonizacién del ADRC es ade-
cuada y siempre se tiene control suficiente (energia suficiente)
para rechazar la perturbacion.
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—_ Posicion medida sin perturbacion
c g 3 7I Posicion medida con perturbacion
o= 2 ' I
R
gE
o'go
T
-2
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t (segundos)
.g 40 Velocidad deseada
g 30 Veloudad estimada sin perturbacion
o g idad da con perturbacmn
3 o 20
S @
§ ° 10
2§ o
= -10
E .2

t (segundos)

Figura 8: Comportamiento de la posicion medida y la velocidad estimada para
el caso de seguimiento de trayectoria.
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Figura 9: Errores de posicién y velocidad para el caso de seguimiento de tra-
yectoria
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Figura 10: Seiial de control para los casos de regulacién y de seguimiento de
trayectoria.

5.2.  Andlisis de desemperio

Para analizar el rendimiento del controlador propuesto pa-
ra los casos de regulacion y seguimiento de trayectoria, fueron
empleadas la norma £, y el indice ISE. Igualmente se realizé la
comparativa de desempefio del controlador disefiado con otros
3 controladores existentes en la literatura, estos son el PID di-
seflado en (Konadu et al., 2013), un controlador por realimenta-
cioén de estados con observador (por sus siglas en inglés, OBSF)
(Astrom and Murray, 2010) y un regulador lineal cuadritico
gaussiano (por sus siglas en inglés, LQG) (Boyd and Barratt,
1991). Con el objetivo de proporcionar veracidad en los resul-
tados obtenidos en este articulo, para cada norma se realizaron
10 ensayos con cada controlador para cada caso de estudio pro-
puesto en este trabajo, asi como con la presencia o no de per-
turbacién, ya que el experimento por su propia naturaleza, en

cada prueba puede tener una ligera variacion en los resultados.
Para una adecuada lectura de dichos resultados, en cada norma
se realiz6 la comparacion del promedio de los 10 ensayos obte-
nidos con cada controlador. La interpretacion de los promedios
obtenidos con cada norma va a radicar en que el controlador
con mejor desempeflo corresponde al que presente un menor
promedio de las muestras de rendimiento recopiladas en cada
escenario estudiado.

5.2.1. Norma L,

La norma £, definida en (38), permite realizar un andlisis
cuantitativo (rendimiento del estado transitorio) (Boyd and Ba-
rratt, 1991).

T
llz1 (D]*dt (38)
donde z; es el error de posicion. Al observarse las Tablas 2
y 3, donde se muestra el promedio de diez ensayos, se aprecia
que el controlador ADRC ofrece ligeramente un mejor desem-
peiio que los otros controladores. Es importante mencionar que
el presente trabajo no tiene la finalidad de dejar mal posiciona-
dos a los otros controladores, los cuales estan basados en una
teoria madura y bien conocida. Al contrario, el objetivo es mos-
trar que el controlador propuesto cumple con los planteamien-
tos tedricos expuestos y de paso, se tiene resultados similares a
los obtenidos con técnicas convencionales. Cabe mencionar que
los controladores usados en la comparacién, fueron sintoniza-
dos cuidadosamente, siguiendo metodologias bien establecidas
con la finalidad de ser los més objetivos posibles. En el Apéndi-
ce A, B y C se muestran los pasos de dicha sintonizacion.

5.2.2. Indice ISE

El criterio de la integral del error cuadritico definido en
(39), es una medida indirecta de la velocidad de respuesta de
un servomecanismo (Clark, 1961).

T
mEzjﬁﬁmm (39)
0

donde z; es el error de posicion. Al igual que al aplicar la
norma anterior, en el caso de la ISE se obtiene un mejor des-
empefio por parte del controlador ADRC, hecho que se puede
apreciar a detalle en el promedio de diez ensayos dado en las
Tablas 4y 5.

6. Conclusiones

El trabajo presenta un enfoque teérico-experimental en el
disefio de un ADRC para el control de posicién de un siste-
ma 6ptico laser. Respecto a la parte tedrica, el trabajo aborda
el analisis del ahora bien conocido y maduro ADRC desde un
enfoque de estabilidad entrada a estado, ISS. El analisis desa-
rrollado permite formalizar y fusionar de una manera clara y
sistemadtica, conceptos previamente reportados en la literatura.
Se espera que este andlisis ayude tanto a tedricos como experi-
mentales a llevar a cabo una implementacion pragmdtica de la
técnica ADRC, incluyendo controladores no lineales.
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Tabla 2: Andlisis de desempefio para el caso de regulaciéon empleando la norma L.

Sin perturbacion

Con perturbacion

PID OBSF | LQG

ADRC PID

OBSF LQG ADRC

Promedio | 0.68639 | 0.77539 | 0.58873

0.19895

0.92459 | 1.0305 | 0.95253 | 0.88943

Tabla 3: Andlisis de desempefio para el caso de seguimiento de trayectoria empleando la norma £,.

Sin perturbacion

Con perturbacion

PID OBSF LQG

ADRC PID

OBSF LQG ADRC

lPromedio 1.39815 | 1.57293 | 1.49407

0.87789

1.06445 | 1.64943 | 1.04974 | 0.98108

Respecto a la parte experimental, el esquema de control fue im-
plementado para el caso de regulacién y seguimiento de tra-
yectorias. Los resultados experimentales permitieron apreciar
la respuesta del sistema en lazo cerrado para una posicioén y
trayectoria deseadas, incluyendo en ambas la perturbacién ge-
nerada por un motor de CC presente en la planta experimental.
Para cada caso de estudio se obtuvieron errores de posicién y
velocidad que presentaron picos en la respuesta transitoria rela-
tivamente pequefios y con una convergencia rdpida a cero (sin
perturbacidn), los cuales al estar presente la perturbacién per-
manecieron acotados y en un rango cercano a cero. A su vez, se
mantuvo en cada caso una sefial de control con valores de ten-
sion bajos, sin afectar a los limites permitidos por el solenoide
rotacional. Finalmente se realizé un andlisis de desempefio del
ADRC empleado la norma £, y el indice ISE, siendo compa-
rado con el rendimiento obtenido con los controladores: PID,
OBSF y LQG. Los resultados muestran que el ADRC tiene un
desempeiio ligeramente superior, lo cual valida la propuesta.
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Apéndice A. Sintonizacion del controlador PID

El controlador utilizado es un PID de 2 grados de liber-
tad (Astrom and Murray, 2010) y la sintonizacién es realizada
siguiendo los planteamientos propuestos por (Quanser, 2010),
(Konadu and Yi, 2011) y (Konadu et al., 2013).

K;
U(s) = (R(s) - Y(S))? - KpY(s) - Kah()Y(s) (A1)
Las ganancias son elegidas primeramente considerando un
derivador ideal, es decir, hA(s) = s. Sin embargo, en la practica,
el término derivativo h(s) se implementa mediante un filtro de
segundo orden.

Usando el control (A.1) y considerando que el modelo del

sistema estd dado por P(s) = ﬁ, la funcién de transferencia
del sistema en lazo cerrado es:
Y(s) KK;

- (A2)
R(s) 153+ s?(1 + KK;) + KK,s + KK;

Usando el polinomio caracteristico deseado P,.(s) = (s* +
2§0w0s+w%)(s+ Po) y comparando con el denominador de (A.2)
se tiene

_ wo(wy + 2&opo)T

K, = A3
P X (A3)
w(z)por
Ki= —— (A4)
K
K, = 2&0woT -II-(po‘r -1 (A5)

Para la sintonizacién del controlador PID se consideran las
siguientes especificaciones:

1. El coeficiente de amortiguamiento relativo es selecciona-
do como &) = 1.

2. La frecuencia natural wy se selecciona usando Ia
funcion de sensibilidad del sistema en lazo cerra-
do, de donde se especifica que la ganancia no exce-
da el 0.005 en la frecuencia de perturbacién, es de-
cir, |S(wg)l < 0,005. La frecuencia de perturbacion

se asume wy; = 20m (10H;). Asi entonces, wy =

\/ ~7IS (a)lwa(wTlS (Wa)] = Ywit? +1).
3. La posicién del polo py se selecciona a —0,5 (polo lento).

4. La parte derivativa se implementa con el filtro de segundo
2

orden dado por: h(s) = vzﬂw‘jm’ donde wy = 10wq y
s s+o?
&r=0,7.
Esto arroja:

K, =0,722, K; = 0,002, K; = 0,360

Apéndice B. Sintonizacion del controlador por retro-
alimentacion de estados con observador
(OBSF)

El modelo nominal del sistema y sin perturbacién en espa-
cio de estados estd dado por:

- U1

B

(B.1)

y=x
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dondea =1/tyb = K/t.
El sistema es controlable y la ley de control utilizada es:

u=—kx+k.r (B.2)

donde la ganancia k = [k; k] es calculada mediante la asig-
nacion de polos usando el polinomio caracteristico del sistema
en lazo cerrado Pye,(1) = A2 +2woéoA+w} con wy y & teniendo
los mismos valores que el controlador PID.

1+ Kk Kk
|AI — (A — BK)| =/12—/1(—2)+ il (B.3)
T T
Asi se obtiene:
T(Ué
kl = 7 (B4)
k2 = 20)0507' -1 (BS)

La ganancia de precompensacion para regulacion a valores
diferentes de cero se calcula mediante:

k, = —(C(A - Bk)™'B)" (B.6)

Puesto que el sistema es observable con salida y = x, el
disefio de un observador es posible, y tiene la siguiente estruc-
tura:

=A%+ Bu+ Lo (y — CR) (B.7)

Como regla de mano, la matriz L,,; = [I; LT se elige tal
que el polinomio caracteristico de la matriz A,,; = A—LC tenga
raices que sean al menos 5 veces mds alejadas de los polos del
controlador. Esto arroja:

ky = 259490;
I, = 8,6007;

ko = 309.4;
k. = 0,58975

I} = 0,0042;
(B.8)

Apéndice C. Sintonizacion del regulador lineal cuadratico
gaussiano (LQG)

En el caso del controlador LQG, la estructura es similar a
la del control OBSF. Este se compone por un regulador lineal

cuadratico (LQR) y un estimador lineal cuadrético (LQE) o fil-
tro de Kalman. La expresién del controlador LQG estd dada
por:

u=—Kopk+ky r (C.1)

Topt

-1

donde K,,, = -Q;'B"Pc y k., = —[C(A - BKOP,)’IB] ,
Siendo P. € R?* una matriz simétrica definida positiva, la so-
lucién de la ecuacion matricial algebrdica de Riccati estd dada
por:

PA+A"P.—P.BQ;'B"P.+Q,=0 (C.2)
Los valores utilizados para Q, y O, son:
440000 0
0.=1, Qx=p[( o 1] (C3)

donde la ganancia p = 0,348. Estos valores fueron elegi-
dos haciendo un compromiso en el tiempo de estabilizacién y
la magnitud de la sefial de control. Esto arrojo:

K,y = [259560 547,74691; k. . = 0,5899 (C4)

Topt

Para la estimacion de X se utiliza el filtro de Kalman

2= A%+ Bu+ Lop(y — C%) (C.5)

con L,y = PoCTR;!, donde Py € R>? es una matriz
simétrica definida positiva. La solucién de la ecuacién matri-
cial algebraica de Riccati esta dada por:

APy + PoAT — PoCTR;'CPy + R, = 0 (C.6)

Por simplicidad, la ganancia L, se obtuvo aplicando el co-
mando kalman de Matlab, donde se propusieron las matrices de
covarianza R, y R, para la perturbacién en la planta w y el rui-
do en la medicién v, asumiendo este tltimo del 1 % en el PSD,
quedando:

6
R, = [IO%"F’ (1)] R, = 0,0001 (C.7)
Obteniéndose entonces:
0,1194
Lot = [3138,2] €8





