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Resumen 

En el ámbito industrial se utilizan con frecuencia Vehículos de Guiado Automático (AGV) para el transporte de mercancía 
puntual, normalmente sustituyendo a los medios de transporte manuales o a las cintas transportadoras, para así reducir costes 
operativos y errores humanos. Para aumentar el rendimiento de estos sistemas industriales y que puedan realizar funcionalidades 
más avanzadas, es fundamental desarrollar modelos orientados al control que permitan probar nuevas estrategias y técnicas de 
control que los hagan más eficientes y seguros. Para ello, en este trabajo se desarrolla un modelo cinemático y dinámico orientado 
al control de un AGV. El principal objetivo del trabajo es conseguir una representación matemática de la compleja dinámica del 
AGV Easybot, un vehículo híbrido triciclo-diferencial, que permita estudiar los efectos de carga remolcada y la interacción 
rueda-suelo. Para ello se ha desarrollado el modelo cinemático de la parte diferencial y del triciclo, y se han combinado ambos 
entre sí y con el desarrollo de la dinámica del vehículo. Se ha descompuesto el AGV en sus distintos módulos y se han aplicado 
las ecuaciones de Newton-Euler para obtener las ecuaciones de su comportamiento dinámico. El modelo se ha validado en 
simulación para diferentes trayectorias, variando la carga y la velocidad. 

Palabras clave: Modelado y simulación, AGV, triciclo, diferencial, modelo dinámico, cinemática, robots autónomos. 

Modelling of a hybrid differential-tricycle AGV 

Abstract 

In the industrial field, Automatic Guided Vehicles (AGV) are frequently used for the transport of goods, usually replacing 
manual means of transport or conveyor belts, to reduce operating costs and human errors in this way. In order to increase the 
performance of these industrial systems and enable more advanced applications, it is key to develop control-oriented models to 
test new strategies and control techniques, with the aim of making them safer and more efficient. Thus, in this work a kinematic 
and dynamic control-oriented model of an AGV is developed. The main objective of this work is to obtain a mathematical 
representation of the complex dynamics of the AGV Easybot, a hybrid tricycle-differential vehicle, which will allow us to study 
the effects of towed load and wheel-ground interaction. To do so, the kinematic models of the differential and the tricycle robot 
have been developed and combined together with the developed vehicle dynamics model. The AGV has been split into its 
different components and the Newton-Euler equations have been applied to obtain the equations of its dynamics. The model has 
been validated in simulation for different trajectories, varying the speed and the load. 

Keywords: Modelling and simulation, AGV, tricycle, differential, dynamic model, kinematics, autonomous robots. 

1. Introducción

En el ámbito industrial se utilizan con frecuencia
Vehículos de Guiado Automático (AGV) para el transporte de 

mercancía puntual, normalmente sustituyendo a los medios de 
transporte manuales o a las cintas transportadoras, para reducir 
costes operativos y errores humanos (Wu, 2019; Espinosa, 
Santos, Sierra-García, 2021; Abderrahim et al., 2020). 
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La irrupción de la industria 4.0, la particularización de los 
servicios, y la logística y producción flexible están acelerando 
la introducción de los AGVs en el sector industrial (Markets 
and Markets, 2021; Statista,2021). Por un lado, aumentan la 
flexibilidad espacial, permitiendo modificaciones en la 
ubicación y la distribución de las líneas de producción en poco 
tiempo, sin realizar cambios en la infraestructura. Por otro 
lado, posibilitan modular la cadencia de los flujos de 
producción y logísticos para adaptarse a cambios en la 
planificación de la producción (Li et al., 2019; Belman-López, 
Jiménez-García, Hernández-González, 2020; Niestrój, Rogala, 
y Skarka, 2020; Moreno et al., 2019). 

Para aumentar el rendimiento de estos sistemas 
industriales y que puedan realizar funcionalidades más 
avanzadas, es fundamental desarrollar modelos orientados al 
control que permitan probar nuevas estrategias y técnicas de 
control que los hagan más eficientes y seguros (Sierra-García 
& Santos, 2020b).  

Existen fundamentalmente dos vías para alcanzar este 
objetivo: la primera consiste en aplicar las ecuaciones físicas 
conocidas que gobiernan el comportamiento dinámico del 
sistema, y emplear este conocimiento para construir las 
ecuaciones diferenciales que lo representan, obteniendo un 
modelo analítico del mismo. La otra vía consiste en la medida 
y el tratamiento de las señales en la entrada y la salida del 
sistema, y la aplicación de diferentes mecanismos de 
identificación para describir las relaciones internas 
subyacentes entre esas entradas y salidas; a estas técnicas de 
identificación se les suele denominar de caja negra. 

La obtención de un modelo analítico permite, en general, 
conocer mejor cómo se comporta el sistema ante diferentes 
condiciones de funcionamiento, y los resultados son más 
robustos. Por otro lado, los modelos de caja de negra son muy 
sensibles a los datos empleados durante el entrenamiento, por 
lo que tienen un rango de aplicación más restringido. Además 
requieren de información de las señales de entrada y salida del 
sistema para poder obtener los modelos, que no siempre está 
disponible. Por todo ello, en este artículo se obtienen las 
expresiones analíticas del modelo dinámico del AGV.  

Por ello, en este trabajo se propone el desarrollo de un 
modelo orientado al control de un AGV híbrido triciclo-
diferencial. Se parte del modelado de la dinámica de los 
distintos subsistemas y se combinan con las ecuaciones 
cinemáticas del mismo, para obtener un modelo completo de 
un AGV comercial de la empresa ASTI Mobile Robotics 
(ASTI, 2021). Estos sistemas son dependientes de la 
distribución de la carga, lo que puede ocasionar situaciones de 
derrape y vuelco. El disponer de modelos de su dinámica 
permitirá estudiar estas condiciones. 

Para la obtención de las ecuaciones analíticas típicamente 
suelen emplearse dos metodologías diferentes: las ecuaciones 
de Newton-Euler, o las ecuaciones de Lagrange-Euler. En 
general las ecuaciones de Newton-Euler son más fáciles de 
interpretar que las de Lagrange, de ahí que se hayan empleado 
en este trabajo. 

El modelo se ha validado en simulación para diferentes 
trayectorias, variando su velocidad y carga, con resultados 
satisfactorios. 

La estructura del artículo es la siguiente. En la sección 2 se 
recogen los trabajos relacionados. En la sección 3 se presentan 

los modelos cinemáticos de los robots triciclo y diferencial. La 
sección 4 describe el AGV Easybot E410. En la sección 5 se 
desarrolla su modelo secuencialmente, empezando por el 
modelo cinemático del robot híbrido para, a continuación, 
incluir la dinámica. La sección 6 describe el sistema de control 
tradicionalmente utilizado en un AGV. La sección 7 incluye 
distintos experimentos de simulación realizados con el fin de 
validar los modelos. El trabajo termina con las conclusiones y 
líneas futuras 

2. Estado del arte

Existen AGVs con múltiples configuraciones, aunque la
literatura científica parece centrarse especialmente en los 
diferenciales y de tipo vehículo, siendo muy escasos los 
trabajos dedicados al estudio de los robots triciclo. De hecho, 
la mayoría de los trabajos existentes sobre modelado dinámico 
de robots móviles esta principalmente dedicada a robots 
diferenciales y vehículos con ruedas omnidireccionales, dadas 
las dificultades que presenta en general el estudio de la 
dinámica de los vehículos autónomos (Sierra y Santos, 2018). 
A modo de ejemplo, el artículo de Zhang y Liu-Henke (2020) 
presenta el diseño de un nuevo vehículo guiado automatizado 
omnidireccional basado en modelos del control de la dinámica 
del vehículo. El comportamiento cinemático y dinámico del 
AGV se describe mediante un modelo matemático obtenido a 
partir del comportamiento simplificado del vehículo. El trabajo 
se centra en la selección del algoritmo de control adecuado. 
También Galasso et al. (2019) trabajan con un AGV de cuatro 
ruedas, y se propone un método de calibración de las mismas. 

Son numerosos los artículos que se centran en el control de 
vehículos autónomos para el seguimiento de trayectorias, o 
evitación de obstáculos. Pero no tratan el problema que se 
aborda en este artículo, el modelado dinámico del AGV, o 
trabajan con AGVs muy diferentes. Así, en Weckx et al. (2020) 
se aborda el problema de planificación y seguimiento de 
trayectorias de AGVs, orientada a la evitación dinámica de 
obstáculos mediante una maniobra de adelantamiento, para 
una carretilla elevadora autónoma. También en Nguyen et al. 
(2020), se propone un controlador adaptativo que utiliza un 
modelo de referencia basado en la cinemática de un vehículo 
guiado automatizado. La configuración del AGV es similar a 
un robot móvil triciclo, con una unidad de tracción delantera y 
dos ruedas traseras fijas. En (Sierra-García y Santos, 2020b) se 
desarrolla un control inteligente basado en el aprendizaje por 
refuerzo para el seguimiento de trayectorias de un AGV 
industrial, pero no se basa en el modelo del vehículo. 

En (Villagrá y Herrero-Pérez, 2011) se analizan distintos 
sistemas de control para el guiado de AGVs sobre una ruta 
predefinida. Se utilizan, entre otras, técnicas de control basadas 
en modelos. En el caso dinámico, el artículo describe la 
dirección y la tracción del AGV, y modela los fenómenos de 
deriva en la dirección mediante una función de transferencia 
que requiere identificar los parámetros del sistema real. En 
Suárez et al. (2004) se basan en resultados experimentales para 
obtener modelos de sistemas de dirección y longitudinales de 
un AGV. En muchas ocasiones no se dispone de esos datos 
reales del vehículo a modelar, como es nuestro caso, y este 
enfoque no puede aplicarse. 

En (Veiga et al., 2019) se propone el modelado dinámico 
de un AGV. Se comparan dos modelos de vehículos de un 
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sistema de carros remolcadores con tres carros remolcados 
enlazados. Se plantea una versión simplificada de un modelo 
multicuerpo completo del primer sistema. El segundo modelo 
se desarrolló en lenguaje Modelica, y resultó más estable para 
estimar las trayectorias relativas entre los vehículos y las 
velocidades máximas admisibles del sistema al tomar una 
curva sin vuelco ni deslizamiento. 

En (Bi, Lang y Wang, 2008) se plantea el modelado con el 
método de Euler-Lagrange de un robot que puede ser 
controlado directamente por el operario. La aportación más 
interesante de este artículo se refiere al modelado de los 
distintos sensores con los que está equipado el AGV, ya que el 
modelo busca hacerlos prescindibles. 

Uno de los trabajos más interesantes sobre modelado de 
AGV es el de Smieszek, Dobrzanska y Dobrzanski (2019), 
donde se analizan los distintos errores que se producen en un 
AGV cuya única forma de saber su posición es mediante 
odometría. Se centra en estudiar el efecto que tiene la 
distribución de la carga en el radio efectivo de las ruedas y, por 
lo tanto, en la trayectoria seguida por el AGV. Además se 
demuestra que la variación del radio efectivo de la rueda 
influye también en el conocimiento de la distancia real entre 
puntos de contacto de las ruedas. En un trabajo más reciente de 
los mismos autores (Smieszek, Dobrzanska, y Dobrzanski, 
2020), se ha realizado un estudio para determinar la relación 
entre el radio de rodadura de la rueda y la carga de un AGV 
tipo triciclo. Esta investigación puede resultar útil para 
vehículos de nueva construcción donde este valor no viene 
dado por los fabricantes, y es necesario cuando la odometría es 
el sistema de navegación básico. 

El tema del modelado de AGVs, en concreto con 
configuraciones de triciclo o híbrido triciclo-diferencial, no 
está en general tratado en la literatura. Como notable 
excepción, en (Bonilla, Reyes y Mendoza, 2005) se propone 
una aproximación al modelado de un robot de tipo triciclo 
mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange, con el objetivo de 
diseñar una ley de control de posición no lineal. De modo 
similar, Yun (2016) utiliza el método de transformación de 
coordenadas y el método de la ecuación de Lagrange para 
establecer la cinemática y el modelo dinámico de un robot 
móvil de tres ruedas con dos ruedas motrices. La validez de los 
modelos se verifica mediante simulación del seguimiento de 
trayectorias. 

Un área fuera del ámbito de este trabajo es el problema de 
los multi-AGVs, y los retos asociados de coordinación, 
navegación, control, planificación de rutas, etc (Yuan et al., 
2020; Espinosa, Santos, & Sierra-García, 2021; Guney & 
Raptis, 2020). 

En resumen, tras estudiar el estado del arte no hemos 
identificado ningún trabajo en el que se estudie el modelo de 
un AGV triciclo-diferencial, a pesar de ser un tipo de AGV de 
gran aceptación en la industria (Markets and markets, 2021; 
Statista, 2021). 

3. Modelos cinemáticos previos

Existen diversos tipos de AGV comerciales, con diferentes
características cinemáticas y dinámicas. La cinemática del 
AGV viene determinada, entre otras cosas, por el número y 
posición de las ruedas. En este trabajo se desarrolla el modelo 

de un AGV híbrido, triciclo-diferencial. Los modelos 
cinemáticos de ambos componentes son los siguientes. 

3.1 Modelo cinemático de la parte diferencial del vehículo 

El sistema es equiparable a un robot con dos ruedas 
paralelas con capacidad de tracción (Figura 1, izquierda). Los 
cambios de dirección se consiguen gracias a la diferencia en la 
velocidad de rotación de cada rueda. El ángulo 𝛽𝛽 es el ángulo 
que forma el eje longitudinal del AGV diferencial con respecto 
a un sistema de referencia inercial situado fuera del AGV (en 
azul en la Figura 1), suponiendo que no existe deslizamiento 
de las ruedas. En la Figura 1 los bloques negros representan las 
ruedas del AGV y el cuadrado azul el cuerpo. 
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Figura 1: Esquema de robot diferencial (izquierda) y triciclo (derecha) 

El modelo del sistema diferencial obedece a las siguientes 
ecuaciones (Sierra-García y Santos, 2020a): 

𝑣𝑣 =
1
2
∙ (𝑣𝑣𝐷𝐷 + vI) (1) 

𝜔𝜔 =
1
𝐿𝐿
∙ (𝑣𝑣𝐷𝐷 − vI) (2) 

𝑅𝑅𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 =
𝐿𝐿
2
∙

(𝑣𝑣𝐷𝐷 + v𝐼𝐼)
(𝑣𝑣𝐷𝐷 − vI)

(3) 

𝑣𝑣 =  𝜔𝜔 ∙ 𝑅𝑅𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (4) 

𝜔𝜔 = 𝛽̇𝛽 (5) 

Donde 𝑣𝑣 es la velocidad equivalente del conjunto [m/s], 
𝑣𝑣𝐷𝐷 , 𝑣𝑣𝐼𝐼  son la velocidades lineales de las ruedas derecha e 
izquierda, respectivamente [m/s], 𝜔𝜔 es la velocidad de rotación 
[rad]; 𝑅𝑅𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 es la distancia desde el punto situado entre las dos 
ruedas hasta el centro instantáneo de rotación (CIR) [m]; y 𝐿𝐿 
es la distancia entre ruedas [m].  

3.2 Modelo cinemático de la parte triciclo del vehículo 

En este caso el robot se compone de una rueda directora 
delantera y dos ruedas traseras. La tracción puede ser delantera 
o trasera, aunque generalmente se emplea tracción delantera
por medio de una motorrueda. La Figura 1 (derecha) representa
un AGV triciclo con tracción delantera donde β es el ángulo de
la rueda motriz con respecto al sistema de referencia
embarcado en el AGV, suponiendo que no existe
deslizamiento de las ruedas.

Las ecuaciones que rigen el modelo cinemático para el 
AGV triciclo son (Sierra-García y Santos, 2020a): 
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𝑥̇𝑥 = 𝑣𝑣 ∙ cos(𝜃𝜃) (6) 

𝑦̇𝑦 = 𝑣𝑣 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜃𝜃) (7) 

𝜃̇𝜃 = 𝜔𝜔 (8) 

𝑣𝑣 = 𝑣𝑣𝑠𝑠 ∙ cos (𝛽𝛽) (9) 

𝜔𝜔 =
𝑣𝑣𝑠𝑠
𝐿𝐿
∙ sin (𝛽𝛽) (10) 

𝑅𝑅𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = L ∗ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝛽𝛽) (11) 

Donde 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 representan la posición del centro del eje trasero 
del AGV [m] en los ejes correspondientes al sistema de 
referencia inercial fijo; 𝜔𝜔 es la velocidad de rotación [rad/s]; 𝜃𝜃 
es el ángulo de rotación del cuerpo del AGV respeto de un 
sistema de referencia inercial [rad]; 𝑣𝑣𝑠𝑠 es la velocidad lineal de 
la rueda directora [m/s], 𝐿𝐿 es la distancia entre la rueda 
directora y las traseras [m], y 𝑅𝑅𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 es la distancia desde el 
centro del eje trasero hasta el centro instantáneo de rotación 
(CIR). 

El modelo cinemático del AGV híbrido con el que se trabaja 
combina ambos modelos, como se muestra en el apartado 5. 

4. Descripción del AGV Easybot 410

El robot que se va a modelar es el Easybot E410 de la
empresa ASTI Mobile Robotics (Figura 2). Se utiliza para 
transportar cargas en entornos industriales, y es capaz de 
mover carga montada sobre el propio AGV así como 
remolcada. Su sistema de guiado emplea una banda magnética 
o línea de color fija en el suelo (guiado magnético u óptico).

Figura 2: Easybot Std 410 (ASTI, 2021) 

Las características técnicas de este AGV están disponibles 
en la página web del fabricante (ASTI, 2021). En la Tabla 1 se 
muestran las características técnicas más relevantes para este 
trabajo. Al no estar reflejados todos los datos necesarios en la 
hoja de características del fabricante, se han estimado algunas 
de las dimensiones del AGV. Esta estimación se ha hecho 
manualmente, basándose en los diagramas que aporta el 
fabricante en su página web. 

Está construido con un par de ruedas diferenciales que 
sirven como unidad de tracción, y dos ruedas traseras sin 
capacidad motora. Dispone además de un sensor de posición 
en la parte delantera de la unidad tractora y un gancho de 
remolque localizado en la parte frontal del robot. 

Tabla 1: Características técnicas del Easybot E410 (ASTI, 2021) 

Masa [kg] 200 Fabricante 
Longitud [mm] 1700 Fabricante 
Anchura [mm] 520 Fabricante 
Distancia al eje delantero [mm] 500 Estimado 
Distancia al eje trasero [mm] 1600 Estimado 
Distancia al sensor de posición [mm] 50 Estimado 
Distancia al gancho del remolque 
[mm] 

400 Estimado 

Altura [mm] 385 Fabricante 
Batalla [mm] 1100 Estimado 

5. Modelo del AGV híbrido Easybot E410

En la Figura 3 se presentan los módulos que componen el
modelo del AGV. 

Sensor

Control
Motorrueda

izquierda

Motorrueda
derecha

Controlador
(PID, FL...) Actuador

Dinámica 
unidad de 
tracción

Dinámica 
cuerpo AGV

d_sensor ω_ref nRueda_I
nRueda_D

MRueda_I
MRueda_D

d2x_UT
d2y_UTCinemática

cuerpo AGV

d2x_AGV
d2y_AGV

x_AGV
y_AGV Cinemática 

unidad de 
tracción

β 

AGV

Figura 3: Diagrama de los módulos del AGV 

En este trabajo se han desarrollado los siguientes modelos 
del AGV: 
1. Modelo cinemático del Easybot: relaciona las velocidades

de las ruedas con la del AGV. En una primera
aproximación se considera únicamente este modelo ya que 
permite obtener resultados suficientemente precisos para
condiciones normales de operación. Esto explica que la
mayoría de la literatura existente sobre modelado de
AGVs se refiera exclusivamente a modelos cinemáticos.

2. Modelo dinámico del Easybot: se obtiene a partir del
formalismo de Newton-Euler. Permite calcular las
aceleraciones que sirven de entrada al modelo cinemático.
En condiciones límite de operación (velocidad alta, curvas 
muy cerradas, aceleración y frenado constante, etc.)
proporciona resultados más fiables que el modelo
cinemático.

Para el modelado del AGV se utilizan distintos sistemas de 
referencia para cada subsistema mecánico. En particular, se 
usan tres sistemas de ejes cartesianos (Figura 4). 

1. Sistema fijo: S0 (azul)
2. Sistema embarcado en el AGV: SAGV (rojo)
3. Sistema embarcado en la unidad de tracción: SUT

(verde)
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Figura 4: Relación entre sistemas de referencia en el AGV 

Para cambiar de sistema de referencia se pueden usar las 
siguientes ecuaciones: 

�
𝑥𝑥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑦𝑦𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴� = � cos (𝛽𝛽) sin(𝛽𝛽)

−sin(𝛽𝛽) cos (𝛽𝛽)� �
𝑥𝑥𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑦𝑦𝑈𝑈𝑈𝑈� + �

𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒
0 � (12)

�
𝑥𝑥0
𝑦𝑦0� = � cos (𝜃𝜃) sin(𝜃𝜃)

−sin(𝜃𝜃) cos (𝜃𝜃)� �
𝑥𝑥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑦𝑦𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴� + �

𝑥𝑥0𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑦𝑦0𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴� (13)

Donde 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 representa la distancia entre el centro del eje 
trasero del AGV (𝑥𝑥0𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, 𝑦𝑦0𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴), y el punto de aplicación de la 
fuerza de tracción, que coincide con el eje sobre el cual pivota 
la unidad de tracción. El ángulo 𝜃𝜃 corresponde al ángulo girado 
por el AGV en conjunto (SAGV respecto a S0), y el ángulo 𝛽𝛽 es 
el ángulo relativo entre la unidad de tracción y el cuerpo del 
AGV (SUT respecto a SAGV). 

5.1. Modelo cinemático del AGV híbrido 

El modelo cinemático se ha descompuesto en una parte 
diferencial, correspondiente a la unidad de tracción, y una parte 
triciclo correspondiente al cuerpo del AGV. La unidad tracción 
diferencial está unida al cuerpo del AGV mediante un eje sobre 
el cual pivota. Las ecuaciones para este caso surgen de la 
combinación de los dos modelos anteriores. 

En la Figura 5 se representa esquemáticamente el AGV y la 
unidad de tracción, donde el círculo verde CIR es el centro 
instantáneo de rotación. 

β 

β 

y

x

74,5°

θ 

Vs

CIR

Figura 5: Esquema cinemático del Easybot. 

El ángulo 𝜃𝜃 corresponde al girado por el AGV en conjunto, 
y el ángulo 𝛽𝛽 el relativo entre la unidad de tracción y el cuerpo 

del AGV; 𝐿𝐿 es la distancia entre el centro de la unidad de 
tracción y el centro del eje trasero del AGV, y 𝐵𝐵 la distancia 
entre las ruedas traseras. La velocidad lineal de la unidad de 
tracción a lo largo de su eje 𝑥𝑥 es 𝑣𝑣𝑠𝑠. 

Si se calcula 𝑣𝑣𝑠𝑠 a partir de las velocidades de rotación de 
cada una de las motorruedas, la ecuación resultante de la 
trayectoria descrita por el centro del eje trasero del AGV es la 
siguiente: 

𝑣𝑣𝑠𝑠 =
1
2

(𝑣𝑣𝑖𝑖 + 𝑣𝑣𝑑𝑑) (14) 

𝛽𝛽 = �𝜔𝜔𝑐𝑐 = �
1
𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑣𝑣𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑑𝑑) (15) 

𝜃𝜃 = �𝜔𝜔 =  �
𝑣𝑣𝑆𝑆
𝐿𝐿
∗ cos (𝛽𝛽) (16) 

𝑥̇𝑥 = 𝑣𝑣𝑠𝑠 ∗ cos(𝛽𝛽) ∗ cos (𝜃𝜃) (17) 

𝑦̇𝑦 = 𝑣𝑣𝑠𝑠 ∗ cos(𝛽𝛽) ∗ sin (𝜃𝜃) (18) 

Donde la velocidad lineal del AGV, 𝑣𝑣𝑠𝑠, se obtiene como la 
media de las velocidades lineales de cada rueda de la unidad 
motriz. La velocidad lineal máxima que puede alcanzar el 
AGV depende de las condiciones de carga y de las pérdidas de 
energía debidas al rozamiento. Esta velocidad se encuentra 
también limitada por el controlador de los motores. En este 
caso se ha supuesto un máximo de 1.2 m/s, velocidad máxima 
normalmente empleada en este tipo de aplicaciones. 

La velocidad de rotación de la unidad de tracción con 
respecto al eje sobre el que pivota, 𝜔𝜔𝑐𝑐, viene dada por la 
diferencia entre las velocidades de cada rueda, y es 
inversamente proporcional a la distancia entre éstas, 𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈 . La 
velocidad de rotación del AGV es función de la velocidad 
lineal de éste, 𝑣𝑣𝑠𝑠, la distancia entre ruedas, y el ángulo de la 
unidad de tracción. 

El resto de las variables son: ω es la velocidad de rotación 
del AGV respecto del CIR [rad/s]; 𝑣𝑣𝐼𝐼 , 𝑣𝑣𝐷𝐷 son las componentes 
derecha e izquierda de la velocidad de las ruedas tractoras 
[m/s], el par (𝑥𝑥,𝑦𝑦) representa la posición del centro del eje 
trasero del AGV en el sistema inercial [m]; 𝛽𝛽 es el ángulo de 
la unidad de tracción respecto del cuerpo del AGV, limitado 
con unos topes a [-60, 60]º para que los cables que van del 
cuerpo a la unidad de tracción no se enreden; y 𝜃𝜃 es la 
orientación del cuerpo del AGV en el sistema inercial.  

5.2. Modelo dinámico del AGV híbrido 

5.2.1. Dinámica de la unidad de tracción 

La unidad de tracción se ve afectada por la distribución de 
carga en el AGV que genera fuerzas normales en cada una de 
las ruedas. La fuerza de tracción generada se considera 
aplicada en un punto fijo al cuerpo del AGV, llamado centro 
de tracción (CT), que coincide con el centro de masas de la 
unidad de tracción (CMUT). La coincidencia entre CT y CMUT 
se ha estimado en base a la simetría de la unidad de tracción. 
La Figura 6 muestra las diferentes fuerzas de la unidad de 
tracción. Como se puede observar, los pares aplicados en las 
ruedas provocan un desplazamiento en la dirección del eje 𝑥𝑥 
del SUT y una rotación en torno al CT. 

Unidad de tracción 

Cuerpo del AGV 
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Figura 6: Modelo esquemático de la unidad de tracción 

Las ecuaciones que rigen la unidad de tracción son (Sierra-
García & Santos, 2020a): 

𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 = (𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑑𝑑)
𝑅𝑅𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈

(19) 

𝛽̇𝛽 = 𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈 =
(𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑑𝑑)𝑅𝑅𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈
(20) 

Donde β es el ángulo de giro de la cabeza tractora respecto 
al cuerpo del AGV [rad]; 𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈 es la distancia entre ruedas de la 
unidad de tracción [m]; 𝑅𝑅𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 es el radio de la rueda; 𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 es 
el momento resultante en el centro de tracción, que permite 
rotar la unidad de tracción y por tanto el AGV [Nm]. Y 𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈  es 
la velocidad de rotación de la unidad de tracción [rad/s]. 

Aplicando la segunda ley de Newton: 

�𝑀𝑀 = 𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈𝜔̇𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈  (21) 

�𝐹𝐹 = 𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝑣𝑣𝑠̇𝑠 (22) 

Se obtiene: 

(𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑑𝑑)
𝑅𝑅𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈

= 𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈𝛽̈𝛽 

(23) 

(𝑀𝑀𝑑𝑑 + 𝑀𝑀𝑖𝑖)𝑅𝑅𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ 𝑎𝑎𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝛽𝛽)
= 𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝑥𝑥𝑈𝑈𝑈𝑈̈  (24) 

𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ 𝑎𝑎𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝛽𝛽) = 𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ 𝑦𝑦𝑈𝑈𝑈𝑈̈  (25) 

Donde 𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 es la masa del cuerpo del AGV [Kg]; 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 y 
𝐹𝐹𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 son las fuerzas resultantes en CT [N], 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 es la fuerza 
centrífuga que actúa sobre la unidad de tracción [N]; el 
producto 𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ 𝑎𝑎𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 es la fuerza ejercida por el cuerpo del 
AGV sobre la unidad de tracción [N], siendo 𝐿𝐿𝑈𝑈𝑈𝑈  la longitud 
de la unidad de tracción [m]. 𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈  es el momento de inercia de 
la unidad de tracción respecto a su eje de rotación [kgm2] y 
𝑅𝑅𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 es el radio de la rueda. 

Generalizando y expresándolo en forma matricial: 

𝑀𝑀𝑞̈𝑞 = 𝐹𝐹 (26) 

Donde: 

𝑀𝑀 = �
𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 0 0

0 𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 0
0 0 𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

� (27) 

𝑞𝑞 = �
𝑥𝑥𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑦𝑦𝑈𝑈𝑈𝑈
𝛽𝛽
� (28) 

𝐹𝐹 =

⎣
⎢
⎢
⎡
(𝑀𝑀𝑑𝑑 + 𝑀𝑀𝑖𝑖)𝑅𝑅𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∗ 𝑎𝑎𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∗ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝛽𝛽)

𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∗ 𝑎𝑎𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∗ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝛽𝛽)
(𝑀𝑀𝑖𝑖 −𝑀𝑀𝑑𝑑)𝑅𝑅𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈 ⎦
⎥
⎥
⎤
 (29) 

Siendo 𝑥𝑥 e 𝑦𝑦 los ejes de referencia en el sistema SUT. 
Asumiendo que se cumple la condición de no 

deslizamiento, se fuerza a que la unidad de tracción no se 
desplace en la dirección del eje 𝑦𝑦 embarcado en ella: 

𝑦̈𝑦𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0 → 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = −𝐹𝐹𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 (30) 

Además, la unidad de tracción no se puede separar del 
cuerpo del AGV, por lo que la velocidad relativa entre ambas 
es nula. De esto se deduce: 

𝑥̈𝑥𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0 → 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −(𝑀𝑀𝑑𝑑 + 𝑀𝑀𝑖𝑖)𝑅𝑅𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
− 𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ 𝑎𝑎𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝛽𝛽) (31) 

La fuerza centrífuga viene expresada por: 

𝐹𝐹𝐶𝐶 =
𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝑉𝑉2

𝑅𝑅𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
(32) 

Donde 𝑅𝑅𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 es el radio de la curva trazada [m]. Este radio 
se puede calcular como: 

𝑅𝑅𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = L ∗ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝛽𝛽) (33) 

Siendo 𝐿𝐿 la distancia entre el centro del eje trasero y el 
centro de la unidad de tracción. 

4.2.2. Dinámica del cuerpo del AGV 

Para modelar el AGV como un triciclo se considera que la 
unidad de tracción actúa sobre el AGV con una fuerza 𝐹𝐹𝑡𝑡. Se 
distinguen los siguientes puntos significativos (Figura 7): 
1) Centro de la unidad de tracción, CT
2) Centro del AGV, denominado CAGV, situado en la mitad

del eje que une las ruedas traseras. 
3) Centro de masas, CM. Influye en el momento de inercia

del AGV.
4) Centro instantáneo de rotación, CIR, punto respecto del

cual el AGV rota en conjunto.

Como se puede observar, tanto CAGV como CT se
encuentran en el eje 𝑥𝑥 del sistema de referencia SAGV. El CM 
se considera fijo durante todo el movimiento ya que las cargas 
no pueden desplazarse sobre el AGV. El centro CIR se 
encuentra fuera del AGV e influye en la fuerza centrífuga y el 
cálculo del momento de inercia. El centro instantáneo de 
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rotación de la unidad de tracción coincide con el CT del AGV 
y no es relevante para estos cálculos. 

β 

CT

ax_AGV

y

x

θ 

CM

CAGV

Fc_AGV

ay_AGV

Ft

CIR

Figura 7: Modelo esquemático del cuerpo del AGV 

Aplicando la misma metodología que para la unidad de 
tracción (Landau y Lifshitz, 2013):  

𝐹𝐹𝑡𝑡 cos(𝛽𝛽) 𝑦𝑦𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐹𝐹𝑡𝑡sin (𝛽𝛽) ∗ (𝑥𝑥𝐶𝐶𝐶𝐶 − 𝑥𝑥𝐶𝐶𝐶𝐶) = 𝐼𝐼𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝜃̈𝜃 (34) 

𝐹𝐹𝑡𝑡 cos(𝛽𝛽) = 𝑚𝑚𝑥̈𝑥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐶𝐶𝐶𝐶 (35) 

𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐹𝐹𝑡𝑡 sin(𝛽𝛽) = 𝑚𝑚𝑦̈𝑦𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐶𝐶𝐶𝐶 (36) 

Donde 𝐹𝐹𝑡𝑡 es la fuerza de tracción [N]. En forma matricial y 
generalizando: 

𝑀𝑀𝑞̈𝑞 = 𝐹𝐹 (37) 

Siendo: 

𝑀𝑀 = �
𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 0 0

0 𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 0
0 0 𝐼𝐼𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

� (38) 

𝑞𝑞 = �
𝑥𝑥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑦𝑦𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐶𝐶𝐶𝐶

𝜃𝜃
� (39) 

𝐹𝐹 = �
𝐹𝐹𝑡𝑡 ∙ cos(𝛽𝛽)

𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐹𝐹𝑡𝑡 ∙ sin(𝛽𝛽)
𝐹𝐹𝑡𝑡 cos(𝛽𝛽) 𝑦𝑦𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐹𝐹𝑡𝑡sin (𝛽𝛽) ∙ (𝑥𝑥𝐶𝐶𝐶𝐶 − 𝑥𝑥𝐶𝐶𝐶𝐶)

� (40) 

Donde 𝑥𝑥 e 𝑦𝑦 hacen referencia al sistema SAGV, y 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 es la 
fuerza centrífuga que actúa sobre el cuerpo del AGV [N]. 

Teniendo en cuenta la hipótesis de no deslizamiento, el 
cuerpo del AGV no se desplaza en la dirección del eje 𝑦𝑦 
embarcado en él, por tanto: 

 

𝑦̈𝑦 = 0 → 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝐹𝐹𝑡𝑡 ∙ sin (𝛽𝛽) (41) 

Del modelo de la unidad de tracción se sabe que la fuerza 
total de tracción (𝐹𝐹𝑡𝑡) se debe a la suma de momentos aplicados 
en cada una de las ruedas (𝑀𝑀𝑒𝑒, 𝑀𝑀𝑖𝑖): 

 

𝐹𝐹𝑡𝑡 = (𝑀𝑀𝑒𝑒 + 𝑀𝑀𝑖𝑖)𝑅𝑅𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

 

(42) 

5.2.3. Modelo de la distribución de carga en las ruedas 

En este apartado se desarrolla el cálculo de la carga de las 
ruedas en el plano YZ, no necesario en los anteriores debido a 
que se imponen condiciones de no deslizamiento y rodadura 
perfecta. De esta forma se incluye en el modelo dinámico la 
interacción entre la rueda y el suelo ya que la mayoría de los 
modelos existentes en la literatura (Han, Choi, y Choi, 2018) 
utilizan ambas cargas para calcular el deslizamiento de la rueda 
en el plano de rodadura. 

Para el cálculo de las cargas en cada una de las ruedas del 
AGV es necesario aplicar equilibrio de fuerzas y momentos en 
cada uno de los 3 planos, a pesar de que el AGV sólo se 
desplaza en el plano XY. Se distinguen dos casos: 
1. AGV estático: no hay fuerzas ni momentos de tracción. El

AGV y su carga están en reposo apoyados sobre la
superficie de rodadura. Esto permite calcular la posición
del centro de masas.

2. AGV en movimiento: hay momentos y fuerzas de tracción 
puesto que el AGV se está desplazando. Además también
puede aparecer la fuerza centrífuga al tomar una curva.

Como se trata de un sistema lineal, se puede aplicar el 
principio de superposición y desacoplar las fuerzas estáticas de 
las dinámicas. Esto permite simplificar los cálculos en 
simulación y ahorrar tiempo de procesador y memoria. 

AGV estático: 

Se considera un AGV que transporta varios bultos cuyas 
masas y centros de masas son conocidos. También se conocen 
la masa y la posición del centro de masas del AGV. Como la 
posición del centro de masas del AGV es conocida, se toma 
este punto como origen del sistema de referencia. Por tanto se 
calculan los desplazamientos del centro de masas del conjunto 
respecto del CM del AGV. 

Aplicando equilibrio de fuerzas y momentos en torno al CM 
del AGV se pueden calcular los desplazamientos: 

𝑑𝑑𝑥𝑥 =
1

𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + ∑ 𝑚𝑚𝑖𝑖
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

�𝑚𝑚𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 (43) 

𝑑𝑑𝑦𝑦 =
1

𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + ∑ 𝑚𝑚𝑖𝑖
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

�𝑚𝑚𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 (44) 

𝑑𝑑𝑧𝑧 =
1

𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + ∑ 𝑚𝑚𝑖𝑖
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

�𝑚𝑚𝑖𝑖𝑥𝑥𝑧𝑧

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 (45) 

Donde 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑧𝑧 representan la posición del CM de la carga 
𝑖𝑖 en los ejes (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ) del sistema SAGV, respectivamente (m); 
𝑚𝑚𝑖𝑖 es la masa de la carga 𝑖𝑖 (Kg), 𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 es la masa del AGV sin 
carga (kg), y 𝑑𝑑𝑖𝑖 es el desplazamiento del CM en los ejes 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 
𝑧𝑧 (m). 

Con este resultado se puede simplificar el cálculo de la 
carga en cada una de las ruedas del AGV. Para ello se aplica la 
condición de equilibrio de fuerzas y momentos respecto del 
centro geométrico, asumiendo que no existen aceleraciones 
angulares respecto del eje transversal y longitudinal. Las 
ecuaciones resultantes son: 
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�𝐹𝐹𝑧𝑧 = 𝑚𝑚𝑡𝑡 ∙ 𝑔𝑔 (46) 

(𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

2
= 𝑚𝑚𝑡𝑡 ∙ 𝑔𝑔 ∙ 𝑥𝑥𝐶𝐶𝐶𝐶  (47) 

(𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝑦𝑦𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

2
= 𝑚𝑚𝑡𝑡 ∙ 𝑔𝑔 ∙ 𝑦𝑦𝐶𝐶𝐶𝐶  (48) 

𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 (49) 

𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 (50) 

𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 (51) 

𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 (52) 

Las ecuaciones (49), (50), (51) y (52) se derivan de la 
geometría existente en la distribución de las ruedas en el AGV. 
Esto permite integrar la acción de las fuerzas normales en cada 
rueda en una única fuerza que se aplica sobre el eje (caso de 
𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧 y 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧) o sobre el lateral (caso de 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧 y 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧). El problema 
entonces admite una resolución como la presentada 
anteriormente, basada en la descomposición de dos problemas. 
El primero es un equilibrio de fuerzas y momentos en la 
dirección del eje 𝑥𝑥. De este problema se obtienen 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧 y 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧, 
que se pueden utilizar para calcular sendos equilibrios de 
fuerzas y momentos en cada eje, obteniendo así las cuatro 
fuerzas buscadas. 

Las cargas sobre las ruedas se mantienen constantes durante 
el movimiento del AGV siempre que la posición del CM no 
cambie. Esta condición se cumple a efectos de este trabajo. Por 
el teorema de superposición se pueden calcular estas cargas al 
inicio de la simulación y añadir después el efecto de la 
dinámica. 

AGV en movimiento 

Cuando el AGV se desplaza entran en juego fuerzas de 
aceleración y frenado, así como fuerzas centrífugas, que 
modifican la distribución de cargas calculada en el apartado 
anterior. Siguiendo el principio de superposición, se pueden 
calcular estas fuerzas aparte y luego sumar su efecto a las del 
caso estático. 

La fuerza centrífuga siempre se aplica sobre el centro de 
masas. Las fuerzas de aceleración y frenado, llamadas fuerzas 
de tracción a efectos de este trabajo, se aplican sobre el centro 
de tracción (CT). Se considera que estas fuerzas son las únicas 
fuerzas externas aplicadas. 

El CT debería estar situado en el eje 𝑥𝑥 de simetría del AGV, 
ya que de otro modo se generarían momentos de rotación no 
deseados al aplicar la fuerza de tracción. Esta consideración 
permite simplificar los cálculos, como se verá a continuación. 
Además, la 𝐹𝐹𝑡𝑡 no siempre actúa en la dirección del eje 𝑥𝑥 del 
AGV. 

Como se puede observar en la Figura 8, las ruedas de la 
unidad de tracción ya no están perfectamente alineadas, como 
en el caso anterior. Este resultado es especialmente relevante 
en el caso de que la distribución de la carga se realice entre las 
cuatro ruedas. Sin embargo, en el caso del Easybot, la unidad 
de tracción es independiente y el cuerpo del AGV se puede 
modelar como un triciclo. De esto se deriva que la carga 

soportada por el eje delantero se distribuye equitativamente 
entre las ruedas de la unidad de tracción. Esto permite 
simplificar enormemente los cálculos. 

β 

CT

y

x

CM

CAGV

Fc

Ft

CIR

β 

θ 

Figura 8: Carga sobre las ruedas con AGV en movimiento 

Aplicando equilibrio de fuerzas y momentos respecto del 
centro geométrico del AGV en los planos XZ, YZ (se asume 
que no se produce aceleración angular en estos ejes), se llega a 
los siguientes resultados: 

𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧 = −𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧 (53) 

𝐹𝐹𝑡𝑡 cos(𝛽𝛽) = 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧 ∙ 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  (54) 

𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧 = −𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧  (55) 

𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑦𝑦𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝐹𝐹𝑐𝑐 ∙ 𝑦𝑦𝐶𝐶𝐶𝐶  (56) 

Donde 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧 y 𝐹𝐹𝑡𝑡 se definen de la misma forma que 
para el cálculo estático. 

6. Control

Para validar los modelos del AGV se han realizado
simulaciones con distintas trayectorias. Para la navegación es 
necesario aplicar un controlador, que en este caso ha sido un 
PID con ganancia proporcional variable ya que el PID es la 
técnica de control más utilizada para la operación de AGVs. 
Las dos variables a controlar son:  
1.

 
La velocidad del AGV.

 

2. La posición del AGV, entendida como desviación
respecto de la trayectoria marcada en el suelo, la cual se
mide con el sensor de posición. De forma indirecta se
busca controlar la aceleración angular del AGV.

 

Para el control de velocidad se define el error de velocidad 
como:  

𝑒𝑒𝑣𝑣 = 𝑣𝑣𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑣𝑣 (57) 

La variable manipulada es el par total aplicado al eje delantero, 
𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡. Por tanto:  

𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝐾𝐾𝑝𝑝𝑝𝑝 ∗ 𝑒𝑒𝑣𝑣 + 𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖 ∗ � 𝑒𝑒𝑣𝑣 + 𝐾𝐾𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑒𝑒𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑑𝑑

(58)
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Donde 𝑒𝑒𝑣𝑣 es el error de velocidad (cm/s), 𝑣𝑣𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 la velocidad de 
referencia (cm/s), v la velocidad longitudinal del AGV (cm/s), 
𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 es el par total aplicado al eje delantero (Nm) y 
[𝐾𝐾𝑝𝑝𝑝𝑝 ,𝐾𝐾𝑑𝑑𝑑𝑑 ,𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖] = [5,1,0] son parámetros del controlador PID, 
obtenidos por prueba y error. 

La señal de error utilizada para el control de posición 
expresada matemáticamente es: 

𝑒𝑒𝜃𝜃 = ±��𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑥𝑥�2 + �𝑦𝑦𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑦𝑦�2 (59) 

Donde 𝑒𝑒𝜃𝜃 es el error de posición (cm), 𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑦𝑦𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡  son las 
coordenadas de la trayectoria de referencia y (𝑥𝑥,𝑦𝑦) las 
coordenadas del centro del sensor de posición del AGV, que 
coincide con el centro de la UT. 

El signo depende de la posición relativa respecto del centro 
del sensor. Si se referencian ambas coordenadas al sistema de 
referencia SUT, se obtiene: 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑒𝑒𝜃𝜃) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑈𝑈𝑈𝑈) (60) 

Ya que el eje 𝑥𝑥 del sistema SUT pasa por el centro del sensor de 
posición. 

La variable de actuación en este caso es la diferencia de par 
entre las ruedas izquierda y derecha de la UT, obteniendo por 
tanto la siguiente expresión: 

𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐾𝐾𝑝𝑝𝑝𝑝 ∗  𝑒𝑒𝜃𝜃 + 𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖 ∗ � 𝑒𝑒𝜃𝜃 + 𝐾𝐾𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑒𝑒𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑑𝑑

(61) 

Donde𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 es la diferencia de par aplicado a cada motor (Nm) 
y [𝐾𝐾𝑝𝑝𝑝𝑝,𝐾𝐾𝑑𝑑𝑑𝑑 ,𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖]= [0.5,0.2,0] son parámetros del controlador. 
A partir del par total en el eje, 𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡, y la diferencia de par en 
cada motor, 𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑, se obtienen las demandas individuales de par 
de cada motor acoplado a las ruedas delanteras: 

Td = 𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (62) 

Ti = 𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  (63) 

Donde Td es el par solicitado al motor de la rueda derecha 
(Nm) y Ti el par solicitado al motor de la rueda izquierda (Nm). 

Para mejorar el control se han implementado: 
• Ganancia proporcional variable en función de la

velocidad del AGV, siendo más pequeña a medida que
aumenta la velocidad. A mayor velocidad del AGV se
reducen las capacidades de actuación de las ruedas
(aumenta la inercia a la rotación, etc.), por lo que las
acciones muy bruscas podrían desestabilizar el AGV.

• Saturación del error integral para evitar efectos de
wind-up que podrían sacar al AGV de la trayectoria.

7. Resultados

Con el modelo del AGV desarrollado se ha ejecutado una
serie de experimentos de simulación usando scripts de Matlab 
desarrollados por nosotros, en los que se ha definido una 
trayectoria de referencia de tipo arco de circunferencia y dos 

perfiles de velocidad: sinusoidal y cuadrado, ambos con 
frecuencia 2𝜋𝜋. Durante la simulación se ha considerado que el 
par máximo entregable por los motores es de 100 Nm; este 
valor no aparece en las especificaciones del fabricante por lo 
que se ha estimado.  

7.1 Simulaciones sin carga 

La Figura 9 permite observar como el AGV (línea azul) es 
capaz de seguir la trayectoria objetivo (línea roja) con un error 
mínimo para el caso del perfil cuadrado. De hecho 
prácticamente se superponen las dos trayectorias. Como puede 
apreciarse. la trayectoria descrita es una circunferencia. La 
figura muestra el resultado de la ejecución durante los 20𝜋𝜋 
primeros segundos de la simulación. 

Figura 9: Trayectoria para perfil de velocidad cuadrado 

La Figura 10 muestra la evolución temporal de las 
coordenadas 𝑥𝑥 e 𝑦𝑦 del centro del AGV. referenciadas respecto 
del sistema fijo S0, durante los primeros 2.5𝜋𝜋 segundos de la 
prueba. 

Figura 10: Coordenadas del centro del AGV 
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La Figura 11 muestra el resultado obtenido al aplicar un 
perfil de velocidad cuadrado. La línea azul representa la 
velocidad longitudinal del AGV, 𝑣𝑣, en la ecuación (57), y la 
línea roja es la referencia 𝑣𝑣𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 de la ecuación (57). El AGV es 
capaz de seguir el perfil de velocidad pero con una fase de 
aceleración hasta que alcanza la velocidad objetivo. El tiempo 
que tarda en alcanzar esta velocidad depende del límite de par 
en los motores y de la masa del sistema. Si el límite de par es 
mayor, el sistema podrá acelerarse más y, en consecuencia, el 
tiempo será menor. 

 
Figura 11: Velocidad en curva con perfil cuadrado 

La Figura 12 muestra la velocidad del AGV frente a la 
referencia cuando se aplica una señal sinusoidal como perfil de 
velocidad. El código de colores empleado es el mismo de la 
Figura 11. El AGV sigue correctamente la referencia de 
velocidad sinusoidal pero con un ligero desfase que puede 
modificarse con el ajuste del controlador. 

Figura 12: Velocidad en curva con perfil sinusoidal  

La Figura 13 muestra el error de posición medido por el 
sensor durante la prueba con perfil sinusoidal. Se puede 
observar que en ningún caso el AGV pierde la trayectoria. Esto 
sucedería si el valor absoluto de la señal de error fuera mayor 

que 40 cm. Se comprueba que el AGV toma la curva un poco 
más abierta que la referencia, como indica el valor final del 
error. 

Figura 13: Desviación respecto a la trayectoria cuando el perfil de velocidad 
es sinusoidal 

7.2 Simulaciones con carga 

Para completar el estudio se ha realizado un test variando 
la carga transportada. El desplazamiento del centro de masas 
del AGV con carga, esto es, el conjunto [𝑑𝑑𝑥𝑥 ,𝑑𝑑𝑦𝑦 ,𝑑𝑑𝑧𝑧], calculado 
mediante (43-45), se ha fijado a [0.06, 0.12, 0.12]m. La 
trayectoria escogida es una circunferencia como en el 
experimento de la Figura 9 y el perfil sinusoidal como en el 
experimento de la Figura 12. Al comienzo del recorrido el 
AGV lleva una carga de 825 kg. En la mitad del recorrido, 
aproximadamente en el instante 20𝜋𝜋 s, su carga se reduce en 
800 kg, pasando a ser tan solo 25 kg. La Figura 14 muestra la 
variación de la masa total (AGV + carga) en el tiempo. 

Figura 14: Variación de la carga transportada 
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La velocidad del AGV en este experimento se representa 
en la Figura 15. El código de colores es el mismo que en la 
Figura 11. Antes del instante 20𝜋𝜋, es decir mientras que el 
AGV va cargado con 825 kg, se puede observar como el AGV 
no es capaz de llegar a la velocidad objetivo. Esto es debido a 
la limitación de par que se ha impuesto en la simulación. Si el 
par fuera mayor, se conseguiría una mayor aceleración y con 
ello se seguiría mejor el perfil de velocidad. Sin embargo 
cuando la carga se reduce, el perfil de velocidad se sigue 
correctamente. 

 Figura 15: Velocidad con perfil sinusoidal y variación de carga en la mitad del 
recorrido 

Otro aspecto importante a considerar es la influencia de la 
carga en el error de seguimiento. Por ello, la figura 16 
representa el error de seguimiento obtenido en este 
experimento. Como se puede apreciar en la primera mitad del 
recorrido, es decir aproximadamente hasta 20𝜋𝜋 s, el error es 
positivo y en la segunda mitad el error es negativo. Se puede 
observar que el AGV tiende a dar la curva más abierta cuando 
va cargado, porque el error llega a 2.25 mm en la primera mitad 
del recorrido y en la segunda mitad tan solo llega a -2mm.  

Figura 16: Error de posición cuando el perfil de velocidad es sinusoidal y se 
produce variación de carga en la mitad del recorrido 

Por otro lado también se puede apreciar como el error es 
más oscilatorio en el tramo en el que el AGV no va cargado. 
Una explicación plausible a estos dos efectos es que el AGV 
circula a mayor velocidad y tiene una menor inercia durante el 
tramo en el que no va cargado, es decir en la segunda mitad del 
recorrido.  

8. Conclusiones y trabajos futuros

En este proyecto se ha desarrollado e implementado un
modelo completo, cinemático y dinámico, de un AGV 
comercial. Se ha tomado como referencia el AGV Easybot Std 
410 de la empresa ASTI Mobile Robotics. 

Este AGV es un vehículo complejo ya que es un sistema 
híbrido triciclo-diferencial. Se ha partido de un modelo 
cinemático, que se ha obtenido combinando los modelos 
existentes en la literatura para un sistema diferencial y para uno 
tipo triciclo. Para el modelado de la dinámica de este AGV se 
ha empleado el método de Newton-Euler. Se han obtenido con 
esta aproximación las ecuaciones de la dinámica traslacional y 
rotacional del mismo. 

Se ha generado después un modelo que representa el 
comportamiento dinámico del AGV híbrido. Para validar el 
modelo del vehículo se ha aplicado un control PID y se han 
realizado diferentes simulaciones para una trayectoria curva 
con diferentes perfiles de velocidad y distintas cargas. 

Los resultados obtenidos en simulación se adecuan al 
comportamiento de un AGV bajo estas condiciones. Además 
el controlador está bien sintonizado obteniendo un error de 
guiado menor que 1,2 mm en el caso sin carga y entre 2,5 mm 
y -2 mm para el AGV con carga. 

Como trabajos futuros se podrían incorporar otros 
elementos del AGV que afectan al modelo dinámico, como el 
efecto del remolque, o la interacción rueda suelo, lo que 
permitiría comprobar los límites de operación del AGV, 
especialmente situaciones de vuelco (García, Valero, 
Bohórquez, 2020). 
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