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Els limits del meu llenguatge son els limits del meu mon.

Ludwig Wittgenstein (1889-1951)
Tractatus Logico-Philosophicus, Proposicié 5.6.






Introduccio

L’objectiu d’aquest text és donar suport a ’aprenentatge dels metodes de re-
solucié d’alguns tipus d’equacions diferencials ordinaries, sistemes diferencials
lineals i equacions diferencials en derivades parcials. Al mateix temps pre-
tenem també mostrar alguns aspectes dels fonaments d’aquestos temes. Les
equacions diferencials constitueixen un camp ben ampli de les matematiques i
I’estudi d’aquestes es pot dur a terme des de diversos abordatges. El punt de
vista que mostrem en el text és fonamentalment analitic, és a dir, esta orien-
tat a la descripcié de procediments de resolucié d’equacions diferencials, amb
un enfocament practic i adrecat a un curs sobre equacions diferencials de sis
credits d’un grau en enginyeria. Hem intentat també mantenir una perspectiva
pedagogica i enfocada als objectius concrets de ’assignatura, sense perdre de
vista la correcci6é formal en I’exposicié dels continguts. En la redaccié del text
hem sigut conscients que no és facil oferir una visié exhaustiva dels procedi-
ments de resolucié esmentats i que, per consegiient, haviem de fer una eleccié
dels continguts del text. Aquesta elecci6é s’ha dut a terme en consonancia amb
el que es podria exposar en un curs de sis credits i amb les necessitats d’un
grau en enginyeria.

El text esta organitzat de la forma segiient. En el Tema 1 mostrem conceptes
fonamentals en relacié a les funcions de variable complexa que seran d’utilitat
en temes posteriors. Hem hagut d’excloure una part tant important de la
teoria de funcions de variable complexa com és la integracié en el pla complex
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Introduccio

(amb resultats essencials com la férmula integral de Cauchy o la férmula dels
residus). No obstant, introduim la nocié de residu d’una funcié holomorfa en
una singularitat aillada tenint en compte la rellevancia d’aquest concepte en
temes posteriors (en concret, en el calcul de transformades inverses de Laplace
o de Fourier). Partint del problema general del calcul explicit de primitives
de funcions de variable real, el Tema 2 esta dedicat a donar una visié molt
general de les equacions diferencials, enfocada a mostrar metodes analitics de
resolucié d’equacions diferencials ordinaries.

El Tema 3 esta adrecat a ’estudi a les equacions diferencials lineals, inclou
resultats com la férmula de variacié de constants o el metode dels coeficients
indeterminats. En aquest tema estudiem també problemes de contorn. En el
Tema 4 mostrem les propietats basiques de la transformada de Laplace i les
seues aplicacions a la resolucié de problemes de valors inicials. En el Tema
5 mostrem com aplicar desenvolupaments en serie de potencies per a resoldre
problemes de valors inicials, només en el cas en que les condicions inicials estan
formulades en un punt regular de ’equacié diferencial.

Els Temes 6 i 7 els dediquem a l’estudi dels sistemes diferencials lineals. En
particular, en el Tema 7 incidim en el cas de sistemes de coeficients constants i
les tecniques per a la seua resolucié utilitzant funcions de matrius. En el Tema
8 estudiem la serie de Fourier associada a una funcié periodica, incloguem
també les aplicacions d’aquesta eina a la resolucié d’equacions diferencials en
derivades parcials mitjancant el metode de separacié de variables. El Tema
9 el dediquem a l’estudi de les propietats fonamentals de la transformada
de Fourier i les seues aplicacions a la resolucié d’alguns tipus d’equacions
diferencials ordinaries i en derivades parcials. Al final de cada tema s’inclou
una seccié amb exercicis, hem inclos la solucié per a la major part d’aquestos.

Degut a I’extensio del text, hem preferit no incloure explicitament aplicacions
de les equacions diferencials a ambits de l'enginyeria i de la ciencia en gene-
ral. Algunes referéencies duen a terme aquesta tasca de manera molt eficient i
grafica, com ara els textos [2], [4], [6], [16], [19], [23] i [28], entre d’altres.

L’elaboracié d’aquest text ha estat motivada per la meua experiencia en la
imparticié de l'assignatura Matematiques 111 en el grup en valencia del Grau
en Tecnologies Industrials i en el Grau en Enginyeria de ’Energia, i també en
I’assignatura Complements de Matematiques per a Anivellament del Master
Universitari en Enginyeria Industrial de la Universitat Politecnica de Valencia.
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Introduccio

Per tant, en I’eleccio dels continguts del text he considerat tant el que s’ha estat
especificant habitualment en les guies docents de les assignatures esmentades
des de la seua creacié com alguns punts de vista que s’ofereixen en altres
materials docents adregats a aquestes mateixes assignatures (com per exemple

[18]).

Vull mostrar el meu agraiment a tots aquells alumnes que d’una forma o una al-
tra han participat activament en les meues classes i han seguit versions previes
d’aquest text en cursos passats, i també al Servei de Promoci6 i Normalitzacid
Lingiiistica i a ’Editorial UPV. Gracies al suport de tots ells he aconseguit
trobar la motivacié per a engegar i completar la redaccié d’aquest text.

Valencia, 22 de juny de 2022
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Capitol 1

Funcions de variable
complexa

En aquest capitol durem a terme una breu introduccié a les funcions comple-
xes de variable complexa. En particular introduirem una nocié tan impor-
tant i basica com la de funcié holomorfa i mostrarem les versions en variable
complexa de la funcié exponencial, de la funcié logaritmica i de les funcions
trigonometriques i hiperboliques. També estudiarem la nocié de residu d’una
funcié holomorfa en una singularitat aillada, aquesta nocié tindra aplicacions
en diverses operacions relacionades amb la resolucié d’equacions diferencials.
Es pot trobar un estudi més detingut i profund de les funcions de variable
complexa en la referencia [9].
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1.1 Operacions basiques en C

Denotarem per R el cos dels nombres reals i per C el cos dels nombres com-
plexos. Recordem que C = {a + ib: a,b € R}. Considerarem en C la suma i
el producte habituals, tenint sempre en compte que 7 denota el que es coneix
com unitat imaginaria i que aquest element de C verifica, per definicié, que
i? = —1.

Siga z = a+1ib € C, on a,b € R. Ens referirem a a i a b com la part real
i la part imaginaria de z, respectivament, i escriurem a = Re(z), b = Im(z2).
L’expressio z = a + ib rep el nom de forma binomica o cartesiana del nombre
complex z. Direm que z és un nombre imaginari pur quan Re(z) = 0.

Donat un z € C, z = a + b, on a,b € R, definim el conjugat de z com el
nombre Z donat per
Z=a —1b.

Per tant, Re(Z) = Re(z), Im(Z) = —Im(z). Observem que

Re(z) = 5

Definim també el modul de z com
|z| = Va? + b2

Veiem que el modul de z és igual a la distancia que hi ha entre el punt (a,b) €
R? i I'origen de coordenades en R2. La prova del segiient resultat és senzilla i
la proposem com a exercici.

Proposicié 1.1. Per a tot parell de nombres z,w € C es verifiguen les
seglients afirmacions:

algun X € Rxy.



1.1 Operacions basiques en C

ZW| = |Z{|Ww|. n particutar, |2 = |z ,peraonE >1-
8 En particular, |2" " tot n € Zs

Siz e C, z #0, es defineix 27! com

1 2
z ]zP

Es immediat veure que zz~*

= z7!'2 = 1. Donats z,w € C, w # 0, denotem
per = el nombre complex que s’obté al realizar 'operaci6 zw~t. Per tant, a
I’hora d’expressar £ en forma binomica realitzarem les segiients operacions:
w
z ZWw

w Jwp
Es pot comprovar facilment que

(1) () =21, peratot z€C, z #0.

) = Z, per atot z,w e C, w#0.

(3) |£] = £}, per a tot z,w € C, w # 0.

Es clar que podem identificar geometricament C amb R?, ja que tot nombre
complex z = a+ib, on a,b € R, esta determinat univocament pel parell (a,b).
Aixi, donats dos nombres z,w € C, es defineix la distancia entre z i w com
|z — w].

Denotem per S! la circumferéncia unitat de C centrada en 0, és a dir
St={z€C:lz| =1}
Es obvi que S' es pot reescriure de la forma segiient:
S' = {cos() +isin(f) : 0 € R}.

Definicié 1.2. Donat un z € C~ {0} qualsevol, tenim que é sempre té modul

igual a 1, és a dir, é—‘ pertany a S*. Per tant, sempre tindrem una relacié de

la forma .
— = cos(f) + isin(6), (1.1)

||
per a algun # € R. Anomenarem argument de z a tot nombre # € R que
verifique la relacié anterior.
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Donat un z € C ~\ {0}, tot argument de z mesura I’angle que existeix entre el

semieix real positiu i el vector de R? determinat per z.

A partir de (1.1) obtenim la igualtat

z = |z|(cos(#) + isin(h))

la qual es coneix com forma trigonométrica de z.

Observacié 1.3. (1) Fixem un z € C, z # 0. D’acord amb la definicié

(2)

d’argument, si 6 i §" sén arguments de z, aleshores cos(f) = cos(f’) i
sin(0) = sin(@’). Es a dir, existeix un k € Z tal que 6 — 0’ = 2k

A partir de I'observacié anterior, veiem que si |a, b[ és qualsevol interval
obert de longitud 2, aleshores existeix un inic argument de z pertanyent
a Ja, b[. Fixem un a € R. Com que l'interval Ja — 7, o+ 7] té longitud 27,
existeix un tnic argument de z pertanyent a Ja — m, & + 7[. Denotarem
aquest argument de z per arg,(z). En particular, si o és un argument
de z, tenim que arg,(z) = a.

Donat un « € R, definim
H, = {r(cos(a) + isin(a)) : 7 < 0}. (1.2)

Geometricament, H, és la semirecta de C que forma un angle igual a
a + 7 radians amb ’eix positiu de les z. Per exemple:

Hy = {r(cos(0) + isin(0)) : 0} ={r:r<0}=]—00,0]

r <
H —{r((zos( )—I—zsm(%)) r <0} = {ir:r <0}
Hy = {r(cos(m) +isin(m)) : r <0} = {—r:7r <0} = [0, +o0[.

[NE]

Veiem que, si z € C~\ {0} i @ € R, aleshores arg,(z) esta definit si i
només si z € C \ H,. Denotarem per D, el conjunt C \. H,, per a tot
ac R

El nombre arg,(z) rep el nom d’argument principal de z. Per tant
arg,(z) €] — m,m[ 1 aquest nombre es pot calcular si i només si z no
pertany al semiex negatiu, és a dir, z € C~{r € R: r < 0} = Dy. Donat
un z €0, 400, és obvi que arg,(z) = 0.
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Exercici 1.4. Siga z =z + iy € DO, on x,y € R. Proveu, tenint en compte

que arctg és una funcié de R en | — 7, 7|, que
arctg(%), siz>0
arctg(4) 4+, siz<0,y>0
arg(z) = { arctg(¥) —m, siz,y <0
B six=0,y>0
-5 siz=0,y<0.

Proposicié 1.5. Siguen z,z’ € C. Suposem que z i 2z’ s’escriuen en forma
trigonométrica com z = |z|(cos(8) + isin(f)) i 2" = |2’|(cos(0") + isin(f’)), on
0,0 € R. Aleshores:

(1)
(2)

22" = |z]|2|(cos(0 + 0) +isin(0 +6')).

Z = H‘(COS(H —0") +isin(d —0')), si 2/ #0.

!

La prova del resultat anterior és senzilla i la proposem com a exercici.

Com a conseqiiencia directa de la primera relacié de la Proposicié 1.5 s’obté la
coneguda formula de De Moivre, la qual diu que si z € C, n € Z>; i z s’escriu
en forma trigonometrica com z = |z|(cos(6) + isin(f)), aleshores

2" = |z|" (cos(nB) + isin(nh)) .

Veurem en la Seccié 1.3 que les relacions de la Proposicié 1.5 admeten una
reformulacié molt 1til en termes de la funcié exponencial.

Exemple 1.6. Siga z = —1 + i. Expressem 2'® en forma binomica. Tenim

que:
e (2o () <0 ()
— 918/ <cos (18%) +isin (18?%)) — 5124

Definicié 1.7. Siguen z,w € C i siga n € Z>;. Es diu que z és una arrel
n-eésima de w o que z é€s arrel d’ordre n de w si 2" = w.



Capitol 1. Funcions de variable compleza

Exercici 1.8. Siguen w € C~\ {0} i n € Z>;. Siga 6 un argument qualsevol
de w. Proveu que w té només n arrels n-esimes distintes i que aquestes venen
donades en forma trigonometrica per:

0+ 2k 0+ 2k
zr = /|w] <cos <+nTr> + isin <+nﬂ>) (1.3)

onk=0,1,...,n—1.

Si w € C~ {0}, veiem que totes les arrels n-esimes de w tenen modul igual a
{/|w| 1 que aquestes s’identifiquen amb els vertexs d’un poligon regular inscrit
en la circumferéncia de centre en 0 i radi {/|w|.

Exemple 1.9. Resolguem l'equaci6 2° + 32 = 0. Donat un z € C, tenim que
2" 4+32=0 2" = -32.

Un argument qualsevol de w = —32 és ¢ = w. Per tant, aplicant la relacio
(1.3) per a k =0,1,2,3,4, obtenim que les solucions de I'equacié sén:

=2 (o (1) +ism (2)
=2 o () 0 (%)
=2 o () 0 (7)) =
=2 o () ()
o= s () 0 (%))

1.2 Series de nombres complexos

En aquesta seccié mostrarem breument alguns fets fonamentals relatius a les
successions i les series de nombres complexos. Assumirem familiaritat amb els
conceptes i resultats basics sobre successions i series de nombres reals.

Definicié 1.10. Siga {a,}2°, una successié de nombres complexos, és a dir,
una aplicaci6 Z>, — C. La regla o expressié que associa el nombre a,, a cada
n € Zxq es coneix com el terme general de la successio.

Suposem que cada terme a, s’escriu en forma binomica com a, = x, + 1Y,
per a tot n > 0. D’aquesta forma {z,}>° ;1 {y,}>>, sén dues successions de
nombres reals.
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(1) Direm que {a, }>2 , és convergent quan {z, }>° ;i {y,}>>, sén convergents.
Suposem que x,y € R sén tals que x = lim x,, i y = lim y,. Aleshores
n—oo n—oo

direm que x + iy és el limit de {a, }2°, 1 escriurem
lim a, =z + iy = (lim xn> +i(lim yn> (1.4)
n—o00 n— 00 n—00

(2) Es diu que la successi6 {a, }>°, és divergent quan no és convergent, és a
dir, quan no existeix el limit de {x,}°2, 0 no existeix el limit de {y, }°2.

La relacié lim,,_,, a,, = x 41y es correspon amb la idea intuitiva que a mesura
que n creix, la distancia entre a,, i el limit z + iy va tendint a zero. La prova
del segiient resultat és immediata.

Proposicié 1.11. Siga {a,}°, una successié de nombres complexos. Siga
l € C, aleshores
lim a, = ¢ <= lim |a, —¢| =0.
n— oo

n— oo

Exemple 1.12. Considerem la successié {a,}>°, de nombres complexos do-
nada pel terme general

_in® —2in+1

bR+

per a tot n € Z>(. Duent a terme els calculs corresponents, veiem que la forma
binomica del terme general de la successio és

6n2 — 2n N 5nt—10n3 —1
a, = i
25mt +1 25mt +1

Qp,

per a tot n € Zso. Per tant {a,}>°, és convergent i lim a, = é
n— oo

Definicié 1.13. Siga {a,};°, una successié de nombres complexos. A partir
d’aquesta successié podem formar el que s’anomena successio de sumes parcials
associada a {a,}> . Aquesta és la successio {5, }°, donada per

So = ag
Si=ap+a
Sy = ag+a; +ay

Sn:a0+a1+a2+~--+an:2ar.
r=0
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El limit d’,aquesta successi, quan existeix, es denota per >~ a, irep el nom
de série. Es a dir:

o0
g a, = lim S,.
n— o0
n=0
Es habitual fer un abus de nomenclatura anomenant també serie a la successiéd
oo I~T e
{80}, Aixi:

(1) esdiuquelaserie Y . a, és convergent quan existeix el limit de {S,,}5° .
Aquest limit rep també el nom de suma de la série ), ay.

(2) Si el limit de {S,}22, no existeix, aleshores direm que la série Y . a,
és divergent.

El limit de {S,,}22, es correspon amb la idea intuitiva de sumar tots els termes
de la successié {a, }22,. Es senzill provar que .~ a, és convergent si i només
si les series >~ Re(a,) 1 > - Im(a,) sén convergents. En aquest cas es té

que
Zan = ZRe(an) +1 Zlm(an)
n=0 n=0 n=0

O equivalentment, es tenen les segiients relacions:

Re i a, | = i Re(ay,)
n=0 n=0

Im f: a, | = i Im(a,).
n=0

n=0

Exemple 1.14. Siga z € C. Estudiem, en funcié de z, la convergencia de la
N o) n N 5 . Ny .

serie ), 2". Aquesta serie s’Tanomena série geomeétrica de rad z. Donat un
n € Zxo, observem que

(1-—2) izr = izr - iz“’l = i(zr — 2" =1 -t
r=0

r=0 r=0 r=0

Per tant, tenim que

i n+1, siz=1
ZZT = 1 _Zn+1 . (15)
et —= ., siz#1.

r 1—-=2



1.2 Séries de nombres complexos

., . N (o' n oz I , . . .
Aix{ tenim que la serie )" 2™ és convergent si i només si |z| < 11ien aquest
cas es té que

o= tim Yo = i = (16)
Z = 1Im Z = 11m = . .
o n— o0 n—oo | — 2 1—2

r=0

En particular, tenim que la serie Y |z|" és convergent si i només si |z] < 1
i en aquest cas
§ 2" =

n=0 |’

Es senzill provar el segiient resultat, el qual ajuda en el calcul de la suma d’una
serie.

Proposicié 1.15. Siguen Y.~ a, i Y ., b, dues séries convergents de nom-
bres complexos. Aleshores

oo

Z(aan—i—ﬁb —aZan—l-,Bme

n=0 n=0

per a tot a, B € C.

Exemple 1.16. Considerem la serie

§<3 (%>n+2<_%+i>)

Calculem, si existeix, la suma d’aquesta serie. Tenint en compte les desigual-
tats % <li|—-3%i+4i= % < 1 concloem, per 'Exemple 1.14 i la Proposicié
1.15, que

S0 25+ 1)) =X () X (he )

n=0
1 747
2 : — i
31—1/5+ 1— (-2 49 148Jr
Donada una successié {a, }22,., onm € Zs,, el significat de >_ - a,, és analeg

al que hem vist en la Definicié 1.13 reemplacgant els termes S, de la definici6
de la successié de sumes parcials per

Sp =am + Qg1+ -+ per a tot n > m.



Capitol 1. Funcions de variable compleza

Si partim d’una successié {a, }°,, i fixem un m € Zx4, aleshores és immediat

o0 7 t ) 7 . (o) 7 t E
veure que .-, a, ¢és convergent si i només si )~  a, és convergent. En
aquest cas es té que

Zan:a0+a1—|—---+am_1+(Zan>.

n=0

En general, determinar la convergencia d’una serie no és un problema senzill.
Mostrem a continuacié tres resultats que ajuden en aquesta tasca en algunos
Casos.

Teorema 1.17. Si la série de nombres complezos Y.~ a, €és convergent,
aleshores

lim a, = 0.
n— oo

Demostracio. Siga S, = ag+a;+---+a,, peratotn > 0,isiga S = ZZ‘;O ap.
Es a dir: § = lim, . S,. Tenim que a, = S, — S,_1, per a tot n > 1.
Aleshores, aplicant limits a ambdues bandes de la igualtat anterior obtenim
que
lim a, = lim S,, — lim S,_.;, =5—-S5=0.
n—oo n—oo

n—oo
O
El reciproc del Teorema 1.17 és fals en general. Per exemple, la série Y07 |+

no és convergent (vegeu una prova d’aquest fet en [1, p.227]) i en canvi
lim,, o0 %L = 0. En general, és ben sabut que la série > >~ nip és convergent si
i només si p > 1 (vegeu [1, p.234]).

Es pot trobar una prova del segiient resultat en [1, p.229].

Teorema 1.18. Suposem que {a, }>° | és una série decreizent de nombres reals

positius tal que lim,,_, . a,, = 0. Aleshores la série Zf;l(fl)"an €s convergent.

Com a aplicacié del resultat anterior, veiem que la serie - (—1)"1 és con-
- n

vergent. La demostracié del segiient resultat es pot trobar, per exemple, en
1, p.235].
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1.2 Séries de nombres complexos

Teorema 1.19. (Criteri de 'arrel)
Considerem una série de nombres complexos Y ., a, tal que el segiient limit
existeix:
A= lim {/|ay,|.
n—roo
Aleshores:

(1) SiX<1, lasérie Y, |an| convergeiz.

(2) SiA>1, la série Y., a, divergeiz.
(3) Si A =1, no podem determinar la convergéncia a través del valor de .

Proposicié 1.20. Siga {a,}>2, una successié de nombres complezxos tal que
a, # 0, per a tot n suficientment gran. Considerem els limits

a/n+1
Qp

pw= lim
n—oo

A= lim {/|a|
n—oo

Si existeix el limit u, aleshores A també existeix © A = p.

Hi pot haver casos en els quals el limit A del resultat anterior existeix pero u
no existeix. Agd ocorre per exemple per a la successié {a, }>°; donada per

1 . 7
{nm si n és parell
Gp =

si n és imparell.

PPER)
Proposem com a exercici dur a terme les corresponents comprovacions i també
la prova de la Proposici6 1.20 (vegeu [1, p.257)).

Definicié 1.21. Es diu que una serie Y .~ a, és absolutament convergent

e o0 z
quan la serie > 7 |a,| és convergent.

En general, tota serie Y - absolutament convergent és convergent (vegeu [1,
Teorema 8.18]) i a més

00 00
> <Yl
n=0 n=0

El reciproc d’aquesta afirmacié és fals, és a dir, no es pot concloure que
00 . . . ey ) /
Y ono lan| siga convergent a partir de la condicié que >~ a,, és convergent.
N . ‘. <. o) nl .
Un exemple que posa aco de manifest és la serie ”  (—1)"~. En el segiient
resultat veiem que la condicié de convergencia absoluta és important a I’hora
d’expressar el producte de series també com una serie.
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Capitol 1. Funcions de variable compleza

Teorema 1.22. (Mertens)
Siguen Y07 g an @ Y- b, dues séries convergents. Suposem que una d’elles
és absolutament convergent. Aleshores

(o) (X0) -2
n=0 n=0 n=0
on ¢, = ZZ:O agbn,_r = agb, + a1b,_1 + -+ a,_1b1 + a, by, per a tot n > 0.

En general, la igualtat anterior no es verifica sense la hipotesi que alguna de
les series Y. a, 0 Y. b, siga absolutament convergent (vegeu [1, 8.32,
p.261]).

Hi ha un tipus de series que sera d’especial interés en la seccions posteriors, es
tracta de les series de potencies. Siga zy € C. Una série de poténcies centrada
en zg és una serie que s’escriu de la forma

(o)
Z an,(z — z)"
n=0

on a, € C, per a tot n > 0. Acceptant el conveni que 0° = 1, tenim que la
suma de la serie Y~ a,(z — 20)™ quan z = zj és igual a ay. Es a dir, aquesta
serie convergeix almenys quan z = zj.

Per exemple:

o0
1 . .
. E 2—nz” és una serie de potencies centrada en zy = 0.

n=0
e 2

n
. Z m(z + 1)" és una serie de poténcies centrada en zy = —1.
n=0

Apareix aixi el problema natural de determinar quins soén els valors de z € C
per als quals una serie de poténcies > - a,(z — 2o)™ és convergent. Veurem
que el conjunt d’aquestos z dona lloc a un subconjunt de C que no té una
forma qualsevol.

Donat un R > 0 denotem per D(zy, R) el disc obert centrat en z, de radi R,
és a dir:
D(zy,R) ={z € C: |z — 2| < R}.
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