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Resumen

En este trabajo se presenta una panoramica del desarrollo de los métodos basicos de andlisis y disefio de controladores y
observadores por modos deslizantes de orden superior. Inicialmente se describen los controladores por retroalimentacién de estados
con una ley de control discontinua, que generan un modo deslizante de cualquier orden. Posteriormente se presenta una nueva clase
de algoritmos por modos deslizantes de orden superior, que consisten en una retroalimentaciéon de estados continua y una accién
de control integral discontinua. Se describen también observadores por modos deslizantes, que estiman los estados del sistema en
tiempo finito, y que permiten obtener un controlador por retroalimentaciéon de la salida. Todos los disefios presentados se basan
en el uso de funciones de Lyapunov (explicitas), que constituyen una contribucién importante del grupo de trabajo de los autores
en la Universidad Nacional Auténoma de México. La presentacion es tutorial y solo se dan los resultados, dejando a un lado la
formalizacidn rigurosa y las pruebas matematicas. Para ello se refiere al lector a la literatura pertinente. Se ilustran los resultados
mediante simulaciones y la validacién experimental en un sistema de levitacién magnética.

Palabras clave: Modos deslizantes, Control de estructura variable, Métodos de Lyapunov, Control integral, Observadores no
lineales.

Lyapunov-based HOSM control
Abstract

We give an overview of the methods of analysis and design of High-Order Sliding Mode Controllers (HOSM) and observers,
including also those taking advantage of a discontinuous integral action. First, discontinuous state feedback controllers enforcing a
sliding mode of arbitrary order are described. Then a recent class of HOSM controllers is presented, which consists of a continuous
state feedback controller and a discontinuous integral term. High-order sliding mode observers are also introduced, which are able
to estimate robustly and in finite time the states of the uncertain plant, and they allow the implementation of an output feedback
control law. All described designs are based in explicit Lyapunov functions, what is a main contribution of the research group of
the authors at the Universidad Nacional Auténoma de México, in Mexico City. The paper is tutorial and only the basic results
are presented, leaving aside the rigorous mathematical formulation and proof. For this the appropriate literature is referred to. The
results are illustrated using simulations and an experimental validation in a laboratory set up of a magnetic levitation system.

Keywords: Sliding Modes, Variable Structure Control, Lyapunov Methods, Integral Control, Nonlinear Observers

1. Introduccion . . .
to o y forzarla a que se anule o = 0 en tiempo finito, y a que

se mantenga en ese valor para todo tiempo futuro, a pesar de
El control por modos deslizantes (CMD) (Utkin et al., 2009; la acci6n de perturbaciones o a la presencia de incertidumbres
Shtessel et al., 2014) busca disefiar una variable de deslizamien- en el modelo del sistema. Para lograr tal objetivo se requiere

* Autor para correspondencia: jmorenop@ii.unam.mx
Attribution-NonCommercial-ShareAlike 4.0 International (CC BY-NC-SA 4.0)



Moreno, J. A. et al. / Revista Iberoamericana de Automatica e Informatica Industrial 19 (2022) 394-406 395

utilizar una ley de control discontinua. El control por modos
deslizantes clésico (o de primer orden) (CMDPO) (Utkin et al.,
2009) alcanza este objetivo cuando la variable de deslizamiento
tiene grado relativo p = 1 con respecto a la variable de control.
El control por modos deslizantes de orden superior (CMDOS)
(Levant, 2001; Fridman and Levant, 2002; Levant, 2005a,b; Le-
vant and Michael, 2009; Shtessel et al., 2014) extiende estos
resultados a un grado relativo arbitrario p > 1.

Ya que la implementacién del control por modos deslizantes
de orden superior requiere conocer los valores de la variable de
deslizamiento y sus derivadas temporales hasta orden p — 1, es
decir, 6 (1), 6 (1),---, 6~V (1), ha sido necesario desarrollar
diferenciadores exactos y robustos, es decir, que puedan obte-
ner en tiempo finito el valor correcto de tales derivadas (Le-
vant, 1998, 2003; Bartolini et al., 2000; Bejarano and Fridman,
2010; Kobayashi et al., 2007; Floquet and Barbot, 2007; Da-
vila et al., 2005; Shtessel and Shkolnikov, 2003; Efimov and
Fridman, 2011). Estos diferenciadores requieren hacer uso de
términos de correccidén discontinuos, ya que las acciones de co-
rreccion continuas no pueden lograr tal objetivo.

Los disefios cldsicos de controladores y estimadores por
modos deslizantes de orden superior se han basado principal-
mente en métodos geométricos, que son usualmente muy efec-
tivos para sistemas de bajo orden (Levant, 1993, 1998, 2001,
2003) o, mas recientemente, en el uso de la homogeneidad y
la contraccidn de las ecuaciones e inclusiones diferenciales ho-
mogéneas (Levant, 2005a,b, 2007; Levant and Michael, 2009).
La homogeneidad (Bacciotti and Rosier, 2005; Levant, 2005a;
Bernuau et al., 2014) ha sido precisamente la propiedad que
ha permitido establecer las caracteristicas cualitativas bésicas
de los algoritmos de modos deslizantes homogéneos de orden
superior, tales como por ejemplo la convergencia global y en
tiempo finito, la robustez y la precision.

En contraste, la teoria de control no lineal moderna se basa
fuertemente en el uso de funciones del tipo de Lyapunov para
el andlisis y el disefio (Freeman and Kokotovic, 1996; Moulay
and Perruquetti, 2006). Esto se debe a la intima conexién de es-
te formalismo con el control 6ptimo, la robustez y los diversos
conceptos de estabilidad interna y externa. En particular, pa-
ra el disefio de controladores por retroalimentacion el concep-
to de funciones de Lyapunov de control robustas ha jugado un
rol fundamental en el desarrollo de métodos de disefio de con-
troladores en las ultimas tres décadas (Freeman and Kokotovic,
1996). Una ventaja de las funciones de Lyapunov es que ofrecen
medidas cuantitativas que son muy Utiles en el disefio de con-
troladores y observadores. Muchos de los métodos de andlisis
y disefio numéricamente efectivos tiene su raiz en las funciones
de Lyapunov, como por ejemplo las desigualdades matriciales
lineales (LMI por su nombre en inglés). Por este motivo es natu-
ral intentar combinar la homogeneidad y los métodos de Lyapu-
nov para obtener una teoria de andlisis y disefio de controlado-
res y observadores por modos deslizantes de orden superior mas
avanzada y mds cuantitativa. Los métodos de Lyapunov permi-
ten desarrollar procedimientos de disefio y ajuste de ganancias
para controladores y diferenciadores por modos deslizantes y
extensiones a sistemas con ganancia variable.

Este ha sido uno de los objetivos de nuestro grupo de control
en la UNAM durante la dltima década. En estos dltimos afios
se han dedicado muchos esfuerzos para encontrar funciones de

Lyapunovlsuaveslylnolsuaves,/fuertesloldébiles,/paralalgoritmos!
del modosl deslizantes] del segundol orden! (Morenol and] Osorio,]
2008;IMoreno,!2009;!Cruz-Zavalaletlal.,]2010;]Moreno,12011;[
Morenoland!Osorio,12012;IMoreno,]2013;/Polyakoviand(Pozn-
yak,[2009b,a,l 2012;] Orlov, 2009),  inicialmente,] y! luego! paral
ordenlarbitrario.

Controladores! homogéneos! por! modos! deslizantes! del or-
den] arbitrario, basados! en! funciones| de! Lyapunovl explicitas,!
fueron! obtenidos! por! primeral vez! en! (Cruz-Zavalal and] Mo-
reno,12014b)I(véaseltambién] Cruz-ZavalalandlMorenol(2014a,[
2016b,12017)),ImientraslquelfuncionesldelLyapunovlexplici-tas]
ylsuaves]paraldiferenciadores’Thomogéneosldelordenlarbitra-riol
fueron! desarrolladas] enl (Cruz-Zavalal and! Moreno,! 2016a).0
Posteriormente]tambiénsel disefiaron! controladores! porlmodos!
deslizanteslusandol funcionesldel Lyapunovlexplicitaslen](Ding]
etlal.,]2015,12016),lolmediantelellmétodoldellalfunciénldelLya-
punovlimplicitalenl(Polyakovletlal.,[2015,12016).[Esteliltimolm
étodolpresentalellinconvenienteldelqueles/necesariolcalcularlen]
lineall 1al ley! del control,[ 1ol que! hace! sul implementacién! mas]
costosal computacionalmente.! Tampocol hal sidol posiblel desa-
rrollarldiferenciadoreslporlmodosldeslizantes!delordenlsuperior!
mediantelelmétodoldellalfunciénlimplicita.

Unaldellasimayoresidesventajas!dellcontrollpormodosides-
lizantes] es! 1al aparicionl del! fenémenol del castarieol (ol “chatte-
ring”’),lquelconsistelenloscilaciones!causadaslporquellalsefiallde!
controll suichealalunal altal frecuencia,! debidol allal discontinui-
dadldellalleyldelcontrol.[Estelindeseablelfendmenoldeterioralel]
desempefiol dellsistemalenlazolcerradolylpuedelcausarlelldes-
gasteldelloslactuadores./Cuandolellgradolrelativoles]pl=I1, el
usoldell super-twisting,lunl algoritmo! clasicol de] MDOS[ del se-
gundol orden,] constituyel unal estrategial cldsical (Levant,] 1993;]
Fridman] and[ Levant,! 2002;! Levant,l 2007)! paral obtener] una’
sefiall del controll continua,]conlunal posiblel reducciénl dell cas-
tanieol (Pérez-Venturaland Fridman,[2019b)..Ellcontrol porimo-
dosldeslizantesldelorden!superioriconlaccionlintegral,ltambién]
denominado! controll porl modos] deslizantes! continuos,] es! unal
extensionldellcontrollsuper-twistinglparalgradolrelativolarbitra-
rio,ly! fuelintroducidolenunal seriel de! trabajos] (Zamoraletlal.,]
2013;I Kamalletlal.,]2014;l Fridman(etlal.,]2015;] Kamalletl al.,]
2016;.Moreno,2018a;IMercado-Uribeland’Moreno,’2020b) pot!
nuestrolgrupoldeltrabajoldella]lUNAM.

Ellobjetivolprimordialldelestelarticuloles/presentarlunalvi-si
6nl panoramicaldel! desarrollo] dellos! métodos] del andlisis] y! di-
sefioldelcontroladores]yldiferenciadores!porlmodosideslizantes!]
delorden’superior,incluyendoltambiénllalaccionlintegral,/basa-
doslenlellusoldelfunciones!delLyapunovlexplicitas./Comolestal
halsidolunalcontribuciénlimportanteldelnuestrolgrupoldeltrabajol
en/lalUNAM,[debidoltambiénlallalextensionldel’ temalylporira-
zonesdellimitacionldelespacio, noslcentraremoslespecialmente]
en!los! trabajos! desarrollados! en] nuestrol grupo.[ También! pre-
sentaremos! del maneral simplificadall oslm étodoslly Iresultados,]
siendollaxoslenlalformulacion/matematica,lconlellfinldelhacer!
maslcomprensiblelelltextolalllectorlnolespecializadolenlelltemal
ylporlrazonesldelbrevedad.[Omitiremos(todasllaslpruebas,/paral
lolcuallcitaremos]lasireferencias’apropiadas,lenllasiqueselpue-
denlencontraritodosllosldetallesitécnicosirequeridos.[Porfiltimo,]
tambiénpresentaremoslsololloslresultadoslbasicos,/dejandolde]
ladolmuchaslextensiones.
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El resto del trabajo estd organizado de la siguiente forma.

En la siguiente Seccién 2 se formulard y dard una perspectiva
del problema de control por modos deslizantes de orden supe-
rior. En la Seccién 3 se presenta el método basado en funciones
de Lyapunov para disefiar controladores por modos deslizan-
tes desarrollado en nuestro grupo, mientras que la Seccién 4 lo
hace para el diferenciador por modos deslizantes de orden su-
perior. La Seccién 5 formula el problema y da una perspectiva
del control por modos deslizantes con accion integral (o con-
trol por modos deslizantes continuos), mientras que la Seccién
6 expone los resultados bésicos obtenidos en este topico, basa-
dos en funciones de Lyapunov. En la Seccién 7 se exhibe un
ejemplo ilustrativo de los resultados obtenidos, y la Seccién 8
concluye el articulo con algunos comentarios finales.

2. El problema del Control por modos deslizantes

Considérese un sistema dindmico incierto, con entrada de
control u afin y escalar, es decir, u € R, descrito por

t=f(t,2)+g(t, 2)u, (1)

dénde z € R” representa al vector de estados. Los campos vec-
toriales f(¢,z) y g(¢,z) en R" son suaves e inciertos, y la di-
mension n puede ser también incierta.

Un problema bésico de control consiste en la estabilizacion
robusta del origen z =0 de (1), a pesar de las incertidumbres y/o
perturbaciones presentes en fy g (Khalil, 2002; Isidori, 1995,
1999). Nétese que problemas de seguimiento robusto de refe-
rencias variantes en el tiempo pueden ser reformulados como
problemas de estabilizacién robusta.

El control por modos deslizantes (CMD) es un método muy
efectivo para resolver este problema. La estrategia de disefio de
un CMD consiste en dos pasos:

1. Seleccionar una variable de deslizamiento
o=h(tz), b)

dénde 6 € Ry #: R x R® — R es una funcién suave. o
debe ser tal que:
a) o tenga grado relativo p > 1 bien definido (Isidori,
1995) con respecto a u, es decir,

oo dc®@
ow = o T o

dénde 6 = Lh(1,z);y

b) la dindmica del sistema (1) restringida a la variedad
de deslizamiento 6 = 0 tenga un punto de equilibrio
en el origen asintdticamente estable.

2. Disenar una ley de control discontinua
u:(p(g’...’G(P*l)) 3)

que asegure que se logre que & (¢) = 0 en tiempo finito,
y que se mantenga en ese valor a pesar de las incertidum-
bres y/o perturbaciones.

El CMD clésico o de primer orden (CMDPO) (Utkin et al.,
2009; Khalil, 2002) se caracteriza porque el grado relativo

p = 1. El control por modos deslizantes de orden superior (CM-
DOS) (Levant, 2001, 2005a; Shtessel et al., 2014), es una ex-
tensidon mas reciente, que permite grados relativos p < n arbi-
trarios.

Como el grado relativo estd bien definido, el sistema (1)-(2)
puede ser transformado a la forma (Isidori, 1995)

) X=X, i=1,.,p—1,
Z'{ Xp=al(t,z)+b(t,2)u, ¥
E: n=¢(r,n,x), (5)

dénde x := [x1,...,xp] " = [0,...,6(P~V]T, y las funciones es-
calares a(t,z) y b(t,z) pueden contener perturbaciones e in-
certidumbres desconocidas, que corresponden, por ejemplo, a
errores de modelado. Se asume que ellas son uniformemente
acotadas para todo z € R™ y todo ¢t > 0, es decir,

0<Ky<b(t,z) <Kum,la(t,z)| <C, (6)

para algunas constantes positivas conocidas C, K, K.

El vector n € R" P es el estado de la dindmica reducida
(o dindmica cero) E (Isidori, 1995)). Ella describe el compor-
tamiento del sistema restringido a la variedad de deslizamiento
o = 0. Por disefio se sabe que cuando x = 0, E tiene un punto
de equilibrio en el origen 1) = 0 asintéticamente estable.

El disefio de o en (2) ha sido considerado ampliamente en
la literatura, en particular para el CMDPO (Utkin et al., 2009),
y no lo discutiremos en este trabajo. Como la ley de control (3)
no depende de la dindmica E, tampoco la consideraremos aqui.

Debido a las incertidumbres y/o perturbaciones presentes en
el sistema, representadas por (6), el sistema X en (4) se describe
en forma natural por la siguiente inclusion diferencial (ID) (Le-
vant, 2005a; Filippov, 1988; Bacciotti and Rosier, 2005; Deim-
ling, 1992; Levant and Livne, 2016; Bernuau et al., 2014, 2016)

. xi:xi+17i:17“'7p_17
ZID'{ %p € [—C, Cl+ [Ki, Knu, )

dénde [a,b] C R representa el intervalo de puntos entre a y b,
a < b. Recuérdese que para una inclusién diferencial x € F (z, x)
el lado derecho F (¢, x) es un conjunto para cada punto (¢, x), y
no un punto, como en el caso de las ecuaciones diferenciales.
Si F (¢, x) satisface ciertas condiciones estdndares (Filippov,
1988; Bacciotti and Rosier, 2005) se puede asegurar la exis-
tencia de soluciones, en el sentido de Filippov (Filippov, 1988),
de la inclusion diferencial. Este es el caso de (7) y de las inclu-
siones diferenciales que encontraremos en este trabajo. Notese
que Xp; no depende de las propiedades particulares del sistema
original y la inclusién diferencial solo “recuerda’ las constantes
P, C, Km, KM.

Dada una o apropiada, el problema de control se resuelve
disefiando una ley de control (3) u = ¢ (x) para (7), que estabi-
lice robustamente el punto x = 0 en tiempo finito. Nétese que
si la ley de control ¢ es continua, debe ocurrir que ¢(0) = 0.
En tal caso, si C > 0, el punto x = 0 en (7) no puede ser un
punto de equilibrio. Por lo tanto, una ley de control ¢ continua
no puede lograr la estabilizacion del punto x = 0 en (7). En-
tonces los métodos clésicos de disefio de controladores estabili-
zantes continuos, como los presentados en (Isidori, 1995, 1999;
Khalil, 2002), no pueden ser utilizados para nuestro propdsito.
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Concluimos que es indispensable utilizar una ley de control ¢
que sea discontinua, al menos en el punto x = 0. Nétese que la
implementacién de la ley de control (3) requiere la estimacion
de las variables x en tiempo finito. El movimiento en el conjun-
too=--=cP 1= 0, 6 x = 0, que consiste en trayectorias
de Filippov (Filippov, 1988), se denomina modo deslizante de
orden p (Levant, 2003, 2005a).

Cuando p =1, en el CMD clésico, x = 0 € R es esca-
lar y la ley de control (3) se reduce a la funcién signo u =
¢ (x) = ksigno(x), con k suficientemente grande (Utkin et al.,
2009; Khalil, 2002). Para p > 2 la determinacién de funcio-
nes ¢ robustamente estabilizantes en tiempo finito es una tarea
mds dificil. El uso de funciones ¢ homogéneas, como ha sido
propuesto por A. Levant (Levant, 2005a), simplifica mucho el
encontrar soluciones a este problema.

2.1. Funciones y sistemas homogéneos

Los sistemas (continuos y discontinuous) homogéneos tie-
nen una larga historia (Zubov, 1964; Hahn, 1967; Hermes,
1991; Nakamura et al., 2002; Orlov, 2003; Bhat and Berns-
tein, 2005; Bacciotti and Rosier, 2005; Levant, 2005a; Andrieu
et al., 2008; Orlov, 2009; Nakamura et al., 2009; Bernuau et al.,
2013a, 2014; Levant and Livne, 2016; Bernuau et al., 2016).
Recordaremos algunos conceptos bésicos acerca de funciones y
sistemas (ecuaciones e inclusiones diferenciales) homogéneos.
Para mas detalles ver (Bacciotti and Rosier, 2005; Bernuau
et al., 2013a, 2014, 2016, 2013b; Bhat and Bernstein, 2005;
Deimling, 1992; Filippov, 1988; Hestenes, 1966; Andrieu et al.,
2008; Levant, 2005a; Levant and Livne, 2016).

Para cada vector x = [x1,...,x,] | € R"y cada escalar € > 0
definimos el operador de dilatacién ALx = [€"1xy,...,e"x,] T,
dénde r; > 0 son los pesos de las coordenadas x;, y r =
[r1,....7a] T el vector de pesos. Una funcién escalar V : R* — R
se dice que es r-homogénea de grado | € R si la identidad
V(ALx) = €'V (x) se cumple para todo € > 0y x € R". De igual
manera, un campo vectorial f : R” — R”", o un campo vecto-
rial multivaluado F (x) C R, son r-homogéneos de grado | € R
si las identidades f(ALx) = €'ALf(x), 6 F(ALx) = €'ALF (x),
se cumplen para todo € > 0 y x € R". Un sistema se dice que
es homogéneo si su campo vectorial (para ecuaciones diferen-
ciales (ED)) o su campo vectorial multivaluado (para ID) es
r-homogéneo de algiin grado.

Sistemas homogéneos, sean descritos por ED o ID, tienen
propiedades muy especiales e importantes (Bacciotti and Ro-
sier, 2005; Bhat and Bernstein, 2005; Andrieu et al., 2008;
Hermes, 1991; Levant, 2005a; Levant and Livne, 2016; Ber-
nuau et al., 2013a, 2014, 2016). Por ejemplo, para sistemas ho-
mogéneos: (i) atractividad local del punto de equilibrio en x =0
es equivalente a estabilidad global y asintética. (ii) Si el sistema
tiene grado de homogeneidad negativo, atractividad equivale a
estabilidad en tiempo finito. (iii) Estabilidad interna de un sis-
tema con entradas es equivalente a la estabilidad externa.

Otra propiedad importante es que la estabilidad asintética
de sistemas homogéneos (continuos o discontinuous) puede ser
estudiada mediante funciones de Lyapunov homogéneas (Zu-
bov, 1964; Hahn, 1967; Hermes, 1991; Rosier, 1992; Nakamu-
ra et al., 2002; Bacciotti and Rosier, 2005; Levant, 2005a; Bhat
and Bernstein, 2005; Bernuau et al., 2013a, 2014, 2016; Levant
and Livne, 2016): Si el origen de la ID homogénea x € F(x) es

global y asint6ticamente estable (en el sentido fuerte), entonces
existe una funcion de Lyapunov fuerte homogénea y suave ™.

Notacion: Para la variable real z € R y el nimero real p € R
el simbolo [z]” = |z|Psigno (z) representa a la potencia signada
p de z. En particular, [z|° = signo (z) es la funcién signo.

2.2.  Control por modos deslizantes de orden superior ho-
mogéneo

En una serie de trabajos cldsicos, y usando herramien-
tas geométricas y la teoria de ecuaciones diferenciales ho-
mogéneas, A. Levant ha derivado familias de controladores (3)
homogéneos por MDOS (Levant, 1993, 2001, 2003, 2005a,b,
2007; Levant and Michael, 2009). Por razones de espacio no
se presentan las formas concretas de los controladores. En es-
tos trabajos el problema de estabilizacién se resuelve utilizando
una ley de control por retroalimentacién de estados (3), acotada
y r-homogénea de grado 0, es decir, Ve > 0, Vx € RP

U= ¢ (x17-x27"' 7xp) = ¢ (Sr]xh 8r2x27"' ) grpxp) ) (8)

conr = (p,p—1,...,1), que hace que el origen x = 0 sea ro-
bustamente estable en tiempo finito para el sistema X;p (7). La
funcién ¢ es discontinua en el modo deslizante x = 0. La in-
clusion diferencial en lazo cerrado (7)-(8) es r-homogénea de
grado —1, y satisface las condiciones estdndares. El disefio de
los controladores, asi como el andlisis de robustez, precision y
las propiedades de convergencia se hacen mucho maés féciles si
se impone la propiedad de homogeneidad. Esto es también vali-
do para los observadores. Esto explica que la homogeneidad se
haya convertido en un ingrediente importante del CMODOS, y
la mayor parte de los controladores y estimadores por MDOS
en la actualidad son homogéneos.
Algunas de las ventajas del CMD son las siguientes:

= Compensacion exacta de las incertidumbres y perturba-
ciones acopladas, es decir, modeladas por (6).

» La dindmica del sistema en lazo cerrado, después de un
tiempo finito, estd dado por (5) con x = 0, y es de orden
reducido, ya que evoluciona en una variedad de dimen-
sién n — p. Para el CMDPO esta variedad deslizante es
una dimension menor que el espacio de estado del sis-
tema. Usando un CMDOS de orden p, la dimensién de
la variedad de deslizamiento es n — p, y puede reducirse
hasta 0 si p = n, el orden del sistema.

= La convergencia a la variedad de deslizamiento se obtie-
ne en tiempo finito. Si p = n, el origen del sistema es
alcanzado en tiempo finito.

Sin embargo, algunas desventajas son también apreciables:

= El uso de una ley de control discontinua, para asegurar-
se que las trayectorias permanecen sobre la superficie de
deslizamiento, es causante del castarieo (“chattering”),
que es una sefal de control suicheada de alta frecuencia.
El castafieo tiene efectos indeseables en el sistema, como
el reducir la vida de los actuadores, excitar dinamicas de
alta frecuencia de la planta, usualmente no modeladas, y
un alto consumo de energia.
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= La estabilizacién del origen ocurre asintéticamente, ya
que, aunque las trayectorias alcanzan la superficie desli-
zante en tiempo finito, su evolucién sobre esta superficie
estd descrita por una dindmica suave y el origen es al-
canzado solo asintéticamente. Solo en el caso de que el
CMDOS se realice con grado relativo igual al orden del
sistema, es decir, p = n, la estabilizacién se alcanza en
tiempo finito.

En la préxima Seccién 3 presentaremos algunas familias de
Controladores homogéneos por MDOS que resuelven el pro-
blema para cualquier conjunto de pardmetros (p, C, K, Ky).
Estos controladores se diferencian de los propuestos por A. Le-
vant (Levant, 2003, 2005a,b; Levant and Michael, 2009) en su
forma y en que son obtenidos mediante el uso de funciones
de Lyapunov de control suaves, homogéneas y explicitas. Ya
que la implementacién del controlador (8) requiere los valo-
res de o y sus derivadas hasta oP=1), es decir del estado x de
Yp, en la Seccién 4 se propone un observador homogéneo por
MDOS, que puede estimar el estado x de ¥;p exacta y robusta-
mente en tiempo finito para cualquier conjunto de parametros
(p,C, K, Kyr). Este observador corresponde al diferenciador
propuesto por A. Levant (Levant, 2003, 2005a), pero con la di-
ferencia de que su andlisis y disefio se realizan mediante el uso
de funciones de Lyapunov suaves, homogéneas y explicitas.

3. Diseiio a la Lyapunov de controladores por modos des-
lizantes de orden superior

El uso de funciones de Lyapunov (fuertes) para el analisis
y el disefio de CMD de segundo orden fue iniciado en (Moreno
and Osorio, 2008; Davila et al., 2009; Moreno, 2009; Davila
et al., 2010; Moreno, 2010; Santiesteban et al., 2010; Cruz-
Zavala et al., 2011a,b; Kochalummoottil et al., 2011; Cruz-
Zavala et al., 2012; Sanchez and Moreno, 2012; Cruz-Zavala
et al., 2013; Sanchez and Moreno, 2013, 2014). Para MDOS
de orden arbitrario se desarrollaron controladores basados en
Funciones de Lyapunov en (Cruz-Zavala and Moreno, 2014b,a,
2016b, 2017; Ding et al., 2015, 2016).

Basados en Funciones de Lyapunov de control, suaves
y homogéneas, presentaremos familias de controladores ho-
mogéneos por MDOS. Los detalles y las pruebas se encuentran
en (Cruz-Zavala and Moreno, 2014b,a, 2016b, 2017).

Dado un grado relativo p > 2, asignamos los pesos de ho-
mogeneidad r; = p —i+ 1 a las variables x;, obteniendo el vec-
tor r = (p,p —1,..., 1). Definase también una secuencia no
decreciente arbitraria de niimeros reales positivos ¢; tales que
p<a <---<op 1 <. Adicionalmente, definase recursi-
vamente, para i = 2,--- p, las funciones r-homogéneas y ¢!

;o 61 (%) =[x P kT [0 (i)

©))

o
o1 (&) =[x] ?
con ciertas constantes k; > 0 a diseflar, y dénde X;
[xp, - )T

Para cualquier constante m > max;<ij<p {p + 1+ ai_1 — i}
definanse recursivamente, para i = 2,--- p, las funciones r-
homogéneas y ¢!

Vi) = 2B Vi) = Vi ) + W () (10)

o

1

%—1
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Wi i) = % |xi|rﬂi — Vi1 (%i1)] mr;i'in+ (1 - %) [Vie1 ()?i—l)ﬁ
an
= Tit1
vi(x) = —ki[or (xi)] o0 - vi () = —ki [0y (%) ]
(12)

con constantes arbitrarias % > 0. 6; (%;), v; (%) y V; (X;) son r-
homogéneas de grados @, rir1 y m, respectivamente. V. (x) =
V) (¥5) es una funcién de Lyapunov de control suave y r-
homogénea para el sistema incierto (7), para ganancias k; apro-
piadas.

De V. (x) se pueden obtener diversos controladores ho-
mogéneos para (7). En particular, se obtienen la siguientes fa-
milias de controladores discontinuos y cuasi-continuos

up = —kop (x) = —kp [0p ()] |

e = —kptc () = —kp 20

13)
(14)

M(x)’

dénde M (x) es cualquier funcién continua, r-homogénea y po-
sitiva definida de grado o,. Por simplicidad asumimos ademas

que |(;5<(;))‘ < 1. Los controladores homogéneos (13)-(14) se de-
rivan de V, (x) imponiendo la condicién %‘S‘)(b (x) > 0 en todos

los puntos dénde ag‘T'Lx) # 0 (Cruz-Zavala and Moreno, 2017).

Esta observacién permite obtener diversas expresiones equiva-
lentes (en el sentido de la estabilidad) de las leyes de control
(13), (14).

Los valores de k;, para i = 1,---, p — 1, pueden ser fija-
dos dependiendo solamente de p y ¢, y son los mismos pa-
ra los controladores discontinuos y cuasi-continuos, pero son
independientes de (K, Ky ,C). En contraste, k, se selecciona
dependiendo de los valores de K,,, K)y y C para producir el
modo deslizante de orden p, y los valores son diferentes para
los controladores discontinuos y cuasi-continuos. Notese que
los controladores discontinuos presentan discontinuidades no
solo en el conjunto de deslizamiento {x = 0} sino también en
el conjunto dénde o, (x) = 0, mientras que los controladores
cuasi-continuos son solo discontinuos en el conjunto de desli-
zamiento, debido a lo cual estos dltimos producen un menor
efecto de castafieo.

Dependiendo de la seleccién de los pardmetros libres p <
oq < --- < op se obtienen diferentes familias de controlado-
res. [lustramos estas familias presentando los controladores de
6rdenes p =2, 3:

Controladores discontinuos
Controladores anidados: Algunas de las ¢; son diferentes.

a |0
up = —ky ﬁxzj 24k [x 7 J

a3 0
o “© o o
' uzp = —ks {[x3j“3+k§‘3 IVDCQJZZ—ka [xIJfJ ZJ (15)

Controladores relevados polinomiales: Cuando p =
apil:...:al:azp
0
|

l_q |—)C1J E JO

NIR

usr = —kz ﬁxzja +ky [x1]

k2 |—X2J

DR
wIR

sk = —ks [ [x3 )% + + (16)
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dénde, si p =2, ky = k¥;sip =3, ki = kSkP, ko = kS5 y si
p >3,k :Hﬁfil k?,parai: 1,---, p— 1. Controladores re-

levados polinomiales tienen una forma especialmente simple.

Controladores cuasi-continuos

Controladores anidados: Algunas de las o; son diferentes.
Los pardmetros f3; > 0 son arbitrarios

[x2] % + k22 x| 7

23
2| *2 + By |x1| 2

urp = —kz

a3

o 2} o 23
T 4k [XIJ32J 2

uﬂ%+w?[hﬂ

uzg = —ks3 a7y

a3 3 3
Pe3|™ + Ba 2] 2 4 B |xa |

Controladores relevados polinomiales: Cuando op =
ap_lz...:alzaZp

NETRECHE
2| % 4 Br x| 2

3 [x3]% + & (xzjfw‘q Wf
3% + Ba 2| 2 + By |xt |3

U20R = —

(18)

U30R = —

Todos estos controladores solucionan el problema de esta-
bilizacién robusta en tiempo finito formulado en la seccién 2.

Teorema 1. Para cualquier p > 2, cada uno de los controlado-
res discontinuos o cuasi-continuos en (13)-(14), con pardme-
tros arbitrarios p < 0y < --- < 0, B1 > 0,---, Bp_1 >0, es
r-homogéneo, y para kp suficientemente grande se establece el
modo deslizante de orden p en x = 0 en tiempo finito para el
sistema incierto (7), si las ganancias ky,--- , kp 1 son seleccio-
nadas apropiadamente.

Usando las propiedades de los sistemas homogéneos (Le-
vant, 2003, 2005a; Levant and Livne, 2016) es posible obtener
las siguientes figuras de precisién en presencia de ruido de me-
dicién y/o ruido de discretizacion.

Teorema 2. Considere la planta incierta (7), con cualquiera de
los controladores por retroalimentacion de estados (13) o (14),
y supongase que las hipotesis del Teorema 1 son satisfechas.
Astimase que el control se realiza con un intervalo de discreti-
zacion T. En tal caso el estado x alcanza, después de un tiempo
finito, una vecindad del origen, denominada “modo deslizante
real”, y caracterizada por

b ()] < &i7°, -+ b (1)] < &7, |5 ()] < Gy,

y permanece en ella para todo tiempo futuro. 8y,-- - , 8y >0 son
constantes positivas que dependen solamente del controlador
seleccionado, los pardmetros (C, Ky, Ky, p) y las ganancias,
pero son independientes de Ty de las condiciones iniciales.

Usando la Funcién de Lyapunov (10) se puede probar que
el tiempo de convergencia es una funcién acotada del estado
inicial (Bernuau et al., 2014, Theorems 5.6, 5.7).

Proposicion 3. Los controladores (13)-(14), en lazo cerra-
do con (7), hacen que la trayectoria de estado que inicia en
x0 =x(0) € R" alcance x = 0 en un tiempo finito inferior a

1
T (xo0) <mmpVy" (x0) , (19)

donde la constante M es funcion de las ganancias (ky,....kp),
Kn.yC.

Si la cota de la perturbacién [—C, C] es variante, con una
cota superior conocida, es posible disefiar un controlador con
ganancia variable.

Teorema 4. Suponga que en (7) C = C + O(t, z), dénde la
Juncion ©(t,z) > 0 es conocida. Entonces, los controlado-
res (13)-(14), con kp reemplazada por la ganancia variable
(K (t,2) +kp), estabiliza el origen x = 0 en tiempo finito, si la
ganancia ky es suficientemente grande y K, K (t,z) > O(t, z).

Escalamiento de las ganancias: Si el vector de ga-
nancias k = (ky,---,kp) es estabilizante, entonces pa-
ra toda L > 1 el vector de ganancias escalado k; =

1 1 ., .1
(LPky,---,LP+T=ik;, .-, Lky) también es estabilizante. Para

los controladores relevados polinomiales las ganancias k; =
pta

—1, 07 .
H?:i k}’ !, para i = 1,---,p — 1, se escalan como k; —

L(priill? k;. Adicionalmente, la velocidad de convergencia es ace-
lerada para L > 1, o el tamafo de la perturbacién permitida C
se incrementa a LC.

Las ganancias k; pueden ser calculadas en forma recursiva
como k; >0

1
ki+l>Gi+1(k17"'7ki)’"'7kp>K7(GP (kla"'akpfl)—"_c)v
m

doénde las funciones G; se obtienen de la funcién de Lyapu-
nov V. (x) y dependen de p, ¥ y o; (Cruz-Zavala and Moreno,
2017). Las ganancias pueden también parametrizarse en fun-
cion de k; como

P
(-1 1
ki >0, k= ik{ ™ kp > = (pk] +C) . (20)

para algunas constantes positivas ; que dependen de p,
Y% y ;. Algunos valores, calculados numéricamente para
up en (16), con ¢ = p, son: p =2, W = 1,62; p = 3,
(“2 =15 us = 3725); p =4 (#2 =2, U3 =845, Uy = 30)
Notese que esta parametrizacién puede ser usada para todos los
controladores, excepto el valor de kp, que es diferente para los
controladores continuos y cuasi-continuos. Los valores también
pueden ser usados con el controlador de ganancia variable.

Las ganancias obtenidas a partir de la funcién de Lyapu-
nov pueden ser muy grandes para aplicaciones practicas, asi que
puede requerirse un ajuste basado en simulaciones (ver (Cruz-
Zavala and Moreno, 2016Db)).

4. Diferenciador exacto y robusto

Considere una sefial f (¢), definida en [0,c0), y que es me-
dible en el sentido de Lebesgue. Suponga que puede ser des-
compuesta como f(t) = fo(z) + v(¢), dénde fo(z) es la sefial
base que se quiere diferenciar y que pertenece a la clase .7
de seiiales, que son (n — 1) veces diferenciables y cuya deriva-
da (n—1) tiene una constante de Lipschitz L > 0 conocida, es
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decir,

fén) (t)’ < L. El término v () corresponde a una sefial de

ruido uniformemente acotada |v(z)| < &,Vt > 0.

Para estimar las derivadas de la sefial base utilizaremos el
siguiente diferenciador homogéneo, exacto y robusto, propues-
to por Levant (Levant, 1998, 2003, 2005a)

n—i

X,Z—A,Lﬁ |—x1_fJ " +xi+17 i= 17 ,l’l—l
b= L[~ 1. en

Debido a que (21) tiene lado derecho discontinuo, sus solucio-
nes se entenderdn en el sentido de Filippov (Filippov, 1988). La
prueba de la convergencia de (21) fue hecha mediante el uso
de la contraccion de inclusiones diferenciales homogéneas en
(Levant, 2003, 2005a). En (Cruz-Zavala and Moreno, 2016b,
2019) se introdujo una funcién de Lyapunov suave para reali-
zar la prueba. A continuacién se presentard una variante de tal
funcién de Lyapunov (ver (Moreno, 2018c¢)).

. . .., A i—1
Definiendo el error de diferenciaciéon como ¢; = x; — fél )
y haciendo el escalamiento

= - 1
in€ My ([zl+v(t)J0+l[—1, 1]) ) (22)
n
dénde v(1) = YW e [~1,1]¢ y
- A
=L hi=—,i=1,---,
Ao y A 2 l n
Para € = 0 el sistema (22) es una inclusion diferencial ho-
mogénea con grado d = —1 y pesos r = [ry, -+, 1], donde

ri=n+1—iparai=1,---,n Para n > 2 fije p; tales que
pi>ri+ripi=2n—i)+lyp=p1>ri+rn=2n—-1>1
Nétese que p; > piyi parai=1,---, n.

Una funcién de Lyapunov para (22) es V (z) = Vi (z), defi-
nida recursivamente (hacia atrds) por

ri
Vi (Z,-) = BiZi (zi, zit1) +Vi.pﬁ1+1 (E,-H) )
(23)

donde z; 2 (ziy++,20), Bi >0,i=1,---, n, son arbitrarias y

B
Vn Zn :7an7n,,,,
(zn) pn| |

Pi—Ti

ron o 2
Zi(zis zi1) = i‘zi =g [z () [ | 24)
1

V (z) es r-homogénea de grado pj, continuamente diferenciable
y positiva definida.
El siguiente resultado se prueba en (Moreno, 2018c)

Teorema 5. Bajo las hipdtesis hechas sobre la sefial f (t), en
ausencia de ruido (v (t) =0) y para unas ganancias A; >0, i =
1,---, n, seleccionadas apropiadamente, el origen 7 =0 de la
dindmica de error de diferenciacion (22) es estable en tiempo
finito. V (2) en (23) es una funcion suave de Lyapunov para todo
p>2n—1yB; > 0y satisface la desigualdad diferencial

p—1

V<—xV(z) 7, (25)

para alguna constante ¥ > 0. El tiempo de convergencia puede
estimarse por

T(20) < 2V (z0). 26)

De V(z) (23) se puede estimar el tiempo de convergencia
y derivar un método para calcular las ganancias A; que asegu-
ran la convergencia del diferenciador. Esto constituye una gran
ventaja comparado con los resultados cldsicos (Levant, 2003,
2005a), que no permiten esto.

Proposicion 6. Dado n > 2 seleccione p; tal que p; > r; +
rip1=2m—-i)+lyp=p1>r+n=2n—1>1:

1) La secuencia de ganancias A RN L puede ser calcula-
da hacia atrds como sigue: (a) Seleccione A, > 1, y ;Ln >0.(b)
Parai=n,n—1,---,2 elija Aici tal que

I i}’1)7

donde w;_ es una funcion obtenida de V(z) (ver (Moreno,
2018c¢)) y que depende solo de (Z,-, e Z,,), piyBi-1, - Bn-

2) Para cualquier j=1,---,n—1 las ganancias (j,j o )
son apropiadas para el diferenciador de orden n— j.

Aic1 > @1 (Aqy-

Usando las propiedades de los sistemas homogéneos obte-
nemos las figuras de precisién siguientes (Levant, 2005a; Le-
vant and Livne, 2016):

Proposicion 7. Para una seiial de ruido uniformemente acota-
da (v (t)| < €) y ganancias del diferenciador estabilizantes, el
error de diferenciacion x; (t) —f(ghl) (t),i=1,---,n, satisface
las siguientes desigualdades después de un tiempo finito

n—i+l

50—V @ < oL e @7

; depende de las ganancias A; y de ¥ > 1.

Es posible estimar las constantes 1; en (27) usando la fun-
ci6én de Lyapunov (Moreno, 2018c; Cruz-Zavala and Moreno,
2019). Como se discute en (Levant, 1998) los exponentes de €
y L en (27) son 6ptimos.

Noétese que el diferenciador (21) converge exactamente, a
pesar de la entrada desconocida f () (t). Esto es posible debido
a la discontinuidad en su dltimo término de correccion, que in-
duce un modo deslizante. Esto es imposible para un algoritmo
continuo (ver (Levant, 1998, 1993; Vasiljevic and Khalil, 2008)
para una discusién més detallada).

Control por modos deslizantes por retroalimentacion de la
salida. Usando las funciones de Lyapunov desarrolladas, es po-
sible probar la convergencia global del sistema en lazo cerrado
por retroalimentacién de salida (Moreno, 2018c)

Xi = Xig1,
€[=C, C = kp[Kin, Kul9 (%) ,
: i poi

%= —kLP [$1 —y] P +%it1, (28)

A A 0

Xp=—kpL[%1 —y]|" ,
con cualquier controlador ¢(x) discontinuo (13) o cuasi-
continuo (14).

Una consecuencia importante del uso del diferenciador en la

implementacién del controlador por modos deslizantes es que
no se requiere conocer la transformacion que lleva al sistema

(1) ala forma (4)-(5). Solo se requiere conocer las constantes
C, Ky, Ky,
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5. Control por modos deslizantes con accion integral

Es bien sabido que una de las mayores desventajas del con-
trol por modos deslizantes es la aparicion del efecto de castarieo
(“chattering”). En las ultimas décadas se han propuesto diversas
estrategias de mitigacion del castafieo. Recordemos brevemente
algunas de ellas.

Reemplazo del control discontinuo por una saturacion.
Quizas la mas conocida consiste en cambiar la funcién signo
por una funcién continua, usualmente la funcién saturacién
(Utkin et al., 2009; Khalil, 2002). Sin embargo, la precision del
CMD se ve afectada.

Extension artificial del grado relativo. Una estrategia cldsi-
ca (Levant, 1993, 2005a; Bartolini et al., 1998) consiste en con-
siderar en el sistema (4) como variable de estado a la entrada, es
decir, &t = v, con lo que se obtiene una nueva variable de control
v, y el grado relativo de o con respecto aves p + 1. Si se disefia
un controlador por modos deslizantes de orden p + 1, es decir,
v=i=2¢ (0',--- ,oP=1), 0'(P>), la sefial de control u resul-
tante es continua, desapareciendo el suicheo de alta frecuencia
en u. La mayor desventaja de esta estrategia es la necesidad de
estimar 6(P) (1), que involucra la estimacién de la derivada de
las perturbaciones e incertidumbres. Esta estrategia puede ex-
tenderse para obtener una sefial de control u con suavidad arbi-
traria, incrementando el grado relativo en un ndmero arbitrario
(Levant and Alelishvili, 2007; Dorel and Levant, 2008).

Controladores por MDOS con accion integral: una exten-
sion del controlador super-twisting para grado relativo arbi-
trario. Cuando el grado relativo es p = 1, el controlador por
super-twisting para la planta (7) estd dado por (Levant, 1993;
Fridman and Levant, 2002; Levant, 2007)

t
= —k |G\sign(c)—k2/ sign (6 (),
0

que produce una sefial de control u continua. Debido a sus pro-
piedades de robustez y a la facilidad de implementacion, el con-
trol usando el super-twisting ha sido utilizado ampliamente en
muchas aplicaciones (Levant, 2005a; Shtessel et al., 2014).
Para p > 1 una extension natural del super-twisting para (7)
consiste en el siguiente controlador con accién integral

u="0 (x) —|—/ W (x)dr, (29)
0

dénde B (x) es una retroalimentaciéon de estados continua y
D (x), la accidn integral, es una funcién discontinua del esta-
do x. Como se ha mostrado recientemente (ver en particular
(Mercado-Uribe and Moreno, 2020b; Moreno et al., 2020)),
haciendo uso de funciones de Lyapunov explicitas, es posi-
ble disefiar funciones homogéneas ¥ (x) y % (x) tales que se
obtiene seguimiento exacto en tiempo finito, es decir x (1) =
(6(1),6(1),...,6P V()T =0,V > T. Este controlador ex-
tiende al caso de grado relativo arbitrario las propiedades del
super-twisting clasico:

(i) Puede compensar exactamente y en tiempo finito pertur-
baciones y/o incertidumbres acopladas que son funciones
Lipschitz, es decir, cuya derivada sea acotada.

(i) Hace que las sefiales 0 =6 =--- = o= =gl =0
se anulen simultdneamente después de un tiempo finito.

(iii) Para su implementacidn sélo se requiere disponer del va-
lor de x(1) = (0 (t),..., 6P~V (1)) . Estas sefiales pue-
den ser calculadas con el diferenciador robusto y exacto,
presentado en la seccién anterior.

(iv) La seial de control u es continua.

(v) La precision es mejor que en el control por modos desli-
zantes de orden p.

Desarrollo de la idea. Para p =2 se propuso en (Zamora
et al., 2013; Kamal et al., 2014; Fridman et al., 2015; Kamal
et al., 2016) un control integral discontinuo, con % (x) depen-
diente del estado completo x. En (Kamal et al., 2014; Fridman
et al., 2015) se extiende (sin una prueba rigurosa) para p arbi-
trario. La prueba se realiza en (Laghrouche et al., 2017), con
una funcién de Lyapunov no suave, que es una extension de la
prueba presentada en (Moreno and Osorio, 2008) para el super-
twisting.

Estas pruebas no son validas para cuando se requiere que
1, dependa solo de parte de los estados, por ejemplo, solo de
la salida x1, como en el caso del control PI cldsico. Las pruebas
para esta situacién son desarrolladas para p = 2 en (Moreno,
2016,2018a, 2020) y son extendidas para p = 3,4 en (Mercado-
Uribe and Moreno, 2018a,b). En (Torres-Gonzalez et al., 2015,
2017; Sanchez and Moreno, 2019) se usa el método de cons-
truccién de funciones de Lyapunov basado en formas generali-
zadas, propuesto en (Sanchez and Moreno, 2019), para disefiar
controladores con accidn integral discontinua para p =2,y en
(Mendoza-Avila et al., 2017, 2020) para p = 3. El caso gene-
ral es resuelto en (Mercado-Uribe and Moreno, 2020b; Moreno
et al., 2020).

6. Diseio a la Lyapunov de controladores por modos des-
lizantes con accion integral

Por conveniencia, reescribimos el subsistema X (4) como

) Xi=xip, i=1,..,p—1,
Z”{Xp=Maom+6may G0

Asumimos que el coeficiente b(r, z) es acotado (como en (6))

y que la perturbacién 8 (¢, z) = ZE;;E;;; puede ser descompuesta

en dos términos 8 (1, z) = ) (¢, z) + &2 (1, z), tales que

0<Ku<b(t,z) <Ky
&9)<a. G

d
161 (1,2)] < A ey,

Yp (30) con (31) puede ser interpretada como una inclusién di-
ferencial que sdlo “recuerda” las constantes p, Ay, Ao, Ky, Ky-

Parai=1,--- p+1 definanse los vectores x; = [xj,- -, x,-}T,
y seleccionese el grado de homogeneidad d € [—1,0]. Esto
determina la secuencia no creciente de pesos r;, dados por
ri=1—(p+1—i)d, que satisfacen r; +d = r;y1, el vector
depesosr = (ri,r2,...,rp41) =(1—pd, 1 - (p—1)d,..., 1)y
Vp+2 = 1 + d 2 O

Considere el controlador con accién integral dado por

u =—kpx (%) +¢,
C S —Kjl[/()?p) .

La ley de retroalimentacién de estados ) ()Ep) es una funcién
continua, r-homogénea de grado rp | = 1. La acci6n integral

(32)
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v (Xp) es una funcién posiblemente discontinua, r-homogénea
de grado rp2 = 14+d >0,y tal que x; y (x1, 0,---, 0) > O para
x1 # 0. Formas posibles de estas funciones son

"p+1
o Pl |
(@)=l E el e
=1
lx+rp+2
1

n
[Z’;z ki j[x;] "7 +x1
) =

T 34
n s
<Z?2 Bjlkr i |x;|"7 + by |> |

Las constantes & > 0, B; > 0 y las ganancias “integrales”
krj € R se pueden asignar libremente, mientras que las ga-
nancias K; > 0, kp, K; deben ser elegidas adecuadamente pa-
ra asegurar la estabilidad (y el desempefio) del sistema en lazo
cerrado. Si @ = 0 la funcién y es de tipo “polinomial”, mien-
tras que para ¢« > 0 tiene forma “racional”. Nétese que para

2 d

(34) xll[/(xl, 0) = X1 |—)C1J+1(’7F’dp) > 0. Si k17j = 0 para toda j,
la funcién y depende sélo de x;. Definase como variable de
estado integral xp 1 = { + 0, (1, z). El sistema en lazo cerra-
do (30)-(32) puede ser embebido en una inclusién diferencial
homogénea.

Consideraremos dos casos: (i) d = —1, de tal forma que
Y es discontinua y se obtiene el control por modos deslizan-
tes de orden superior con accién integral (CMDOSI); y (ii)
d € (—1,0], dénde la funcién y (Xp) es continua y se obtiene
una aproximacion continua del CMDOSI. Sid =0 (y o« = 0)
el controlador integral (32) se reduce a un controlador integral
lineal.

6.1. Control por modos deslizantes de orden superior con ac-
cion integral (CMDOSI)

El resultado principal es (ver la prueba en (Mercado-Uribe
and Moreno, 2020b))

Teorema 8. Seleccione d = —1. Para cualesquiera valores K,
Ky, A1, Ay en (31) y para valores arbitrarios de o > 0, ﬁj >0
v ki j €R, existen ganancias positivas kp, Kj > Ao, K tales que
el origen %p 11 = 0 del sistema en lazo cerrado formado por la
planta (30) y el control integral (32) es un punto de equilibrio
robusta y globalmente estable en tiempo finito. Adicionalmente,
después de un tiempo finito T > 0 el estado integral { converge
a la perturbacion & (t, z), es decir, § (t) = — &, (t, z) para todo
t>T.

Notese que la sefial de control u (¢) of (32) es absolutamente
continua, en contraste con el control por modos deslizantes de
orden superior (Levant, 2005a).

El controlador (32) puede compensar exactamente una am-
plia clase de incertidumbres y/o perturbaciones descrita por
(31). Si se supone, por simplicidad, que a y b en (7) son so-
lo funciones del tiempo, y que A; = 0, la desigualdad |8,| < A,
equivale a 6, (t) = a()/b(r) =W + f(; W (s)ds, con W una constan-
te arbitraria y ¢ una funcién integrable y acotada arbitraria con
| (2)| < Ay. De esto se deduce que a puede ser una perturbacién
creciente en el tiempo. Esta clase de perturbaciones es mucho
mas grande que la clase de perturbaciones constantes (( = 0),

que son las que puede compensar exactamente un controlador
con accién integral continua.

La implementacion del controlador (32) requiere conocer &
y sus derivadas hasta olp _1), es decir, todos los estados X,. Si
s6lo se mide x; = 0, se puede estimar el estado x exactamente y
en tiempo finito con el diferenciador presentado anteriormente,
pero con ganancias variables (Levant and Livne, 2018; Moreno,
2018b). Las ganancias variables son necesarias ya que xp no es
acotado por una constante.

Ya que la dindmica en lazo cerrado (30), (32) es una in-
clusién diferencial homogénea y estable en tiempo finito, los
efectos de ruidos y otras perturbaciones y las figuras de pre-
cision pueden ser estudiadas mediante los resultados conoci-
dos para estos sistemas (Fridman and Levant, 2002; Levant,
2003, 2005a; Levant and Livne, 2016; Bernuau et al., 2014).
Por ejemplo, de (Levant, 2005a; Levant and Livne, 2016; Ber-
nuau et al., 2014) se concluye que el sistema en lazo cerrado
es Entrada-a-Estados estable (EEE) con respecto a los ruidos
de medicién. Ademads, si la medicion de x; se realiza con un
intervalo de muestreo 7 > 0 o un ruido de magnitud v,~‘c2+p =i
v; > 0, entonces las desigualdades |x;| < %7>*P~/ se establecen
en tiempo finito, con algunas constantes ¥ independientes de
T y de las condiciones iniciales. El orden 24 p —i es mayor
por 1 que el orden del controlador clasico por modos deslizan-
tes de orden p, lo que significa que la precisidon es mayor (para
valores pequefios de 7). El castafieo causado por la dindmica
del actuador y/o sensor puede ser estudiada por métodos en el
dominio de la frecuencia (Boiko, 2009; Pérez-Ventura and Frid-
man, 2019a). Estos métodos también pueden ser aplicados para
el andlisis del efecto del ruido en el diferenciador.

6.2. Aproximacion continua y homogénea del CMDOSI

Aunque el controlador integral discontinuo del Teore-
ma 8 puede compensar exactamente perturbaciones Lipschitz
&, (, z) usando una sefial de control continua u (¢), la disconti-
nuidad en la funcién y hace que la sefial de control tenga una
derivada temporal discontinua. Con el fin de suavizar ain més
u(t), es usual reemplazar la funcién discontinua y por una con-
tinua, por ejemplo, por una funcién de saturacién lineal (Utkin
et al., 2009; Khalil, 2002). Una propuesta alternativa (que tam-
bién puede ser realizada en el controlador por modos deslizan-
tes de orden superior presentado en la Seccién 3) consiste en
utilizar una funcién y continua y homogénea, como aquella
obtenida de (34), de grado rpy2 = 1+d >0, cond > —1. El
siguiente resultado (véase la prueba en Mercado-Uribe and Mo-
reno (2020b)) muestra que tal controlador es capaz de compen-
sar exactamente sélo perturbaciones constantes &, (7, z), es de-
cir, Ay = 0, pero que cuando A, > 0 las trayectorias son global y
finalmente acotadas (véase por ejemplo (Khalil, 2002, Chapter
4.8) para la definicion), de tal forma que se obtiene estabilidad
“préctica”. Adicionalmente, la cota final decrece a medida que
Tp42 SE acerca a Cero.

Teorema 9. Seleccione —1 < d < 0 (resp. d = 0). Para cua-
lesquiera valores K, Ky, Ay, con Ay =0, en (31) y para valo-
res arbitrarios de o > 0, B; > 0y k; ; € R, existen ganancias
positivas kp, Kj > Ao, K; tales que el origen Xp,1 = 0 del sis-
tema en lazo cerrado formado por la planta (30) y el control
integral (32) es un punto de equilibrio robusta y globalmente
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estable en tiempo finito (resp. exponencialmente). Adicional-
mente, si Ay > 0 las trayectorias %, (t) de la planta son glo-
bal y finalmente acotadas, con cota final 8 (A;), con % (-) una
funcion clase Jt.. Esto significa que para cualquier condicion
inicial xo existe un tiempo finito T tal que ||%, (1)|| < B (A2) y
|E(1)+ 62 (¢, 2)| < B(Ay) paratodot > T.

Escalamiento de ganancias: Para cualquier constante L > 0
el siguiente escalamiento de las ganancias (y cotas) preserva la
estabilidad para cualquier d € [—1, 0]

P Tp41 " Tp42

kp—>L P kp,KI—)L " Ky, Ay = LAy,

n_n

A2—>LA2,K]-—>L("’ 'f>1<j,j:1,~--,p—1,

- -
k1714>L rjkl,lvﬁlg)L rjﬁhl:za”'vp' (35)

Estimacion del tiempo de convergencia: En (Mercado-Uribe
and Moreno, 2020b) se prueba que funcién de Lyapunov
V (¥p+1). que es homogénea y de grado m, satisface la de-

. e mid .
sigualdad V (xp+ 1) < —kV" (xp+ 1) . De esta desigualdad se
deduce ficilmente la convergencia en tiempo finito (si d < 0).
Ademas, se puede estimar el tiempo mediante la expresion

T (¥p410) < _inV%d (%p+10) -

7. Ejemplo de aplicacion

Para ilustrar los resultados considérese el sistema de levita-
cién magnética (Khalil, 2002) descrito por

X1 = X2

) k aly x%
Xp=——xp— ——>—
m 2m (g+x;)*

: ! Ruy+alg—22 4
3=——|—-Rut+alp——+u
L(x1) (a+x)?

dénde x; =y € R4 es la distancia vertical (hacia abajo) de la
bola, medida desde la bobina (cuando la bola estd pegada a la
bobina x; = 0), x, = y es la velocidad, m es la masa de la bo-
la, g es la aceleracion de la gravedad k es el coeficiente de
friccién viscosa, L(x;) = Ly + a(fw(c)l es la inductancia del elec-
troimdn, que depende de la posicion de la bola, x3 =i € R es
la corriente eléctrica, R es la resistencia eléctrica en el circui-
to y el control u es el voltaje aplicado. Todos los pardmetros
k,m,a, Ly, Ly, g, R son constantes positivas. Asumimos que la
unica sefial medida es la posicion x;.

El objetivo de control es que la posicién de la bola x; si-
ga una sefial deseada r (), es decir, lograr que o () = x1 () —
r(t) = 0 robustamente y en tiempo finito. ¢ tiene grado relativo
p = 3 con respecto al control u, de tal forma que la dindmi-
ca reducida (o dindmica cero) es trivial, y el sistema se puede
llevar a la forma normal (7) usando como variables de estado
a (z1,22,23) = (0, 6, 6). No se presentan los detalles de tal
transformacidn aqui, pero el lector interesado puede consultar
los detalles en (Mercado-Uribe and Moreno, 2020a, 2018b). Pa-
ra el sistema, la forma (7) no es vélida globalmente, por lo que
los resultados presentados son solo aplicables regionalmente.

+g (36)

7.1.  Control por modos deslizantes de orden superior: simu-
laciones

Como controlador por modos deslizantes de orden superior
se utiliza un control discontinuo relevado polinomial de orden
p =3 (16), con ot = 3, dado por

A 13 30,3 2, |°
U= Uy (I) + k3L “Zﬂ +kpL2 I_ZZJ 2+ kL Z]J

El observador estd descrito por

21:*111‘ [Z1—21]3+2%
b= —Ml3 fz1—Z1J1 %3
=Mz -] +a(t,2)+b(t,2)u

Para las simulaciones se utilizan los siguientes parametros de la
planta: L; = 0,02 [H]; Lo = 0,01 [H], @ = 0,05 [m], £ = 0,001
[N/m/s], m = 0,1[Kg], g = 9,81[m/s*], R = 1[Q]. La seiial de
referencia es r () = 0,05+ 0,025 sin (7). Las ganancias del con-
trolador seleccionadas sonk; =1,5,k, =5,k3 =25,L=4,ylas
del diferenciador ; =3, 4> = 1,5v/3, A3 = 1,1, y [ = 700. Las
condiciones iniciales de la planta son zo = [0,1, 0, 0,3] y las del
observador 2y = [0,2, 0,3, 0]. Consideramos que los pardmetros
k, m, R son inciertos, por lo que en la simulacién sus valores
para el observador se toman un 10 % mayores a sus valores no-
minales. Las simulaciones fueron realizadas con un algoritmo
Euler de paso fijo, con un paso de 1072,

La grafica superior de la Figura la muestra la evolucién
de los tres estados de la planta y de la sefial de referencia.
r(t) =0,05+0,025sin (). Se observa que la posicién de la bo-
la x| sigue perfectamente la referencia, después de aproximada-
mente | segundo, a pesar de las incertidumbres en el modelo. La
gréfica inferior presenta la evolucion de los errores de estima-
cién del diferenciador, para los estados originales de la planta

x (). El observador converge exactamente después de unos 0,2

segundos. Esto es critico para este sistema, ya que si el contro-
lador no actia adecuadamente la bola puede salirse de la zona
fisicamente plausible. La gréfica superior de la Figura 1b mues-
tra el comportamiento en el tiempo de la variable de desliza-
miento y sus derivadas z (). La variedad de deslizamiento z =0
es alcanzada en menos de dos (2) segundos. La gréfica inferior
de la Figura 1b muestra la variable de control u, que presenta el
castafieo caracteristico del control por modos deslizantes.

7.2.  Control Integral: validacion experimental

Ilustramos el comportamiento del control por modos des-
lizantes de orden superior con accion integral (32) mediante
una validacién experimental, llevada a cabo en el sistema de
suspensién magnética (Model 730) de la compaiifa Educational
Control Products (ECP). En el modelo matematico (36) la bo-
la es reemplazada por un disco magnético en el sistema expe-
rimental. Los valores nominales de los pardmetros, dados por
el fabricante, son: Ly = 0,245[H|, L; = 0,1[H], R = 1,75[Q],
m=0,12[kg], g = 9,81[%4], a = 8,8[mm], k = 0,1[22].

El objetivo de control es el mismo: x; debe seguir una sefial
de referencia no arménica r(¢), que es constante (0,025[m])
cuando 0 < < 30y después (¢ > 30) su cuarta derivada tem-
poral @*r/a* es una sefial cuadrada (véase abajo a la derecha de
la Figura 2a), que es discontinua pero acotada por Ay = 0,02/z.
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(a) Gréfica superior: Estados de la planta (x;, x, x3). Gréfica inferior: Compor- (b) Gréfica superior: Variables de deslizamiento z. Gréfica inferior: Comporta-

tamiento de los errores de estimacién e = £ — x.

miento de la sefial de control u.

Figura 1: Resultados de simulacion para el ejemplo

Ya que el grado relativo p = 3 coincide con el orden del sis-
tema, se puede llevar a la forma (7). En estas coordenadas el
controlador consiste en un término que compensa los términos
no lineales nominales y en la accién integral (32). Las ganan-
ciasen x (x) (33) son k; =3, ko =7, ks =21,y w(x) en (34)
tiene los pardmetros o = 0, k; = 2, kjp = kj3 = 0. Nétese que
v (x) = y(x) depende solo de la salida x;.

Los experimentos fueron realizados para el control integral
discontinuo (d = —1) y dos aproximaciones con grados de ho-
mogeneidad d = —%, y d = 0, siendo este dltimo un controla-
dor lineal. Las ganancias del controlador son escaladas como en
(35). Inicialmente consideramos una ganancia de escalamiento
L = 2 para todos los controladores. Sin embargo, el controla-
dor lineal fue incapaz de seguir la sefial y fue necesario hacer
L =100 para el, con el fin de obtener un seguimiento razonable.

La Figura 2a muestra la referencia y la evolucién en el tiem-
po de la posicién del disco xj para los tres controladores, mien-
tras que la Figura 2b presenta los errores de seguimiento de la
salida. El controlador lineal tiene un error de regulacién acep-
table cuando la referencia es constante, pero su desempefio es
muy bajo en el seguimiento de la referencia variante en el tiem-
po. El controlador con accién integral homogénea y continua,

con d = —1/2, tiene un mejor desempefio que el controlador
lineal, pero no puede hacer un seguimiento adecuado para la
referencia variante en el tiempo. El controlador con accién in-
tegral discontinua d = —1 muestra, por el contrario, un error de
seguimiento muy pequefio tanto para la referencia constante co-
mo para la variante en el tiempo, a pesar de las incertidumbres
en el modelo y sus pardmetros y al ruido de medicién del sensor
de posicién. La sefial de control correspondiente u (¢) se pre-
senta en la Figura 2c para todos los controladores. En contras-
te con el caso anterior, u es continua para todos ellos, aunque
puede presentar componentes de alta frecuencia para el contro-
lador discontinuo, causadas posiblemente por la compensacién
de fuerzas de friccién desconocidas. Nétese también que para
el seguimiento de la sefial de referencia variante el controlador
discontinuo tiene la sefial de control de magnitud més pequeiia.

8. Conclusiones

En este articulo se han presentado algunos de los resulta-
dos obtenidos recientemente en nuestro grupo de investigacion
en la UNAM, concernientes a los métodos de diseflo basados
en funciones de Lyapunov para controladores y diferenciadores
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_. 002 E \A 21l
E 5§ o LT S 24
= 0.01 £ v ®
S u 215
- o ©
R £ =
2 £-0.01 S
® 001t [—d=0 < 00 g
——-d=-0.5 2 o = 0.5}
-0.02 d=-1 < -0.02
-0.01 of
-0.03 reference 80 90 100
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(a) Posicion x;

(b) Error de seguimiento

Figura 2: Resultados experimentales para el ejemplo

(c) Seiial de Control u(t)
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por modos deslizantes de orden superior, incluyendo también
controladores que usan una accién integral. Se ha mostrado que
el uso de la homogeneidad y de funciones de Lyapunov ho-
mogéneas permite un disefio sistemdtico de los algoritmos por
modos deslizantes, incluyendo el célculo de ganancias estabili-
zantes, y la estimacion de los tiempos de convergencia y cons-
tantes de precision. Esta linea de trabajo puede extenderse en
muchas direcciones. Algunos temas importantes a desarrollar
son el control de sistemas multivariables inciertos, estimacion
de pardmetros y el control adaptable por modos deslizantes.
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