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Resumen

En este trabajo se presenta una panorámica del desarrollo de los métodos básicos de análisis y diseño de controladores y
observadores por modos deslizantes de orden superior. Inicialmente se describen los controladores por retroalimentación de estados
con una ley de control discontinua, que generan un modo deslizante de cualquier orden. Posteriormente se presenta una nueva clase
de algoritmos por modos deslizantes de orden superior, que consisten en una retroalimentación de estados continua y una acción
de control integral discontinua. Se describen también observadores por modos deslizantes, que estiman los estados del sistema en
tiempo finito, y que permiten obtener un controlador por retroalimentación de la salida. Todos los diseños presentados se basan
en el uso de funciones de Lyapunov (explı́citas), que constituyen una contribución importante del grupo de trabajo de los autores
en la Universidad Nacional Autónoma de México. La presentación es tutorial y solo se dan los resultados, dejando a un lado la
formalización rigurosa y las pruebas matemáticas. Para ello se refiere al lector a la literatura pertinente. Se ilustran los resultados
mediante simulaciones y la validación experimental en un sistema de levitación magnética.

Palabras clave: Modos deslizantes, Control de estructura variable, Métodos de Lyapunov, Control integral, Observadores no
lineales.

Lyapunov-based HOSM control

Abstract

We give an overview of the methods of analysis and design of High-Order Sliding Mode Controllers (HOSM) and observers,
including also those taking advantage of a discontinuous integral action. First, discontinuous state feedback controllers enforcing a
sliding mode of arbitrary order are described. Then a recent class of HOSM controllers is presented, which consists of a continuous
state feedback controller and a discontinuous integral term. High-order sliding mode observers are also introduced, which are able
to estimate robustly and in finite time the states of the uncertain plant, and they allow the implementation of an output feedback
control law. All described designs are based in explicit Lyapunov functions, what is a main contribution of the research group of
the authors at the Universidad Nacional Autónoma de México, in Mexico City. The paper is tutorial and only the basic results
are presented, leaving aside the rigorous mathematical formulation and proof. For this the appropriate literature is referred to. The
results are illustrated using simulations and an experimental validation in a laboratory set up of a magnetic levitation system.

Keywords: Sliding Modes, Variable Structure Control, Lyapunov Methods, Integral Control, Nonlinear Observers

1. Introducción

El control por modos deslizantes (CMD) (Utkin et al., 2009;
Shtessel et al., 2014) busca diseñar una variable de deslizamien-

to σ y forzarla a que se anule σ ≡ 0 en tiempo finito, y a que
se mantenga en ese valor para todo tiempo futuro, a pesar de
la acción de perturbaciones o a la presencia de incertidumbres
en el modelo del sistema. Para lograr tal objetivo se requiere
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utilizar una ley de control discontinua. El control por modos
deslizantes clásico (o de primer orden) (CMDPO) (Utkin et al.,
2009) alcanza este objetivo cuando la variable de deslizamiento
tiene grado relativo ρ = 1 con respecto a la variable de control.
El control por modos deslizantes de orden superior (CMDOS)
(Levant, 2001; Fridman and Levant, 2002; Levant, 2005a,b; Le-
vant and Michael, 2009; Shtessel et al., 2014) extiende estos
resultados a un grado relativo arbitrario ρ > 1.

Ya que la implementación del control por modos deslizantes
de orden superior requiere conocer los valores de la variable de
deslizamiento y sus derivadas temporales hasta orden ρ−1, es
decir, σ (t) , σ̇ (t) , · · · , σ (ρ−1) (t), ha sido necesario desarrollar
diferenciadores exactos y robustos, es decir, que puedan obte-
ner en tiempo finito el valor correcto de tales derivadas (Le-
vant, 1998, 2003; Bartolini et al., 2000; Bejarano and Fridman,
2010; Kobayashi et al., 2007; Floquet and Barbot, 2007; Da-
vila et al., 2005; Shtessel and Shkolnikov, 2003; Efimov and
Fridman, 2011). Estos diferenciadores requieren hacer uso de
términos de corrección discontinuos, ya que las acciones de co-
rrección continuas no pueden lograr tal objetivo.

Los diseños clásicos de controladores y estimadores por
modos deslizantes de orden superior se han basado principal-
mente en métodos geométricos, que son usualmente muy efec-
tivos para sistemas de bajo orden (Levant, 1993, 1998, 2001,
2003) o, más recientemente, en el uso de la homogeneidad y
la contracción de las ecuaciones e inclusiones diferenciales ho-
mogéneas (Levant, 2005a,b, 2007; Levant and Michael, 2009).
La homogeneidad (Bacciotti and Rosier, 2005; Levant, 2005a;
Bernuau et al., 2014) ha sido precisamente la propiedad que
ha permitido establecer las caracterı́sticas cualitativas básicas
de los algoritmos de modos deslizantes homogéneos de orden
superior, tales como por ejemplo la convergencia global y en
tiempo finito, la robustez y la precisión.

En contraste, la teorı́a de control no lineal moderna se basa
fuertemente en el uso de funciones del tipo de Lyapunov para
el análisis y el diseño (Freeman and Kokotovic, 1996; Moulay
and Perruquetti, 2006). Esto se debe a la ı́ntima conexión de es-
te formalismo con el control óptimo, la robustez y los diversos
conceptos de estabilidad interna y externa. En particular, pa-
ra el diseño de controladores por retroalimentación el concep-
to de funciones de Lyapunov de control robustas ha jugado un
rol fundamental en el desarrollo de métodos de diseño de con-
troladores en las últimas tres décadas (Freeman and Kokotovic,
1996). Una ventaja de las funciones de Lyapunov es que ofrecen
medidas cuantitativas que son muy útiles en el diseño de con-
troladores y observadores. Muchos de los métodos de análisis
y diseño numéricamente efectivos tiene su raı́z en las funciones
de Lyapunov, como por ejemplo las desigualdades matriciales
lineales (LMI por su nombre en inglés). Por este motivo es natu-
ral intentar combinar la homogeneidad y los métodos de Lyapu-
nov para obtener una teorı́a de análisis y diseño de controlado-
res y observadores por modos deslizantes de orden superior más
avanzada y más cuantitativa. Los métodos de Lyapunov permi-
ten desarrollar procedimientos de diseño y ajuste de ganancias
para controladores y diferenciadores por modos deslizantes y
extensiones a sistemas con ganancia variable.

Este ha sido uno de los objetivos de nuestro grupo de control
en la UNAM durante la última década. En estos últimos años
se han dedicado muchos esfuerzos para encontrar funciones de

Lyapunov suaves y no suaves, fuertes o débiles, para algoritmos
de modos deslizantes de segundo orden (Moreno and Osorio,
2008; Moreno, 2009; Cruz-Zavala et al., 2010; Moreno, 2011;
Moreno and Osorio, 2012; Moreno, 2013; Polyakov and Pozn-
yak, 2009b,a, 2012; Orlov, 2009), inicialmente, y luego para
orden arbitrario.

Controladores homogéneos por modos deslizantes de or-
den arbitrario, basados en funciones de Lyapunov explı́citas,
fueron obtenidos por primera vez en (Cruz-Zavala and Mo-
reno, 2014b) (véase también Cruz-Zavala and Moreno (2014a,
2016b, 2017)), mientras que funciones de Lyapunov explı́ci-tas
y suaves para diferenciadores homogéneos de orden arbitra-rio
fueron desarrolladas en (Cruz-Zavala and Moreno, 2016a).
Posteriormente también se diseñaron controladores por modos
deslizantes usando funciones de Lyapunov explı́citas en (Ding
et al., 2015, 2016), o mediante el método de la función de Lya-
punov implı́cita en (Polyakov et al., 2015, 2016). Este último m
étodo presenta el inconveniente de que es necesario calcular en
lı́nea la ley de control, lo que hace su implementación más
costosa computacionalmente. Tampoco ha sido posible desa-
rrollar diferenciadores por modos deslizantes de orden superior
mediante el método de la función implı́cita.

Una de las mayores desventajas del control por modos des-
lizantes es la aparición del fenómeno de castañeo (o “chatte-
ring”), que consiste en oscilaciones causadas porque la señal de
control suichea a una alta frecuencia, debido a la discontinui-
dad de la ley de control. Este indeseable fenómeno deteriora el
desempeño del sistema en lazo cerrado y puede causar el des-
gaste de los actuadores. Cuando el grado relativo es ρ = 1, el
uso del super-twisting, un algoritmo clásico de MDOS de se-
gundo orden, constituye una estrategia clásica (Levant, 1993;
Fridman and Levant, 2002; Levant, 2007) para obtener una
señal de control continua, con una posible reducción del cas-
tañeo (Pérez-Ventura and Fridman, 2019b). El control por mo-
dos deslizantes de orden superior con acción integral, también
denominado control por modos deslizantes continuos, es una
extensión del control super-twisting para grado relativo arbitra-
rio, y fue introducido en una serie de trabajos (Zamora et al.,
2013; Kamal et al., 2014; Fridman et al., 2015; Kamal et al.,
2016; Moreno, 2018a; Mercado-Uribe and Moreno, 2020b) por
nuestro grupo de trabajo de la UNAM.

El objetivo primordial de este artı́culo es presentar una vi-si
ón panorámica del desarrollo de los métodos de análisis y di-
seño de controladores y diferenciadores por modos deslizantes
de orden superior, incluyendo también la acción integral, basa-
dos en el uso de funciones de Lyapunov explı́citas. Como esta
ha sido una contribución importante de nuestro grupo de trabajo
en la UNAM, debido también a la extensión del tema y por ra-
zones de limitación de espacio, nos centraremos especialmente
en los trabajos desarrollados en nuestro grupo. También pre-
sentaremos de manera simplificada l os m étodos y resultados,
siendo laxos en la formulación matemática, con el fin de hacer
más comprensible el texto al lector no especializado en el tema
y por razones de brevedad. Omitiremos todas las pruebas, para
lo cual citaremos las referencias apropiadas, en las que se pue-
den encontrar todos los detalles técnicos requeridos. Por último,
también presentaremos solo los resultados básicos, dejando de
lado muchas extensiones.
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En la siguiente Sección 2 se formulará y dará una perspectiva
del problema de control por modos deslizantes de orden supe-
rior. En la Sección 3 se presenta el método basado en funciones
de Lyapunov para diseñar controladores por modos deslizan-
tes desarrollado en nuestro grupo, mientras que la Sección 4 lo
hace para el diferenciador por modos deslizantes de orden su-
perior. La Sección 5 formula el problema y da una perspectiva
del control por modos deslizantes con acción integral (o con-
trol por modos deslizantes continuos), mientras que la Sección
6 expone los resultados básicos obtenidos en este tópico, basa-
dos en funciones de Lyapunov. En la Sección 7 se exhibe un
ejemplo ilustrativo de los resultados obtenidos, y la Sección 8
concluye el artı́culo con algunos comentarios finales.

2. El problema del Control por modos deslizantes

Considérese un sistema dinámico incierto, con entrada de
control u afı́n y escalar, es decir, u ∈ R, descrito por

ż = f (t, z)+g(t, z)u , (1)

dónde z ∈ Rn representa al vector de estados. Los campos vec-
toriales f (t, z) y g(t, z) en Rn son suaves e inciertos, y la di-
mensión n puede ser también incierta.

Un problema básico de control consiste en la estabilización
robusta del origen z= 0 de (1), a pesar de las incertidumbres y/o
perturbaciones presentes en f y g (Khalil, 2002; Isidori, 1995,
1999). Nótese que problemas de seguimiento robusto de refe-
rencias variantes en el tiempo pueden ser reformulados como
problemas de estabilización robusta.

El control por modos deslizantes (CMD) es un método muy
efectivo para resolver este problema. La estrategia de diseño de
un CMD consiste en dos pasos:

1. Seleccionar una variable de deslizamiento

σ = h(t, z) , (2)

dónde σ ∈ R y h : R×Rn→ R es una función suave. σ

debe ser tal que:
a) σ tenga grado relativo ρ ≥ 1 bien definido (Isidori,

1995) con respecto a u, es decir,

∂σ (1)

∂u
≡ 0,

∂σ (2)

∂u
≡ 0, · · · , ∂σ (ρ)

∂u
, 0,

dónde σ (i) = di

dt i h(t, z); y
b) la dinámica del sistema (1) restringida a la variedad

de deslizamiento σ ≡ 0 tenga un punto de equilibrio
en el origen asintóticamente estable.

2. Diseñar una ley de control discontinua

u = φ

(
σ , · · · , σ

(ρ−1)
)

(3)

que asegure que se logre que σ (t) ≡ 0 en tiempo finito,
y que se mantenga en ese valor a pesar de las incertidum-
bres y/o perturbaciones.

El CMD clásico o de primer orden (CMDPO) (Utkin et al.,
2009; Khalil, 2002) se caracteriza porque el grado relativo

ρ = 1. El control por modos deslizantes de orden superior (CM-
DOS) (Levant, 2001, 2005a; Shtessel et al., 2014), es una ex-
tensión más reciente, que permite grados relativos ρ ≤ n arbi-
trarios.

Como el grado relativo está bien definido, el sistema (1)-(2)
puede ser transformado a la forma (Isidori, 1995)

Σ :
{

ẋi = xi+1, i = 1, ...,ρ−1,
ẋρ = a(t, z)+b(t, z)u , (4)

Ξ : η̇ = φ0 (t, η , x) , (5)

dónde x := [x1, ...,xρ ]
> = [σ , ...,σ (ρ−1)]>, y las funciones es-

calares a(t, z) y b(t, z) pueden contener perturbaciones e in-
certidumbres desconocidas, que corresponden, por ejemplo, a
errores de modelado. Se asume que ellas son uniformemente
acotadas para todo z ∈ Rm y todo t ≥ 0, es decir,

0 < Km ≤ b(t, z)≤ KM, |a(t, z)| ≤C , (6)

para algunas constantes positivas conocidas C, Km, KM .
El vector η ∈ Rn−ρ es el estado de la dinámica reducida

(o dinámica cero) Ξ (Isidori, 1995)). Ella describe el compor-
tamiento del sistema restringido a la variedad de deslizamiento
σ ≡ 0. Por diseño se sabe que cuando x = 0, Ξ tiene un punto
de equilibrio en el origen η = 0 asintóticamente estable.

El diseño de σ en (2) ha sido considerado ampliamente en
la literatura, en particular para el CMDPO (Utkin et al., 2009),
y no lo discutiremos en este trabajo. Como la ley de control (3)
no depende de la dinámica Ξ, tampoco la consideraremos aquı́.

Debido a las incertidumbres y/o perturbaciones presentes en
el sistema, representadas por (6), el sistema Σ en (4) se describe
en forma natural por la siguiente inclusión diferencial (ID) (Le-
vant, 2005a; Filippov, 1988; Bacciotti and Rosier, 2005; Deim-
ling, 1992; Levant and Livne, 2016; Bernuau et al., 2014, 2016)

∑ID :
{

ẋi = xi+1, i = 1, ...,ρ−1,
ẋρ ∈ [−C,C]+ [Km, KM]u , (7)

dónde [a,b] ⊂ R representa el intervalo de puntos entre a y b,
a≤ b. Recuérdese que para una inclusión diferencial ẋ∈F (t, x)
el lado derecho F (t, x) es un conjunto para cada punto (t, x), y
no un punto, como en el caso de las ecuaciones diferenciales.
Si F (t, x) satisface ciertas condiciones estándares (Filippov,
1988; Bacciotti and Rosier, 2005) se puede asegurar la exis-
tencia de soluciones, en el sentido de Filippov (Filippov, 1988),
de la inclusión diferencial. Este es el caso de (7) y de las inclu-
siones diferenciales que encontraremos en este trabajo. Nótese
que ΣDI no depende de las propiedades particulares del sistema
original y la inclusión diferencial solo “recuerda” las constantes
ρ , C, Km, KM .

Dada una σ apropiada, el problema de control se resuelve
diseñando una ley de control (3) u = φ (x) para (7), que estabi-
lice robustamente el punto x = 0 en tiempo finito. Nótese que
si la ley de control φ es continua, debe ocurrir que φ(0) = 0.
En tal caso, si C > 0, el punto x = 0 en (7) no puede ser un
punto de equilibrio. Por lo tanto, una ley de control φ continua
no puede lograr la estabilización del punto x = 0 en (7). En-
tonces los métodos clásicos de diseño de controladores estabili-
zantes continuos, como los presentados en (Isidori, 1995, 1999;
Khalil, 2002), no pueden ser utilizados para nuestro propósito.

El resto del trabajo está organizado de la siguiente forma.
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Concluimos que es indispensable utilizar una ley de control φ

que sea discontinua, al menos en el punto x = 0. Nótese que la
implementación de la ley de control (3) requiere la estimación
de las variables x en tiempo finito. El movimiento en el conjun-
to σ = · · · = σ (ρ−1) = 0, ó x = 0, que consiste en trayectorias
de Filippov (Filippov, 1988), se denomina modo deslizante de
orden ρ (Levant, 2003, 2005a).

Cuando ρ = 1, en el CMD clásico, x = σ ∈ R es esca-
lar y la ley de control (3) se reduce a la función signo u =
φ (x) = ksigno(x), con k suficientemente grande (Utkin et al.,
2009; Khalil, 2002). Para ρ ≥ 2 la determinación de funcio-
nes φ robustamente estabilizantes en tiempo finito es una tarea
más difı́cil. El uso de funciones φ homogéneas, como ha sido
propuesto por A. Levant (Levant, 2005a), simplifica mucho el
encontrar soluciones a este problema.

2.1. Funciones y sistemas homogéneos

Los sistemas (continuos y discontinuous) homogéneos tie-
nen una larga historia (Zubov, 1964; Hahn, 1967; Hermes,
1991; Nakamura et al., 2002; Orlov, 2003; Bhat and Berns-
tein, 2005; Bacciotti and Rosier, 2005; Levant, 2005a; Andrieu
et al., 2008; Orlov, 2009; Nakamura et al., 2009; Bernuau et al.,
2013a, 2014; Levant and Livne, 2016; Bernuau et al., 2016).
Recordaremos algunos conceptos básicos acerca de funciones y
sistemas (ecuaciones e inclusiones diferenciales) homogéneos.
Para más detalles ver (Bacciotti and Rosier, 2005; Bernuau
et al., 2013a, 2014, 2016, 2013b; Bhat and Bernstein, 2005;
Deimling, 1992; Filippov, 1988; Hestenes, 1966; Andrieu et al.,
2008; Levant, 2005a; Levant and Livne, 2016).

Para cada vector x = [x1, ...,xn]
> ∈ Rn y cada escalar ε > 0

definimos el operador de dilatación ∆r
ε x := [εr1x1, ...,ε

rnxn]
>,

dónde ri > 0 son los pesos de las coordenadas xi, y r =
[r1, ...,rn]

> el vector de pesos. Una función escalar V : Rn→ R
se dice que es r-homogénea de grado l ∈ R si la identidad
V (∆r

ε x) = ε lV (x) se cumple para todo ε > 0 y x ∈Rn. De igual
manera, un campo vectorial f : Rn → Rn, o un campo vecto-
rial multivaluado F(x)⊂Rn, son r-homogéneos de grado l ∈R
si las identidades f (∆r

ε x) = ε l∆r
ε f (x), ó F(∆r

ε x) = ε l∆r
ε F(x),

se cumplen para todo ε > 0 y x ∈ Rn. Un sistema se dice que
es homogéneo si su campo vectorial (para ecuaciones diferen-
ciales (ED)) o su campo vectorial multivaluado (para ID) es
r-homogéneo de algún grado.

Sistemas homogéneos, sean descritos por ED o ID, tienen
propiedades muy especiales e importantes (Bacciotti and Ro-
sier, 2005; Bhat and Bernstein, 2005; Andrieu et al., 2008;
Hermes, 1991; Levant, 2005a; Levant and Livne, 2016; Ber-
nuau et al., 2013a, 2014, 2016). Por ejemplo, para sistemas ho-
mogéneos: (i) atractividad local del punto de equilibrio en x = 0
es equivalente a estabilidad global y asintótica. (ii) Si el sistema
tiene grado de homogeneidad negativo, atractividad equivale a
estabilidad en tiempo finito. (iii) Estabilidad interna de un sis-
tema con entradas es equivalente a la estabilidad externa.

Otra propiedad importante es que la estabilidad asintótica
de sistemas homogéneos (continuos o discontinuous) puede ser
estudiada mediante funciones de Lyapunov homogéneas (Zu-
bov, 1964; Hahn, 1967; Hermes, 1991; Rosier, 1992; Nakamu-
ra et al., 2002; Bacciotti and Rosier, 2005; Levant, 2005a; Bhat
and Bernstein, 2005; Bernuau et al., 2013a, 2014, 2016; Levant
and Livne, 2016): Si el origen de la ID homogénea ẋ ∈ F(x) es

global y asintóticamente estable (en el sentido fuerte), entonces
existe una función de Lyapunov fuerte homogénea y suave C ∞.

Notación: Para la variable real z∈R y el número real p∈R
el sı́mbolo dzcp = |z|psigno(z) representa a la potencia signada
p de z. En particular, dzc0 = signo(z) es la función signo.

2.2. Control por modos deslizantes de orden superior ho-
mogéneo

En una serie de trabajos clásicos, y usando herramien-
tas geométricas y la teorı́a de ecuaciones diferenciales ho-
mogéneas, A. Levant ha derivado familias de controladores (3)
homogéneos por MDOS (Levant, 1993, 2001, 2003, 2005a,b,
2007; Levant and Michael, 2009). Por razones de espacio no
se presentan las formas concretas de los controladores. En es-
tos trabajos el problema de estabilización se resuelve utilizando
una ley de control por retroalimentación de estados (3), acotada
y r-homogénea de grado 0, es decir, ∀ε > 0, ∀x ∈ Rρ

u = φ
(
x1, x2, · · · , xρ

)
= φ

(
ε

r1x1, ε
r2 x2, · · · , ε

rρ xρ

)
, (8)

con r = (ρ,ρ − 1, ...,1), que hace que el origen x = 0 sea ro-
bustamente estable en tiempo finito para el sistema ΣID (7). La
función φ es discontinua en el modo deslizante x = 0. La in-
clusión diferencial en lazo cerrado (7)-(8) es r-homogénea de
grado −1, y satisface las condiciones estándares. El diseño de
los controladores, ası́ como el análisis de robustez, precisión y
las propiedades de convergencia se hacen mucho más fáciles si
se impone la propiedad de homogeneidad. Esto es también váli-
do para los observadores. Esto explica que la homogeneidad se
haya convertido en un ingrediente importante del CMODOS, y
la mayor parte de los controladores y estimadores por MDOS
en la actualidad son homogéneos.

Algunas de las ventajas del CMD son las siguientes:

Compensación exacta de las incertidumbres y perturba-
ciones acopladas, es decir, modeladas por (6).

La dinámica del sistema en lazo cerrado, después de un
tiempo finito, está dado por (5) con x = 0, y es de orden
reducido, ya que evoluciona en una variedad de dimen-
sión n− ρ . Para el CMDPO esta variedad deslizante es
una dimensión menor que el espacio de estado del sis-
tema. Usando un CMDOS de orden ρ , la dimensión de
la variedad de deslizamiento es n−ρ , y puede reducirse
hasta 0 si ρ = n, el orden del sistema.

La convergencia a la variedad de deslizamiento se obtie-
ne en tiempo finito. Si ρ = n, el origen del sistema es
alcanzado en tiempo finito.

Sin embargo, algunas desventajas son también apreciables:

El uso de una ley de control discontinua, para asegurar-
se que las trayectorias permanecen sobre la superficie de
deslizamiento, es causante del castañeo (“chattering”),
que es una señal de control suicheada de alta frecuencia.
El castañeo tiene efectos indeseables en el sistema, como
el reducir la vida de los actuadores, excitar dinámicas de
alta frecuencia de la planta, usualmente no modeladas, y
un alto consumo de energı́a.
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La estabilización del origen ocurre asintóticamente, ya
que, aunque las trayectorias alcanzan la superficie desli-
zante en tiempo finito, su evolución sobre esta superficie
está descrita por una dinámica suave y el origen es al-
canzado solo asintóticamente. Solo en el caso de que el
CMDOS se realice con grado relativo igual al orden del
sistema, es decir, ρ = n, la estabilización se alcanza en
tiempo finito.

En la próxima Sección 3 presentaremos algunas familias de
Controladores homogéneos por MDOS que resuelven el pro-
blema para cualquier conjunto de parámetros (ρ,C, Km, KM).
Estos controladores se diferencian de los propuestos por A. Le-
vant (Levant, 2003, 2005a,b; Levant and Michael, 2009) en su
forma y en que son obtenidos mediante el uso de funciones
de Lyapunov de control suaves, homogéneas y explı́citas. Ya
que la implementación del controlador (8) requiere los valo-
res de σ y sus derivadas hasta σ (ρ−1), es decir del estado x de
ΣID, en la Sección 4 se propone un observador homogéneo por
MDOS, que puede estimar el estado x de ΣID exacta y robusta-
mente en tiempo finito para cualquier conjunto de parámetros
(ρ,C, Km, KM). Este observador corresponde al diferenciador
propuesto por A. Levant (Levant, 2003, 2005a), pero con la di-
ferencia de que su análisis y diseño se realizan mediante el uso
de funciones de Lyapunov suaves, homogéneas y explı́citas.

3. Diseño à la Lyapunov de controladores por modos des-
lizantes de orden superior

El uso de funciones de Lyapunov (fuertes) para el análisis
y el diseño de CMD de segundo orden fue iniciado en (Moreno
and Osorio, 2008; Dávila et al., 2009; Moreno, 2009; Dávila
et al., 2010; Moreno, 2010; Santiesteban et al., 2010; Cruz-
Zavala et al., 2011a,b; Kochalummoottil et al., 2011; Cruz-
Zavala et al., 2012; Sanchez and Moreno, 2012; Cruz-Zavala
et al., 2013; Sanchez and Moreno, 2013, 2014). Para MDOS
de orden arbitrario se desarrollaron controladores basados en
Funciones de Lyapunov en (Cruz-Zavala and Moreno, 2014b,a,
2016b, 2017; Ding et al., 2015, 2016).

Basados en Funciones de Lyapunov de control, suaves
y homogéneas, presentaremos familias de controladores ho-
mogéneos por MDOS. Los detalles y las pruebas se encuentran
en (Cruz-Zavala and Moreno, 2014b,a, 2016b, 2017).

Dado un grado relativo ρ ≥ 2, asignamos los pesos de ho-
mogeneidad ri = ρ− i+1 a las variables xi, obteniendo el vec-
tor r = (ρ, ρ−1, ..., 1). Defı́nase también una secuencia no
decreciente arbitraria de números reales positivos αi tales que
ρ ≤ α1 ≤ ·· · ≤ αρ−1 ≤ αρ . Adicionalmente, defı́nase recursi-
vamente, para i = 2, · · · ρ , las funciones r-homogéneas y C 1

σ1 (x̄1)= dx1c
α1
ρ , · · · , σi (x̄i)= dxic

αi
ρ−i+1 +k

αi
ρ−i+1
i−1 dσi−1 (x̄i−1)c

αi
αi−1 ,

(9)
con ciertas constantes ki > 0 a diseñar, y dónde x̄i =
[x1, · · · , xi]

T .
Para cualquier constante m ≥ máx1≤i≤ρ {ρ +1+αi−1− i}

defı́nanse recursivamente, para i = 2, · · · ρ , las funciones r-
homogéneas y C 1

V1 (x1) =
ρ

m
|x1|

m
ρ , · · · ,Vi (x̄i) = γi−1Vi−1 (x̄i−1)+Wi (x̄i) (10)

Wi (x̄i)=
ri

m
|xi|

m
ri −dνi−1 (x̄i−1)c

m−ri
ri xi+

(
1− ri

m

)
|νi−1 (x̄i−1)|

m
ri ,

(11)

ν1 (x1) =−k1 dσ1 (x1)c
r2
α1 , · · · , νi (x̄i) =−ki dσi (x̄i)c

ri+1
αi ,

(12)
con constantes arbitrarias γi > 0. σi (x̄i), νi (x̄i) y Vi (x̄i) son r-
homogéneas de grados αi, ri+1 y m, respectivamente. Vc (x) =
Vρ

(
x̄ρ

)
es una función de Lyapunov de control suave y r-

homogénea para el sistema incierto (7), para ganancias ki apro-
piadas.

De Vc (x) se pueden obtener diversos controladores ho-
mogéneos para (7). En particular, se obtienen la siguientes fa-
milias de controladores discontinuos y cuasi-continuos

uD =−kρ φD (x) =−kρ

⌈
σρ (x)

⌋0
, (13)

uC =−kρ φC (x) =−kρ

σρ (x)
M(x)

, (14)

dónde M (x) es cualquier función continua, r-homogénea y po-
sitiva definida de grado αρ . Por simplicidad asumimos además

que |σρ (x)|
M(x) ≤ 1. Los controladores homogéneos (13)-(14) se de-

rivan de Vc (x) imponiendo la condición ∂Vc(x)
∂xρ

φ (x)> 0 en todos

los puntos dónde ∂Vc(x)
∂xρ

, 0 (Cruz-Zavala and Moreno, 2017).
Esta observación permite obtener diversas expresiones equiva-
lentes (en el sentido de la estabilidad) de las leyes de control
(13), (14).

Los valores de ki, para i = 1, · · · , ρ − 1, pueden ser fija-
dos dependiendo solamente de ρ y αi, y son los mismos pa-
ra los controladores discontinuos y cuasi-continuos, pero son
independientes de (Km,KM,C). En contraste, kρ se selecciona
dependiendo de los valores de Km, KM y C para producir el
modo deslizante de orden ρ , y los valores son diferentes para
los controladores discontinuos y cuasi-continuos. Nótese que
los controladores discontinuos presentan discontinuidades no
solo en el conjunto de deslizamiento {x = 0} sino también en
el conjunto dónde σρ (x) = 0, mientras que los controladores
cuasi-continuos son solo discontinuos en el conjunto de desli-
zamiento, debido a lo cual estos últimos producen un menor
efecto de castañeo.

Dependiendo de la selección de los parámetros libres ρ ≤
α1 ≤ ·· · ≤ αρ se obtienen diferentes familias de controlado-
res. Ilustramos estas familias presentando los controladores de
órdenes ρ = 2, 3:

Controladores discontinuos
Controladores anidados: Algunas de las αi son diferentes.

u2D =−k2

⌈
dx2cα2 + kα2

1 dx1c
α2
2

⌋0

u3D =−k3

⌈
dx3cα3 + kα3

2

⌈
dx2c

α2
2 + k

α2
2

1 dx1c
α2
3

⌋ α3
α2

⌋0

(15)

Controladores relevados polinomiales: Cuando αρ =
αρ−1 = · · ·= α1 = α ≥ ρ

u2R =−k2

⌈
dx2cα + k̄1 dx1c

α
2

⌋0
,

u3R =−k3

⌈
dx3cα + k̄2 dx2c

α
2 + k̄1 dx1c

α
3

⌋0
(16)
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dónde, si ρ = 2, k̄1 = kα
1 ; si ρ = 3, k̄1 = kα

2 k
α
2

1 , k̄2 = kα
2 ; y si

ρ > 3, k̄i = ∏
ρ−1
j=i k

α
ρ− j
j , para i = 1, · · · , ρ−1. Controladores re-

levados polinomiales tienen una forma especialmente simple.

Controladores cuasi-continuos

Controladores anidados: Algunas de las αi son diferentes.
Los parámetros βi > 0 son arbitrarios

u2Q =−k2
dx2cα2 + kα2

1 dx1c
α2
2

|x2|α2 +β1 |x1|
α2
2

,

u3Q =−k3

dx3cα3 + kα3
2

⌈
dx2c

α2
2 + k

α2
2

1 dx1c
α2
3

⌋ α3
α2

|x3|α3 +β2 |x2|
α3
2 +β1 |x1|

α3
3

(17)

Controladores relevados polinomiales: Cuando αρ =
αρ−1 = · · ·= α1 = α ≥ ρ

u2QR =−k2
dx2cα + kα

1 dx1c
α
2

|x2|α +β1 |x1|
α
2

,

u3QR =−k3
dx3cα + k̄2 dx2c

α
2 + k̄1 dx1c

α
3

|x3|α +β2 |x2|
α
2 +β1 |x1|

α
3

(18)

Todos estos controladores solucionan el problema de esta-
bilización robusta en tiempo finito formulado en la sección 2.

Teorema 1. Para cualquier ρ ≥ 2, cada uno de los controlado-
res discontinuos o cuasi-continuos en (13)-(14), con paráme-
tros arbitrarios ρ ≤ α1 ≤ ·· · ≤ αρ , β1 > 0, · · · , βρ−1 > 0, es
r-homogéneo, y para kρ suficientemente grande se establece el
modo deslizante de orden ρ en x = 0 en tiempo finito para el
sistema incierto (7), si las ganancias k1, · · · , kρ−1 son seleccio-
nadas apropiadamente.

Usando las propiedades de los sistemas homogéneos (Le-
vant, 2003, 2005a; Levant and Livne, 2016) es posible obtener
las siguientes figuras de precisión en presencia de ruido de me-
dición y/o ruido de discretización.

Teorema 2. Considere la planta incierta (7), con cualquiera de
los controladores por retroalimentación de estados (13) o (14),
y supóngase que las hipótesis del Teorema 1 son satisfechas.
Asúmase que el control se realiza con un intervalo de discreti-
zación τ . En tal caso el estado x alcanza, después de un tiempo
finito, una vecindad del origen, denominada “modo deslizante
real”, y caracterizada por

|x1 (t)| ≤ δ1τ
ρ , · · · , |xi (t)| ≤ δiτ

ρ−(i−1),
∣∣xρ (t)

∣∣≤ δρ τ,

y permanece en ella para todo tiempo futuro. δ1, · · · , δρ > 0 son
constantes positivas que dependen solamente del controlador
seleccionado, los parámetros (C, Km, KM, ρ) y las ganancias,
pero son independientes de τ y de las condiciones iniciales.

Usando la Función de Lyapunov (10) se puede probar que
el tiempo de convergencia es una función acotada del estado
inicial (Bernuau et al., 2014, Theorems 5.6, 5.7).

Proposición 3. Los controladores (13)-(14), en lazo cerra-
do con (7), hacen que la trayectoria de estado que inicia en
x0 = x(0) ∈ Rn alcance x = 0 en un tiempo finito inferior a

T (x0)≤ mηρV
1
m

ρ (x0) , (19)

dónde la constante ηρ es función de las ganancias (k1, ...,kρ),
Km y C.

Si la cota de la perturbación [−C,C] es variante, con una
cota superior conocida, es posible diseñar un controlador con
ganancia variable.

Teorema 4. Suponga que en (7) C = C̄ + Θ(t, z), dónde la
función Θ(t, z) ≥ 0 es conocida. Entonces, los controlado-
res (13)-(14), con kρ reemplazada por la ganancia variable(
K (t, z)+ kρ

)
, estabiliza el origen x = 0 en tiempo finito, si la

ganancia kρ es suficientemente grande y KmK (t, z)≥Θ(t, z).

Escalamiento de las ganancias: Si el vector de ga-
nancias k = (k1, · · · , kρ) es estabilizante, entonces pa-
ra toda L ≥ 1 el vector de ganancias escalado kL =

(L
1
ρ k1, · · · , L

1
ρ+1−i ki, · · · , Lkρ) también es estabilizante. Para

los controladores relevados polinomiales las ganancias k̄i =

∏
ρ−1
j=i k

ρ+α

ρ− j
j , para i = 1, · · · , ρ − 1, se escalan como k̄i →

L
(ρ−i)α
ρ−i+1 k̄i. Adicionalmente, la velocidad de convergencia es ace-

lerada para L > 1, o el tamaño de la perturbación permitida C
se incrementa a LC.

Las ganancias ki pueden ser calculadas en forma recursiva
como k1 > 0

ki+1 >Gi+1 (k1, · · · , ki) , · · · , kρ >
1

Km

(
Gρ

(
k1, · · · , kρ−1

)
+C
)
,

dónde las funciones Gi se obtienen de la función de Lyapu-
nov Vc (x) y dependen de ρ , γi y αi (Cruz-Zavala and Moreno,
2017). Las ganancias pueden también parametrizarse en fun-
ción de k1 como

k1 > 0, · · · , ki = µik
ρ

ρ−(i−1)
1 , kρ >

1
Km

(
µρ kρ

1 +C
)
, (20)

para algunas constantes positivas µi que dependen de ρ ,
γi y αi. Algunos valores, calculados numéricamente para
uD en (16), con α = ρ , son: ρ = 2, µ2 = 1,62; ρ = 3,
(µ2 = 1,5, µ3 = 3,25); ρ = 4, (µ2 = 2, µ3 = 8,45, µ4 = 30).
Nótese que esta parametrización puede ser usada para todos los
controladores, excepto el valor de kρ , que es diferente para los
controladores continuos y cuasi-continuos. Los valores también
pueden ser usados con el controlador de ganancia variable.

Las ganancias obtenidas a partir de la función de Lyapu-
nov pueden ser muy grandes para aplicaciones prácticas, ası́ que
puede requerirse un ajuste basado en simulaciones (ver (Cruz-
Zavala and Moreno, 2016b)).

4. Diferenciador exacto y robusto

Considere una señal f (t), definida en [0,∞), y que es me-
dible en el sentido de Lebesgue. Suponga que puede ser des-
compuesta como f (t) = f0(t) + ν(t), dónde f0(t) es la señal
base que se quiere diferenciar y que pertenece a la clase S n

L
de señales, que son (n−1) veces diferenciables y cuya deriva-
da (n− 1) tiene una constante de Lipschitz L > 0 conocida, es
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decir,
∣∣∣ f (n)0 (t)

∣∣∣≤ L. El término ν(t) corresponde a una señal de
ruido uniformemente acotada |ν(t)| ≤ ε,∀t ≥ 0.

Para estimar las derivadas de la señal base utilizaremos el
siguiente diferenciador homogéneo, exacto y robusto, propues-
to por Levant (Levant, 1998, 2003, 2005a)

ẋi =−λiL
i
n dx1− f c

n−i
n + xi+1, i = 1, · · · , n−1

ẋn =−λnLdx1− f c0 . (21)

Debido a que (21) tiene lado derecho discontinuo, sus solucio-
nes se entenderán en el sentido de Filippov (Filippov, 1988). La
prueba de la convergencia de (21) fue hecha mediante el uso
de la contracción de inclusiones diferenciales homogéneas en
(Levant, 2003, 2005a). En (Cruz-Zavala and Moreno, 2016b,
2019) se introdujo una función de Lyapunov suave para reali-
zar la prueba. A continuación se presentará una variante de tal
función de Lyapunov (ver (Moreno, 2018c)).

Definiendo el error de diferenciación como ei , xi− f (i−1)
0

y haciendo el escalamiento

z1 =
e1

L
, · · · , zi =

ei

λi−1L
, i = 1, · · · , n,

la dinámica del error es

żi =−λ̃i

(
dz1 + ν̃(t)c

n−i
n − zi+1

)
, i = 1, · · · , n−1

żn ∈ −λ̃n

(
dz1 + ν̃(t)c0 + 1

λn
[−1, 1]

)
, (22)

dónde ν̃(t) = ν(t)
L ∈ [−1, 1] ε

L y

λ0 = 1, λ̃i =
λi

λi−1
, i = 1, · · · , n .

Para ε = 0 el sistema (22) es una inclusión diferencial ho-
mogénea con grado d = −1 y pesos r = [r1, · · · , rn], dónde
ri = n + 1− i para i = 1, · · · , n. Para n ≥ 2 fije pi tales que
pi > ri + ri+1 = 2(n− i)+ 1 y p = p1 > r1 + r2 = 2n− 1 > 1.
Nótese que pi ≥ pi+1 para i = 1, · · · , n.

Una función de Lyapunov para (22) es V (z) = V1 (z), defi-
nida recursivamente (hacia atrás) por

Vn (zn) =
βn

pn
|zn|pn , · · · ,Vi

(
zi

)
= βiZi (zi, zi+1)+V

pi
pi+1

i+1

(
zi+1

)
,

(23)
dónde zi , (zi, · · · , zn), βi > 0 , i = 1, · · · , n, son arbitrarias y

Zi (zi, zi+1) =
ri

pi
|zi|

pi
ri − zi dzi+1c

pi−ri
n−i +

(
pi−ri

pi

)
|zi+1|

pi
n−i . (24)

V (z) es r-homogénea de grado p1, contı́nuamente diferenciable
y positiva definida.

El siguiente resultado se prueba en (Moreno, 2018c)

Teorema 5. Bajo las hipótesis hechas sobre la señal f (t), en
ausencia de ruido (ν (t)≡ 0) y para unas ganancias λi > 0 , i =
1, · · · , n, seleccionadas apropiadamente, el origen z = 0 de la
dinámica de error de diferenciación (22) es estable en tiempo
finito. V (z) en (23) es una función suave de Lyapunov para todo
p≥ 2n−1 y βi > 0 y satisface la desigualdad diferencial

V̇ ≤−κV (z)
p−1

p , (25)

para alguna constante κ > 0. El tiempo de convergencia puede
estimarse por

T (z0)≤
p
κ

V
1
p (z0) . (26)

De V (z) (23) se puede estimar el tiempo de convergencia
y derivar un método para calcular las ganancias λi que asegu-
ran la convergencia del diferenciador. Esto constituye una gran
ventaja comparado con los resultados clásicos (Levant, 2003,
2005a), que no permiten esto.

Proposición 6. Dado n > 2 seleccione pi tal que pi > ri +
ri+1 = 2(n− i)+1 y p = p1 > r1 + r2 = 2n−1 > 1:

1) La secuencia de ganancias λ̃1, · · · , λ̃n puede ser calcula-
da hacia atrás como sigue: (a) Seleccione λn > 1, y λ̃n > 0. (b)
Para i = n, n−1, · · · , 2 elija λ̃i−1 tal que

λ̃i−1 > ωi−1(λ̃i, · · · , λ̃n),

dónde ωi−1 es una función obtenida de V (z) (ver (Moreno,
2018c)) y que depende solo de (λ̃i, · · · , λ̃n), pi y βi−1, · · · βn.

2) Para cualquier j = 1, · · · , n−1 las ganancias (λ̃ j, · · · λ̃n)
son apropiadas para el diferenciador de orden n− j.

Usando las propiedades de los sistemas homogéneos obte-
nemos las figuras de precisión siguientes (Levant, 2005a; Le-
vant and Livne, 2016):

Proposición 7. Para una señal de ruido uniformemente acota-
da (|ν (t)| ≤ ε) y ganancias del diferenciador estabilizantes, el
error de diferenciación xi (t)− f (i−1)

0 (t), i = 1, · · · , n, satisface
las siguientes desigualdades después de un tiempo finito∣∣∣xi (t)− f (i−1)

0 (t)
∣∣∣≤ ϑiL

i−1
n |ε|

n−i+1
n . (27)

ϑi depende de las ganancias λi y de ϑ1 > 1.

Es posible estimar las constantes ϑi en (27) usando la fun-
ción de Lyapunov (Moreno, 2018c; Cruz-Zavala and Moreno,
2019). Como se discute en (Levant, 1998) los exponentes de ε

y L en (27) son óptimos.
Nótese que el diferenciador (21) converge exactamente, a

pesar de la entrada desconocida f (n) (t). Esto es posible debido
a la discontinuidad en su último término de corrección, que in-
duce un modo deslizante. Esto es imposible para un algoritmo
continuo (ver (Levant, 1998, 1993; Vasiljevic and Khalil, 2008)
para una discusión más detallada).

Control por modos deslizantes por retroalimentación de la
salida. Usando las funciones de Lyapunov desarrolladas, es po-
sible probar la convergencia global del sistema en lazo cerrado
por retroalimentación de salida (Moreno, 2018c)

ẋi = xi+1,

ẋρ ∈[−C,C]− kρ [Km, KM]φ (x̂) ,

˙̂xi =−kiL
i
ρ dx̂1− yc

ρ−i
ρ + x̂i+1, (28)

˙̂xρ =−kρ Ldx̂1− yc0 ,

con cualquier controlador φ(x) discontinuo (13) o cuasi-
continuo (14).

Una consecuencia importante del uso del diferenciador en la
implementación del controlador por modos deslizantes es que
no se requiere conocer la transformación que lleva al sistema
(1) a la forma (4)-(5). Solo se requiere conocer las constantes
C,Km,KM .
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5. Control por modos deslizantes con acción integral

Es bien sabido que una de las mayores desventajas del con-
trol por modos deslizantes es la aparición del efecto de castañeo
(“chattering”). En las últimas décadas se han propuesto diversas
estrategias de mitigación del castañeo. Recordemos brevemente
algunas de ellas.

Reemplazo del control discontinuo por una saturación.
Quizás la mas conocida consiste en cambiar la función signo
por una función continua, usualmente la función saturación
(Utkin et al., 2009; Khalil, 2002). Sin embargo, la precisión del
CMD se ve afectada.

Extensión artificial del grado relativo. Una estrategia clási-
ca (Levant, 1993, 2005a; Bartolini et al., 1998) consiste en con-
siderar en el sistema (4) como variable de estado a la entrada, es
decir, u̇ = v, con lo que se obtiene una nueva variable de control
v, y el grado relativo de σ con respecto a v es ρ +1. Si se diseña
un controlador por modos deslizantes de orden ρ +1, es decir,
v = u̇ = φ̃

(
σ , · · · , σ (ρ−1), σ (ρ)

)
, la señal de control u resul-

tante es continua, desapareciendo el suicheo de alta frecuencia
en u. La mayor desventaja de esta estrategia es la necesidad de
estimar σ (ρ) (t), que involucra la estimación de la derivada de
las perturbaciones e incertidumbres. Esta estrategia puede ex-
tenderse para obtener una señal de control u con suavidad arbi-
traria, incrementando el grado relativo en un número arbitrario
(Levant and Alelishvili, 2007; Dorel and Levant, 2008).

Controladores por MDOS con acción integral: una exten-
sión del controlador super-twisting para grado relativo arbi-
trario. Cuando el grado relativo es ρ = 1, el controlador por
super-twisting para la planta (7) está dado por (Levant, 1993;
Fridman and Levant, 2002; Levant, 2007)

u =−k1
√
|σ |sign(σ)− k2

ˆ t

0
sign(σ (τ))dτ ,

que produce una señal de control u continua. Debido a sus pro-
piedades de robustez y a la facilidad de implementación, el con-
trol usando el super-twisting ha sido utilizado ampliamente en
muchas aplicaciones (Levant, 2005a; Shtessel et al., 2014).

Para ρ > 1 una extensión natural del super-twisting para (7)
consiste en el siguiente controlador con acción integral

u = ϑ1 (x)+
ˆ t

0
ϑ2 (x)dτ, (29)

dónde ϑ1(x) es una retroalimentación de estados continua y
ϑ2(x), la acción integral, es una función discontinua del esta-
do x. Como se ha mostrado recientemente (ver en particular
(Mercado-Uribe and Moreno, 2020b; Moreno et al., 2020)),
haciendo uso de funciones de Lyapunov explı́citas, es posi-
ble diseñar funciones homogéneas ϑ1(x) y ϑ2(x) tales que se
obtiene seguimiento exacto en tiempo finito, es decir x(t) =
(σ (t) , σ̇ (t) , ..., σ (ρ−1) (t))T ≡ 0, ∀t ≥ T . Este controlador ex-
tiende al caso de grado relativo arbitrario las propiedades del
super-twisting clásico:

(i) Puede compensar exactamente y en tiempo finito pertur-
baciones y/o incertidumbres acopladas que son funciones
Lipschitz, es decir, cuya derivada sea acotada.

(ii) Hace que las señales σ = σ̇ = · · · = σ (ρ−1) = σ (ρ) ≡ 0
se anulen simultáneamente después de un tiempo finito.

(iii) Para su implementación sólo se requiere disponer del va-
lor de x(t) = (σ (t) , ..., σ (ρ−1) (t))T . Estas señales pue-
den ser calculadas con el diferenciador robusto y exacto,
presentado en la sección anterior.

(iv) La señal de control u es continua.
(v) La precisión es mejor que en el control por modos desli-

zantes de orden ρ .

Desarrollo de la idea. Para ρ = 2 se propuso en (Zamora
et al., 2013; Kamal et al., 2014; Fridman et al., 2015; Kamal
et al., 2016) un control integral discontinuo, con ϑ2(x) depen-
diente del estado completo x. En (Kamal et al., 2014; Fridman
et al., 2015) se extiende (sin una prueba rigurosa) para ρ arbi-
trario. La prueba se realiza en (Laghrouche et al., 2017), con
una función de Lyapunov no suave, que es una extensión de la
prueba presentada en (Moreno and Osorio, 2008) para el super-
twisting.

Estas pruebas no son válidas para cuando se requiere que
ϑ2 dependa solo de parte de los estados, por ejemplo, solo de
la salida x1, como en el caso del control PI clásico. Las pruebas
para esta situación son desarrolladas para ρ = 2 en (Moreno,
2016, 2018a, 2020) y son extendidas para ρ = 3,4 en (Mercado-
Uribe and Moreno, 2018a,b). En (Torres-González et al., 2015,
2017; Sanchez and Moreno, 2019) se usa el método de cons-
trucción de funciones de Lyapunov basado en formas generali-
zadas, propuesto en (Sanchez and Moreno, 2019), para diseñar
controladores con acción integral discontinua para ρ = 2, y en
(Mendoza-Avila et al., 2017, 2020) para ρ = 3. El caso gene-
ral es resuelto en (Mercado-Uribe and Moreno, 2020b; Moreno
et al., 2020).

6. Diseño à la Lyapunov de controladores por modos des-
lizantes con acción integral

Por conveniencia, reescribimos el subsistema Σ (4) como

∑P :
{

ẋi = xi+1, i = 1, ...,ρ−1,
ẋρ = b(t, z) [u+δ (t, z)] . (30)

Asumimos que el coeficiente b(t, z) es acotado (como en (6))
y que la perturbación δ (t, z) = a(t,z(t))

b(t,z(t)) puede ser descompuesta
en dos términos δ (t, z) = δ1 (t, z)+δ2 (t, z), tales que

0 < Km ≤ b(t, z)≤ KM

|δ1 (t, z)| ≤ ∆1 ‖x‖
d+rρ

r,p ,
∣∣∣δ̇2 (t, z)

∣∣∣≤ ∆2 . (31)

ΣP (30) con (31) puede ser interpretada como una inclusión di-
ferencial que sólo “recuerda” las constantes ρ , ∆1, ∆2, Km, KM .

Para i= 1, · · · ρ+1 defı́nanse los vectores x̄i = [x1, · · · , xi]
T ,

y seleccionese el grado de homogeneidad d ∈ [−1 , 0]. Esto
determina la secuencia no creciente de pesos ri, dados por
ri = 1− (ρ +1− i)d, que satisfacen ri + d = ri+1, el vector
de pesos r =

(
r1, r2, ..., rρ+1

)
= (1−ρd, 1− (ρ−1)d, ..., 1) y

rρ+2 = 1+d ≥ 0.
Considere el controlador con acción integral dado por

u =−kρ χ
(
x̄ρ

)
+ζ ,

ζ̇ ∈ −KIψ
(
x̄ρ

)
.

(32)

La ley de retroalimentación de estados χ
(
x̄ρ

)
es una función

continua, r-homogénea de grado rρ+1 = 1. La acción integral
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ψ
(
x̄ρ

)
es una función posiblemente discontinua, r-homogénea

de grado rρ+2 = 1+d ≥ 0, y tal que x1ψ (x1, 0, · · · , 0)> 0 para
x1 , 0. Formas posibles de estas funciones son

χ
(
x̄ρ

)
=

⌈⌈
xρ

⌋ r1
rρ +

ρ−1

∑
j=1

κ j
⌈
x j
⌋ r1

r j

⌋ rρ+1
r1

, (33)

ψ
(
x̄ρ

)
=

⌈
∑

ρ

j=2 kI, j
⌈
x j
⌋ r1

r j + x1

⌋ α+rρ+2
r1

(
∑

ρ

j=2 β j
∣∣kI, j

∣∣ ∣∣x j
∣∣ r1

r j + |x1|
) α

r1

. (34)

Las constantes α ≥ 0, β j > 0 y las ganancias “integrales”
kI, j ∈ R se pueden asignar libremente, mientras que las ga-
nancias κ j > 0, kρ , KI deben ser elegidas adecuadamente pa-
ra asegurar la estabilidad (y el desempeño) del sistema en lazo
cerrado. Si α = 0 la función ψ es de tipo “polinomial”, mien-
tras que para α > 0 tiene forma “racional”. Nótese que para

(34) x1ψ (x1, 0) = x1 dx1c
2+(1−ρ)d

1−ρd > 0. Si kI, j = 0 para toda j,
la función ψ depende sólo de x1. Defı́nase como variable de
estado integral xρ+1 = ζ + δ2 (t, z). El sistema en lazo cerra-
do (30)-(32) puede ser embebido en una inclusión diferencial
homogénea.

Consideraremos dos casos: (i) d = −1, de tal forma que
ψ es discontinua y se obtiene el control por modos deslizan-
tes de orden superior con acción integral (CMDOSI); y (ii)
d ∈ (−1 , 0], dónde la función ψ

(
x̄ρ

)
es continua y se obtiene

una aproximación continua del CMDOSI. Si d = 0 (y α = 0)
el controlador integral (32) se reduce a un controlador integral
lineal.

6.1. Control por modos deslizantes de orden superior con ac-
ción integral (CMDOSI)

El resultado principal es (ver la prueba en (Mercado-Uribe
and Moreno, 2020b))

Teorema 8. Seleccione d =−1. Para cualesquiera valores Km,
KM , ∆1, ∆2 en (31) y para valores arbitrarios de α ≥ 0, β j > 0
y kI, j ∈R, existen ganancias positivas kρ , KI > ∆2, κ j tales que
el origen x̄ρ+1 = 0 del sistema en lazo cerrado formado por la
planta (30) y el control integral (32) es un punto de equilibrio
robusta y globalmente estable en tiempo finito. Adicionalmente,
después de un tiempo finito T > 0 el estado integral ζ converge
a la perturbación δ2 (t, z), es decir, ζ (t) =−δ2 (t, z) para todo
t ≥ T .

Nótese que la señal de control u(t) of (32) es absolutamente
continua, en contraste con el control por modos deslizantes de
orden superior (Levant, 2005a).

El controlador (32) puede compensar exactamente una am-
plia clase de incertidumbres y/o perturbaciones descrita por
(31). Si se supone, por simplicidad, que a y b en (7) son so-
lo funciones del tiempo, y que ∆1 = 0, la desigualdad |δ̇2| ≤ ∆2
equivale a δ2(t) = a(t)/b(t)=W +

´ t
0 µ(s)ds, con W una constan-

te arbitraria y µ una función integrable y acotada arbitraria con
|µ(t)| ≤∆2. De esto se deduce que a puede ser una perturbación
creciente en el tiempo. Esta clase de perturbaciones es mucho
más grande que la clase de perturbaciones constantes (µ ≡ 0),

que son las que puede compensar exactamente un controlador
con acción integral continua.

La implementación del controlador (32) requiere conocer σ

y sus derivadas hasta σ (ρ−1), es decir, todos los estados x̄ρ . Si
sólo se mide x1 = σ , se puede estimar el estado x exactamente y
en tiempo finito con el diferenciador presentado anteriormente,
pero con ganancias variables (Levant and Livne, 2018; Moreno,
2018b). Las ganancias variables son necesarias ya que ẋρ no es
acotado por una constante.

Ya que la dinámica en lazo cerrado (30), (32) es una in-
clusión diferencial homogénea y estable en tiempo finito, los
efectos de ruidos y otras perturbaciones y las figuras de pre-
cisión pueden ser estudiadas mediante los resultados conoci-
dos para estos sistemas (Fridman and Levant, 2002; Levant,
2003, 2005a; Levant and Livne, 2016; Bernuau et al., 2014).
Por ejemplo, de (Levant, 2005a; Levant and Livne, 2016; Ber-
nuau et al., 2014) se concluye que el sistema en lazo cerrado
es Entrada-a-Estados estable (EEE) con respecto a los ruidos
de medición. Además, si la medición de xi se realiza con un
intervalo de muestreo τ ≥ 0 o un ruido de magnitud νiτ

2+ρ−i,
νi > 0, entonces las desigualdades |xi| ≤ γiτ

2+ρ−i se establecen
en tiempo finito, con algunas constantes γi independientes de
τ y de las condiciones iniciales. El orden 2+ ρ − i es mayor
por 1 que el orden del controlador clásico por modos deslizan-
tes de orden ρ , lo que significa que la precisión es mayor (para
valores pequeños de τ). El castañeo causado por la dinámica
del actuador y/o sensor puede ser estudiada por métodos en el
dominio de la frecuencia (Boiko, 2009; Pérez-Ventura and Frid-
man, 2019a). Estos métodos también pueden ser aplicados para
el análisis del efecto del ruido en el diferenciador.

6.2. Aproximación continua y homogénea del CMDOSI

Aunque el controlador integral discontinuo del Teore-
ma 8 puede compensar exactamente perturbaciones Lipschitz
δ2 (t, z) usando una señal de control continua u(t), la disconti-
nuidad en la función ψ hace que la señal de control tenga una
derivada temporal discontinua. Con el fin de suavizar aún más
u(t), es usual reemplazar la función discontinua ψ por una con-
tinua, por ejemplo, por una función de saturación lineal (Utkin
et al., 2009; Khalil, 2002). Una propuesta alternativa (que tam-
bién puede ser realizada en el controlador por modos deslizan-
tes de orden superior presentado en la Sección 3) consiste en
utilizar una función ψ continua y homogénea, como aquella
obtenida de (34), de grado rρ+2 = 1+ d > 0, con d > −1. El
siguiente resultado (véase la prueba en Mercado-Uribe and Mo-
reno (2020b)) muestra que tal controlador es capaz de compen-
sar exactamente sólo perturbaciones constantes δ2 (t, z), es de-
cir, ∆2 = 0, pero que cuando ∆2 > 0 las trayectorias son global y
finalmente acotadas (véase por ejemplo (Khalil, 2002, Chapter
4.8) para la definición), de tal forma que se obtiene estabilidad
“práctica”. Adicionalmente, la cota final decrece a medida que
rρ+2 se acerca a cero.

Teorema 9. Seleccione −1 < d < 0 (resp. d = 0). Para cua-
lesquiera valores Km, KM , ∆1, con ∆2 = 0, en (31) y para valo-
res arbitrarios de α ≥ 0, β j > 0 y kI, j ∈ R, existen ganancias
positivas kρ , KI > ∆2, κ j tales que el origen x̄ρ+1 = 0 del sis-
tema en lazo cerrado formado por la planta (30) y el control
integral (32) es un punto de equilibrio robusta y globalmente
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estable en tiempo finito (resp. exponencialmente). Adicional-
mente, si ∆2 > 0 las trayectorias x̄ρ (t) de la planta son glo-
bal y finalmente acotadas, con cota final B (∆2), con B (·) una
función clase K∞. Esto significa que para cualquier condición
inicial x0 existe un tiempo finito T tal que

∥∥x̄ρ (t)
∥∥ ≤B (∆2) y

|ζ (t)+δ2 (t, z)| ≤B (∆2) para todo t ≥ T .

Escalamiento de ganancias: Para cualquier constante L > 0
el siguiente escalamiento de las ganancias (y cotas) preserva la
estabilidad para cualquier d ∈ [−1 , 0]

kρ → L
rρ−rρ+1

rρ kρ , KI → L
r1−rρ+2

r1 KI , ∆1→ L∆1,

∆2→ L∆2 ,κ j→ L

(
r1
rρ
− r1

r j

)
κ j , j = 1, · · · , ρ−1,

kI,ι → L
1− r1

r j kI,ι , βι → L
1− r1

r j βι , ι = 2, · · · , ρ. (35)

Estimación del tiempo de convergencia: En (Mercado-Uribe
and Moreno, 2020b) se prueba que función de Lyapunov
V
(
x̄ρ+1

)
, que es homogénea y de grado m, satisface la de-

sigualdad V̇
(
x̄ρ+1

)
≤−κV

m+d
m
(
x̄ρ+1

)
. De esta desigualdad se

deduce fácilmente la convergencia en tiempo finito (si d < 0).
Además, se puede estimar el tiempo mediante la expresión

T
(
x̄ρ+1,0

)
≤ m
−κd

V
−d
m
(
x̄ρ+1,0

)
.

7. Ejemplo de aplicación

Para ilustrar los resultados considérese el sistema de levita-
ción magnética (Khalil, 2002) descrito por

ẋ1 = x2

ẋ2 =−
k
m

x2−
aL0

2m
x2

3

(a+ x1)
2 +g (36)

ẋ3 =
1

L(x1)

(
−Rx3 +aL0

x2x3

(a+ x1)
2 +u

)

dónde x1 = y ∈ R+ es la distancia vertical (hacia abajo) de la
bola, medida desde la bobina (cuando la bola está pegada a la
bobina x1 = 0), x2 = ẏ es la velocidad, m es la masa de la bo-
la, g es la aceleración de la gravedad, k es el coeficiente de
fricción viscosa, L(x1) = L1 +

aL0
a+x1

es la inductancia del elec-
troimán, que depende de la posición de la bola, x3 = i ∈ R+ es
la corriente eléctrica, R es la resistencia eléctrica en el circui-
to y el control u es el voltaje aplicado. Todos los parámetros
k, m, a, L0, L1, g, R son constantes positivas. Asumimos que la
única señal medida es la posición x1.

El objetivo de control es que la posición de la bola x1 si-
ga una señal deseada r (t), es decir, lograr que σ (t) = x1 (t)−
r (t)≡ 0 robustamente y en tiempo finito. σ tiene grado relativo
ρ = 3 con respecto al control u, de tal forma que la dinámi-
ca reducida (o dinámica cero) es trivial, y el sistema se puede
llevar a la forma normal (7) usando como variables de estado
a (z1, z2, z3) = (σ , σ̇ , σ̈). No se presentan los detalles de tal
transformación aquı́, pero el lector interesado puede consultar
los detalles en (Mercado-Uribe and Moreno, 2020a, 2018b). Pa-
ra el sistema, la forma (7) no es válida globalmente, por lo que
los resultados presentados son solo aplicables regionalmente.

7.1. Control por modos deslizantes de orden superior: simu-
laciones

Como controlador por modos deslizantes de orden superior
se utiliza un control discontinuo relevado polinomial de orden
ρ = 3 (16), con α = 3, dado por

u = utk (t)+ k3L
⌈
dẑ3c3 + k2L

3
2 dẑ2c

3
2 + k1L2ẑ1

⌋0
.

El observador está descrito por

˙̂z1 =−λ1l
1
3 dẑ1− z1c

2
3 + ẑ2

˙̂z2 =−λ2l
2
3 dẑ1− z1c

1
3 + ẑ3

˙̂z3 =−λ3l dẑ1− z1c0 +a(t, ẑ)+b(t, ẑ)u .

Para las simulaciones se utilizan los siguientes parámetros de la
planta: L1 = 0,02 [H]; L0 = 0,01 [H], a = 0,05 [m], k = 0,001
[N/m/s], m = 0,1[Kg], g = 9,81[m/s2], R = 1[Ω]. La señal de
referencia es r (t) = 0,05+0,025sin(t). Las ganancias del con-
trolador seleccionadas son k1 = 1,5, k2 = 5, k3 = 25, L= 4, y las
del diferenciador λ1 = 3, λ2 = 1,5

√
3, λ3 = 1,1, y l = 700. Las

condiciones iniciales de la planta son z0 = [0,1, 0, 0,3] y las del
observador ẑ0 = [0,2, 0,3, 0]. Consideramos que los parámetros
k, m, R son inciertos, por lo que en la simulación sus valores
para el observador se toman un 10% mayores a sus valores no-
minales. Las simulaciones fueron realizadas con un algoritmo
Euler de paso fijo, con un paso de 10−5.

La gráfica superior de la Figura 1a muestra la evolución
de los tres estados de la planta y de la señal de referencia.
r (t) = 0,05+0,025sin(t). Se observa que la posición de la bo-
la x1 sigue perfectamente la referencia, después de aproximada-
mente 1 segundo, a pesar de las incertidumbres en el modelo. La
gráfica inferior presenta la evolución de los errores de estima-
ción del diferenciador, para los estados originales de la planta
x(t). El observador converge exactamente después de unos 0,2
segundos. Esto es crı́tico para este sistema, ya que si el contro-
lador no actúa adecuadamente la bola puede salirse de la zona
fı́sicamente plausible. La gráfica superior de la Figura 1b mues-
tra el comportamiento en el tiempo de la variable de desliza-
miento y sus derivadas z(t). La variedad de deslizamiento z≡ 0
es alcanzada en menos de dos (2) segundos. La gráfica inferior
de la Figura 1b muestra la variable de control u, que presenta el
castañeo caracterı́stico del control por modos deslizantes.

7.2. Control Integral: validación experimental
Ilustramos el comportamiento del control por modos des-

lizantes de orden superior con acción integral (32) mediante
una validación experimental, llevada a cabo en el sistema de
suspensión magnética (Model 730) de la compañı́a Educational
Control Products (ECP). En el modelo matemático (36) la bo-
la es reemplazada por un disco magnético en el sistema expe-
rimental. Los valores nominales de los parámetros, dados por
el fabricante, son: L0 = 0,245[H], L1 = 0,1[H], R = 1,75[Ω],
m = 0,12[kg], g = 9,81[ m

s2 ], a = 8,8[mm], k = 0,1[Ns
m ].

El objetivo de control es el mismo: x1 debe seguir una señal
de referencia no armónica r(t), que es constante (0,025[m])
cuando 0 ≤ t ≤ 30 y después (t ≥ 30) su cuarta derivada tem-
poral d4r/dt4 es una señal cuadrada (véase abajo a la derecha de
la Figura 2a), que es discontinua pero acotada por ∆2 = 0,02/π.
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(a) Gráfica superior: Estados de la planta (x1, x2, x3). Gráfica inferior: Compor-
tamiento de los errores de estimación e = x̂− x.
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(b) Gráfica superior: Variables de deslizamiento z. Gráfica inferior: Comporta-
miento de la señal de control u.

Figura 1: Resultados de simulación para el ejemplo

Ya que el grado relativo ρ = 3 coincide con el orden del sis-
tema, se puede llevar a la forma (7). En estas coordenadas el
controlador consiste en un término que compensa los términos
no lineales nominales y en la acción integral (32). Las ganan-
cias en χ (x) (33) son κ1 = 3, κ2 = 7, k3 = 21, y ψ (x) en (34)
tiene los parámetros α = 0, kI = 2, kI2 = kI3 = 0. Nótese que
ψ (x) = ψ (x1) depende solo de la salida x1.

Los experimentos fueron realizados para el control integral
discontinuo (d = −1) y dos aproximaciones con grados de ho-
mogeneidad d = − 1

2 , y d = 0, siendo este último un controla-
dor lineal. Las ganancias del controlador son escaladas como en
(35). Inicialmente consideramos una ganancia de escalamiento
L = 2 para todos los controladores. Sin embargo, el controla-
dor lineal fue incapaz de seguir la señal y fue necesario hacer
L = 100 para el, con el fin de obtener un seguimiento razonable.

La Figura 2a muestra la referencia y la evolución en el tiem-
po de la posición del disco x1 para los tres controladores, mien-
tras que la Figura 2b presenta los errores de seguimiento de la
salida. El controlador lineal tiene un error de regulación acep-
table cuando la referencia es constante, pero su desempeño es
muy bajo en el seguimiento de la referencia variante en el tiem-
po. El controlador con acción integral homogénea y continua,

con d = −1/2, tiene un mejor desempeño que el controlador
lineal, pero no puede hacer un seguimiento adecuado para la
referencia variante en el tiempo. El controlador con acción in-
tegral discontinua d =−1 muestra, por el contrario, un error de
seguimiento muy pequeño tanto para la referencia constante co-
mo para la variante en el tiempo, a pesar de las incertidumbres
en el modelo y sus parámetros y al ruido de medición del sensor
de posición. La señal de control correspondiente u(t) se pre-
senta en la Figura 2c para todos los controladores. En contras-
te con el caso anterior, u es continua para todos ellos, aunque
puede presentar componentes de alta frecuencia para el contro-
lador discontinuo, causadas posiblemente por la compensación
de fuerzas de fricción desconocidas. Nótese también que para
el seguimiento de la señal de referencia variante el controlador
discontinuo tiene la señal de control de magnitud más pequeña.

8. Conclusiones

En este artı́culo se han presentado algunos de los resulta-
dos obtenidos recientemente en nuestro grupo de investigación
en la UNAM, concernientes a los métodos de diseño basados
en funciones de Lyapunov para controladores y diferenciadores

(a) Posición x1 (c) Señal de Control u(t)(b) Error de seguimiento

Figura 2: Resultados experimentales para el ejemplo
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por modos deslizantes de orden superior, incluyendo también
controladores que usan una acción integral. Se ha mostrado que
el uso de la homogeneidad y de funciones de Lyapunov ho-
mogéneas permite un diseño sistemático de los algoritmos por
modos deslizantes, incluyendo el cálculo de ganancias estabili-
zantes, y la estimación de los tiempos de convergencia y cons-
tantes de precisión. Esta lı́nea de trabajo puede extenderse en
muchas direcciones. Algunos temas importantes a desarrollar
son el control de sistemas multivariables inciertos, estimación
de parámetros y el control adaptable por modos deslizantes.
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