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Resumen

En este trabajo se presenta un tutorial sobre un método de disefio de controladores basado en el moldeo de energia mds inyeccién
de amortiguamiento para el control de una clase de sistemas mecdnicos completamente actuados y subactuados. Se proporciona
un marco tedrico unificado que permite resolver diferentes objetivos de control como son: regulacién de posicién y regulacion de
velocidad para ambas clases de sistemas y, seguimiento de trayectorias para el caso de sistemas mecdnicos completamente actuados.
Ademais, la regulacién de energia es formulada como un nuevo objetivo de control para generar oscilaciones controladas en ambas
clases de sistemas mecanicos. En adicion, se abordan algunos criterios de disefio como compensacion de friccién dindmica, exclu-
sién de medicién de velocidad e inclusién de la dindmica de actuadores. Finalmente, como ejemplos de aplicacidn, se presentan
recientes resultados publicados en la literatura sobre el disefio de controladores para robots manipuladores accionados por par, un
péndulo con rueda inercial y un sistema carro-péndulo.
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On the energy shaping plus damping injection control of mechanical systems
Abstract

This paper presents a tutorial about a controllers design method based on the energy shaping plus damping injection for the
control of mechanical systems. A unified theoretical framework is provided to solve different control objectives such as: position
regulation and speed regulation for both class of mechanical systems and, trajectory tracking for the case of fully actuated mecha-
nical systems. Also, the energy regulation is formulated as a new control objective to generate controlled oscillations in both fully
actuated mechanical systems and underactuated mechanical systems. In addition, some design criteria are addressed: dynamic fric-
tion compensation, exclusion of speed measurement and, inclusion of actuator dynamics. Finally, as examples of application, recent
results published in the literature on the design of controllers for torque-driven robot manipulators, an inertia wheel pendulum, and
a cart-pendulum system, are presented.

Keywords: Energy control, Lyapunov stability, Robot control, Mechanical systems.

1. Introduccion en (Takegaki and Arimoto, 1981) siendo un trabajo pionero en
control de robots, que desde entonces ha motivado nuevas con-
El moldeo de energia potencial mas inyeccién de amorti- tribuciones sobre este tépico en las dltimas cuatro décadas. Mas

guamiento es un método de disefio de controladores para el aun, el controlador por moldeo de energia e inyecciéon de amor-
control de robots manipuladores. Este método fue introducido  tiguamiento utilizado para el control de posicién de robots ma-

* Autor para correspondencia: jesus.sg@lapaz.tecnm.mx
Attribution-NonCommercial-ShareAlike 4.0 International (CC BY-NC-SA 4.0)



408 Sandoval, J. et al. / Revista Iberoamericana de Automadtica e Informatica Industrial 19 (2022) 407-418

nipuladores es conocido como control PD con compensacién
de gravedad (Kelly et al., 2005). Una interpretacion fisica del
controlador anterior fue descrita en (Ortega et al., 1998), don-
de el moldeo de energia e inyeccién de amortiguamiento estan
representadas por un péndulo virtual unido a la articulacién del
robot por medio de un resorte y un amortiguador lineal virtual.
Esta interpretacion es ttil para los ingenieros, principalmente
porque la sintonia de las ganancias del controlador se basa en
conceptos de energia y amortiguamiento.

Recientemente, una propuesta de moldeo de energia mas
inyeccién de amortiguamiento para el disefio de un controla-
dor de seguimiento de trayectorias de robots manipuladores ac-
cionados por par e influenciados por la friccién dinamica de
Dahl fue publicada en (Kelly et al., 2021). Un logro interesante
fue demostrar que el controlador de seguimiento de trayecto-
rias conocido como control par-calculado es un controlador por
moldeo de energia total. Ademads, puesto que la estructura ma-
temadtica de este controlador se puede dividir en dos términos:
moldeo de energia e inyeccién de amortiguamiento, es posible
reescribirlo como un control PD con compensacién de gravedad
mds un término no lineal. Extendiendo la interpretacion utiliza-
da para el control PD con compensacién de gravedad mostrada
en (Ortega et al., 1998), el controlador par-calculado puede ser
representado por un péndulo virtual acoplado a la articulacion
del robot por medio de un resorte y un amortiguador virtual no
lineal. La primera publicacién donde se menciona el moldeo
de energia total para el control de posicién de robots manipu-
ladores con articulaciones flexibles fue en (Ailon and Ortega,
1993). Sin embargo, la propuesta de moldeo de energia total
ha sido adoptada mas como una metodologia de disefio de con-
troladores para la regulacién de posicion de una clase de siste-
mas mecénicos subactuados —aquellos sistemas que tienen mas
grados de libertad que entradas de control- donde es necesario
moldear tanto la funcién de energia potencial como la funcién
de energia cinética (Bloch et al., 2000; Ortega et al., 2002; Ro-
mero et al., 2015; Fujimoto and Sugie, 2004; Viola et al., 2007;
Romero et al., 2013). Mas alla del control de posicidn, el cam-
po de aplicaciones para controlar sistemas mecéanicos subactua-
dos usando el moldeo de energia total ha sido extendido a los
siguientes objetivos de control: regulacion de velocidad y regu-
lacién de energia (Sandoval et al., 2021b,c,d). Ademas, nume-
rosas investigaciones sobre control por moldeo de energia para
robots manipuladores abordan principalmente dos objetivos de
control: control de posicién (regulacioén de posicion articular) y
control de movimiento (seguimiento de trayectorias articulares)
(Ebrahimi et al., 2021; Franco and Garriga-Casanovas, 2021;
Cruz-Zavala et al., 2017; Kelly, 1999; Tanaka and Fujita, 2015;
Kelly and Santibafiez, 1998; Navarro-Alarcén et al., 2013; Liu
and Xin, 2017; Takegaki and Arimoto, 1981; Kelly et al., 2021;
Romero et al., 2015, 2013).

Por otro lado, existen varias estrategias que han resuelto el
problema de seguimiento de trayectorias de sistemas mecédnicos
usando las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana (Fujimo-
to et al., 2003; Kelly et al., 2005; Ortega et al., 1998; Fujimoto
and Sugie, 2004). Por ejemplo, (Fujimoto et al., 2003) y (Fuji-
moto and Sugie, 2004) resolvieron este problema para una clase
de sistemas hamiltonianos usando transformaciones candnicas,
donde la dindmica del error en el sistema en malla cerrada ha si-
do construido usando la definicién estandar del error: el vector

de estado del sistema en malla abierta menos el vector de estado
deseado. En contraste, en el presente tutorial, el marco tedrico
utilizado se basa en una novedosa transformacién de coordena-
das, las cuales no son arbitrarias puesto que ellas corresponden
a nuevas posiciones y momentos y, mas importante, a coorde-
nadas de verdaderos momentos. Esto significa que la presente
propuesta difiere de la anterior definicidn estandar del error pa-
ra el sistema en malla cerrada. Mads aun, las nuevas coordenadas
conducen a un sistema en malla cerrada auténomo, y basado en
la teoria de Lyapunov, se puede mostrar que el sistema en malla
cerrada es estable e, invocando el teorema de LaSalle se asegu-
ra que las trayectorias del sistema en malla cerrada convergen
asintéticamente a un particular conjunto invariante.

En resumen, la contibucién del presente trabajo es un tuto-
rial sobre el control por moldeo de energia mds inyeccion de
amortiguamiento de una clase de sistemas mecédnicos comple-
tamente actuados y subactuados, que muestra recientes aplica-
ciones para el control de algunos sistemas mecanicos como: ro-
bots manipuladores, un péndulo con rueda inercial y un sistema
carro-péndulo. Cabe resaltar que el método propuesto en este
articulo es una alternativa a los métodos de disefio por moldeo
de energia reportados en la literatura, los cuales estdn enfocados
principalmente en disefiar reguladores de posicidn, ver el libro
de (Duindam et al., 2009) y, un excelente tutorial sobre el con-
cepto de energia utilizado en control (Ortega et al., 2001). En
particular, este método puede ser aplicado para el cumplimien-
to de diferentes objetivos de control, ademas de regulacion de
posicién, como se menciond anteriormente.

A lo largo del presente documento, la notacion (-),x, denota
una matriz n X n, con I, como la matriz indentidad y 0,x, la
matriz de ceros; mientras 0,, € R” es el vector de ceros nx 1, el
gradiente V) = % es un vector columna, det[A] denota el de-
terminante de la matriz A, y diag{a;, as, ..., a,} representa una
matriz diagonal n X n donde los elementos en la diagonal son
ap,az,...,dy.

El resto del documento estd organizado como sigue. En la
seccion 2, se presenta un resumen del método de control por
moldeo energia mas inyeccién de amortiguamiento de una clase
de sistemas mecédnicos completamente actuados y subactuados.
En la seccién 3, se muestra una aplicacién a robots manipula-
dores accionados por par, mientras en las secciones 4 y 5 se
describe su aplicacién a dos sistemas subactuados: el péndulo
con rueda inercial y el sistema carro-péndulo, respectivamente.
Finalmente, las conclusiones son dadas en la seccion 6.

2. Control por moldeo de energia mas inyeccion de amor-
tiguamiento: un resumen

En esta seccidn se presenta un resumen del método de con-
trol por moldeo de energia mas inyeccioén de amortiguamiento
para una clase de sistemas mecanicos completamente actuados
y subactuados, como eje principal del presente trabajo.

2.1. Formulacion del problema de control

La formulacidn inicia con una descripcién hamiltoniana del
sistema mecanico a ser controlado, donde el hamiltoniano es
la suma de la energia cinética mas la energia potencial de un
sistema mecanico de n articulaciones

1
H(g,p) = 5 p'M(@)'p + U, (1)
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donde q € R" y p € R” son los vectores de posiciones y mo-
mentos generalizados, respectivamente, M(q) = M(q)” > 0
es la asi llamada matriz de inercia. Una propiedad de la fun-
cién de energia potencial U(q) del sistema mecanico debido a
la fuerza gravitacional es que esta funcién es al menos una vez
diferenciable con respecto a q. Es conveniente recordar que en
formulacion hamiltoniana el momentum p esta definido como

p = M(qQ)q (@)

donde q es el vector de velocidades generalizadas.

2.1.1. Modelo dindmico de los sistemas mecdnicos a contro-
lar

La dindmica de sistemas mecdnicos accionados por pares
incorpora friccidn viscosa en todas sus articulaciones. Especifi-

camente, sus ecuaciones pueden ser escritas como

2B IRt B
dt|p| VpH(q,p)| " |-RVpH(q.p)| |7|
3)

donde R € R™" es una matriz diagonal definida positiva, la
cual contiene los coeficientes estrictamente positivos de fric-
cién viscosa de las articulaciones del sistema mecanico, y T €
R” es el vector de entradas de control. La clase de sistemas
mecanicos completamente actuados accionados por par consi-
derados en este articulo estd dado por (3).

_Inxn Onxn

2.1.2.  Objetivo de control: Sistema hamiltoniano en malla ce-
rrada deseado
Inspirado por (1) y (2), la funcién escalar

1
Ha(@a Po) = 5 PaMa(@0) Py + Ua(@y), @)

es llamada el hamiltoniano deseado, donde M,(q,) € R™" es
una matriz definida positiva, simétrica y diferenciable para todo
q, € R". Ademas, U,(q,) es una funcién continua y definida
positiva al menos localmente, con un minimo en q;, = 0,. La
siguiente transfomacién de coordenadas es introducida:

q, =a(q) - ¢@), 5)
P, =M.(q,)4,. (6)

siendo q, € R" y p, € IR" los vectores de nuevas posiciones y
momentos ‘generalizados’. En adicion, los vectores a(q) y ¢(7)
tienen la estructura
T
o(q) = [a1(@)  ax(q) (@], (7
T
¢ =51 $a(0) ()] . ®)

Las funciones «;(q) son continuamente diferenciables con res-
pecto a q, parai = 1,...,n, seleccionados para asegurar que el
rango{W(q)} = n, para cualquiera q € R", tal que W(q)~' exis-
ta, donde W(q) es la matriz Jacobiana del vector a(q), esto es,

oa(q)
oq

Mis aidn, se supone que las funciones ¢;(¢) son dos veces dife-
renciables. De (5), se sigue que

4, = W(@q - (). (10)

W(q) = €))

Sustituyendo q,, de (10) en (6), y ¢ = M(q)~'p de (2), queda

P, = T(4,. QP — M,(q,)(1) a1

donde
Tu(4,,9) = M(q,)W(Q)M(q)™' (12)

y rango{T,(q,, @)} = n.

En este articulo, el objetivo de control del sistema hamilto-
niano en malla cerrada deseado consiste en disefiar una entrada
de control T tal que se obtenga el siguiente sistema hamilto-
niano deseado en malla cerrada:

g%k(w Wﬂ%%%%q
dt |P, Vp, Ha(q,, P,)
0,

~Du(q,,P.)Vp, Ha(4,s P,)

donde H, es la funcion diferenciable cuya estructura fue defi-
nida en (4), y la matriz D,(q,, p,) € R™" es una matriz diago-
nal definida positiva completamente arbitraria. La estabilidad
asintética global del equilibrio [q,” p,”1" = [0] 0717 de (13)
puede ser verificado en (Kelly et al., 2021).

Comentario 1: Sobre el objetivo de control (asegurando la
estructura del sistema en malla cerrada (13)), éste esta relacio-
nado al llamado ‘objetivo de control de funcién de energia total
con inyeccidn de amortiguamiento (TEFDA)’ en (Kelly, 2015).

En contraste con los métodos de disefio por moldeo de
energia existentes en la literatura de control, el marco tedrico
descrito aqui incorpora el cambio de coordenadas (5)-(6) y el
sistema en malla cerrada deseado (13). Por ejemplo, si K = I,
entonces de (5), se sigue que q, = q = q — q,(?), siendo q el
vector del error de seguimiento de trayectorias de posiciones
articulares y q,(f) la funcién vectorial de posiciones articulares
deseadas, respectivamente. Mds aun, sustituyendo q, = q y su
derivada temporal ¢, = { en (6) se obtiene p, = M,(§)q. Note
que p, definido en (6) es el momentum resultante obtenido del
lagrangiano £,(q,, q,) definido como sigue

_Inxn Onxn

+

}VtZO, (13)

1

58 Ma(@,)8, — Ua(q,), (14)

La(qa’ qa) =

donde q, = M.(q,)"'p,. de acuerdo con (6). Por tanto, el mo-
mentum p,, estd dado por

_ 9Lu(@,4,)

a aq = Ma(qa)qu’ (15)

en contraste al “falso momentum” P definido en (Fujimoto
et al., 2003; Fujimoto and Sugie, 2004):
_ 0La(q,q)  0La(qy, 40)
p=p-p,= — o — - —
9q 94,
=M(q)q - Ma(q4.)4,, (16)

siendo M;(q,) una matriz simétrica definida positiva a ser di-
sefiada. En suma, el marco tedrico propuesto utiliza errores de
posicion q, = § y momentos verdaderos p, definidos en (15)
relacionados a la transformacion de coordenadas dadas en (5)
y (6), en lugar de aquellas coordenadas usadas en (Fujimoto
et al., 2003) y (Fujimoto and Sugie, 2004), dadas por los erro-
res de posicidn q, y una diferente variable tomada como un falso
momentum de acuerdo con (16).
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Por simplicidad, de aqui en adelante, sera utilizada la si-
guiente notacion:

M = M(Q)7 Ma = Ma(qa)’ H = H(q’ p)’
7-{& = 7-{tl(qa7 pa)v (L{ﬂ = (L[a(qa)’ Ttl = Ta(qa’ q)’
Da = Da(qa’ pu) (Ll = (Ll(q)9

2.2.  Ley de control

A continuacién, se presenta una ley de control que resuelve
el problema de control formulado en la seccién 2.1. En particu-
lar se demostrard que al sustituir la accién de control 7 en (3)
se obtiene el sistema en malla cerrada deseado (13).

Proposicion 1: Considere el modelo del sistema mecanico
(3). Entonces, se obtiene el sistema en malla cerrada deseado
(13) con la ley de control

T = Tes + Tais (17

donde
Tes =VqH + RVpH — T, ' [Vq, Ha + Tup — Ma(t) — Ma$(0)),
(18)
T4 = = T;' DVp, Ha, (19)

siendo T.; y T4 las acciones de control llamadas moldeo de
energia e inyeccién de amortiguamiento, respectivamente. Se
entiende por “ganancias” del controlador (17)-(19) a las matri-
ces My, D, y W (que es parte de T,), asi como las constantes
que multiplican a la funcién U,,.

Prueba: La derivada temporal de p, en (11) queda

Do = Tap + Tup — Mo$(1) — Mo(2). (20)
Sustituyendo p de (3) en (20) resulta

p, = .ap + Ta[—qu'{ = Rvpﬂ +71] - Ma¢(t) - Maéb(t)s

(21)
y usando (17)-(19) en (21), se obtiene p, como:
p,=T.p+ T,[-VqH - RVpH + VqH + RVpH
=T, [Vq,Ha + Tap — Mup(t) — Mo(1)]
- Ta_lﬂavpaq'{a] - Ma¢(t) - Maé(t)
= = Vg, Ha = DM 'p,. 22)

Luego, de (4) se verifica la siguiente igualdad

1 _ -
Vpﬂ-{a = Vpa 5 PZMa((la) 1pa +Uq,)] = Mulpa’ (23)

y recordando que (6) estd dado por la definicién p, = M,q,.
entonces al sustituir p, en (23) queda

Vp, Hi = d,. (24)

Finalmente, se concluye que (22) y (24) corresponden a (13).
Esto completa la prueba de la Proposicién 1.

El significado fisico de los términos de moldeo de energia e
inyeccioén de amortiguamiento pueden ser expresados como si-
gue: moldeo de energia significa transformar (3) en (13) —pero
considerando solo el primer término del lado derecho de (13)-

por medio de la entrada de control 7., en (17). Por otro lado,
la inyeccién de amortiguamiento significa agregar intencional-
mente una entrada externa al sistema en malla cerrada (13), a
través del término T4 en la entrada de control (17), el cual co-
rresponde al segundo término del lado derecho de (13). Su rol
es lograr que [q,” p,”]" =[0] 0I]" sea un equilibrio asint6ti-
camente estable globalmente y, también sirve para manipular la
velocidad de convergencia deseada.

2.3.  Sistemas mecdnicos subactuados

La regulacién de posicidn (estableciendo todas las posicio-
nes generalizadas a valores constantes) para una clase de sis-
temas mecdnicos subactuados encontrados en numerosos labo-
ratorios de control ha sido resuelto exitosamente por dos me-
todologias de disefio basadas en control por moldeo de energia
total conocidas en inglés como: Interconnection Damping As-
signment Passivity-Based Control (IDA-PBC) y Controlled La-
grangian; publicadas por (Ortega et al., 2002) y (Bloch et al.,
2000), respectivamente.

Si consideramos el caso de un sistema mecanico con mds
grados de libertad que entradas de control, entonces conviene
sustituir la ley de control (17) por

T = Gu, (25)

donde G € R™" es la matriz de distribucion de actuadores, con
rango(G) = m, y m < n, siendo m el nimero de entradas de
control y n el niimero de grados de libertad. Ahora, el vector de
entradas de control es u € IR”. Como consecuencia de no existir
una inversa de la matriz G, la matriz M, y la funcién escalar U,
ya no son arbitrarias y ambas deben ser soluciones del siguiente
conjunto de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs):

G*[VqH + RVpH
~T;'[Vq, Ha + Tap — Mu(1) = Mo(D]] = 01y (26)

donde G+ € R"™" g5 el aniquilador izquierdo de la matriz
G, tal que, G*G = Op—myxm. Ademds, la matriz D, en (19) se
escoge convenientemente de la siguiente manera:

D, = T,GK,G'TT 27)

la cual es semidefinida positiva y K, € R™" es una matriz defi-
nida positiva. Finalmente, si hay soluciones M, y U,, entonces
la ley de control (17) puede rescribirse como (25) con

u=[G"GI"'G"[VqH + RVpH
~T;'[Vq,Ha + Tap — Mad(t) - M1 - K,G" T} (28)

Debido a que generalmente en una o en ambas soluciones M,
y U, en (26), su propiedad de positividad es local, en el mejor
de los casos solo se cumple que [q,” p,”17 =[0I 07]" seaun
equilibrio asintéticamente estable localmente.

Por tltimo, atn cuando resolver el conjunto de EDPs en
(26) es todo un desafio, en las secciones 4 y 5 sa muestran al-
gunos ejemplos donde es posible obtener una solucién.
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3. Control de robots manipuladores accionado por pares

En esta seccion se muestran algunas aplicaciones del méto-
do de control mediante (17)-(19) para robots manipuladores ac-
cionado por pares, descrito en la seccion 2. Las aplicaciones han
sido recientemente publicadas en (Kelly et al., 2021) y (Sando-
val et al., 2021c¢).

3.1. Regulacion de posicion: control PD con compensacion
de gravedad
La ley de control propuesta (17)-(19) puede ser reescrita en
la notacién estdndar de la dindmica de robots manipuladores
(M, C, g) como (Kelly et al., 2005):

7=Cq+g(q) +Rq - [MW'M,;"1[C.q, + Dud,
+g + [MWM™ + M;WM™ " \Mq — M,¢(1)
— M) — M,q,], (29)

donde se han definido en (Kelly et al., 2021) las variables
Cq=Mq-Vq(34"Mq), g = VqU, la igualdad (12), la iden-
tidad M = —~MM~'M, las siguientes expresiones:

. - . 1. .
Caqu = Ma(qa)qa - an (quMa(qa)qa) )

g, =8.(q,) = Vq,U(q,),

y los términos restantes en (29). Las ganancias del controlador
(29) son: las matrices M, y D, (ambas definidas debajo de la
Ecuacién (4) y (13), respectivamente), la funcién escalar U, y
la funcién vectorial a(q) que define a W de acuerdo a (9).

Como un hecho importante, para robots sin friccién (R =
0,x) la seleccién de los siguiente términos en (29): M, = M,
U, = %qu,,qa, D, = K,,y ¢(t) = —q, constante para todo
t>0talqueq, =4, =0,,yasuvez,q, = q = —q+qy,
con a(q) = —qy W(q) = —I,x,, donde K, y K, son matrices
simétricas definidas positivas, conduce a la ley de control cono-
cida en la literatura de robots manipuladores como control PD
con compensacion de gravedad (Kelly et al., 2005):

»4 - K.q+g(q) (30)

donde, en este caso, las Unicas ganancias de este controlador
son K, y K, (matrices de ganancias Proporcional y Derivati-
vas).

TPD+g =

3.2.  Un controlador de seguimiento de trayectorias: control
par-calculado

De 1la seccién anterior, otra seleccidon apropiada de los si-
guientes términos en (29) es: M, = L, U, = %qupqw
Dy = K,y (1) = —q() tal que q, = § = —q + q,,
con a(q) = —qy W(q) = —I,,, donde K, y K, son matri-
ces simétricas definidas positivas, conducen a la ley de con-
trol conocida en la literatura de robots manipuladores como
control par-calculado (Kelly et al., 2005):

Tpe = M(Q)d, + K.q + K,q] + C(q, 9)q + g(q) (€29)

donde las tnicas ganancias de este controlador son K, y K,
(matrices de ganancias Proporcional y Derivativa). La ley de
control (31) puede ser reescrita como

Tpe = Kp(@)q — Ko(q, 0)q + g(q) + f(q, 1) (32)

siendo las ganancias no lineales

R, (q) = M(Q)K,, (33)
K,(q.q) =M(Q)IK, + M (q)C(q. 9)], (34)

y la funcién vectorial no lineal
f(q,7) = M(@)ld4, + K.q,]. (35)

Note que el control par-calculado (32) puede ser visto como
un control PD con compensacién de gravedad mas un término
no lineal dado por f(q, ), con ganancias no lineales IA(,,(q) y
kv(q, q) definidos en (33) y (34).

Ademads, como se mencioné en la introduccién, para el
objetivo de control de regulacién de posicién (q, constante,
q; = Gy = 0,, y asuvez, f(q,1) = 0,) el control par-calculado
(32) queda

Tper = Kp(@)d — K\(q, 0)q + g(q) (36)

el cual puede ser representado por un péndulo virtual acoplado
a la articulacién del robot por medio de un resorte y un amorti-
guador no lineales dados por K @)y K,(q, ), respectivamente,
definidos en (33) y (34).

3.3.  Un regulador de energia

La regulacion de energia ha sido formulado como un nuevo
objetivo de control en (Sandoval et al., 2021a), donde se descri-
be su aplicacién al movimiento oscilatorio en aquellas articu-
laciones seleccionadas por el usuario. El movimiento peridédico
controlado oscila alrededor de una posicién deseada como re-
ferencia, lo cual permite un interesante comportamiento del ro-
bot. Principalmente, cuando se tiene interés en generar un movi-
miento oscilatorio de amplitud deseada y frecuencia constante,
a través de la accion de control (17)-(19), simplemente confi-
gurando a cero una de las ganancias (elementos de la diagonal)
de D,, mientras el resto de las ganancias de (17)-(19) se asigna
convenientemente.

Para clarificar la notacidn en esta seccion, cada articulacién
no amortiguada serd referida como la j-ésima articulacion sin
inyeccion de amortiguamiento, y cada articulacién con amorti-
guamiento serd llamada la i-ésima articulacién amortiguada, tal
que jeJ={1,2,...n}eiel =1{1,2,...n},con j # i, donde
n es el numero total de articulaciones del robot. En adicion, la
matriz R es definida como R = diag{f,,, f., ... f,}, mientras la
matriz O, = K,, con K, = diaglk,,, k,, ...k, }.

Por conveniencia, se considera H, en (4) con la siguiente
estructura

M, = diagla;), 37
1
Ua = 590Ky (38)

siendo g; constantes estrictamente positivas, y K, = diag{k,,}
una matriz definida positiva, coni = 1,2,...n. La funcién U,
podria ser cualquier funcién definida positiva, pero ha sido se-
leccionada como una forma cuadratica en (38) en vista de la
trayectoria oscilatoria que se pretende generar. En adicién, de
(5), ha sido definido a(q) = q y ¢é(r) = q,(1), tal que

q, = q—qu0) 39)
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donde q,(¢) es una funcién dos veces diferenciable.
La energia constante “deseada” es una constante no negati-
va dada por

2
., 1o P01
Hi=5 D =t 35 D knde, 0. (40)

e 4 Jed

Con algtn abuso de la palabra, esta constante es llamada “de-
seada” porque estd relacionada con la funcidén de energia desea-
da H,, en (4), pero su valor depende de las condiciones iniciales
de las articulaciones no amortiguadas, asi que esta no es una
constante arbitraria especificada libremente por el usuario.

Formalmente, el objetivo de control de regulacién de
energia es el cumplimiento de:

1 H,(q,(), (1) = H;, )

desde cualquier condicién inicial del robot [q(0)” p(0)"]”. Es-
pecificamente, el valor de H; puede obtenerse calculando las
constantes: g, (0) = 4;(0) — 4, (0). Y pa (0) = a;{G(0) 4, (O)],
después de tomar en cuenta (6), (37), (39), y la derivada tempo-
ral de (39).

Comentario 2: La constante H; puede ser también igual
a cero para q,; = pg; = 0, de acuerdo a (40), en tal caso el
objetivo de control se convierte en un objetivo de control de
seguimiento de trayectorias o de regulacién de posicion.

La estrategia que se utiliz6 en (Sandoval et al., 2021a) para
cumplir (41) consistié en agregar amortiguamiento parcial via
la ley de control (17) en lugar de una inyeccién de amortigua-
miento completa. Para este fin, se presentd el andlisis de esta-
bilidad del sistema en malla cerrada (13) siendo D, = K, una
matriz semidefinida positiva (matriz de inyeccién de amortigua-
miento parcial) con elementos K, = diag{k,,,k,,, ...k, }, donde
al menos una constante k,; es cero, siendo j # i. Es importante
mencionar que la seleccion g,,(0) = p,,(0) = O significa que
ninglin movimiento oscilatorio de la j-ésima articulacién de la
posicién g; alrededor de la posicion deseada g,4; del robot ma-
nipulador es deseada, y de acuerdo con (40), este valor conduce
a una energia deseada nula: H; = 0; por tanto, en este caso el
objetivo de regulacion de energia se convierte en un objetivo de
control de seguimiento de trayectorias. Se establece el resultado
principal en la siguiente proposicion.

Proposicion 2: Considere el sistema en malla cerrada de-
seada (13), con H, en (4) compuesta por (37) y (38). Sea
D, = K, una matriz diagonal semidefinida positiva, donde
K, = diaglk,,, ky,, ... ky,} tal que al menos una constante k,; es
cero. Entonces, el objetivo de control de regulacién de energia
(41) se cumple con H; definida en (40):

2,0

) 1 1 2
lim Ho(@, (0. Po(0) = 5 " =2+ 5 > kp, 2, (0),

jeJ J jeJ

donde j es la j-ésima articulacién no amortiguada, tal que
jeJ =1{1,2,...n} y nes el nimero total de articulaciones
del robot.

La prueba de la anterior Proposicion 2 se describe en deta-
lle en (Sandoval et al., 2021a), asi como diferentes simulaciones
numéricas que ilustran el cumplimiento del objetivo de control
(41).

3.3.1.  Amplitud y frecuencia deseada

La solucién de g,; estd dada por (ver procedimiento en
(Sandoval et al., 2021a)):

G, (D) = gy, cos(wa,t = @), (42)

donde qz’f es la mdxima amplitud, ¢; es el dngulo de fase, y la
frecuencia angular w, es calculada como:

W, = |- 43)

Esto permite a su vez calcular la frecuencia en Hertz, esto es,

a)d/.
foy = 5 (44)
y el periodo P; en segundos, dado por
2
Pi="L (45)
Wy,

J

La maxima amplitud qg’; se obtiene de la siguiente expresion

2cg, 1 | P20
M _ Jo_ J 2
o = \|— = 1|— +kp,q2 (0)], (46)
’ \/ kp, \/km aj e
donde 5
1| Pz
CE/. = E a—] + kp/qi/] . (47)

En resumen, el regulador propuesto (17) con D, = K, don-
de K, = diag{k,,, k,,,...k,,} tal que al menos una constante kvj
es cero, cumple el objetivo de control (41), y las reglas de sin-
tonfa estan dadas por (43)- (46).

3.4. Control de robots manipuladores influenciados por la
friccion dindmica de Dahl

Un controlador para seguimiento de trayectorias de robots
manipuladores con friccién, fue presentado en (Kelly et al.,
2021). De los argumentos tedricos de estabilidad, asi como tam-
bién de ensayos experimentales sobre un brazo robético de 2
grados de libertad, se concluy6 que se recomienda la compen-
sacion de friccidén viscosa mas friccion dinamica (como en el
caso del robot con friccion en sus articulaciones, donde la fric-
cién es caracterizada por el modelo de fricciéon de Dahl maés
friccién viscosa) para mejorar el seguimiento de trayectorias.
Cabe mencionar que la friccién es un fendmeno complejo que
se puede intentar modelar de diversas maneras, ninguna per-
fecta. En algunos sistemas prevalecen algunos efectos mas que
otros lo que hace mas adecuados algunos tipos de modelos de
friccién.

34.1.

El esquema propuesto consistié en la caracterizacién de la
friccién de cada una de las articulaciones del robot manipula-
dor asumido a ser descrito por uno de los modelos de friccién
mads simples: el modelo de Dahl. Este modelo aplicado en las
articulaciones de n grados de libertad de robots manipuladores
estd dado por (Moreno et al., 2003):

Modelo dindmico del robot

z=—-P(@).z+q, (48)
f,(z) =%,z (49)
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donde z € IR" es un vector de estados internos de fricciéon no
medibles,

. L1 [
¥(q) = diag {—Iql l, —lgal, ..., —anl} (50)

Jo o Ja Je,
es una matriz diagonal definida positiva, donde f,
(i=1,2,...,n) denota los parametros de Coulomb (estric-

tamente positivos) para cada una de las n articulaciones,
Y, = diag{oyg,,00,,...,00,} es una matriz diagonal definida
positiva, la cual contiene los parametros de ‘rigidez’de cada
articulacién del robot (o, > 0), ¢ es el vector de velocidades
generalizadas dado por

a=M"'QQp=1[q1 ¢ .1, (51)

donde ¢ puede ser visto como la entrada y f; € R" como la
salida de fuerza de friccion de Dahl friction en (48)-(49). Atlin
cuando ni el estado z ni la fuerza de fricciéon de Dahl f; pueden
ser medidos, suponemos que la estructura y todos los pardme-
tros del modelo de Dahl (48)-(49) son conocidos. Note de (49)
que la friccion de Dahl se hace nula (f;(z) = 0,,) para una matriz
de ‘rigidez’ nula (£, = 0,,x,)-

Tomando en cuenta el modelo de fricciéon de Dahl (48)-(49),
la ecuacién de movimiento del robot manipulador de n grados
de libertad involucrando la friccién dindmica de Dahl mas la
friccidn viscosa puede ser escrita en la siguiente estructura ma-
temadtica no lineal tipo hamiltoniana:

d q Onxn In><n Onxn qu(q’ P) 0n
Zt P|=|1wn -R —Lixn qu—l(q’ P) +| T (52)
z Onxn In><n _lP(q) VZ Wo(z) On

donde T € R" es el vector de entradas de control de pares, la
matriz semidefinida positiva R = diag{r,,, ry,,...,r,,} contiene
los coeficientes de friccion (f,; > 0) de las articulaciones del
robot, y

1
W,(z) = 3 '3,z (53)

3.4.2.  Objetivo de control

Para este esquema propuesto, el objetivo de control es con-
seguir el siguiente sistema en malla cerrada no auténomo de-
seado:

d q, Onsxcn Liscn Onsn
E P.| = _Inxn _Da(qa’ pa) —Ta(qm.(I)
Z, Onxn Ta (qw (l)T _H(q’ (I)
anq-{a(qa’ Pa) On
X Vpaq—{a(qa’ pa) - é‘l(t’ q, qa’ pa) > (54)
Vza Wa(za) f2(lv 49,9, pa)

donde las funciones &,(t,q,q,,p,) Y &(t. 9, q,, P,) estan defi-
nidas por

fl(ta q,q,, Pa) = Tu(qm Q)[l _,u]R‘L (55)

£(1,9,9,,p,) =k M '(@h(q,) + [1 - 5]
X To(q, ) Ma(q,)'p,
+6eM N (Q[1 - uIRq - [1-61q,  (56)

donde u, 6 € {0, 1} son parametros constantes de configuracion
para activar la compensacion de friccién acorde con la seleccién
en la Tabla 1, y la funcién vectorial h(q,) esta definida por

h(q,) = [tanh(q,,) tanh(g,,)---tanh(g,)]".  (57)

La funcién vectorial (57) desempena un rol clave en el disefio
de la dindmica del observador, requerida para obtener un esti-
mado del estado no medible z del modelo de friccién de Dahl
(48)-(49), asi como también en la funcién de Lyapunov pro-
puesta para probar estabilidad uniforme asintética global del
sistema en malla cerrada.

Tabla 1: Pardmetros de configuracién u y ¢ para compensacién de friccién

p 6 Tipo de compensacion de friccién
1 0 viscosa

0 1 Dahl

1 1 Dahl més viscosa

0 0 sin compensacion total

Continuando con la definicion de las entradas del sistema
en malla cerrada deseado (54), se define

T(q. q) = P(q) + 6eM(q)™", (58)

con ¢ € R cualquier constante estrictamene positiva, y
L r
Wa(za) = z z, 2:oza’ (59)

donde z, = z — 67 denota el error de observacion del estado
interno z, con Z dado por

%o = = V(QZ,[x, + Kop,] + M~'[p — Wp, + k:h(q,)]
+ K,[Vq Ha + DuM,'p,] + W' M,'p,
+eW M 'p,, (60)
Z=x,+K,p,, 61)

siendo K, = —sW’l(q)M;I(qa) una matriz diagonal definida
positiva, y k, > 0 es una constante escalar que convenientemen-
te estd acotada. La matriz W,(z,) desempeia el rol de incor-
porar la ecuacién z, = z — 62 en el sistema en malla cerrada
(54).

3.4.3.  Objetivo de control de seguimiento

Considere el modelo del robot —con friccién incluida— (52).
Se desea que las posiciones articulares del robot ¢ sigan
asint6ticamente las trayectorias deseadas de posicion q,(¢). For-
malmente, el objetivo de control de seguimiento global en es-
pacio articular es el cumplimiento del:

lim[q,(r) = q()] = 0n, (62)

para toda posicidn inicial q(0), y velocidad inicial ¢(0), donde
q,(?) es una funcién continua dos veces diferenciable. Se asu-
me que q,(1),q,() y §,(¢) son funciones vectoriales acotadas
conocidas.
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3.4.4. Ley de control
La ley de control que sustituida en el modelo del robot (52)
obtiene el sistema en malla cerrada (54) estd dada por

T = VqH + uRq + 65,2 — T, [Vq Ha + DaVp Ha
+Tap — Ma(1) — Moh(1)].  (63)

donde 7 es calculada de (60) y (61). El principal resultado del
esquema propuesto ha sido establecido en la siguiente proposi-
cion.

Proposicion 3: Considere el modelo del robot (este puede
ser afectado por la fricciéon de Dahl mas la friccién viscosa)
(1), (52), (53) donde R > 0y X, > O (esto es, las friccio-
nes viscosa y de Dahl, ambos tipos pueden estar presentes en
todas las n articulaciones del robot) junto con la ley de con-
trol (63) y (60)-(61), donde M, = M, y U, = 341K, q,,, sien-
do M, = diag{d,,d>,---d,} y K, = diaglk,,,kp,,---kp,} arbi-
trarias pero matrices constantes definidas positivas. Ademés,
D, en la ley de control (63) es asumido a ser una matriz ar-
bitraria pero diagonal definida positiva. Sea a(q) = —Kq(?) y
é(t) = -Kq,(¢) donde K = diag{k, ks, --k,} y ki > 0. En-
tonces, el objetivo de control de seguimiento (62) se cum-
ple proporcionando que ¢ = 6 = 1 (compensacién completa
de friccion —compensacion de friccién mds friccion de Dahl-)
y k, > 0 en la parte dindmica (60) del controlador es una cons-
tante suficientemente pequefia para satisfacer simultdneamente:

/lmin K /lmin M_l

kz<\/ AT 64
Max{K M }
A A M;!

kz< \/ Ma);{ p} _l\;[a)i{_la }’ (65)
Ao KM

A min{KaKp) Amint M DM ')
k< — d . (66)
/lMax{KaDuMgl} + 4/lmin{KaKp}/lMax{KaM(;1}

donde K, = K~'M"'. Més atin, el sistema en malla cerrada es
asintdtica y uniformemente estable en forma global (GUAS).

La prueba de la anterior Proposicién 3 es descrita en detalle
en (Kelly et al., 2021), asi como resultados experimentales en
tiempo real que validan el cumplimiento del objetivo de control
(62).

4. Control de un péndulo con rueda inercial

El péndulo con rueda inercial es sistema subactuado que
consiste de un péndulo fisico sin friccién con un disco simétri-
co (rueda) atado en el extremo, el cual es libre de girar sobre un
eje paralelo de rotacién del péndulo (Figura 1). La naturaleza
subactuada es debido a que tiene dos grados de libertad y un
solo actuador localizado en el disco, el cual se asume a ser un
dispositivo de par ideal (identidad lineal sin memoria).

Un modelo dindmico del péndulo con rueda inercial mos-
trado en la Figura 1, puede ser descrito por (1) y (3) con las
siguientes matrices (Ortega et al., 2002):

ol ot

y la funcién de energia potencial U(q;) = ms[cos(q1) — 1],
donde M = MT > 0 es la asi llamada matriz de inercia, G

es la matriz de distribucién de la entrada de control u, a; =
A
L+ L+ml +mb, a = b, a; = L, my = glmyl,, + myly),y

es definido
q1 0
= . 68
ARA )

Siguiendo la misma suposicion hecha en (Ortega et al., 2002),
se ha asumido ambas articulaciones del mecanismo sin friccion.
El significado del resto de los parametros de la planta es descri-
to en (Sandoval et al., 2020).

Figura 1: Péndulo con rueda inercial

Con el fin de obtener el modelo dindmico en formulacién
hamiltoniana, la funcién de energia (hamiltoniano) —siendo la
suma de la energia cinética mas la energia potencial- es defini-
da como sigue

[61319% —2ap1p> + alP%] + ms[cos(q;) — 1]
(69)

= 2det[M]

donde q = [g1 ¢21" yp = [p1 p21" son los vectores de las
posiciones y momentos generalizados, respectivamente.

Un modelo dindmico del péndulo con rueda inercial sin fric-
cién viscosa, puede ser escrito en forma compacta de la siguien-
te manera (estructura tipo hamiltoniana) (Ortega et al., 2002):

laspi—arp>]
q1 L detiw |
l-aapitaips|
a\q T detM] (70)
dt | p1 ms sm(ql)
P2

donde u € R es la dnica entrada de control de par aplicado a
la rueda. La principal variable del sistema a ser controlada (sa-
lida de la planta) es el desplazamiento angular de la varilla del
péndulo ¢ .

4.1. Regulador de energia

Para el disefio de un regulador de energia, el siguiente cam-
bio de coordenadas fue introducido en (Sandoval et al., 2021d):

p= M MM'p, an
P2
tal que, la funcidn de energia deseada estd definida como sigue:
PO U
Halqr, ) = 30" My'p + Ua(q), (72)

siendo M, = M; una adecuada matriz constante definida posi-
tiva y U,(q1) una conveniente funcién de energia potencial la
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cual es asumida a ser continua y al menos una vez diferenciable
con respecto a q;, y una funcién definida positiva localmente,
dependiendo solo de la articulacién no actuada g;. Note que
H,(q1,P) en (72) es una funcién definida positiva localmente,
por tanto, H,;(0,0,) = 0. Por conveniencia, la siguiente nota-
cién es introducida para la matriz constante M, escrita como:

(73)

old

siendo los elementos d; constantes estrictamente positivas, con
i = 1,2,3, los cuales deben ser seleccionados para asegurar
det[M,] = did5 — d% > (. Enseguida, una constante no negativa
‘H;; es introducida y definida de la siguiente manera:

H; = H(g}, 05) = Uaa), (74)

donde g7 es una constante arbitraria no negativa que pertenece
al intervalo 0 < g7 < m, siendo la amplitud deseada de la osci-
lacién del desplazamiento angular del péndulo. Es importante
mencionar que la seleccién g = 0 es una opcion degenerativa
admisible, lo cual significa que ningiin movimiento oscilatorio
en estado estacionario es deseado, y dado que U,(g;) en (72)
es asumida a ser una funcién definida positiva localmente, de
(74) se satisface U (0) = 0.

4.1.1.  Objetivo de control

Considere el modelo del péndulo con rueda inercial (70). Se
pretende encontrar una ley de control u para lograr que las tra-
yectorias tiendan asint6ticamente desde una pequefa configura-
cidn inicial hacia un valor constante no negativo de la funcién
de energia deseada H; definida en (72), siendo esta constante
H;, = Ua(q)) € [U0), Uy(n)) la asi llamada energia deseada.

Formalmente, el objetivo de control de regulacién de
energia es:

1im Hy(q1 (0, () = H;, (75)

tal que H,(q1(0), p(0)) esté suficientemente cerca a ;.

Aun cuando a simple vista no es obvio, como consecuencia
de (75), un movimiento oscilatorio del péndulo para 0 < g7 <7«
(y asu vez H; > 0) es logrado como sigue: una vez la funcién
de energia deseada H,; en (72) (compuesta por la energia cinéti-
ca mds la energia potencial deseadas) alcanza la curva de nivel
Hai(q1,P) = 71;, existe un intercambio entre ambas energias
(cinética y potencial), en el cual la tasa de intercambio estd de-
terminada por la constante diferente de cero ;. Dado que el
intercambio de ambas energias es una constante real positiva
(H; > 0), este produce una oscilacién estacionaria conocida
como Orbita cerrada (Khalil, 2005). Por tanto, el movimiento
oscilatorio del péndulo alrededor de su posicién vertical su-
perior es lograda via el objetivo de control de regulacién de
energia (75) para todo 0 < g} < 7.

4.1.2.  Ecuacion diferencial parcial (EDP)

Tomando en cuenta que M y M, son matrices constantes
(por tanto, VqH = VqU y VqHas = VqU,), la tGnica EDP a
resolver es:

G*|VqU - MM;'VqU,| =0, (76)

donde G* = [1 0], cuya solucién es:

m
U, = k—f [cos(q) — 1], (77)
donde k; estd dada por
d3a1 — dzClz
== 78
"7 T det[My] (78)

la cual es una constante estrictamente negativa bajo la seleccion
de diseno de entradas d» y d3 de My, tal que: dza; < dsa;.

4.1.3. Ley de control
El regulador de energia estd compuesto por el control por
moldeo de energia u,; mas el control gradiente de velocidad

Ugg:
_ || d3P1 — dapa dipr — dapy
U=Ues — k |:71 [Wd - 7—{(1] H det[Md] ]ﬂl + [ det[Md] ]ﬁZ}
+yabas | (79)
e ——

Ugg
donde u,.; = a; sin(qy), y

_ ldspt = 2dopi pr + di 3]

Ha 2 det[My]

+ ',’j—f[cos(qo ~11,  (80)

con yy, v,k > 0y p, es la variable tipo-momentum asociada
a la articulacion actuada de la rueda definida en (71). El disefio
de la accién de control gradiente de velocidad u,, es mostrado
en detalle en (Sandoval et al., 2021d).

4.2.  Regulador de posicionfvelocidad usando sélo mediciones
de posicion

Un regulador de posicién/velocidad usando solo medicio-
nes de posicién fue presentado en (Sandoval et al., 2021b), el
cual solo requiere medicién de posiciones, es decir, sin medi-
ciones de velocidad, como un criterio adicional de disefio del
controlador. Este regulador mejora el reportado en (Sandoval
et al., 2020). La novedad es un adecuado diseio de filtros li-
neales de primer orden que evitan el uso de tacémetros o apro-
ximacién de la derivada temporal de mediciones de posicién
obtenidas de los encoders.

4.2.1. Objetivo de control y ley de control

Considere el modelo de la planta (70). Se desea llevar
asint6ticamente tanto al péndulo a su posicién vertical supe-
rior g4, = 0, como a la rueda a una velocidad constante deseada
wg, = r. Formalmente, este objetivo —el cual es llamado regu-
lacién de posicién/velocidad— puede ser expresado como:

. q@® |_|0
lim [c']z(t) - r] - [0] ' ®1)

Se ha asumido que solo estin disponibles las mediciones de la
posicion del péndulo y de la rueda (g1 y ¢2).
Por conveniencia se definio:

| Wd, | _ 0
wololf e
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Ademas, se definieron las variables:

q, =K[q - q,(0], (83)
P, = M.q,, (84)

donde q,(1) = [gq, fot wg,do]”, mientras K y M, son definidos

como
R N T
Ma - |:d2 d3:| > K - |:O k2:| B (85)

siendo ki, ko, di,d, y dz constantes estrictamente positivas,
donde d; > 0y det[M,] = did; — d% > 0 aseguran la positi-
vidad de la matriz M,. Por otro lado, tomando en cuenta que
M,, K y M son matrices no singulares con elementos constan-
tes, y seleccionando convenientemente k; = a; y ky = ap, la
matriz T = M,KM~"' (en general una matriz no singular y no
simétrica) queda

_ 1 & én
r= det[M] [521 fzz}’ (86)

siendo det[M] = aja; — a% > 0y las constantes &;; estdn defini-
das de la siguiente forma:

én =diaras — dras, & = —ajald) - ds),

87
&1 = doaras — dza3,  €xn = arazlds — do). ®7)

Puede ser verifcado que T es una matriz no singular, ya que
det[T] = ayaz[dd; — d%] es diferente de cero, asi que T~' exis-
te. Para el disefio de los filtros de primer orden se definié apro-
piadamente la matriz D, como sigue:

(88)

D, =k, TGG'TT =k, [bl bz},

by b

donde k, > 0, y las constantes estrictamente positivas b; corres-
ponden a

2

bi = e 2= [di'tf%]” bs = [def[%z. (89)
Finalmente, el filtrado lineal consistié en un conjunto de dos
pares de filtros lineales de primer orden, donde cada uno tiene
como entrada el error de posicién g, en lugar de la posicién
gi, con i = 1,2. M4s aun, las salidas de los filtros son conve-
nientemente agrupados en un vector denotado por ¥, € R”,
expresados como:

_ || _
ool

tal que los términos en el primer renglén de (90) corresponden
a la salida de un filtro de primer orden (Kelly, 1993):

D, + 0y,

G + Do | (90)

o, = {22 40, O = {22} s o1

asi como también el segundo renglén (90), esto es,

By = (85} O = (525 ) ©2)

donde b; es el j-ésimo elemento definido en (89), p = d% deno-
ta el operador diferencial, 4; y A, son constantes estrictamente
positivas, y g, es la i-ésima entrada del vector q,. La variable

9, puede ser calculada de la salida del siguiente sistema lineal
cuya entrada es el error de posicién q, en (83):

X= —Ax-AD,q,, 93)
d, =x+D,q,. (94)

donde A = diag{4;, A2}, y D, es la matriz simétrica semidefini-
da positiva mostrada en (88).

El resultado principal se muestra en la siguiente proposi-
cién.

Proposicion 4: Considere el modelo dinamico (70) con (69)
y (2) con (67). Sea wy, la velocidad constante deseada y arbitra-
ria de la rueda, y la posicion angular deseada del péndulo deno-
tada por qq, (f) = g4,, con la constante g4, = 6m para cualquier
nimero par 6. Se D, una matriz simétrica semidefinida positi-
va definida en (88). Sean M, y U, soluciones de la siguiente
ecuacion diferencial parcial

G*|VqU - MK™'M;'Vq U,| =0, (95)

donde G* = [1 0] es un aniquilador de rango pleno de G, esto
es, G*G = 0. Suponga que M, = M! > 0,y que U, es una fun-
cién continua, diferenciable, y definida positiva localmente con
un minimo aislado en q, = 0,. Entonces, el objetivo de control
de posicion/velocidad (81) se cumple en un sentido local via
realimentacion de la ley de control

u=[G"GI"'G" [VqU - MK™'M;'Vq U,| - k,G'T"d,,
(96)

donde [GTG]™! = 1, k, > 0 es arbitrario utilizada para construir
la matriz D, en (88), y ¥, es calculada por medio del sistema
lineal (93)-(94).

5. Control de un carro-péndulo accionado por fuerza

El carro-péndulo accionado por fuerza (también llamado
péndulo invertido (Bloch et al., 2000; Lozano et al., 2000) es
un mecanismo subactuado constituido por un carro moviéndo-
se sobre una superficie plana con un péndulo atado al carro por
medio de un pivote (Figura 2). Este mecanismo es subactua-
do debido a que tiene dos grados de libertad —la rotacién del
péndulo ¢q; y el desplzamiento horizontal del carro g,— y tiene
un solo actuador, la fuerza externa F aplicada al carro.

g 751 My
lp
F
M, -
O O
| 42

Figura 2: Sistema carro-péndulo accionado por fuerza.
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5.1. Modelo dindmico completo: sistema carro-péndulo mds
el motor de CD

Se asume que la fuente de par que produce la fuerza nece-
saria para mover el carro se origina desde un motor de CD de
escobillas e imdnes permanentes, por tanto, se requiere sumi-
nistrar su voltaje de armadura como entrada de control en lugar
de la fuerza F. Con este fin, el modelo dinamico del motor de
CD es desarrollado a partir del diagrama esquematico mostrado
en la Figura 3. El modelo dindmico completo —el carro-péndulo
mads el motor de CD- permite una eventual implementacién del
regulador de velocidad disefiado en (Sandoval et al., 2021c) y
que serd mostrado més adelante, el cual es expresado en térmi-
nos de un voltaje en lugar de una fuerza.

I Radius b

Figura 3: Circuito equivalente de un motor de CD con escobillas e imdnes per-
manentes con una caja de engranes y una polea.

El significado de la notacién de la Figura 3 puede ser con-
sultada en (Sandoval et al., 2021c). El modelo dindmico com-
pleto puede ser expresado en las siguientes variables de estado:

q1 41
d|q| 92
drlan| ™ W(q)]b’(s sin(gq1) — Beos(qi)lu + Bsin(g)i11 |

7p) W(q)][a/[u + Bsin(g1)g7] — B6 cos(q1) sin(g1)]

CH)
donde det[ M(q)] = ay — 82 cos*(¢1), u es la entrada de control
de fuerza dada por

w= o [PKegVa = Bugic]. ©98)

y las constantes

_ Ak — 2 [ mmkikn
Keq_R_,,’ Beq—/l R_a+fv .

Mas atn, u puede ser vista como una entrada de control de fuer-
za en un modelo de un amplificador de potencia:

Vv, |0t + Begra. (99)

" bK,,

Luego de aplicar el método de linealizacién parcial descrito
por (Spong, 1994) sobre el modelo dindmico de la planta (97),
este puede ser escrito con una estructura tipo hamiltoniana (3)
requerida por el marco tedrico mostrado en la seccién 2:

q1 Vo H P 0
d|q| _ V. H | o |, 0 ;
dt |p1 -V, U - (E, cos(g)v| |2 sin(gr) —é cos(q1)|

D2 -Vo,U+v 0 1
(100)

con la entrada de control expresada como:

d 0
u= [w v+ 22 intgn) costn) - psingnat, (101

siendo v una entrada de control “auxiliar.” El hamiltoniano esta
dado por

1 )
H(@1,q2,p1,p2) = 5P} + P31+ —cos(q)  (102)
y el momentum p = [p; p;]” definido en (2) resulta
D1 - _ |
= Mq = |" 103
[Pz] a [qz} (199

con las matrices de “inercia” y “distribucion” relacionadas al
modelo dindmico (100), dadas por

B
=]} o=

01 (104)

asi como la nueva funcién de “energia potencial” definida en
(102), extraida de (100):
0
U(q) = - cos(q1). (105)

5.2.  Objetivo de control, EDP y ley de control

El objetivo de control es llevar asintdticamente el péndulo a
su posicion vertical superior g1 = g4, = ¢7 = 0y el carro mo-
viéndose a una velocidad constante arbitraria r. Formalmente,
este objetivo puede ser expresado como:

. |ai@®| _ |0
lim [c']z(t)] = H ’

donde r es la velocidad deseada del carro, esto es, se desea que
el carro siga una rampa como trayectoria de posicion g;(f) = rt.
La dnica EDP a resolver fue la siguiente

(106)

[d3 - dz'g cos(qq, )] anl U,
N [dl’g c08(qa;) — dz] Vo Uy =V, U (107)

y una solucién estd dada por

det[M,] éln (d2,3 €08(qq,) — d301)
d B dB — dza

1
+ zkpzz(%u s Gar)s

(L[a(qal 5 qaz) = -

(108)

donde cada uno de las constantes son definidas en (Sandoval
et al., 2021c). El regulador de velocidad disefiado en (Sandoval
et al., 2021c) que cumple el objetivo de control (106) puede ser
expresado en términos de errores de posiciéon y momentos sien-
do [Pa, paz]T = M,lq., C.Iaz]T’ donde day = 1 — 4a, = 41, tal
que

ACH)
e[

[det[M(q)] ]
det[M,]

0
ko[ = £ costgupa || + 2 singn) costan

— Bsin(g1)q?, (109)
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donde
fa,) = [_E c08(qa, )] [det{ M1V, U — dsV,, Uy + oV, U]
- .
+doV,, Uy — iV, U,

o en términos del voltaje de armadura V,, de acuerdo con (99):

Va

|[D%u + Beglda, + 4a,(0)1]. (110)

" bK,,

6. Conclusiones

Se ha presentado un tutorial sobre el control por moldeo de
energia mds inyeccién de amortiguamiento de una clase de sis-
temas mecdnicos completamente actuados y subactuados. Una
serie de resultados recientes publicados en la literatura sobre
el control de robots manipuladores y dos sistemas mecdnicos
subactuados ampliamente utilizados en numerosos laboratorios
de control ilustran la utilidad del marco tedrico utilizado pa-
ra analizar controladores reportados en la literatura, formular
diferentes objetivos de control y, abordar algunos criterios de
disefio en el controlador. Se puede decir que este método de di-
seflo resulta apropiado para ampliar el campo de aplicaciones
del control de sistemas mecanicos.
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