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Resumen

Se plantea el uso de leyes multivaluadas para el control de sistemas hamiltonianos con puerto. Se muestra que, si el control
multivaluado satisface la propiedad de monotonia creciente, entonces la accidn de control es pasiva, el sistema en lazo cerrado estd
bien definido y se logra la regulacién de salida en forma robusta. Se propone una metodologia concreta para construir controles ma-
xima y monétonamente crecientes. El esquema de control se ajusta naturalmente a sistemas descritos originalmente por operadores
multivaluados, como lo son los sistemas mecanicos con restricciones unilaterales y los circuitos con diodos y transistores.

Palabras clave: Control basado en pasividad, sistemas lagrangianos y hamiltonianos, inclusiones diferenciales, sintesis de
controles robustos, restricciones y estructura de controladores.

Multi-valued control of port-Hamiltonian systems
Abstract

We consider the use of multi-valued control laws for port-Hamiltonian systems. It is shown that if the multi-valued controller
is monotonically increasing, then the control action is passive, the closed-loop system is well-defined, and robust output regulation
is achieved. We propose a concrete methodology to construct maximal monotonically increasing controls. The scheme can be
naturally applied to systems originally described by multi-valued operators, such as mechanical systems with unilateral constraints

and circuits with diodes and transistors.

Keywords: Passivity-based control, Lagrangian and Hamiltonian systems, differential inclusions, robust controller synthesis,

controller constraints and structure.

1. Introduccion

A muy grandes rasgos, el control basado en pasividad se
entiende como un conjunto de técnicas orientadas al control de
sistemas fisicos (mecanicos, eléctricos, electromecanicos etc).
Las técnicas se centran normalmente en sistemas descritos por
las ecuaciones de Euler-Lagrange (Ortega et 4l., 1998) o por
las ecuaciones de Hamilton (van der Schaft, 2017), con lo que
se cubre una amplia clase. Existe una clase interesante de sis-
temas fisicos que también se describe a partir de ecuaciones
diferenciales (lagrangianas o hamiltonianas), pero acopladas a
inclusiones algebraicas, lo que finalmente resulta en inclusiones
diferenciales. Es el caso, por ejemplo, de circuitos con diodos
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y transistores (Acary et 4l., 2011) o de sistemas mecénicos con
restricciones unilaterales (Leine y van der Wouw, 2008).

Existe una literatura madura sobre el andlisis y simula-
cidén de sistemas fisicos descritos por inclusiones diferenciales
(Acary y Brogliato, 2008), e incluso sobre el control de este tipo
de sistemas (Brogliato, 2016). Aqui nos interesamos en el caso,
un tanto distinto, en el que es la propia ley de control la que
se define por una inclusién, y por lo tanto es la ley de control
la que da origen a la inclusién diferencial. La motivacién para
producir deliberadamente una inclusién diferencial proviene de
la literatura del control por modos deslizantes, que nos ensefia
que las inclusiones diferenciales tienen propiedades de robustez
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intrinsecas. Cabe mencionar, sin embargo, que las inclusiones
que aqui tratamos se derivan de una forma distinta a las que
ocurren en el control por modos deslizantes y, sobre todo, que
sus soluciones tienen diferentes propiedades de robustez.

Para llevar a cabo la propuesta de disefio nos apegamos a
los principios del control basado en pasividad y hacemos un
uso extendido de las herramientas del anélisis convexo. Como
resultado obtenemos controles robustos, faciles de implementar
y que ademads pueden aplicarse a sistemas fisicos originalmen-
te descritos por inclusiones diferenciales. El presente trabajo se
inscribe dentro del contexto planteado por Miranda y Castafios
(2017); Miranda et 4l. (2017, 2018).

En la Seccién 2 argumentamos que la caracteristica esencial
del control basado en pasividad es un principio de preservacién
de estructura y aprovechamos para recordar la clase de sistemas
hamiltonianos con espacios de estados de dimension finita. En
la Seccién 3 planteamos el ejemplo que servird de hilo conduc-
tor a lo largo del articulo y mostramos que los controles defini-
dos por inclusiones se salen del paradigma tradicional basado
en el concepto entrada—salida. Apelamos a la teorfa compor-
tamental de Willems y la usamos como guia conceptual para
abordar el problema de control. En la Seccién 4 hacemos un
breve recordatorio sobre andlisis convexo y nos detenemos en
la propiedad de monotonia. Vemos que la clase de controladores
que nos interesa puede estudiarse desde la perspectiva de ope-
radores multivaluados y que la propiedad de monotonia resulta
ser sumamente relevante en el contexto de pasividad. En la Sec-
cién 5 analizamos sistemas hamiltonianos acoplados a operado-
res multivaluados mondtonos. Finalmente, las conclusiones se
encuentran en la Seccién 6.

2. Preservacion de estructura como principio de disefio

Consideremos un sistema descrito por la ecuacién diferen-
cial
x=flnuw, x0)=x, ey

donde el estado x pertenece a R"” y el control u pertenece a
un espacio métrico U. Supongamos que el campo vectorial
f : R*xU — R" es continuo y que el objetivo es estabili-
zar asintéticamente al origen x = 0. Se sabe que una condicién
necesaria y suficiente para alcanzar el objetivo es la existencia
de una funcién de Liapunov asignable (FLA"), es decir, de una
funcién continuamente diferenciable V : R" — R, positiva de-
finida y tal que

inf VV(x) - f(x,u) <0 2)

uelU

para todo x # O (Artstein, 1983).
Consideremos el caso particular en el que U = R" y

Foou) = fox) + ) gl . 3)
i=1

Definamos las funciones escalares a(x) = VV(x) - fo(x) y
bi(x) = VV(x) - gi(x) y supongamos ahora que, para todo & > 0,

LCLF en inglés.
2LMI en inglés.

existe un ¢ > 0 tal que

lixll <6,

m
x#0 = f (a(x) +>) bi(x)uiJ <0. (4
[lull<e P

(Esta es una version mds fuerte que (2)). Supongamos ademads
que la funcién V y los campos vectoriales fy, g1, - - . , g, SOn sua-
ves. Entonces, existe una ley de control u = fi(x) que estabiliza
asintticamente al origen y que ademads es continua. Incluso,
dicha ley puede calcularse explicitamente como

() = ~bi(0g (a0, Y. B@) . i=Lm, (9)

donde
cuando b =0

0
a,b) =
9(.b) {M cuando b # 0

b
(Sontag, 1989).

Los resultados de Artstein y Sontag sorprenden por su ge-
neralidad. Sin embargo, no pueden aplicarse directamente pues,
aunque se dispone de la forma explicita (5), primero es necesa-
rio encontrar una FLA. Encontrar una solucién V para (2) es di-
ficil, en especial cuando las soluciones se buscan en todo el es-
pacio C'(R", R) de funciones con valores reales y continuamen-
te diferenciables. Bajo esta perspectiva, una técnica de control
serd aplicable en tanto se proponga un conjunto V c C'(R", R)
que sea lo suficientemente reducido como para que el proble-
ma (2) sea tratable, pero con la garantia de que existan solucio-
nes Ve V.

Una manera efectiva de acotar la bisqueda de una FLA es
preservando la estructura que tiene el sistema en lazo abierto.
Por ejemplo, si el sistema en lazo abierto es lineal,

fx,u)=Ax+Bu, AeR™,  BeR™, )

es razonable proponer una ley de control lineal éi(x) = —Kx,
de tal suerte que el sistema en lazo cerrado también sea lineal.
La restriccién propuesta es sin pérdida de generalidad, pues si
un sistema lineal puede estabilizarse por medio de una retroali-
mentacion de estado arbitraria, entonces puede estabilizarse por
medio de una retroalimentacién lineal. Ademads, la biisqueda
de funciones asignables puede restringirse a Vo C C'(R", R),
donde

Vo={V:R">R|V(x)=x"0x, Q=0 eR™]

es el conjunto de funciones cuadriticas homogéneas. En efec-
to, un sistema lineal es estabilizable si, y s6lo si, la desigualdad
lineal matricial (DLM?)

(BHYT(AP+ATP)BL <0 7)

tiene una solucién P positiva definida (Boyd et 4l., 1994). En la
desigualdad anterior, B+ es una matriz de rango méaximo cuyas
columnas generan el complemento ortogonal a la imagen de B.
Cuando se tiene V € Vy y el caso lineal (6), la desigualdad (4)
es equivalente a la implicacién

X'OB=0, x#0 = x (QA+A"Q)x<0.
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Para ver esto, notemos que cuando b;(x) = 0 para toda i (es de-
cir, cuando x" OB = 0), la expresién a(x)+>.", b;(x)u; s6lo pue-
de ser negativa si a(x) es negativa (es decir, si x" (QA+AT Q)x <
0). Usando el lema de Finsler se puede verificar que (4) se re-
duce a (7) con la FLA dada por Q = P~!. El control puede
calcularse usando (5) o simplemente haciendo #(x) = ~BTP~'x
(Duan y Yu, 2013). Las ventajas son claras: primero, C' (R", R)
es de dimension infinita mientras que Vy es de dimension fi-
nita; y segundo, la desigualdad (4) es en derivadas parciales
mientras que (7) es algebraica.

La idea de usar la preservacion de estructura como principio
de disefio puede extenderse a sistemas homogéneos mds gene-
rales que los lineales (Bacciotti y Rosier, 2005). Por ejemplo,
se puede disefiar un control homogéneo para sistemas homogé-
neos usando una FLA homogénea. Si se tiene cuidado con los
pesos y grados de homogeneidad, se garantiza que el sistema
en lazo cerrado también sea homogéneo. La estrategia funciona
particularmente bien en sistemas con restricciones no holoné-
micas (Rocha et al., 2022).

A continuacién retomamos el control basado en pasividad
desde la dptica de preservacion de estructura y de los conjuntos
V que de ella resultan.

2.1.  Control basado en pasividad

La nocién de pasividad proviene originalmente de la teorfa
de circuitos eléctricos, pero fue formalizada y generalizada por
Willems (1972a) en el contexto de sistemas dindmicos. La de-
finicién general permite construir una teoria de interconexioén
de sistemas (Willems, 1972b) y ademds vincula diferentes no-
ciones de estabilidad, por ejemplo, en el sentido £, o en el de
Liapunov (Ortega et 4l., 1998; van der Schaft, 2017).

La pasividad es una propiedad de sistemas abiertos, con en-
tradas y salidas, por lo que consideraremos de nuevo al siste-
ma (1) con U = R™ y definiremos la salida y € R™ a partir de
una funcion A,

y = h(x,u). ®)

Definicién 1. Decimos que el sistema (1), (8) es pasivo si exis-
te una funcion de almacenamiento H : R" — R acotada infe-
riormente y tal que, para cualesquiera #y,#; € R, x(fp) € R"y
control admisible u : R — R™, se tiene

H(x(t) - H(x(ty)) < f ¥(1) - u(z)dr . ©)

to

(Por control admisible nos referimos a un control tal que la in-
tegral del lado derecho esté bien definida).

Los modelos de sistema fisicos normalmente satisfacen la
propiedad de pasividad, en cuyo caso la funcién de almacena-
miento corresponde a la energia total almacenada en el sistema
y el par (u,y) define un puerto a través del cual el sistema in-
teractia con el ambiente. El producto interno y - u representa la
potencia que circula a través del puerto en un momento dado.
El puerto (u, y) puede estar constituido, por ejemplo, por pares
fuerza—velocidad en sistemas mecanicos, o intensidad—tension

3Energy shaping en inglés.

en circuitos eléctricos. La desigualdad (9) establece que el in-
cremento en la energia almacenada siempre es menor que la su-
ministrada a través del puerto (la diferencia se disipa por medio
de algtin mecanismo de friccién).

El control basado en pasividad es un término amplio que
engloba varios conceptos, aunque sin duda el mas importante
es la preservacion de pasividad. Es decir, se parte de un sistema
pasivo y se busca un control

u=ilx)+v (10)

tal que el sistema en lazo cerrado sea también pasivo, pero con
una funcién de almacenamiento diferente y con un puerto defi-
nido por un nuevo par entrada—salida, (v, w). Esta idea, llamada
moldeo de energia®, fue aplicada primero por Takegaki y Ari-
moto (1981) al control de robots manipuladores completamente
actuados y después fue reconocida como un principio de disefio
general en el articulo histérico de Ortega y Spong (1989). Des-
de entonces, la idea ha sido desarrollada y sistematizada hasta
formar un cuerpo sélido de técnicas orientadas al control de sis-
temas mecdnicos, eléctricos y electromecdnicos (Ortega et al.,
1998; van der Schaft, 2017; Fantoni y Lozano, 2002; Brogliato
et al., 2020).

Usualmente es mads util escribir (9) con igualdad y en su
version diferencial,

H(x(1)) = y() - u(t) + d(x(1)) , Y

donde d(x(¢)) < 0 es la funcién de disipacidn. Naturalmente,
esta forma presupone la diferenciabilidad de la funcién de al-
macenamiento.

Una manera simple (aunque restrictiva) de preservar la pa-
sividad es con un control por balance de energia (Ortega et al.,
2001). Se busca una retroalimentacion #i(x) tal que

Hy(x(1)) = ~h(x(2), a(x())) - 2(x(1)) 12)

para alguna H, : R* — R. De acuerdo con (11), (10) y (12), se
tiene

H(x(1)) + Hy(x(1)) = y(2) - v(1) + d(x(1)) ,

es decir, el sistema en lazo cerrado sigue siendo pasivo, pero
con funcién de almacenamiento Hy(x) = H(x) + H,(x).

Al abordar el problema de estabilizacién asintética normal-
mente se procura que Hy(x) sea positiva definida, de tal suerte
que Hy pueda usarse como funcién de Liapunov. En una segun-
da etapa se cierra el puerto con, por ejemplo, una ley pasiva de
la forma

v(n) = =Ky - y(1)

A la ley (13) o a cualquiera que satisfaga y(¢) - v(f) < 0 se le
llama inyeccion de amortiguamiento. Desafortunadamente, Hy
normalmente no resulta en una funcién de Liapunov estricta (su
derivada con respecto al tiempo es sélo negativa semidefinida),
por lo que para establecer la estabilidad asintética se requiere
verificar la detectabilidad del origen con respecto a (y' Kyy, d).
En general se selecciona K, > 0, con lo que la estabilidad
asintdtica se establece verificando la condicién de detectabili-
dad con respecto a (y, d), lo que es mds simple. Usualmente, la

K, >0. (13)
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ley (13) juega un rol secundario y K, se usa s6lo para modular
las tasas de convergencia al modificar el amortiguamiento del
sistema.

2.2.  Control de sistemas hamiltonianos con puerto

Es posible llevar la idea de preservacion de estructura mas
lejos si partimos de una clase mds concreta de sistemas. En este
articulo nos enfocamos en sistemas hamiltonianos con puerto
(Maschke y van der Schaft, 1992). En pocas palabras, un sis-
tema hamiltoniano con puerto es lo que resulta de dotar a un
sistema hamiltoniano cldsico con entradas, salidas y disipacion.

Definicion 2. Un sistema hamiltoniano con puerto (u,y) €
R™ x R™, espacio de estados R" y hamiltoniano H : R" —» R
estd dado por

X =[J(x) = R(x)]IVH(x) + [G(x) — P(x)]u

y = [G(x) + P(0)]TVH(x) + [M(x) + N(x)Ju (1

Hipotesis 1. La matriz de interconexion J(x) y la matriz M(x)
satisfacen J(x) = —J"(x) y M(x) = —M"(x). La matriz de
amortiguamiento R(x), junto con las matrices P(x) y N(x), sa-
tisfacen
_(Rx® P
R(x) = (PT(x) NG >0. (15)

Un célculo directo muestra que

VH(x)

H(x) = - (VH)T uT)R(x)( )

) +y(0-u@® . (16)
La Hipétesis 1 implica que, si el hamiltoniano estd inferiormen-
te acotado, el sistema es pasivo con funcién de almacenamiento
H (van der Schaft, 2017).

Ortega et 4l. (2008) consideran el caso M(x) + N(x) = 0,
P(x) = 0y estudian controladores que preservan la estructura
hamiltoniana. Para simplificar la exposicién, haremos un abuso
de notacién y en la definicion de FLA omitiremos la distincion
entre funciones de Liapunov estrictas y no estrictas. Definamos
el conjunto

_ G'(x) _
(VEB - {H(.X) + Ha(-x) | (G'L(X) (J(x) _ R()C))) VHa(-x) = 0} .

Cuando Hy € Vgp es positiva definida, entonces es una FLA.
De hecho, un control que asigna a Hy como funcién de Liapu-
nov es

i(x) = G*(x) (J(¥) = R(x)) VHa(x) , a7

donde G*(x) es la pseudoinversa de Moore-Penrose. Es relati-
vamente simple verificar que el sistema en lazo cerrado toma la
forma

X = [J(x) = R(x)][VH4(x) + G(x)v

g : (18)
w = G(x)' VHy(x)

por lo que Hy(x(f)) < w(t) - v(t) + d(x(?)) y la derivada puede
hacerse negativa semidefinida facilmente con v. Ortega et al.
(2008) también muestran que (17) es un control por balance de
energia (satisface (12)). Este control es el mds restrictivo pues
vemos que, ademds de preservar la estructura hamiltoniana, el
control preserva los pardmetros J y R. Incluso, el control pre-
serva las funciones de disipacién y de salida (Castafios et 4l.,
2009); es decir, lo tnico que se modifica es el hamiltoniano.

El conjunto Vgg puede ampliarse a
Vaioa = {H@) + Hy(x) | G*() (J(x) ~ R() VH,(x) = 0} .

El control (17) también asigna la funcidén Hy € Vgipa y resulta
en (18), por lo que se preserva la estructura y los pardmetros J y
R. Sin embargo, si no se tiene G' (x) (J(x) — R(x)) VH,(x)) = 0,
no se cumple (12) y no se preservan las funciones de disipacion
y de salida. Al control (17) se le conoce como control por asig-
nacién de interconexién y amortiguamiento basico (BIDA, en
inglés).
A su vez, el conjunto Vppa puede ampliarse a

Vipa = {H (%) + Hy(x) | G* (Ja(x) = Ra(x)) VHa(x) =
G* (J(x) — Ja(x) = R(x) + Ry(x)) VH(x),
Ja(x) = =J] (x), Ra(x) = R} (x) 2 0} .

En este caso, el control que asigna Hy € Vipa es

i(x) = G*(x) [(Ja(x) = Rq(x)) VHa(x) = (J(x) = R(x)) VH(x)]
19)
y el sistema en lazo cerrado es

X = [Ja(x) = Ra(0)]VHy(x) + G(x)v
w = G(x)"VHy(x) ’

Vemos que se preserva la estructura pero no las matrices de
interconexién y amortiguamiento. A este tipo de control se le
llama, justamente, control por asignacién de interconexién y
amortiguamiento (IDA).

Claramente, Vgg C Vgmpa C Vipa. Estas inclusiones su-
gieren la siguiente l6gica de disefio: Buscar una funcién positi-
va definida Hy € Vgg. La tarea es relativamente simple, pues el
conjunto Vgg es facil de caracterizar. En caso de que no exista
tal Hy, probar enseguida con Vppa y finalmente con Vipa.

Vale la pena mencionar que el control IDA es sin pérdida
de generalidad en el sentido de que, si existe un control arbitra-
rio que estabiliza al sistema, entonces también existe un control
de la forma (19) que lo estabiliza (Wu et 4l., 2020). Como los
resultados de Artstein y Sontag, este resultado sorprende por
su nivel de generalidad. Sin embargo, hay que tener en cuen-
ta que la generalidad puede ser un arma de doble filo, pues la
aplicacién de IDA puede verse entorpecida por la dificultad de
caracterizar a Vipa.

Dentro de la 6ptica de preservacion de estructura cabe men-
cionar otro resultado interesante. En lugar de la retroalimenta-
cién de estado (17), es posible implementar el control por me-
dio de un tercer sistema hamiltoniano. Asi, la planta, el con-
trolador y el sistema en lazo cerrado tienen una representacion
hamiltoniana, lo que se inscribe dentro del llamado control por
interconexion de sistemas hamiltonianos (Ortega et 4l., 2008;
Castaflos et al., 2009).

Naturalmente, existen otras estructuras y propiedades que
pueden preservarse. Por ejemplo, Bloch et al. (2000, 2001) par-
ten de un sistema lagrangiano y proponen un control que pre-
serva tanto la estructura como las simetrias que se derivan del
lagrangiano del sistema original.
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3. Enfoque comportamental de Willems

Otra de las contribuciones de Willems (1989) es el enfoque
comportamental de la teoria de control. Uno de los argumentos
centrales es que el modelo entrada—estado—salida dado por (1)
y (8) induce un sesgo al asignar, antes de hacer andlisis, los roles
de las variables que intervienen en el proceso. En otras palabras,
asumir de antemano que u y y juegan los roles de entrada y sa-
lida, respectivamente, supone problemas conceptuales. Incluso,
Willems (2007) cuestiona la utilidad del paradigma entrada—
salida e ilustra su argumento con varios ejemplos practicos.

Para Willems, el proceso de modelado comienza definiendo
un universo V de resultados posibles del fendmeno de interés,
es decir, de la planta. Usualmente, V es un espacio de funciones
de tiempo continuo o discreto. Un modelo matematico es enton-
ces un subconjunto B C V de resultados que son compatibles
con las leyes que describen el fenémeno. Decimos que B es el
comportamiento de la planta. De manera similar, el controlador
se describe por medio de un comportamiento B, C V. Asi, el
sistema que resulta de interconectar al controlador y a la planta
es el subconjunto de resultados que son compatibles tanto con
la planta como con la ley de control, BN B, C V.

Ejemplo: Regulacion de una fuente de alimentacion. Parte I

Figura 1: Diagrama de una fuente de alimentacién (en negro). Por medio del
puerto (i2, v2) (en rojo), se desea regular la tension aplicada a la carga (en tur-
quesa).

Ilustremos el enfoque con un ejemplo simple. En la Figu-

ra 1 se muestra el diagrama de una fuente de alimentacién. A

partir del puerto (i3, v2), sea desea regular la tension en la carga

formada por la resistencia R y el inductor L;. Si como estado

elegimos a la carga g en el condensador C; y al flujo magnético

¢ en el inductor, x = (q, ¢), la energia almacenada estd determi-
nada por

I 5 I,

H(x) = 20,4 Y (20)

Realizando un andlisis estdndar de nodos y mallas, podemos

describir al circuito en la forma hamiltoniana (14). Concreta-

mente,
g\ _ (0 -1 AL TNEAY
1) = + + 21
(¢) (1 —<RL+r52))(L% ofi ()i e
y
v = é% + i1 (22a)
A, N (22b)
c, mp, ™

Claramente, el hamiltoniano (20) estd inferiormente acotado,
por lo que el circuito es pasivo con funcién de almacenamiento
H, entrada u = (i1,i) y saliday = (vi, v).

Ve 11
NN AP
+

t

N

I+
(s
A

[}

Figura 2: Diagrama simplificado de la fuente de alimentacién mostrada en la
Figura 1.

Supongamos que en el devanado secundario del transforma-
dor existe una tension v, sin(wt), donde v, > 0y w > 0 son la
tensién de pico y la frecuencia, respectivamente. Supongamos
ademads que los diodos del puente rectificador son ideales y no-
temos que los diodos impiden que la intensidad de corriente
i1 sea negativa. Es posible simplificar el diagrama de la fuente
como se muestra en la Figura 2. Asi, la relacién entre las varia-
bles del puerto (i1, v;) quedan determinadas por la caracteristica
del diodo, es decir, por el problema de complementariedad li-
neal (Cottle et al., 2009)

120, vi—=ve(®z20 y -v(®)- -u=0, (23

donde
V(1) = vp|sin(wi)| . 24)

El problema de complementariedad es lo suficientemente sim-
ple como para obtener una expresion explicita de la intensidad,

n:ima@%m—i},

S Cl

aunque, como veremos, serd mas util realizar el andlisis direc-
tamente con (23).

Definamos el error e(t) = v,(f) — v, donde v¢ > 0 es la
tensién constante que se desea aplicar a la carga. Dentro del
marco entrada—salida, el objetivo puede plantearse como sigue:
Diseflar un control i,(¢) tal que e(r) — 0 conforme t — co.
Aunque existe una extensa literatura sobre el control de circui-
tos eléctricos, la mayoria se inscribe dentro del marco entrada—
salida (Ortega et 4l., 2003; Castaiios et al., 2009; Ortega et al.,
2021). Este paradigma puede ser 1itil en sistemas lo suficiente-
mente sofisticados como para justificar el control por medio de
un procesador de sefiales pero, en otros casos, el paradigma nos
lleva a propuestas de disefio desatinadas. En nuestro ejemplo
concreto, la solucién més simple serfa el control proporcional e
integral

i>(t) = —Kpe(t) — Klf e(tydr, Kp,K;i>0. (25)
0

A pesar de la aparente simplicidad de (25), la puesta en practi-
ca presenta problemas, pues requiere de un procesador digital
de sefiales o, en el mejor de los casos, de amplificadores opera-
cionales. Tanto un procesador de sefiales como un amplificador
operacional necesitan de una fuente de alimentacion regulada,
lo que nos lleva al siguiente absurdo:
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Deme una fuente de alimentacién regulada y cons-
truiré un regulador para su fuente no regulada.

Consideremos ahora el enfoque comportamental. Las varia-
bles de interés son las que conforman el segundo puerto, (i, 7).
Definimos el semieje no negativo R, = {t e R | # > 0} y propo-
nemos el universo V como el espacio de pares (i, v,) de fun-
ciones i, : R, —» R, v, : R, — R medibles en el sentido de
Lebesgue. Del desarrollo previo obtenemos el comportamiento

B ={(i,v2) €V |Ag.¢,i1,v1 €C" (R, R)
que satisfacen (21), (22) y (23)} .

Para que la implementacion sea razonable, restringimos
nuestra atencion a controladores estiticos y pasivos. Los con-
troladores estaticos son los que tienen la forma

B, = {(iz,v2) € V| (ir(t), v2(?)) € K. paratodo t € R,} , (26)

donde K, es un subconjunto de R? que no depende del tiempo.
Sea P. la unién del segundo y cuarto cuadrantes,

Pe = {(i2,v2) € R? | (=in) - v2 2 0} .

Para que B, sea pasivo, requerimos que K. C P. *. Por otro
lado, la consigna v,(f) = vy sugiere el conjunto objetivo

Oc = {(i2,v2) € R? [ vy = v} .

Claramente, el objetivo no es completamente compatible con la
propiedad de pasividad (O, ¢ P.), por lo que es necesario esta-
blecer un compromiso. En la Figura 3 se ilustra un conjunto K,
que cumple con las siguientes propiedades:

O.NP.CK.CP..

Ademds, mostraremos mds adelante que K, tiene la ventaja de
que puede escribirse como la grafica de una multifuncién ma-
ximamente mondtona, lo cual jugard un papel importante en el
principio de preservacion de estructura y en el andlisis de esta-
bilidad.

i2 |0,

Us V2

Figura 3: Subconjunto P. que caracteriza a los controladores pasivos (en gris),
conjunto objetivo O, (en rojo) y propuesta del conjunto K. que define al con-
trolador (26) (en turquesa).

El conjunto K, define la caracteristica de un diodo zener con
tension de ruptura vy y corresponde, por supuesto, a la solucién

de regulacién que una o un estudiante de electrénica propondria
naturalmente. En las secciones siguientes presentaremos las he-
rramientas de andlisis, mostraremos que el sistema controlado
estd bien definido (BN B, # 0), y veremos bajo qué condiciones
se cumple con el objetivo va(t) — vs.

Finalmente, notemos que el controlador 5. escapa al para-
digma entrada—salida, pues no es posible asignar los roles de
entrada o salida a las variables i, 0 v;, es decir, ni i, puede es-
cribirse como una funcién de v, ni v, puede escribirse como
una funcién de i,.

4. Funciones superpotenciales

El enfoque comportamental proporciona herramientas con-
ceptuales que nos permiten abordar una gran variedad de pro-
blemas de control. Sin embargo, no es claro a primera vista
cémo disefiar y analizar comportamientos concretos. Aqui se
propone el andlisis multivaluado (el andlisis de funciones cu-
yos valores son subconjuntos, no elementos) como instrumento
principal para estudiar y construir comportamientos. La pro-
puesta es bastante natural pues, después de todo, los comporta-
mientos son subconjuntos.

El andlisis de operadores multivaluados tiene sus origenes
en el andlisis convexo (Rockafellar, 1972; Hiriart-Urruty y Le-
maréchal, 1993). Dichos operadores aparecen al generalizar la
nocioén de gradiente a funciones que no necesariamente son de-
rivables en el sentido usual. Brézis (1973) identific6 la impor-
tancia de la propiedad de monotonia de los operadores mul-
tivaluados que resultan de diferenciar funciones convexas, y
tanto Brézis (1973) como Moreau (1966) estudiaron sistemas
dindmicos gobernados por operadores multivaluados. Broglia-
to (2004); Brogliato y Goeleven (2011) establecieron la cone-
xién entre monotonia y pasividad. Miranda y Castafios (2017);
Miranda et 4l. (2017) aplicaron operadores multivaluados en el
contexto de control basado en pasividad. Para mds detalles so-
bre sistemas acoplados a operadores multivaluados, recomen-
damos la revisién de Brogliato y Tanwani (2020).

Sea 2®" el conjunto potencia de R, es decir, el conjunto de
todos los subconjuntos de R™. Una multifuncion en R™ es un
mapa que, a cada y € R™, le asocia un subconjunto U(y) c R,
U : R™ — 2®", Definimos el dominio de U como

DomU = {y e R" | U(y) # 0}
y su grafica como
Graf U = {(u,y) e R" x R" | u € U(y)} .

Podemos usar multifunciones para definir comportamientos
bastante generales. Por ejemplo, si las variables de interés estan
dadas por el puerto (1, y), podemos definir el controlador

B. ={(u,y) € V| —u(t) € Uc(y(¢)) paratodo r e R} . (27)

En andlisis convexo resulta conveniente permitir que una
funcién tome sus valores en los reales extendidos, R U {+o00}.
(La conveniencia surge de problemas de optimizacién con res-
tricciones, pero nosotros le daremos otro uso).

4Requerimos que K, esté contenido en el segundo y cuarto cuadrante (en lugar del primero y el tercero), porque i se define como la intensidad que sale del

controlador.
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Definicion 3. Sea f : R” — R U {+co}. Definimos el dominio
efectivo como

Dom f = {y € R" | f() < oo}
y decimos que f es propia si Dom f # 0.

Definicién 4. Sea f : R” — R U {+0o0} una funcién propia y
convexa. La subdiferencial df(x) de f evaluada en x € R” se
define como

Af(x)={y eR"| fw) — f(x) =y - (w—x), we R"}.

En el caso de funciones f convexas y continuamente dife-
renciables, la subdiferencial contiene un sélo elemento: el gra-
diente de f. Cuando f no es diferenciable, la subdiferencial
consiste en la envolvente convexa de las derivadas direccionales
(ver la Figura 4).

(21, f(z1))

Figura 4: Subdiferenciales de la funcién convexa f(x) = max{(x— D2, (x+1)3).
Como f es continuamente diferenciable en xp, la subdiferencial consiste en un
sélo punto, df(x1) = {y}}. Como f no es continuamente diferenciable en 0, la
subdiferencial consiste en un intervalo, df(0) = [-2,2].

Es un hecho conocido que el gradiente de una funcién suave
convexa es mondtonamente creciente. La subdiferencial gene-
raliza esta propiedad.

Definicién 5. Una multifuncién U : R" — 28" es mond-
tonamente creciente si, para cualesquiera pares (u,y), (i,y) €
Graf U, se preserva la relacién

w—ua)-(y-y=0.

Si, ademads, para todo (u,y) ¢ Graf U existe un (&1, y) € Graf U
tal que (u — ) - (y — y) < 0, entonces decimos que U es mdxima
Yy mondtonamente creciente.

En otras palabras, si U es un mapa monétonamente crecien-
te, decimos que lo es mdximamente si la gréafica de U no puede
aumentarse sin destruir la propiedad de monotonia.

Corolario 1. (Rockafellar, 1972, Cor. 31.5.2) Si la funcion
f: R™ - R U {400} es propia, convexa e inferiormente semi-
continua, entonces df es mdxima y mondtonamente creciente.

Una funcién convexa importante es la funcion indicadora
Ys : R™ — R U {+00} de un conjunto convexo S ¢ R™,

0 siyesS

U=V oo siyes

Es relativamente facil mostrar que la subdiferencial de g (y) es
igual al cono normal a S eny,

Ws(»)=Ns(y)={y eR" |02y -(w-y), weS}; (28)

que Ng(y) = {0} cuando y pertenece al interior de S, y € intS;
y que Ng(y) =0 cuandoy ¢ S.

Al usar una multifuncién U para definir una relacién en-
tre variables de puerto, la propiedad de monotonia corresponde
precisamente a la propiedad de pasividad incremental®. Si ade-
mds tenemos 0 € U(0), entonces el comportamiento es pasivo.

Nota 1. Al definir (27) a partir de la multifuncién mondto-
na U, = 0y, obtenemos naturalmente un controlador incre-
mentalmente pasivo. En linea con la terminologia propuesta
por Acary et 4l. (2011), diremos que ¢y es una funcién super-
potencial del controlador.

La operacién de proyeccion es util para el andlisis de siste-
mas definidos por funciones superpotenciales.

Definicion 6. Sea ||-||y la norma inducida por la matriz positiva
definida N € R™" |[v][y = VvTNv. Usamos Proys (N, v) para
denotar la proyeccion de v sobre el conjunto X usando la norma
inducida por N,

Proys(N,v) = argmin [[v — wl|y .
wex

Ejemplo: Regulacion de una fuente de alimentacion. Parte I1

La funcién indicadora es qtil para describir y analizar dis-
positivos conmutados. Consideremos de nuevo la caracteristica
del diodo ideal,

ip>20, vw=>20 y vp-ip=0 (29)
y consideremos el conjunto convexo R,. La subdiferencial de
su funcién indicadora es

0 sivp <0
oY, (vp) =1-R, sivp=0,
{0} sivp >0

de donde vemos que la inclusién —ip € Y, (vp) es equivalente

al problema de complementariedad (29) y que ¥, es una fun-

cion superpotencial del diodo. De acuerdo con el Corolario 1,

la multifuncién gy, es maxima y monétonamente creciente.
Podemos sustituir (22a) y (23) por la inclusién

i\ € Oy, (% T ryin - ve(t)) , (30a)

con lo que obtenemos un sistema dindmico acoplado a una mul-
tifuncién mondtona.

SPara la nocién de pasividad incremental en el caso de mapas dinamicos, el lector puede referirse a Jayawardhana et 4l. (2007) o a Pavolv y Marconi (2008).
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Podemos definir al conjunto K. con una multifuncién. Te-

nemos K. = Graf U, donde
R+ si V) = 0
0 i 0,
Uy < 110 siv2e@v
-R, sivy =y

0 otro caso

De hecho, como -U = 6xﬁ[0%], podemos escribir al controlador
usando la funcién superpotencial yg,,],

Be = {(i2,v2) € V | —ia(t) € Yy, (v2(1)) para todo 1 € R, |

de tal suerte que de (22b) obtenemos

—iy e, (L -ro L+ rsziQ) . (30b)

C L
Incluso, es posible escribir (30) de manera todavia mas com-
pacta. Para tal efecto, recordemos que u = (i1,i2) y y = (vi,v2),
y definamos el conjunto § = R, X [0, vs] ¢ R2. Notemos que
Us () = Yr, (V1) + ¥p04,(v2), lo que nos permite reescribir (30)
como

—ueYy(y), y=Cx+Du+ D.ve(?t), 31
donde
L 0 T, 0 -1
C=(C‘ rs)’ DZ(S] ) y De:( )
R U 0

El comportamiento controlado es entonces

BNB, = {(iz, Ci - rSZLﬁ + rSZiz) eV]g,p,ie C’(R,,R)
1 1

satisfacen (21) y (31) para alguna i; € C’ (R, R)} .

Nota 2. El sistema controlado consta de un sistema dindmico
acoplado a operadores monétonos, al igual que la planta en lazo
abierto. En este sentido, el disefio estd en linea con el principio
de preservacion de estructura.

5. Inyeccion de amortiguamiento usando funciones
superpotenciales

Como se menciond en la Seccidn 2, el control basado en pa-
sividad normalmente consta de dos etapas: moldeo de energia
(la principal) e inyeccién de amortiguamiento (secundaria). En
la propuesta que se hace aqui, la segunda etapa adquiere mayor
importancia, pues es en la que se realiza la tarea de regulacion.

El ejemplo de las secciones anteriores nos motiva a estudiar
sistemas hamiltonianos lineales acoplados a operadores multi-
valuados,

= -RVHX) + (G - P)u (32a)
y=(G+P)'VH(x)+ Nu+ f, (32b)
—u €y (y) (32¢)

donde x € R" es el estado, (4, y) € R"xXR™ es el puerto, S ¢ R™
es un conjunto convexo, f € R™ es una accién exdgena cons-
tante y

H(x) = %xTQx, 0>0.

Supongamos que las matrices que intervienen en (32) son cons-
tantes y satisfacen la Hipotesis 1.

Lema 1. Considerenfos al sistema (32). Si N > 0 entonces,
para toda x y toda f, existe un, y solo un, vector u solucion
de (32b) y (32c). Es mds, la solucion estd dada por

u=N"(Proys (N"',Cx + f) = (Cx + f)) (33)
conC=(G+P)TQ.
Demostracion. De (32¢) y (28) obtenemos
_ T
(Cx+f—y) N - w-y)<0, weS.

Esta desigualdad caracteriza la proyeccién de Cx + f sobre S
usando la norma inducida por N -1

y = Proys (N, Cx + f) (34)

(Hiriart-Urruty y Lemaréchal, 1993, p. 117). Al sustituir y
en (32b), recuperamos (33). O

Nota 3. Dado que la proyeccién es una funcion lipschitziana,
al sustituir (33) de vuelta en (32a) se obtiene un campo vec-
torial que es Lipschitz continuo en x. Esto garantiza que, para
cada condicidn inicial x(0) = Xy, existe una trayectoria dnica
x € C'(R,,R™).

Los resultados que siguen nos ayudan a entender el efecto
que tiene f sobre la dindmica del sistema.

Definiciéon 7. Consideremos al sistema (32). Decimos que
(x, i1, ):)) e R" x R™ x R™ es un triplete de equilibrio asocia-
doa fsi

0= -RVH®X + (G- P (35a)
$=(G+P)'VH(X)+ Ni+ f (35b)
—it € P4 () . (35¢)

Para realizar el célculo de (X, iz, y) se recomienda consultar
la Seccién 6 de Brogliato y Tanwani (2020).

Lema 2. Consideremos_ al sistema (32) con N > 0y sea (X, i1, y)
un triplete asociado a f € R™. El equilibrio X es estable.

Si, ademds, se satisface la condicion de detectabilidad

0, u(®)=a-NT'PTVH(x() - %)

= th'm x(t)=x (36)

[RV*VH(x(r) - 3)|

con R = R — PN~'PT, entonces % es global y asintéticamente
estable.

Cabe mencionar que, como R es el complemento de Schur
de N en (15), R es positiva semidefinida y su raiz cuadrada estd
bien definida.
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Tabla 1: Parametros del circuito de la Figura 2.

Carga Resistencias pardsitas  Capacitancia ~ Tension a la entrada
RL Ll ¥s1 rs2 C] Vp w
200 [2] 1[mH] 51[Q] 5[Q] 1 [mF] 30 [V] 1207 [rad/s]

Demostracion. El resultado depende esencialmente de la pasi-
vidad incremental tanto del sistema hamiltoniano (32a), (32b)
como del operador multivaluado (32c). Sumando (35a), (35b)
con (32a), (32b) obtenemos el sistema hamiltoniano

x=( -RVHy(x) + (G — P)(u—u) (37a)
y—39=(G+ P)"VHy(x) + N(u — it) (37b)
con Hyq(x) = H(x — ). De (16) podemos ver que
Hy(x) = = (VHs0)T  (u—-a)") ( sz ]f,) (ij(;‘)) +
=) (u—i)

0, de manera equivalente,

Hy(x) = = |[RVVH = ||V - )+ PTVH O, +
o=y -u-un.

La monotonia creciente de 8y implica que
Ha0) <~ [[REVH = IV - @) + PTVHG|

de donde concluimos que X es estable y que el sistema admi-
te la funcién de Liapunov Hy(x). La estabilidad asintdtica de
X es consecuencia del Teorema de LaSalle y de la condicién
de detectabilidad. La globalidad se deduce del hecho de que
limy -0 Ha(x) = +oo (Khalil, 1996). O

El sistema incremental (37) sugiere que f tiene un efecto de
moldeo de energia, pues cambia el hamiltoniano de H a Hy. De
hecho, como el resto de los pardmetros se mantiene constante,
podriamos decir que es un control tipo BIDA, aunque con la
particularidad de que £ interactiia con el sistema a través de v,
la variable que tradicionalmente se consideraria como salida.

La robustez de 9y se ve reflejada en la proyeccién (34),
pues garantiza la existencia de un conjunto potencialmente
‘grande’ de estados posibles para los cuales la salida tiene el
valor deseado. Sea Y4 € R™ el conjunto de variables de puerto
y deseadas y sea Qq(f) el conjunto de estados para los cuales
y € Yq,

Qu(f) = {x € R" | Proys (N!,Cx + f) € Ya . (38)
Definimos la distancia de un punto y al conjunto Y4 como
dist(y, Yg) = inf |ly —wll .
weYy
El siguiente teorema es una consecuencia directa de los Le-
mas 1y 2.

Teorema 1. Consideremos el sistema (32) con N > 0y sea
(%, 1, ¥) un triplete asociado a f € R™. Si

1 e Qu(f) (39)

y se satisface la condicion de detectabilidad (36), entonces
tll)rg dist(y(1), Yq) =0 . (40)
Si, en lugar de (39) se satisface la condicion mds fuerte
% eintQqy(f),

entonces la convergencia (40) es en tiempo finito, es decir, exis-
teuna T > 0 tal que y(t) € Yq para todat > T.

Ejemplo: Regulacion de una fuente de alimentacion. Parte 111
Podemos verificar que las ecuaciones (21) y (31) tienen la
forma (32) con x = (¢, ¢), u = (i1,i2) y y = (v1,2), y que

0 -1 0o 0 11
J_(l o)’ R‘(o RL+r52)’ G‘(o o)’

(0 0 fra 0
P_(O —}"52) y N_(O }’52)'

Como se satisface la Hipétesis 1 y como N > 0, sabemos que
el comportamiento del sistema controlado estd bien formulado,
es decir, de acuerdo al Lema 1 tenemos 8N B, # 0.

El conjunto de variables de puerto deseadas es

Yq = {(V1,V2) eR* v, = Vs}

(deseamos que v, = v, mientras que v; es irrelevante para no-
sotros). Para calcular el conjunto Qq4(f) descrito en (38), consi-
deraremos el valor promedio de v.(?),

_ —V, _ 2
fz(g), = v (41)

Es claro que Proyg(N™!,Cx + f) € Y4 es equivalente a que la
segunda componente de Cx + f sea mayor que vs. Entonces,

Qu(f) = {(q, ©) e R? | Cil - rszL% > vs}

(en este ejemplo particular, Q  es independiente de f).
Como
= (0 0
k= (o RL) ’
tenemos la siguiente cadena de implicaciones:

[RVPVHx() -3)||=0 = ohz=¢ =
N'PTVH(x(r)-%) =0.

De la dltima equivalencia y de u(t) = it — N"'PTVH(x(f) — X)
concluimos que u(t) = . La ecuacidén de estado (21) se reduce

entonces a
+ ! ! u
; O r's2

)= ol

l“|€u9|&
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Del segundo renglén observamos que
- ¢ _
q(®) = Ci(R + rsz)L— = Cirgitz ,
1

porloque ¢(r) =0y

0\ _ (0 -1 Z\ .1 1)
0]\t ~@e+r)/\E) N0 o)™

Esta ecuacidn es precisamente (35a), de donde verificamos que
q(t) = g, es decir, que x(f) = X, por lo que se satisface la condi-
cion de detectabilidad (36). Del Teorema 1 concluimos que se
cumple el objetivo v,(f) — vg en tiempo finito.

(42)

<

Simularemos el sistema controlado usando los pardmetros
que se muestran en la Tabla 1. Supongamos que el objetivo es
regular la tensién v, al valor vg = 12 [V]. El vector CX + f
y el conjunto S se muestran en la Figura 5. Puede verificarse
que ¥ € Qq(f). (De hecho, es tedioso pero simple ver que esto
siempre es cierto para v, lo suficientemente grande en (41)).

Figura 5: Conjunto S. Para cualquier vector (vi,v2) en la regién gris,
Proyg (N71,v) resulta en un vector con componente v, = vs. Como Cx + f
pertenece a la region gris, tenemos X € Qq(f).

En la Figura 6 se muestra el plano de fase del sistema cuan-
do la tension de entrada es constante, v(f) = 2v,/m. El Lema 2
predice que X, el equilibrio asociado a f en (41) es global y asin-
téticamente estable. Como ¥ € Qqy(f), sabemos que Cx(t) + f
eventualmente ingresard y permanecera en la zona que garanti-
za que la tensién v, sea igual a vg (ver Teorema 1 y la Figura 5).

0.20

0.15

0.10

0.05

& [mWh

0.00

x(t)

—0.05

0.10

0 10 20 30 10
e

Figura 6: Plano de fase del sistema (21), (31) con la tensién constante ve(f) =
2vp /. Se aprecia que la dindmica de ¢ es mucho mds rdpida que la de g y que
las trayectorias convergen al equilibrio X.

—10 0 10 20 30 40 50

Figura 7: Conjunto S. Para cualquier vector (vi,v2) en la regién gris,
Proyg (N =1 ) resulta en un vector con componente v = vs. Como Cx(#) + f(t)
pertenece a la region gris, tenemos x(f) € Qq(f(¢)) y se asegura la regulacién de
v también cuando v,(f) estd dado por (24).

La condicién ¥ € Qq(f) es robusta, pues no sélo se cumple
para un valor preciso de £, sino para todo un intervalo. Es razo-
nable entonces esperar que el sistema regule correctamente en
el caso en el que v, (y por lo tanto f) no sea constante y esté da-
da por (24). La Figura 7 ilustra el hecho de que, efectivamente,
Cx(t) + f(t) converge a una vecindad de Cx + f. La vecindad
es lo suficientemente pequefla como para que x(f) converja a
Qq(f (1)) y se logre la regulacion de v;,.

10 1 _/

T T
0 10 20 30 10 50

Tiempo [ms]

Figura 8: Variables de puerto del sistema (21), (31) con v,(f) dado por (24) y
con las condiciones iniciales que se ilustran en la Figura 7. La tensién v, ()
converge a vg en tiempo finito.

El hecho de que exista un 7 > 0 tal que x(¥) € Qq(f(?))
para todo ¢t > T implica que v»(f) = vs paratodo ¢ > T. En la
Figura 8 se muestran las variables de puerto v, e i;. Se puede
apreciar que v,(f) converge a v en tiempo finito como se anti-
cipaba.

6. Conclusiones

Consideramos sistemas hamiltonianos acoplados a opera-
dores multivaluados. En este contexto, el enfoque comporta-
mental de Willems es 1til, pues nos permite abordar problemas
que no pueden formularse facilmente dentro del esquema tradi-
cional entrada—estado—salida. Nos enfocamos en circuitos elec-
trénicos, pero el marco tedrico puede aplicarse, por ejemplo, a
sistemas mecdanicos (Miranda et al., 2017) —De hecho, el tra-
bajo original de Moreau (1966) se desarroll6 en el contexto de
sistemas mecanicos.
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Hemos visto que, dentro de un contexto basado en pasi-
vidad, tiene sentido explorar controladores multivaluados que
preservan la estructura hamiltoniana de los sistemas originales,
pues los sistemas en lazo cerrado son naturalmente robustos a
ciertas clases de incertidumbre —Vale mencionar que falta rea-
lizar una exploracién mas sistematica de dichas clases y, en par-
ticular, de la forma en la que el conjunto convexo S las caracte-
riza.

La puesta en préctica de los controladores propuestos re-
quiere de una discusién amplia que escapa al alcance de este ar-
ticulo, pero podemos mencionar algunos puntos. En el caso del
circuito eléctrico, el control multivaluado puede implementarse
directamente usando un dispositivo con esa caracteristica (un
simple diodo zener). En aplicaciones mds complejas, el control
multivaluado puede reemplazarse por una aproximacién univa-
luada (Miranda y Castafios, 2017) o incluso aplicada en tiempo
discreto (Miranda et al., 2017, 2018).

En la metodologia propuesta, la etapa de inyeccién de amor-
tiguamiento se resignifica y adquiere un rol central en el meca-
nismo de regulacién.
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