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Resumen

Durante las últimas décadas, los reguladores lineales basados en observadores de perturbaciones han experimentado un interés
creciente entre la comunidad cientı́fica, principalmente, debido a sus buenas propiedades para tolerar cambios o incertidumbres
en los sistemas. En este tutorial se aborda una revisión de dichos reguladores, analizando sus elementos más caracterı́sticos –es
decir: i) los modelos con entradas de perturbación, ii) los algoritmos observadores de perturbaciones, y iii) el diseño de leyes de
control–, ası́ como sus principales técnicas de diseño. Se consideran también algunos aspectos de la teorı́a del control que motivan y
justifican la utilización de estos reguladores; principalmente: la incertidumbre de los modelos, su importancia dentro del paradigma
del control robusto y la capacidad de los modelos perturbados para representar sistemas inciertos. El tutorial concluye con un
ejemplo ilustrativo sobre el diseño de este tipo de reguladores para el control de glucosa en personas diabéticas (páncreas artificial).

Palabras clave: Observadores de perturbaciones, Control Robusto, Sistemas Inciertos, Sistemas MIMO, Control Óptimo, LQR.

Disturbance Observer-Based Controllers: operating principles and design strategies

Abstract

During the past decades, the scientific interest on the linear disturbance observer-based controllers has notably increased, mainly,
due to their good properties for handling changes or uncertainties in the systems. In this tutorial, these type of controllers are
reviewed by analyzing their characteristic elements –which are: i) the disturbed models, ii) the disturbance observer algorithms,
and iii) the feedback control-laws– as well as their main design-techniques. Some aspects of the control theory that motivate and
support the use of these regulators are also described, including: the model uncertainties, its relevance within the robust control
paradigm, and the capability of the disturbed models to handle uncertainties. The tutorial concludes with an ilustrative example on
the closed-loop glucose control for diabetic people (artificial pancreas).

Keywords: Disturbance Observer-Based Controllers, Robust Control, Uncertain Systems, MIMO Systems, Optimal Control, LQR.

1. Introducción: La incertidumbre de los modelos y el pa-
radigma del control robusto

Se dice que un modelo es incierto si, con mayor o menor
frecuencia, produce predicciones imprecisas sobre el compor-
tamiento del sistema. En este sentido, si se ve que no es posible
construir un modelo preciso para un sistema dado –debido a,
por ejemplo, su complejidad, su coste económico, el aparente

comportamiento aleatorio o errático del sistema en algunas cir-
cunstancias o, simplemente, a la falta de conocimiento sobre
cómo funcionan algunas de sus partes– entonces, forzadamen-
te, nos veremos obligados a tener que asumir que el modelo es,
de alguna forma, incierto. En general, la incertidumbre se aso-
cia a la imposibilidad de hacer predicciones precisas sobre el
comportamiento de un sistema.
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La mayor parte de los sistemas de ingeniería, económicos o 
biológicos suelen considerarse inciertos; incluso los que a primera 
vista puedan aparentar ser sencillos. Por ejemplo, consideremos 
el pedal del acelerador de un coche y el efecto que éste tiene sobre 
la aceleración del vehículo. Se trata de un sistema simple con 
una única entrada –pedal acelerador – y una única salida –
aceleración del coche. A pesar de esta sencillez conceptual, el 
modelo es incierto. Aunque es prácticamente seguro el hecho de 
que presionar el acelerador siempre generará aceleraciones 
positivas, casi con toda probabilidad se encontrarán dudas si se 
trata de afirmar, exactamente, cuánto acelerará el vehículo si se 
presiona el acelerador hasta un valor dado.

Para resolver esta cuestión, uno podría intentar realizar 
algunos experimentos con el objetivo de extraer datos o un modelo 
que, cuantitativamente, predigan la aceleración del coche en 
función de cuánto se ha presionado el pedal acelerador. Sin 
embargo, es casi seguro que el modelo resultante comience a dar 
errores una vez las condiciones experimentales cambien. De hecho, 
la aceleración depende –entre muchos otros factores – del número 
de pasajeros, de la pendiente de la carretera, de la velocidad del 
viento, de su dirección, del sistema de transmisión del vehículo y 
de su estado, etc. Desarrollar experimentos y modelos que 
consideren todos estos factores se vuelve, en muchos casos, 
excesivamente complejo. Además, la complejidad suele aumentar 
conforme más de cerca y con más detalle se examinan los sistemas. 
Al final, los ingenieros se ven obligados en algún punto a tener 
que asumir que el comportamiento de los sistemas será 
relativamente incierto con respecto a sus modelos.

El paradigma de control robusto

Este tipo de incertidumbres asociadas a los sistemas han 
planteado una cuestión fundamental en la teoría del control, que es: 
¿cómo diseñar reguladores precisos para sistemas cuyos modelos 
son inciertos?. Esta cuestión ha ido ganando importancia 
progresivamente desde principios de los años sesenta; hasta el 
punto que, durante la década de 1970, generó un importante 
cambio de paradigma en la teoría del control hacia el así llamado 
control robusto (Petersen and Tempo (2014); Safonov (2012); 
Gao (2014); Sariyildiz et al. (2020)).

Este cambio de paradigma se sustenta en una idea clara: las 
incertidumbres de los modelos no pueden simplemente ignorarse; 
al contrario, deben de incluirse en las formulaciones de los 
modelos y de los reguladores de los sistemas.

Esta premisa de diseño se apoya en diferentes investigaciones y 
experimentos que han revelado que las incertidumbres pueden 
tener efectos muy negativos en los controladores por 
realimentación si éstas no se consideran adecuadamente. Horowitz 
(1963) dio uno de los primeros análisis en esta línea, demostrando 
matemáticamente que la incertidumbre es un factor dominante en 
lo que se puede llegar a lograr con el control por retroalimentación. 
Más tarde, durante los setenta, otros autores como Rosenbrock and 
McMorran (1971); Athans (1971) y Doyle (1978) informaron de 
problemas serios con algunas técnicas de control óptimo que eran 
causados, principalmente, por las incertidumbres de los sistemas. 
Con sorpresa, Doyle (1978) vió que una diferencia arbitrariamente 
pequeña entre el sistema real y su modelo matemático podría ser 
teóricamente capaz de desestabilizar el famoso controlador LQR 
(del inglés, Linear Quadratic Regulator). Safonov (2012) también 
hace referencia a algunos intentos fallidos  de aplicar el controlador

LQG en un submarino Trident y en un avión F-8C, informando
de que el LQG provocó que el submarino saliera inesperada-
mente a la superficie en simulaciones con mares moderadamen-
te agitados. “Debilidades” de la teorı́a de control óptimo fueron
las principales causas atribuidas a los problemas en el F-8C.

Se dice que estos fallos del regulador LQG durante 1970
fueron el desencadenante principal de todos los desarrollos pos-
teriores de técnicas de control robusto (Safonov (2012); Sari-
yildiz et al. (2020)). Durante 1970-2000, se publicó una gran
cantidad de artı́culos con diferentes metodologı́as para diseñar
controladores robustos para sistemas inciertos. Los trabajos de-
sarrollados durante este perı́odo se pueden categorizar en dos
áreas principales: diseño de reguladores robustos y análisis de
reguladores robustos (Petersen and Tempo (2014)). El primero
de ellos aborda el problema de diseñar el “mejor” controlador
para un modelo nominal con una cierta incertidumbre predefi-
nida. El segundo aborda el problema inverso: dado un modelo y
un controlador, encontrar la “cantidad” máxima de incertidum-
bre que se puede tolerar.

Algunos resultados populares para el análisis de regula-
dores robustos que se desarrollaron durante este perı́odo son:
los márgenes de estabilidad multivariable (Safonov (1980));
el teorema de la pequeña ganancia (Sandberg (1964); Zames
(1966)); el teorema de Kharitonov (Chapellat and Bhattachary-
ya (1989)); los análisis de robustez basados en criterios de
energı́a de Lyapunov (Freeman and Kokotovic (2008); Khalil
and Grizzle (2002)) o los métodos numéricos basados en des-
igualdades matriciales (LMIs) (Scherer and Weiland (2000)).
Básicamente, estos resultados permiten comprobar los efectos
que algún tipo de incertidumbre del sistema pueden tener sobre
un determinado controlador.

Por otro lado, los enfoques más conocidos para diseñar re-
guladores robustos son, entre otros: los basados en las nor-
mas H∞ y H2, (Doyle et al. (1988); Doyle et al. (1989);
Khargonekar and Rotea (1991)); los basados en observadores
de perturbaciones — del inglés, Disturbance Observer-Based
Controllers (DOBCs) (Ohishi (1983); Sariyildiz et al. (2020);
Chen et al. (2016); Schweppe (1968); Johnson (1975); Me-
ditch and Hostetter (1973); Bhattacharyya (1978)), el control
basado en el rechazo activo de perturbaciones — Active Dis-
turbance Rejection-Based Control (ADRC) (Han (2009); Wu
et al. (2020); Carvajal et al. (2021)); los controladores de modos
deslizantes (Edwards and Spurgeon (1998)); la teorı́a del con-
trol acomodativo de señales exógenas (DAC) (Johnson (1971,
1986)); y el control basado en modelos internos — Internal Mo-
del Control (IMC) (Francis and Wonham (1976); Garcia and
Morari (1982)). Todos estos resultados comparten la peculiari-
dad de que se considera explı́citamente algún tipo de incerti-
dumbre durante el proceso de diseño del control.

El control robusto durante la revolución tecnológica

La mayor parte de estos métodos de control robusto son
ampliamente conocidos hoy en dı́a. En particular, los DOBCs,
el ADRC y los controladores de modo deslizante están siendo
muy populares entre los ingenieros y desarrolladores de hoy;
principalmente, porque ofrecen muy buena precisión con infor-
mación muy básica del sistema (Han (2009); Huang and Xue
(2014); Sariyildiz et al. (2020); Gao (2006); Gao et al. (2001);
Chen et al. (2016)).
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Esto se puede apreciar en la Figura 1, que indica el número
aproximado de nuevos artı́culos IEEE que se publicaron du-
rante 2000-2020 conteniendo palabras clave de las principales
técnicas de control robusto1. Se aprecia un crecimiento signi-
ficativo en su uso; siendo notable el aumento exponencial de
DOBCs, ADRCs y controladores de modo deslizante. Curiosa-
mente, la figura ilustra que alrededor del 50 % del número total
de artı́culos que hacen referencia a estos controladores se han
publicado durante los últimos 5 años; lo que indica que se están
desarrollando más rápido que en cualquier otro perı́odo.

Si la búsqueda se centra en áreas de aplicación especı́ficas,
se puede comprobar que controladores de tipo DOBC, ADRC
y de modos deslizantes se están aplicando actualmente en: con-
trol de movimiento (Umeno and Hori (1991); Choi et al. (1999);
Sariyildiz et al. (2015)), electrónica de potencia (Yokoyama and
Kawamura (1994); Jain and Yogesh (2020)), detección de fa-
llos (Wang and Daley (1996); Han et al. (2018); Bernardi and
Adam (2020)), automóviles, vehı́culos submarinos y vehı́cu-
los espaciales (Bünte et al. (2002); Kadowaki et al. (2002);
Fujimoto et al. (2004); Sadhu and Ghoshal (2010); Liu et al.
(2018)), UAVs (Castillo et al. (2019b)), robots de cirugı́a/reha-
bilitación (Ugurlu et al. (2014)), posicionamiento láser de lar-
ga distancia (Deng et al. (2020)), levitación magnética (Yang
et al. (2011)), economı́a (Bernhard (2003); Hansen and Sargent
(2008)), teorı́a de juegos (Başar and Olsder (1998)) o biotecno-
logı́a (Sala-Mira et al. (2019); Sanz et al. (2020)).

Sin embargo, a pesar de la evolución positiva de estos re-
guladores, en muchos casos los diseñadores e ingenieros to-
davı́a encuentran dificultades en cómo proceder a la hora de
implementarlos. Esto se debe, en parte, a una falta importante
de tutoriales y de documentos que describan detenidamente sus
principios de funcionamiento, sin entrar en el complejo aparato
matemático de la teorı́a del control que, en ocasiones, oscurece
la sencillez de los conceptos que hay en estos reguladores.

Objetivos y estructuración de este tutorial

Este tutorial se centra en los controladores basados en ob-
servadores de perturbaciones (DOBCs). El objetivo principal es
dar una revisión detallada de estos reguladores desde un punto
de vista genérico y alternativo al que normalmente pueda en-
contrarse en la literatura actual. Se puede encontrar un estudio
más detallado de estos problemas en Castillo (2021).

El tutorial se encuentra organizado de la siguiente manera.
En la Sección 2, se enumeran cuáles son los elementos princi-
pales de estos reguladores, a saber: i) los modelos con entradas
de perturbación; ii) los algoritmos observadores de perturba-
ciones; y iii) el diseño de realimentaciones. Cada uno de estos
puntos se comenta con mayor profundidad en las secciones 3, 4,
y 5, respectivamente, donde se incluyen algunas de las principa-
les técnicas y algoritmos que pueden emplearse en cada punto.
Finalmente, en la Sección 6, se incluye un ejemplo ilustrativo
sobre el diseño de este tipo de reguladores para el control de
glucosa en personas diabéticas (páncreas artificial).
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Figura 1: Gráfico superior: Número aproximado de nuevos artı́culos IEEE en
intervalos de 5 años que contienen palabras clave relacionadas con las diferen-
tes estrategias de control robustas. Gráfico inferior: (nº de artı́culos nuevos) /

(nº total de artı́culos) ·100.

2. Reguladores basados en observadores de perturbacio-
nes: elementos principales

Estos reguladores funcionan con un modelo del sistema per-
turbado, normalmente lineal e invariante en el tiempo:

ẋ(t) = Ax(t) + B2u(t) + B1ω(t),
y(t) = Cx(t);

(1)

donde {A, B2, B1,C} son las matrices nominales del modelo, x(t)
es su estado nominal interno, u(t) es la acción de control que se
aplica al sistema, ω(t) son unas entradas desconocidas llamadas
perturbaciones, e y(t) son las lecturas de los sensores disponi-
bles.

El elemento caracterı́stico de estos modelos son las entra-
das desconocidas de perturbación, ω(t). Se trata de unas señales
desconocidas que entran al modelo (1) de una forma similar a
las acciones de control, u(t), y se incluyen para hacer frente a
las posibles incertidumbres en el comportamiento del sistema
— en la Sección 3 se dan más detalles sobre este punto. En
algunas ocasiones, también se incluyen señales de perturbación
en el canal de la y(t) a través de un término Dω(t), con el objeti-
vo de representar el ruido de medida. Sin embargo, este término
frecuentemente se desprecia ya que el ruido suele ser apropia-
damente filtrado por los observadores empleados.

Este estudio se circunscribe al caso de modelos lineales. Si
bien muchos de los conceptos tratados podrı́an extenderse a mo-
delos no lineales, la diversidad de modelos que el término “no-
lineal” engloba y la existencia de numerosos métodos ad-hoc
para cada caso concreto dificultan su generalización.

Tomando como base el modelo (1), los DOBCs funcionan
de la siguiente forma:

1La búsqueda se ha realizado con Google Scholar mediante los siguientes comandos: i) (“disturbance observer” OR “Unknown input observer” OR “Extended
state observer”) source:“IEEE”; ii) (“H infinity” OR “H∞” OR “H infinite” OR “H/sub infinity”) source:“IEEE”; iii)(“sliding mode control”) source:“IEEE”; iv)
(“internal model principle” OR “internal model control” OR “IMC”) source:“IEEE”; v) (“active disturbance rejection” OR “ADRC”) source:“IEEE”
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Figura 2: Diagrama de funcionamiento de los controladores basados en obser-
vadores de perturbaciones.

1. Asumen que, para cualquier acción de control u(t) que se
inyecte al sistema, las lecturas resultantes de los senso-
res, y(t), son generadas por el modelo (1).

2. Utilizan el histórico de medidas y(s), u(s), s ∈ [0, t], pa-
ra estimar las variables internas del modelo en el instante
actual, x(t) y ω(t).

3. Retroalimentan las estimaciones de x(t) y ω(t) al siste-
ma a través de una ley de control: u(t) = f (x, ω); con el
objetivo de regularlo o conducirlo a un punto de funcio-
namiento predefinido.

Cada uno de estos puntos hace referencia a un elemento ca-
racterı́stico de los DOBCs: 1. los modelos perturbados; 2. los
observadores de perturbaciones; y 3. las leyes de control. En la
Figura 2 se muestra un diagrama de bloques de dicha estructu-
ra, donde se ha resaltado en azul cada uno de estos puntos. En
las siguientes secciones se profundiza en cada uno de ellos.

3. Modelos con perturbaciones

En esta sección se profundiza en uno de los principales ele-
mentos de los reguladores basados en observadores de perturba-
ciones: los modelos perturbados. A nivel conceptual, este punto
es el más importante y merece un análisis detenido.

Desde nuestro punto de vista, las únicas variables “reales”
de los sistemas son y(t) y u(t). La primera de ellas representa
las lecturas de los sensores que hay instalados –p.e. GPS, sen-
sores de velocidad, de presión, de caudal, de temperatura, de
luz, etc–, mientras que la segunda representa las acciones de
control que se pueden aplicar al sistema –p.e. acelerar, frenar,
velocidad de motores, tensión, corriente eléctrica, etc. En últi-
ma instancia, el sistema es la relación causal que existe entre
ambas variables. Esa causalidad, tal y como se ha mencionado
en la Sección 1, suele manifestar cierta incertidumbre — en el
sentido que generar una misma variación en los actuadores no
siempre causará la misma variación en los sensores.

Sin embargo, desde el punto de vista del regulador, las va-
riables y(t), u(t), tan solo son un par de números que se rela-
cionan entre sı́ a través del modelo (1). El regulador tan solo
conoce el modelo. Si éste genera una acción de control para el
sistema, u(t), estará asumiendo que las lecturas posteriores de

los sensores son generadas por el modelo (1). Este punto repre-
senta un detalle muy importante que, hasta donde conocemos,
no se ha tratado con mucho énfasis en la literatura. Analizarlo
pone de manifiesto el papel clave que tienen las señales de per-
turbación, ω(t), en los modelos. El objetivo de esta sección es
profundizar en este punto, comparando los modelos con y sin
perturbaciones, para resaltar sus principales diferencias.

3.1. Modelos sin perturbaciones

Consideremos, como ejemplo ilustrativo, el siguiente mo-
delo para la posición vertical de una aeronave:[

ṗz(t)
v̇z(t)

]
=

[
0 1
0 0

] [
pz(t)
vz(t)

]
+

[
0
m

]
u(t) (2)

donde u(t) (N) es la fuerza de propulsión vertical; m (kg) es
la masa de la aeronave; vz(t) (m/s) es su velocidad vertical y
pz(t) (m) es la posición.

Este modelo proviene fundamentalmente de la mecánica
newtoniana. Como primer paso, deberı́amos plantearnos las si-
guientes preguntas: i) ¿Es este modelo capaz de representar con
precisión la altitud real de una aeronave?; y, si no es ası́, ii) ¿qué
modificaciones deberı́an hacerse?

Para responder a ambas, en primer lugar se deberı́a defi-
nir un procedimiento experimental claro que permita evaluar
la precisión de un modelo. En concreto, se deberı́a instalar un
sensor de altitud en la aeronave de tal forma que se conozca
su altitud real, y(t). Después, se deberı́a poner la aeronave en
vuelo –por ejemplo, dirigiendo manualmente la fuerza u(t)– y
se deberı́an comparar las medidas dadas por el sensor, y(t), con
las predicciones del modelo, pz(t). Si el modelo es preciso, en-
tonces se deberı́a cumplir que y(t) ≈ pz(t). Es decir: un modelo
preciso es aquel que es capaz de garantizar la ecuación de me-
dición.

Con esto, imaginemos que uno se lanza a hacer un experi-
mento como éste con el objetivo de verificar si el modelo (2)
es válido para diseñar controladores. Casi con toda probabili-
dad, se encontrará que las medidas de altitud, y(t), difieren de
las predichas por (2), pz(t). La respuesta a la primera pregunta
será negativa en la mayorı́a de los experimentos. La principal
razón es que, a partir de experiencias previas, se conoce que el
modelo (2) está ignorando muchos otros elementos que también
afectan a la aeronave durante el vuelo, como: la fuerza del vien-
to, la densidad del aire, cómo se genera la fuerza de propulsión
u(t), etc.

Si la respuesta a i) es negativa, ¿como se afrontarı́a la segun-
da pregunta? Se podrı́a pensar que, para mejorar la precisión del
modelo, será necesario incluir en él mas información, como: la
aerodinámica de la aeronave, la fuerza del viento, o cómo se
genera la fuerza vertical u(t). Bajo este enfoque, el proceso de
modelado se considera concluido cuando se encuentren algu-
nas ecuaciones (probablemente de la forma ṗz(t) = f1(vz(t)),
v̇z(t) = f2(vz(t), u(t))) de tal forma que, para cualquier vuelo
que se realice, la altitud predicha por las ecuaciones coincida
con las lecturas de los sensores; es decir:

ṗz(t) = f1(vz(t)),
v̇z(t) = f2(vz(t), u(t)), (3)

y(t) ≈ pz(t). (4)
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Para el caso de modelos lineales genéricos, tomarı́a la forma
— ver similitudes con (1):

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), (5)
y(t) ≈ Cx(t); (6)

donde x(t) ∈ Rn es una variable interna que representa el esta-
do del sistema; u(t) ∈ Rm es la acción de control e y(t) ∈ Rp las
lecturas de los sensores.

Ciertamente, una gran desventaja de este enfoque es la gran
complejidad para hacer los modelos precisos. Encontrar alguna
función determinista, f (·), o matrices (A, B,C,D) que, simple-
mente al recibir las entradas de control, sean capaces de pre-
decir la altitud de la aeronave –esto es, la ecuación de medi-
ción (4), (6), se cumple para todo el tiempo y en todas las po-
sibles circunstancias– no será casi nunca sencillo; pudiendo in-
cluso llegar a ser inviable en términos de tiempo o coste.

3.2. Modelos con perturbaciones

Consideremos ahora exactamente la misma cuestión, pero
añadiéndole al modelo inicial una entrada de perturbación ω(t)
en el punto de entrada:[

ṗz(t)
v̇z(t)

]
=

[
0 1
0 0

] [
pz(t)
vz(t)

]
+

[
0
m

]
u(t) +

[
0
1

]
ω(t) (7)

donde ω(t) puede tomar, a priori, cualquier forma de onda sin
ningún significado fı́sico especı́fico.

La principal diferencia con respecto a (2) es que (7) con-
tiene una entrada desconocida, ω(t). Este cambio implica que
la solución de (7) deja de estar completamente definida. Ahora,
para la misma entrada de control u(t) y los mismos estados ini-
ciales, pz(t0), vz(t0); el modelo (7) puede generar un conjunto
completo de soluciones distintas, una para cada ω(t).

Si nos referimos a la misma pregunta sobre la capacidad
de (7) para representar la altitud real de la aeronave, se puede
concluir fácilmente que la respuesta ahora es positiva en la ma-
yorı́a de los casos. Para ello, se podrı́a hacer un experimento
similar: se pone en marcha la aeronave y todos los datos dados
por el sensor de altitud, y(t), junto con las entradas de control,
u(t), son grabados. Tras el vuelo, se podrı́an coger los datos y se
podrı́a corroborar que, de hecho, existe una función, ω(t), que
garantiza que la altitud dada por (7) coincida con las medidas
proporcionadas por los sensores; es decir, pz(t) ≈ y(t).

El experimento podrı́a repetirse de nuevo, pero esta vez rea-
lizando nuevas maniobras y volando con otras condiciones am-
bientales. Después de este segundo vuelo, se podrı́an tomar los
nuevos datos registrados y se podrı́a corroborar de nuevo que
existe otra función diferente, ω2(t), que garantiza que la altura
dada por (7) coincide con las mediciones, y(t). El experimento
podrı́a repetirse una y otra vez. Con cada vuelo que se haga,
se podrı́a encontrar una nueva (y probablemente distinta) fun-
ción ω(t) que garantiza que y(t) ≈ pz(t). De hecho, bajo algunas
suposiciones poco restrictivas sobre las lecturas de los senso-
res, y(t), se puede demostrar que siempre existirá una ω(t) que
garantice que y(t) = pz(t) .

Este enfoque, aunque resulta ser bastante distinto del ante-
rior, matemáticamente también queda representado por el mis-

mo sistema de dos ecuaciones:
[
ṗz(t)
v̇z(t)

]
=

[
0 1
0 0

] [
pz(t)
vz(t)

]
+

[
0
m

]
u(t) +

[
0
1

]
ω(t)

y(t) =
[
1 0

] [pz(t)
vz(t)

] (8)

Para el caso de modelos lineales genéricos, tomarı́a la forma
— ver similitudes con (1):

ẋ(t) = Ax(t) + B2u(t) + B1ω(t), (9)
y(t) = Cx(t); (10)

donde x(t) ∈ Rn es una variable interna que representa el esta-
do del sistema; u(t) ∈ Rm es la acción de control e y(t) ∈ Rp las
lecturas de los sensores.

3.3. Principales diferencias entre ambos

Hay dos diferencias relevantes que conviene mencionar. La
primera está relacionada con las ecuaciones de medición (6) y
(10). En el caso de modelos sin perturbaciones, la ecuación de
medición, más que una igualdad estricta, debe entenderse co-
mo algo aproximado que se cumple únicamente en el caso de
que el modelo sea suficientemente preciso. Esta igualdad no se
cumplirá si el modelo es impreciso, ya que se están comparan-
do dos cosas que son diferentes: las lecturas de los sensores
con la solución del modelo. Por lo tanto, no se cumplirá en las
situaciones en las que el modelo sea inexacto.

Sin embargo, en el caso de modelos perturbados, la ecua-
ción de medición se fuerza a que sea una igualdad matemática
estricta. Se puede hacer porque, ahora, el modelo incluye algu-
nas funciones indefinidas, ω(t), cuyo valor se puede elegir li-
bremente. Desde una perspectiva matemática, ω(t) da un grado
extra de libertad que puede utilizarse para garantizar la ecua-
ción de medición. Desde una perspectiva de control, equivale
a decir que nuestra confianza en las lecturas de los sensores es
mayor que la del modelo y, en consecuencia, construimos un
modelo que se adapta continuamente a las lecturas del sensor.

En otras palabras, tal y como se ha resumido al inicio de
sección, implicitamente se asume que las lecturas de los senso-
res están siendo generadas por un modelo de la forma (1), cuyo
grado de libertad para dicha tarea es ω(t).

La segunda diferencia radica en la naturaleza indefinida de
la solución temporal de los modelos perturbados. La solución
temporal de los modelos perturbados está bien definida única-
mente hasta el momento actual, t. Los estados futuros y las
señales de perturbación futuras nunca se conocerán hasta que
el tiempo avance y se disponga de nuevas lecturas de sensores
que las definan. Este no es el caso de los modelos no perturba-
dos; donde solo con definir los estados iniciales y la entrada de
control, su solución se puede integrar infinitamente.

3.4. ¿Porque son interesantes los modelos perturbados?

Este tipo de modelos son interesantes ya que las variables
x(t) y ω(t) contienen una informacion ponderada del estado
del sistema. Su valor depende, en una parte, del modelo pre-
definido (1) y, en otra parte, del histórico de lecturas recibidas
por los sensores.
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Si el modelo predefinido es perfecto, entonces se tendrá que
ω(t) = 0. Si el modelo contiene errores, entonces se autogene-
rarán señales de perturbación no nulas, ω(t), de tal forma que
se garantice la ecuación de medición.

En general, el diseñador de control confia más en las medi-
das de los sensores que en el modelo, principalmente debido a
las incertidumbres descritas en la Sección 1. Sin embargo, tam-
poco puede desconfiar totalmente del modelo y construir regu-
ladores que únicamente dependan de las lecturas de los senso-
res y(t). Aunque éstas sean, al fin y al cabo, la única información
real del estado del sistema, en muchas ocasiones es insuficien-
te para llevar a cabo un control exitoso, ya que puede no ser
posible medir directamente todas las variables necesarias para
ello. En este sentido, los modelos con perturbaciones permi-
ten encontrar un buen equilibrio entre: el modelo (que incluye
información no medible del comportamiento del sistema); las
señales de perturbación (que acomodan los posibles errores del
modelo); y la instalación de sensores (que aportan información
real sobre el estado actual del sistema). Balancear los tres ele-
mentos es la cuestión principal en lo que respecta al modelado
de sistemas con modelos perturbados.

4. Observadores

En esta sección se profundiza en el segundo elemento de los
DOBCs: los observadores de pertubaciones.

Un observador de perturbaciones es un algoritmo –normal-
mente una ecuación diferencial o recursiva– cuyas entradas son
las lecturas de los sensores, y(s), y las acciones de control inyec-
tadas al sistema, u(s), s ∈ [0, t]; y cuya salida es una estimación
del estado del modelo y de sus señales de perturbación: x̂(t),
ω̂(t); respectivamente. Las estimaciones se calculan asumiendo
que las lecturas de los sensores son generadas por el modelo (1)
— como se ha descrito previamente.

Durante los últimos años, se ha desarrollado un número im-
portante de algoritmos para dicha tarea (1). Algunos de ellos
son: Corless and Tu (1998); Xiong and Saif (2003); Chang
(2006); Kim et al. (2010); Chen et al. (2016); Chakrabarty et al.
(2017); Su and Chen (2018).

En lo que sigue, se incluye una clasificación de los obser-
vadores lineales en tres categorias principales: i) observadores
proporcionales, ii) observadores integrales, y iii) observadores
integrales de orden elevado. Se ilustran sus principales diferen-
cias y lo que motiva cada uno de ellos.

4.1. Observadores proporcionales

A pesar de que este tipo de observadores están hoy en dı́a
prácticamente en desuso, fueron unas de las primeras solucio-
nes que fueron propuestas en la literatura formalmente (Corless
and Tu (1998)). Se trata de observadores con la siguiente es-
tructura:

˙̂x(t) = Ax̂(t) + B2u(t) + B1ω̂(t) + Lx(y(t) −Cx̂);
ω̂(t) = γLω(y(t) −Cx̂(t));

(11)

siendo γ, Lω y Lx las ganancias del observador.
Integrando la Ecuación (11) desde t = 0 hasta el instante 

actual, t, se obtienen estimaciones del estado del modelo así 
como  de  sus  señales  de  perturbación.  Para  ello,  se   han   de 

utilizar las medidas de los sensores, y(s), y de las acciones de 
control, u(s), durante el intervalo de tiempo s ∈ [0, t].

Lo que garantiza que el observador (11) va a dar unas esti-
maciones precisas de x(t) y ω(t) es el siguiente teorema:

Teorema 1. (Corless and Tu (1998)) Si existen dos matrices 
simétricas y definidas-positivas, P, Q, tal que:

P(A − LxC) + (A − LxC)T P = −Q,

BT
1 P = LωC,

(12)

entonces el estado, x(t), y la perturbación, ω(t), se pueden es-
timar con (11) hasta cualquier grado de precisión haciendo γ
suficientemente grande.

La interpretación del Teorema 1 es sencilla: si se cum-
ple la condicion (12), entonces incrementar γ en el observa-
dor (11) contribuirá a reducir el error de estimación, x(t) − x̂(t),
ω(t) − ω̂(t). Para mas detalles sobre cómo calcular P, Q, Lx y
Lω, uno puede referirse directamente al articulo original (Cor-
less and Tu (1998)). Esto ilustra la principal ventaja de estos
observadores: una vez obtenida las matrices Lx y Lω, el error de
estimación se puede ajustar fácilmente con el escalar γ.

La idea que existe detrás de este tipo de observadores es 
la siguiente: restando las Ecuaciones (1), (11), se puede ver 
que el error de estimación del estado cumple:

ẋ(t) − ˙̂x(t) = [A − LxC + γB1LwC][x(t) − x̂(t)] + B1ω(t). (13)

Se demuestra que, sustituyendo LwC = BT
1 P en (13) y utili-

zando
V(t) = [x(t) − x̂(t)]T P[x(t) − x̂(t)]

como función de energı́a de Lyapunov, se consigue que V(t)
converga exponencialmente a cualquier región arbitrariamente
pequeña alrededor de cero; simplemente incrementando el va-
lor de γ. Eso implica que el error de observación x(t) − x̂(t)
se puede hacer arbitrariamente pequeño incrementando γ. Des-
pués, se demuestra que si el error x(t)− x̂(t) es pequeño, también
lo será el error ω(t) − ω̂(t).

4.2. Observadores integrales
Este segundo tipo de observadores son de los más utilizados

hoy en dı́a. También se conocen como observadores extendidos
u observadores Proporcional-Integrales (Xiong and Saif (2003);
Chang (2006)). Poseen la siguiente estructura:

˙̂x(t) = Ax̂(t) + B2u(t) + B1ω̂(t) + Lx(y(t) −Cx̂);
˙̂ω(t) = Lω(y(t) −Cx̂(t));

(14)

donde la mayor diferencia con respecto a (11) es que en el lado
izquierdo de (14) se coloca la derivada de la estimación de la
perturbación en lugar de su valor directo.

La diferencia conceptual entre ambos es significativa.
En (11), la estimación de la perturbación depende, proporcio-
nalmente, del error entre las lecturas de los sensores, y(t), y
las predichas por el observador, ŷ(t) = Cx̂(t). Sin embargo,
en (14), la estimación de la perturbación depende del históri-
co de errores. De ahı́ el nombre que se le ha asignado a cada
uno. La matriz Lω se refiere a veces como el ratio de aprendi-
zaje –del Inglés, learning-rate– del observador (14) (Xiong and
Saif (2003)).
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Similar a como se ha procedido anteriormente, restando las 
Ecuaciones (1), (14), se puede ver que el error de 
estimación ahora cumple:

ẋ(t) − ˙̂x(t) = [A − LxC][x(t) − x̂(t)] + B1[ω(t) − ω̂(t)],

ω̇(t) − ˙̂ω(t) = −LωC[x(t) − x̂(t)] + ω̇(t).
(15)

Es justo en esta expresión que toma el error donde se en-
cuentra su principal ventaja competitiva frente a los propor-
cionales. Agrupando matricialmente los términos cruzados, el
error se puede re-escribir de una forma extendida:[

ẋ(t) − ˙̂x(t)
ω̇(t) − ˙̂ω(t)

]
=

([
A B1
0 0

]
−

[
Lx

Lω

] [
C 0

]) [ x(t) − x̂(t)
ω(t) − ω̂(t)

]
+

[
0
I

]
ω̇(t).

(16)

La Ecuación (16) ilustra dos ventajas:

Si el par de matrices,
[
A B1
0 0

]
,
[
C 0

]
, es observable;

entonces existe un gran abanico de métodos numéricos
–e.g. posicionamiento de polos, optimización convexa,
métodos basados en desigualdades matriciales, o méto-
dos basados en la norma H∞ (e.g. Boyd et al. (1994);
Gao et al. (2016))– que se pueden utilizar para calcular
los valores de las matrices Lx y Lω; de forma que el error
de estimación sea pequeño ante una entrada desconocida,
ω̇(t).

Si la perturbación es constante, se obtendrá error nulo
siempre y cuándo la matriz principal de (16) tenga polos
con parte real negativa.

Aunque es difı́cil saber con certeza los motivos reales,
quizás estas opciones para el diseño de Lx y Lω sean el principal
motor que impulse el uso de este tipo de observadores hoy en
dı́a. Estos observadores permiten ademas eliminar fácilmente
perturbaciones constantes o lentamente variables en el tiempo.

4.3. Observadores integrales de orden elevado
La tercera familia de observadores son los integrales de or-

den elevado. Estos son una extensión directa de los observa-
dores anteriores, cuyo principal objetivo es estimar no solo el
valor de ω(t), sino también algunas de sus derivadas.

Estimar derivadas de la perturbación aporta información re-
levante adicional sobre su estado, ya que se detecta, no sólo el
valor de la peturbación, sino también como éste está variando
actualmente. Se ha mencionado también que estos observadores
ofrecen una precisión mejorada si se comparan con (14) (Chen
et al. (2016)).

Estos observadores tienen la siguiente forma:

˙̂x(t) = Ax̂(t) + B2u(t) + B1η0(t) + Lx(y(t) −Cx̂);
η̇0(t) = η1(t) + Lω,0(y(t) −Cx̂(t));
η̇1(t) = η2(t) + Lω,1(y(t) −Cx̂(t));
...

η̇r−1(t) = ηr(t) + Lω,r−1(y(t) −Cx̂(t));
η̇r(t) = Lω,r(y(t) −Cx̂(t));

(17)

donde puede comprobarse fácilmente –por analogı́a con (14)–
que ηi , ω̂(i)(t).

En (17), haciendo r = 0 se obtiene (14); mientras que para
r > 0 se está estimando tanto la perturbación como ‘r’ de sus
derivadas.

Evaluando el error de estimación, se obtiene una expresión
similar a (16):[

ẋ(t) − ˙̂x(t)
ω̇r(t) − ˙̂ωr(t)

]
=

([
A B̄1
0 Φ

]
−

[
Lx

Lω

] [
C 0

]) [ x(t) − x̂(t)
ωr(t) − ω̂r(t)

]
+

[
0
I

]
ω(r+1)(t);

(18)
donde ωr(t) , [ω(t), ω̇(t), . . . , ω(r)(t)]; B̄1 =

[
B1 0

]
; Lω =

[LT
ω,0, LT

ω,1, . . . , LT
ω,r]

T ; y:

Φ ,



0q Iq 0q . . . 0q

0q 0q Iq . . . 0q
...

...
...

. . .
...

0q 0q 0q . . . Iq

0q 0q 0q . . . 0q


(19)

Poseen, por tanto, las mismas ventajas que los anteriores en
cuanto al diseño de Lx y Lω. Aparte, son capaces de estimar sin
error perturbaciones de tipo polinomial de orden ‘r’.

Un hecho importante que cabe destacar es que –como no
cabrı́a imaginarse de otra forma– uno no debe esperar de estos
observadores una capacidad “infinita” para estimar derivadas.
Por la propia naturaleza de las señales, las derivadas altas son
difı́ciles de calcular numéricamente con precisión. Ese hecho
se manifiesta en (18) en el comportamiento de la ganancia Lω,r;
donde, prácticamente con toda seguridad, se podrá comprobar
que para situar los polos de la matriz principal de (18) en una
región de estimación suficientemente rápida, será necesario in-
sertar unos valores de ganancias Lω,r extremadamente grandes
conforme r se incrementa. Es fácil que el algoritmo de cálculo
de estas ganancias se vuelva inestable para valores de r > 3 si
se quieren polos de observación relativamente rápidos.

4.4. Otras soluciones
Aparte de los mencionados, existen otros enfoques basados

en la estructura de observadores de Luenberger. De entre todos
ellos, cabe mencionar los observadores de tiempo finito (Raff

et al. (2006)), y los observadores P-D-I para sistemas descrip-
tores (Wu et al. (2007)), que tienen aplicación directa a sistemas
perturbados (Gao and Wang (2006)). Ambos enfoques se basan
en una transformación lineal del sistema original para, en el pri-
mer caso, obtener convergencia en tiempo finito y, en el segun-
do caso, mejorar la estimación en presencia de perturbaciones,
ruido de medida y/o fallo de sensores.

Por otro lado, y de forma genérica, todos los observado-
res mencionados en este tutorial se pueden extender a sistemas
con retardos temporales. Básicamente, estas aproximaciones se
pueden dividir en tres enfoques diferentes: i) observadores ex-
tendidos que incluyen una predicción del estado basada en la
técnica de la asignación finita del espectro (FSA) (Sanz et al.
(2016); Wang et al. (2020)); ii) observadores extendidos con
una predicción del estado basada en una cascada de observado-
res, ”sequential sub-predictors”(SSP) (Sanz et al. (2018); Zhu
and Fridman (2021)); y iii) predictores de estado de sistemas
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perturbados basados en observadores de orden elevado Castillo
and Garcı́a (2021). La primera aproximación necesita disponer
de una medida del estado, presentando problemas de aproxima-
ción numérica para sistemas inestables en bucle abierto (Mon-
dié and Michiels (2003)), mientras que las dos últimas, se cons-
truyen a partir de realimentación de la salida, sin problemas de
estabilidad interna.

5. Leyes de control

Finalmente, en esta sección se profundiza sobre el último
elemento de los DOBCs: las leyes de control.

Una ley de control es una transformación de las variables
estimadas del modelo, x̂(t), ω̂(t), al espacio de acciones de con-
trol, u(t), a través de una función f (·):

u(t) = f (x̂(t), ω̂(t)). (20)

Consiste, por tanto, en realimentar las estimaciones del es-
tado del modelo de nuevo al sistema; generalmente, con el ob-
jetivo de reconducirlo automáticamente a otro punto de funcio-
namiento o de cambiar la forma en la que el sistema responde
ante entradas externas. Existe un estándar que es diseñar (20)
de tal forma que el sistema se estabilice en un punto definido
por z(t) = C2x(t) ≈ 0, donde C2 ∈ Rq×n y q ≤ n.

En lo que sigue, se introducen diversas técnicas que pueden
emplearse para este fin.

5.1. Diseño para eliminar el efecto de las perturbaciones
Se incluyen aquı́ dos formas de calcular f (·) de tal forma

que la ley de control (20) garantice que z(t)→ 0.

Perturbaciones constantes
Esta realimentación es de las más utilizadas hoy en dı́a,

probablemente debido a su sencillez conceptual y facilidad de
cálculo:

u(t) = Kx x̂(t) + Kωω̂(t) (21)

donde Kω , −[C2(A + B2Kx)−1B2]−1C2(A + B2Kx)−1B1.
Su principal propiedad es la siguiente (Li et al. (2012)): ante

estimaciones exactas –i.e. x̂(t) = x(t), ω̂(t) = ω(t)– esta reali-
mentación garantiza que z(t) = C2x(t) → 0 siempre y cuando
ω̇(t) → 0. En otras palabras, para perturbaciones constantes o
muy lentamente variables, dicha realimentación garantizará que
z(t) se mantiene cerca de cero.

Cabe destacar que hay un grado de libertad en (21), que es
la matriz de realimentación Kx. Esta matriz puede diseñarse li-
bremente con técnicas estándard como el posicionamiento de
polos (Kautsky et al. (1985)) o el diseño LQR (24).

Perturbaciones variables con el tiempo
Como extensión directa de (21), se plantea el caso de cómo

deberı́a diseñarse una realimentación de tal forma que se eli-
mine por completo el efecto de las perturbaciones en z(t), sin
necesidad de imponer ω̇(t)→ 0.

En Castillo et al. (2018), se aborda el problema para mode-
los con una única entrada de control, u(t), y una única variable
controlada z(t); desarrollando la siguiente realimentación:

u(t) = Kx x̂(t) + ud
(
η(t), ω(t), ω̇(t), . . . , ω(kd)(t)

)
,{

ξ̇(t) = Φξ(t) + Γω(t),
η̂(t) = Hξ(t).

(22)

siendo ξ̇ = Φξ + Γω, η̂ = Hξ, un filtro estable de la señal de
perturbación y ud

(
η, ω, ω̇, . . . , ω(kd)) una combinación lineal de

derivadas e integrales de ω.
La estrategia que se suele plantear para obtener estas reali-

mentaciones es mapear la perturbación y la acción de control
al mismo canal del modelo, mediante un adecuado cambio de
variable. En general, se busca obtener un modelo equivalen-
te entrada-salida que cumpla que B1 = B2. Esta condición se
conoce como “matched condition” y permite eliminar por com-
pleto perturbaciones variables en el tiempo mediante la (trivial)
ley de control u(t) = −ω̃(t), siendo −ω̃(t) la perturbacion equi-
valente en el canal de entrada.

Una de estas transformaciones se desarrolla de manera
análitica en Castillo et al. (2018) para sistemas SISO. Sin em-
bargo, para sistemas mas complejos con múltiples entradas y
múltiples perturbaciones, la obtención del cambio de variable
resulta excesivamente complejo a nivel técnico. Es por esto que
algunos autores optan por, directamente, forzar la condición
B1 = B2 de manera deliberada en el modelo y, simplemente,
delegar en los observadores la tarea de estimar en tiempo real
cual serı́a esta hipotética perturbación equivalente a la entra-
da (She et al. (2010)). Este último enfoque ha ganado mucha
popularidad por su sencillez conceptual.

5.2. Diseño basado en control óptimo

El criterio anterior persigue como objetivo que la variable
controlada, z(t), se mantenga en cero de manera forzosa. En
muchas circunstancias éste es, de hecho, el objetivo deseado y
puede realizarse satisfactoriamente con realimentaciones de la
forma (21)-(22). Sin embargo, dichas realimentaciones poseen
un punto débil: no imponen ninguna restricción en la acción de
control u(t).

En algunas aplicaciones es muy común que existan también
restricciones en u(t). La razón es que los valores numéricos de
u(t) se envı́an a actuadores reales en el sistema, y estos siempre
poseen ciertas restricciones que es preciso considerar como: va-
lores máximos y mı́nimos, lı́mites en cuanto a su velocidad de
variación, costes económicos asociados a su uso, etc. En algu-
nas circunstancias puede ocurrir que la señal de control genera-
da por (21)-(22) no sea viable debido a estas restricciones.

Para esos escenarios, es bastante común emplear un segun-
do tipo de realimentaciones que se diseñan con base a criterios
de optimización. Éstas poseen la caracterı́stica de que ponde-
ran y/o imponen restricciones en el uso de ciertas acciones de
control.

Presentamos aquı́ dos categorias principales:

Diseño basado en Regulación Cuadrática Lineal (LQR)
La primera de ellas consiste en la siguiente:

u(t) = Kxx(t) +

r∑
i=0

K̄ω,iω
(i)(t), (23)

donde Kx ∈ Rm×n y K̄ω,i ∈ Rm×q, i = {0, 1, ..., r}, vienen dadas
por:

Kx , −R−1BT
2 S T , (24a)

K̄ω,i , (−1)iR−1BT
2 ((A + B2Kx)T )−(i+1)S T B1, (24b)
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siendo S T la solución a la ecuación algebraica de Ricatti (25)

AT S T + S T A − S T B2R−1BT
2 S T + Q = 0. (25)

y {Q, R} dos matrices que definen el siguiente coste:

J ,
∫ ∞

0

[
x(t)T Qx(t) + u(t)T Ru(t)

]
dt. (26)

La principal caractéristica de esta realimentación se define
en el siguiente teorema:

Teorema 2. (Castillo (2021)). La realimentación (23)-(25) mi-
nimiza el coste (26) para perturbaciones polinomiales de orden
r. Para perturbaciones variables en el tiempo, minimiza apro-
ximadamente (26), con un error proporcional a ε , ||ω(r)(t)||.

Análisis más detallados de cómo se obtiene esta realimen-
tación pueden encontrarse en Castillo (2021). Otros análisis al-
ternativos pueden verse en Mukherjee et al. (2021), donde se
demuestra la expresión para el caso de perturbaciones constan-
tes, r = 0.

Esta realimentación posee una ventaja importante si se com-
para con (21), (22). Minimiza el coste (26) y, como puede verse,
este coste incluye un grado de libertad para penalizar el uso de
u(t): la matriz R. Si con la realimentación (21), uno ve que se
están generando acciones de control demasiado agresivas pa-
ra el sistema, puede utilizar estas realimentaciones con valores
crecientes de R para reducir progresivamente los valores de u(t)
generados por las ecuaciones.

La matriz Q puede definirse como: Q = CT
2 C2, de tal forma

que x(t)T Qx(t) = zT (t)z(t). Ası́ se fuerza a que (26) trate de con-
ducir z(t) a cero pero, también, penalizando el uso de acciones
de control.

Diseño basado en Control Predictivo (MPC)
La realimentación basada en LQR da un paso hacia delante

en lo que respecta a introducir restricciones en el uso de la ac-
ción de control. Sin embargo, dichas restricciones son altamen-
te cualitativas ya que únicamente pueden incluirse a traves de
la matriz R. ¿Qué ocurre si en un escenario han de garantizarse,
estrictamente, restricciones del tipo u(t) > 0, o |u(t)| ≤ α?.

En estos escenarios, se utiliza una tecnologı́a llamada Con-
trol Predictivo basado en Modelos (MPC) (Mayne (2014);
Fernandez-Camacho and Bordons-Alba (2013)), cuyo desarro-
llo ha sido consecuencia directa de los avances en la capacidad
de cálculo de los ordenadores y del desarrollo de librerı́as alta-
mente eficientes para optimización cuadrática sujeta a restric-
ciones.

La idea es intuitiva: en lugar de asumir que la acción de
control es una señal continua, ésta se fragmenta en pequeños
intervalos donde su valor permanece constante, u(t) = uk, t ∈
[tk, tk + T ). De esta forma, un ordenador puede calcular numéri-
camente cual serı́a la secuencia de valores uk = {u0, u1, ..., uN}

que es preciso introducir al sistema de tal forma que se mini-
mice un coste similar a (26) que, además, incluye restricciones
del tipo u(t) > 0, |u(t)| ≤ α o u̇(t) ≤ β.

Ası́ pues, el coste (26) se redefine como:

Jd ,
N−1∑
k=0

[
xT

k Qxk + uT
k Ruk

]
, (27)

donde xk , x(tk) es el estado del modelo en el instante en el
que la acción de control cambia de uk−1 a uk.

El control, entonces, se formula como sigue:

u∗k = arg

mı́n
uk

N−1∑
k=0

[
xT

k Qxk + uT
k Ruk

] , (28a)

s.t. umin ≤ uk ≤ umax (28b)
||uk − uk+1|| ≤ β (28c)

cuya solución proporciona la señal de control óptima que cum-
ple con las restricciones.

Actualmente, las principales investigaciones en torno a este
enfoque van en dos lı́neas. La primera de ellas, a nivel teórico,
consiste en dar soluciones que permitan garantizar que dicho
controlador va a ser capaz de estabilizar un sistema que natu-
ralmente es inestable. El origen del problema está en las propias
restricciones de las acciones de control. Para entenderlas, resul-
ta útil situarse en el caso extremo: si tenemos un sistema ines-
table y formulamos el controlador (28) con umı́n = umáx = 0,
eso implica que u(t) = 0 –solución trivial nula–, con lo que
el controlador no estabilizará nunca al sistema. Si aumentamos
el rango: umı́n = −ε, umáx = +ε, con ε relativamente pequeño;
el sistema probablemente pueda estabilizarse si sus señales de
perturbación son débiles y su estado inicial se sitúa cerca de ce-
ro. Pero, en otros casos, probablemente llegará a inestabilizarse.
Existe, por tanto, una relación entre la capacidad de estabiliza-
ción de (28), sus restricciones en las acciones de control y las
señales de perturbación que puedan afectar al sistema. Para más
detalles, uno puede referirse a Mayne (2014).

El segundo de ellos, va en la lı́nea de cómo predecir el es-
tado y las perturbaciones futuras durante el horizonte de pre-
dicción. Se trata de un problema abierto de interés recien-
te que se está tratando tanto con observadores (Castillo and
Garcı́a (2021)) como con técnicas de clustering y machine lear-
ning (Mayne (2014)). Esta problemática pone de manifiesto
la importancia de conocer la dinámica principal del sistema
(A, B2,C), ya que justo el conocimiento de la dinámica prin-
cipal es lo que permite hacer predicciones futuras del sistema.

5.3. Diseño basado en criterios de energı́a de Lyapunov

Por último, otro enfoque alternativo para diseñar las reali-
mentaciones son los criterios basados en energı́a de Lyapunov
— o también llamados los métodos de la elipsoide invarian-
te Khlebnikov (2016).

La idea que existe aquı́ es ligeramente diferente a las an-
teriores. En primer lugar, se define una realimentación con la
estructura (21), pero donde donde Kx y Kω son, por el momen-
to, matrices indefinidas.

El objetivo es calcular unos valores numéricos para
{Kx, Kω} de tal forma que una cierta función de energı́a
cuadrática, p.e.

V(t) = xT (t)Px(t) ≥ 0 (29)

converja a una región cercana a cero: ‖V(t)‖ ≤ ε; donde ε ≥ 0 y
P es una matriz simétrica y positiva definida.

Si se cumple esto, entonces los estados del sistema contro-
lado se mantendrán dentro de la siguiente elipsoide:

E = {x ∈ Rn : xT Px ≤ ε} (30)
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El problema reside en cómo calcular numéricamente los
valores de {Kx, Kω} de tal forma que se asegure esta propie-
dad. Para ello se recurre generalmente a métodos de optimiza-
ción numérica basados en desigualdades matriciales (LMI, del
inglés, Linear Matrix Inequalities). Se procede como sigue: si
se encuentran dos parámetros δ > 0, γ > 0, tal que:

V̇(t) + δV(t) + γ‖ω(t)‖2 ≤ 0; (31)

entonces queda demostrado (Khlebnikov (2016); Castillo et al.
(2019a); Fridman (2014)) que V(t) converge a la región V ≤
γσ
δ
, ε; siendo ‖ω(t)‖2 ≤ σ.
La Ecuación (31) se puede expresar como una LMI y 

optimi-zarla numéricamente para encontrar conjuntos de par
ámetros {Kx, Kω, γ, δ} que garanticen la desigualdad (31). Para 
más de-talles sobre cómo se aborda dicho problema, uno puede 
refere-rirse al Teorema 5 en Khlebnikov (2016), o al clásico 
libro Boyd et al. (1994) sobre el papel de las LMIs en la teorı́a 
del control.

6. Simulación comparativa – control de glucosa

Finalmente, en esta sección se incluye una comparativa so-
bre las diferentes técnicas anteriormente descritas. Para ello, se
utiliza como ejemplo “benchmark” el conocido problema de re-
gulación de glucosa para personas diabéticas.

El siguiente modelo no lineal conforma la base principal
del simulador “Medtronic” (Stocker et al. (2006)), un softwa-
re que se utiliza para educar a pacientes con diabetes de tipo
1, ası́ como para evaluar algoritmos de control automático de
glucosa (Kanderian et al. (2009, 2012)):

v̇1(t) = −
1
τ1

v1(t) +
1

τ1Cl
uI(t),

v̇2(t) =
1
τ2

v1(t) −
1
τ2

v2(t),

v̇3(t) = p2S I v2(t) − p2 v3(t),
v̇4(t) = −kgeziv4(t) − v3(t)v4(t) + kegp + d(t),
y(tk) = v4(tk).

(32)

Tabla 1: Parametros del modelo. Los valores numéricos corresponden con los
que se identificaron en Kanderian et al. (2009) para el paciente nº1.

Param. Valor Significado
τ1 49 (min−1) Retraso en la absorción
τ2 47 (min−1) Retraso en la absorción
Cl 2020 (ml/min) Depuración de insulina
p2 1,6e-2 (min−1) Retraso en la acción

de la insulina
S I 8,11e-4 (ml/µU) Sensibilidad a la insulina

kgezi 2,20e-3 (min−1) Efecto de autoreducción
de glucosa

kegp 1,33 (mg/dl/min) Autoproducción de glucosa

Donde uI(t) representa la inyección de insulina a nivel Sub-
Cutáneo (SC), v1(t) es la concentración de insulina a nivel SC,
v2(t) representa la concentración de insulina en plasma, v3(t)
representa la insulina efectiva, v4(t) la Concentración de Glu-
cosa (CG) y d(t) es una variable desconocida dependiente del

tiempo que modeliza el incremento de glucosa que sigue tras
una comida con contenido de carbohidratos.

Problema, objetivos y restricciones
El modelo (32) predice, para una persona, cómo la CG en

sangre se ve afectada por: i) inyecciones de insulina, uI(t); y
ii) comidas que la persona ingiere, d(t). El principal objetivo es
diseñar un regulador que inyecte insulina automáticamente en
respuesta a comidas no anunciadas por parte del individuo.

Debido a la alta variabilidad que existe en el tipo y en la
duración de las comidas, la variable d(t) debe de considerarse
como un parámetro totalmente desconocido para el regulador.
En las simulaciones, se ha utilizado la siguiente función d(t):
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Figura 3: Disturbance introduced to the simulator.

donde d(t) se ha generado de acuerdo a la fórmula:

d(t) =
CH(t)
VGτ2

m
te−

t
τm , (33)

siendo CH = {50, 90, 70} (g) la cantidad de carbohidratos con-
sumidos y VG = 0,123, τm = 47 paramétros identificados para el 
Paciente 1 en Kanderian et al. (2009).

El simulador resuelve numéricamente la Ecuación (32), 
comenzando desde condiciones estacionarias –i.e. v1(0) = v2(0) 
= 13,68, v3(0) = 0,011, v4(0) = 100, uI (0) = 2,77e4– y recibien-
do como entradas d(t) y las inyecciones de insulina generadas 
por el regulador uI (t). Para el diseño de los siguientes 
regulado-res/observadores, se utiliza una versión linealizada 
del modelo alrededor del punto v1(0), v2(0), v3(0), v4(0):

G ,


ẋ(t) = Ax(t) + B2u(t) + B1ω(t),
y(tk) = C2x(tk),
z(t) = C1x(t),

(34)

A =


−1/τ1 0 0 0
1/τ2 −1/τ2 0 0

0 p2S I −p2 0
0 0 −v4(0) −v3(0) − kgezi

 , B1 =


0
0
0
1


B2 =

[
1/(τ1Cl) 0 0 0

]T
,

C2 = C1 =
[
0 0 0 1

]
.

El objetivo es que el regulador mantenga una CG en torno
a v4(0) = 100 (mg/dl). En ningún caso puede superar los
250 (mg/dl) o bajar de 54 (mg/dl), ya que esto se corresponde
con casos severos de hiperglucemia o hipoglucemia, respecti-
vamente. Tras una comida, los valores óptimos deberı́an oscilar
entre 70 (mg/dl) < v4(t) < 180 (mg/dl). El regulador dispone de
medidas y(tk) con un periodo T = 5 (min). Además, existe una
limitación importante que es que la insulina únicamente puede
inyectarse (y no extraerse). Esto se traduce en que la acción de
control está limitada a valores positivos: u(t) ≥ 0.
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6.1. Diseño de observadores de perturbación

Con objetivos comparativos, se han diseñado tres obser-
vadores diferentes para el sistema: un Observador Proporcio-
nal (OP), un Observador Integral (OI), y un observador integral
de orden 1. La Figura 4 muestra las estimaciones de la pertur-
bación dadas por cada observador:
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Figura 4: Estimated disturbance by different type of observers.

Puede apreciarse el efecto acumulativo de los observado-
res integrales frente al observador proporcional. Sin embargo,
dicho efecto puede reducirse por alta ganancia en las matrices
Lx, Lω. Puede observarse también cómo el OI de orden 1 da
estimaciones de la derivada de la perturbación observada.

Los OIs se han diseñado con las matrices extendidas (16),
(18); mediante la técnica estándar de asignación de polos, si-
tuando los polos en s = −0,03. Por otro lado, el OP se ha
diseñado con el software Yalmip (https://yalmip.github.io/ ) de
cálculo numérico de desigualdades matriciales. Se han obtenido
matrices P, Lx y Lω que garantizan la condición (12) además de
la siguiente: N⊗P+M⊗(PA−PLxC)+MT ⊗(PLxĀ−YC̄)T ≤ 0,
siendo N = [0, 1; 0, 0] y M = [0,03,−0,03;−0,03, 0,03]. Esta
última condición fuerza que los polos del observador (A−LC) se
sitúen en una esfera de radio r = 0,03 y centro c = −0,03 (Chi-
lali et al. (1999)). De esta forma, los polos en bucle cerrado
del observador proporcional son comparables a los que se han
fijado para para los observadores integrales, evitando también
divergencias numéricas que puedan aparecer en el proceso de
optimización.

Las ganancias obtenidas LOI , Lorden1
OI , LOP = [Lx, Lω] son:

LOI =


1,44e-04
1,42e-03
9,24e-06
7,9e-02
3,5e-03

 , L
orden1
OI =



−6,77e-05
−7,96e-04
−9,89e-06
1,09e-01
4,36e-03
1,05e-04


, LOP =


5,59e-11
9,9e-10
5e-07

3,72e-03
3,2e-01


6.2. Diseño de reguladores basados en observadores de per-

turbación

Se han diseñado tres reguladores diferentes para el mis-mo 
escenario: uno para eliminar el efecto de las perturbacio-nes 
(21), y dos basados en control óptimo, Ecuación (23), uno con 
r = 0 y otro con r = 2

Las ganancias del regulador (21) resultan en:

Kx = [−23,255, −22,434, −31920, 3,0263],

Kω , −[C1(A + B2Kx)−1B2]−1C1(A + B2Kx)−1B1,

= 25790.

(35)

Mientras que las de (23):

Kx = [−23,255, −22,434, −31920, 3,0263],
Kω,0 = 1945,3, Kω,1 = 3,495e5, Kω,2 = 4,438e7.

(36)

que se corresponden con unas matrices de peso, R = 1, Q =

diag{1, 1, 1, 1e-4}.
Estas matrices se han seleccionado a modo “prueba y error”,

con el principal objetivo de penalizar desviaciones de la con-
centración de glucosa sobre el punto de equilibrio. La principal
diferencia entre (35) y (36) radica en las ganancias Kω.

Para todos los reguladores, las observaciones se obtienen
con un observador integral (18) de orden 2, y con ganancia:

L =
[
Lx, Lω

]
=

[
− 2,57e-07, 9,71e-08, 6,78e-07, ...

9,89e-01, 5,23e-01, 1,61e-01, 2,4e-02
]T (37)

La Figura 5 muestra el comportamiento en bucle cerrado de
los tres reguladores:
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Figura 5: Closed-loop control comparative

Cabe destacar el comportamiento que se obtiene con el en-
foque de control óptimo para un grado de aproximación r = 2.
El regulador prácticamente llega a imitar el comportamiento
humano – que es, inyectarse un bolo de insulina previo a ca-
da comida. El comportamiento con r = 0 empeora debido a que
implı́citamente este regulador solo garantiza optimalidad para
perturbaciones constantes, lo cual no es el caso.

También, es importante mencionar que ninguna de las otras
leyes de control mencionadas en este tutorial (rechazo completo
de la perturbación (22), enfoques basados en energı́a de Lyapu-
nov (29) y MPC (28)) han logrado producir un comportamiento
que iguale o mejore a estos tres anteriores. El problema de las
dos primeras es que, por diseño, pretenden eliminar por com-
pleto el efecto de la perturbación. Para que esto sea posible, el
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regulador deberı́a de inyectar al paciente de manera precipita-
da mucha cantidad de insulina, justo en el instante en el que se
detecta una ingesta de comida. De esta forma se fomenta una
absorción rápida desde el estado v1(t) al v4(t) que evita rápida-
mente un incremento de glucosa postpandrial. Después, cuando
la CG del paciente comenzase a descender debido el exceso de
insulina en v3(t), estos reguladores trataban de extraer la insuli-
na de v3(t) rápidamente generando acciones de control negati-
vas. Debido a que la extracción de insulina es imposible por las
limitaciones del proceso, dichos reguladores siempre llevaban
al paciente a condiciones graves de hipoglucemia.

Por otro lado, el controlador MPC, a pesar de considerar
las restricciones en los actuadores, internamente debı́a de cal-
cular predicciones de la perturbación futura durante horizontes
de predicción relativamente largos. Esto introducı́a errores sig-
nificativos en las predicciones numéricas de los estados, que
se materializaban en acciones de control erráticas. El MPC ge-
neralmente asume que la perturbación se mantendrá constante
durante el horizonte de predicción, p.e. (Castillo et al. (2020)).
Dicha hipótesis, en este caso, no se satisface, lo que daba lugar
a los problemas descritos.

7. Conclusiones

En este tutorial se ha realizado una revisión sobre los prin-
cipios de funcionamiento y los principales métodos de diseño
de los reguladores basados en observadores de perturbaciones,
con el objetivo de dar un punto de vista alternativo al que nor-
malmente pueda encontrarse en la literatura actual y sin entrar
en el complejo aparato matemático de la teorı́a del control.

En concreto, se han distinguido sus elementos caracterı́sti-
cos –que son: los modelos perturbados, los observadores de per-
turbaciones, y el diseño de leyes de control– y se ha analizado
cada uno de ellos en profundidad; incluyendo referencias a las
principales técnicas y algoritmos que se pueden utilizar en dis-
tintos escenarios.
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Castillo, A., 2021. Novel strategies to design controllers and state predictors
based on disturbance observers. Ph.D. thesis, Universitat Politècnica de
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