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Resumen

En esta tesis doctoral se aborda el control de sistemas no lineales mediante el em-
pleo de controladores predictivos generalizados (GPCs) en espacio de estados. En primer
lugar se realiza una revision de la metodologia de disefio del GPC en la version entra-
da/salida (E/S). Partiendo de esta revision se propone un modelo CARIMA en espacio
de estados para el GPC que permite disefiar al mismo utilizando una menor cantidad de
memoria y un menor tiempo de computo, asi como de reducir la complejidad asociada la
formulacion E/S. Para la estimacion de los estados del modelo CARIMA se propone el uso
de un observador de rango completo que se disefia por asignacion de polos, establecién-
dose un importante resultado: los polos de este observador coinciden con las raices de
los polinomios de filtrado utilizados en la formulacién E/S. Posteriormente se analizan
las propiedades de observabilidad y controlabilidad del modelo CARIMA propuesto en
espacio de estados, llegandose a la conclusion de que se trata de una realizacion minima
bajo condiciones no demasiado restrictivas, lo cual supone que la prediccion se basa en
un modelo con el minimo orden posible.

Tras esto, se presenta una metodologia de analisis y disefio estable para el GPC me-
diante el uso del indice de coste como funciéon de Lyapunov, y para el caso con restric-
ciones de la teoria de conjuntos invariantes aplicada al GPC.

Seguidamente, se presenta una metodologia de disefio robusto para el GPC mediante
el empleo de las desigualdades lineales matriciales (LMIs) y de algoritmos genéticos. En
concreto, se analiza el caso de sistemas con incertidumbre invariante y variante con el
tiempo de tipo lineal fraccional, una de las mas complejas y generales utilizadas en la

literatura analizada.

Finalmente se presenta el controlador GPC-LPV una extension del GPC en espacio de
estados. Se trata de un controlador variante con el tiempo que presenta dependencia
lineal fraccional con respecto de las sefales de salida medibles. Su disefio es aplicable
a sistemas no lineales cuyos modelos dinamicos pueden ser incluidos dentro de un mo-
delo lineal variante con el tiempo mediante técnicas de inclusién diferencial. La base
matematica de este disefio se sustenta en desigualdades matriciales bilineales (BMIs),
una generalizacion de las LMIs.






Resum

En esta tesi doctoral s’aborda el control de sistemes no lineals per mitja de I'iis de
controladors predictius generalitzats (GPCs) en espai d’estats. En primer lloc es realitza
una revisio de la metodologia de disseny del GPC en la versio entrada/eixida (E/E). Par-
tint d’esta revisié es proposa un model CARIMA en espai d’estats per al GPC que permet
dissenyar al mateix utilitzant una menor quantitat de memoria i un menor temps de
comput, aixi com de reduir la complexitat associada la formulacio E/E. Per a I’estimacio
dels estats del model CARIMA es proposa I'is d’'un observador de rang complet que es
dissenya per assignacié de pols, establint-se un important resultat: els pols d’este ob-
servador coincidixen amb les arrels dels polinomis de filtrat utilitzats en la formulaci6
E/S. Posteriorment s’analitzen les propietats d’observabilitat i controlabilitat del model
CARIMA proposat en espai d’estats, arribant-se a la conclusié que es tracta d’'una realit-
zacio minima baix condicions no massa restrictives, la qual cosa suposa que la prediccio

es basa en un model amb el minim orde possible.

Després d’aco, es presenta una metodologia d’analisi i disseny estable per al GPC per
mitja de 1'is de I'index de cost com a funcié de Lyapunov, i per al cas amb restriccions
de la teoria de conjunts invariants aplicada al GPC.

A continuacio, es presenta una metodologia de disseny robust per al GPC per mitja
de I'is de les desigualtats lineals matricials (LMIs) i d’algoritmes genetics. En concret,
s’analitza el cas de sistemes amb incertesa invariant i variant amb el temps de tipus lineal
fraccional, una de les més complexes i generals utilitzades en la literatura analitzada.

Finalment es presenta el controlador GPC-LPV una extensi6 del GPC en espai d’estats.
Es tracta d'un controlador variant amb el temps que presenta dependéncia lineal fraccio-
nal amb respecte dels senyals d’eixida mesurables. El seu disseny és aplicable a sistemes
no lineals els models dinamics dels quals poden ser inclosos dins d'un model lineal va-
riant amb el temps per mitja de técniques d’inclusio diferencial. La base matematica
d’este disseny es sustenta en desigualtats matricials bilineals (BMIs), una generalitzacio
de les LMIs.






Abstract

This doctoral thesis deals with the control of nonlinear systems using generalized
predictive controllers (GPCs) in state space. First a revision of designing methodology
of the GPC in input/ouput (I/0) version is done. Departing from this revision a CARIMA
model in space of state for the GPC is proposed. This GPC in state space requires a lower
amount of storing information, a lower computation time and has a easier formulation
than I/O version. For the estimation of the CARIMA model states it is proposed a full rank
observer designed by pole placement, becoming established an important result: the
observer poles are equal to the roots of filter polynomials used in the I/O0 formulation.
After, the controllability and observability of CARIMA model are examined, taking place
to the conclusion that under smooth conditions this model is a minimal realization,
which supposes that prediction is based in a model with the minimal possible order.

After this, it is proposed a methodology of analysis and stable design of GPC in state
space using the cost index as Lyapunov function, and when there are constraints the
invariant set theory is applied to GPC.

Straightaway, a designing robust methodology is presented for the GPC based on
linear inequalities matriciales (LMIs) and genetic algorithms. In short, the case of systems
with fixed and time varying uncertainty with linear fractional dependence is analyzed,
one of the most complex and general dependence used in the literature examined.

Finally, the GPC-LPV controller is presented as a extension of the GPC in state space.
This controller is time varying (possibly nonlinear) having a linear fraction dependence
with respect to signal measurements (usually output signals). His design is applicable to
nonlinear systems whose dynamic models can be included inside of a linear time var-
ying system using linear differential inclusion techniques. Its design is based on bilinear
matrix inequalities (BMIs), a generalization of LMIs.
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1.1. El Controlador Predictivo Basado en Modelos (CPBM).
Perspectiva Historica

1.1.1. La metodologia del control predictivo

El control predictivo basado en modelos (CPBM) o Model Predictive Control (MPC),
mas que un controlador concreto es una metodologia para el calculo de las acciones
de control. Se trata ademas de una técnica comprensible, que en cierto modo, trata de



1.1 F( Controlador Predictivo Basado en Modelos (CPBM). Perspectiva Historica

reproducir el comportamiento de un operador experto en el control de un determina-
do proceso. Los pasos que seguiria un operador experto para conseguir controlar un
proceso serian:

1. El operador conoce bien el proceso y por tanto, seria capaz de predecir, con mayor
0 menor exactitud, cual sera la evolucion dinamica de las variables de un proceso
si le aplica unas acciones de control determinadas.

2. El mismo operador puede ademas, decidir si esa evolucion es adecuada en compara-
cion a los objetivos que se ha marcado. Es capaz, por tanto, de valorar las distintas
combinaciones de las acciones de control en funcion del grado de cumplimiento de

unas especificaciones.

3. Con todo esto, podria decidir cual es la mejor combinacion de acciones de control
dentro de un conjunto de posibilidades. El resultado final es que este operador es
capaz de obtener cual debe ser la accién de control que hay que aplicar basandose
en los conocimientos que tiene del proceso y en la informacién pasada y actual de
su estado.

4. Para conseguir una mayor calidad en el control, este mismo operador repetiria to-
dos los calculos cada vez que disponga de informacion actualizada, bien sean nue-
vas medidas del estado del proceso, bien conocimientos actualizados acerca del
comportamiento del proceso (informacién nueva del modelo).

Este ejemplo nos da a entender que los primeros controles realizados manualmente
por operadores que conocian bien el proceso se podian haber englobado en el area del
control predictivo basado en modelos. En definitiva se trata de una metodologia muy
intuitiva para abordar el control de un proceso y esto ha influido en su difusion a nivel
industrial. Para concretar, se entiende que pertenecen a la familia de los controladores
CPBM aquellos que comparten las siguientes caracteristicas:

= Se hace uso explicito de un modelo del proceso en el calculo de predicciones de la
evolucion dinamica del proceso.

= La ley de control (conjunto de acciones de control en un horizonte de tiempo) se
obtiene de la minimizacion de una cierta funcién de coste en la que intervienen las
predicciones. La funcion de coste es la encargada de fijar el comportamiento que
se pretende conseguir (especificaciones).

= Se aplica el concepto de horizonte movil (receding horizon): en cada periodo de
muestreo se resuelve un problema de optimizacion diferente, puesto que se incor-

pora nueva informacion de la evolucién dinamica del proceso.
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De las ideas anteriores, se puede deducir la diversidad de estrategias que pueden
surgir en base a estas caracteristicas. Como consecuencia, apareceran diferentes contro-
ladores:

= Segun el tipo de modelo del proceso utilizado.
= Segln el tipo de funcion de coste utilizada.

= Segun el método de optimizacion aplicado.

Para clarificar un poco mas el concepto del CPBM, se va a describir la metodologia
comun que comparten todos los controladores que hacen uso de las ideas descritas

anteriormente (figura 1.1):

1. Haciendo uso del modelo del proceso, para cada instante t, se predicen las N futu-
ras salidas del proceso y(t + k|t)* siendo k =1,2,...,N. El nimero de predicciones
N, recibe el nombre de horizonte de prediccion. Las salidas se predicen utilizan-
do las salidas y entradas pasadas (informacion disponible hasta el instante t) y las
hipotéticas entradas de control futuras, postuladas en ese mismo instante t.

2. Las futuras acciones de control se calculan de manera que minimicen una determi-
nada funcién de coste, entre cuyos objetivos se encuentra el mantener lo mas cerca
posible la salida del proceso y(t + k|t), de una trayectoria de referencia w(t + k)
que describe como se desea guiar dicha salida desde su valor actual y(t) hasta sus
puntos de consigna futuros. La funcion de coste adopta asi generalmente la forma
de una funcion cuadratica de los errores entre la salida predicha y la trayectoria
de referencia. También en la mayoria de los casos se suele incluir algun término
referente al esfuerzo de control. Ademas, si la funcion de coste que se define es
cuadratica, el modelo utilizado es lineal y no existen restricciones para ninguna
seflal implicada, entonces es posible encontrar una solucion analitica para el pro-
blema de la optimizacion. En caso contrario, es necesario utilizar, en general, un

método numérico de optimizacion.

3. Una vez calculada la secuencia de futuras acciones de control que en ese instante
hacen optima la funcion de coste, se hace uso del concepto denominado receding
horizon. Solamente se aplica como entrada al proceso u(t) la primera de ellas, des-
preciando el resto, puesto que en el siguiente instante t + 1, la salida y(t + 1) ya es
conocida, y utilizando esa nueva informacion se repiten los pasos 1y 2, obteniendo
de esta forma la sefal de control u(t + 1) a aplicar en ese instante (la cual no es
igual a la que se habia postulado en el instante anterior u(t + 1|t)).

*Es usual encontrar en el ambito del CPBM, la sintaxis y(t + k|t) para indicar la prediccion de la salida para
el instante t + k postulada en el instante t
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HORIZONTE DE PREDICCION (N)
B T EEEE—

REFERENCIA

y(t+k|t)

PREDICCION DE LA

SALIDA CONTROLADA
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/_w

u(t+1]t)
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SENAL DE CONTROL
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(a) La prediccion de la salida del proceso es la base del control predictivo.
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(b) Concepto de horizonte movil.

FIGURA 1.1: Metodologia general del CPBM
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El andlisis de esta metodologia de control muestra que, sea cual sea la implementa-

cion que se realice, cualquier control predictivo basado en modelos se puede entender

como un problema de optimizacién en cada periodo de muestreo que consta de tres

elementos fundamentales:

= Un predictor basado en el modelo del proceso, encargado de calcular las prediccio-

nes de la evolucion dinamica del mismo a partir de las medidas de las variables del

proceso hasta el instante actual ’'t’ y unas acciones de control futuras a lo largo del

horizonte de prediccion.

= Una funcién de coste que asigna un valor a cada prediccion y por tanto, a cada ley

de control postulada. Este valor trata de mostrar el grado de cumplimiento de las

especificaciones estaticas y dinamicas compatibles con las posibles restricciones

de funcionamiento.

= Un optimizador que debe encontrar el vector de acciones de control que ofrece

el mejor valor de la funcién de coste. Generalmente en este proceso de busqueda

el optimizador realiza postulados de la ley de control e iterativamente trata de

acercarse a la ley de control 6ptima.

Combinando distintas variaciones de estos tres elementos fundamentales se pueden

obtener un gran numero de controladores que formarian parte de la familia de los con-

troladores predictivos. Para poder plantear cualquier tipo de mejora se debe analizar

cada uno de estos tres elementos fundamentales.

1.1.1.1. Predictor

Este elemento del control predictivo es el que se encarga de calcular las predicciones

de las variables que se quieren controlar y debe utilizar para ello un modelo. En general

este modelo consta de dos componentes (figura 1.2):

Var. No Medibles

Modelo perturb.

Var. Medibles

A 4

No identificable

No Manipulables

v

Identificable

Var. Manipulables

Modelo
Proceso

FIGURA 1.2: Estructura general de un modelo.

Variables
de salida
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= Modelo del proceso que relaciona todas las variables de entrada que se pueden
manipular con las variables de salida que se quieren controlar.

= Modelo de perturbaciones que se puede dividir en dos partes. Una que incluye la
relacion entre variables de entrada medibles, pero no manipulables, con las sali-
das (modelo de perturbaciones identificable) y otra parte que trata de describir la
parte de la salida medida que no es explicada por el resto de modelos (modelo de
perturbaciones no identificable).

Estos modelos se combinan a través de una funcion f(.) para producir un modelo de las
variables de salida. Para modelar cada uno de estos componentes existen varias posibi-
lidades:

= Respuesta ante un impulso.

Respuesta ante un escalon.

Funcion de transferencia.

Representacion en espacio de estados.

Modelos de Volterra.

Modelos mediante redes neuronales.

Modelos fuzzy.

Las diferencias entre los distintos tipos de modelos son conocidas y son objeto de
campos de estudio en los que se describe como se obtienen, qué tipo de procesos pueden
modelar, cuales son sus limitaciones y como se utilizan para realizar predicciones de la
evolucion dinamica de las variables de un proceso.

En [Phillips y Parr 1995] se puede encontrar una descripcion del modelado mediante
respuesta impulsional, funciéon de transferencia y representacion en espacio de estados
y su utilizacién en control predictivo esta ampliamente descrita en [Camacho y Bordons
1999].

Un ejemplo de utilizacion de modelos de Volterra en control predictivo se puede en-
contrar en [Maner et al. 1996]. Las redes neuronales son, en algunos casos, una alterna-
tiva para el modelado de sistemas no lineales [Chen et al. 1990], ejemplos de utilizacion
en control predictivo se encuentran en [Nahas et al. 1992], [Zamarreno 1996] y [Liu et
al. 1998]. En cuanto a los modelos con técnicas fuzzy, es posible encontrar ejemplos en
[Espinosa y Vandewalle 1999b] y [Espinosa y Vandewalle 1999al].

Evidentemente, la calidad de la prediccién deberia ser el factor que marque el tipo
de técnica de modelado que se debe utilizar, al menos a nivel teérico. Es natural pen-
sar que, a mayor calidad en las predicciones, mas posibilidad se tiene de conseguir un
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control adecuado. En las aplicaciones practicas aparecen otros factores como los eco-
nomicos que pueden determinar, mas alla de las cuestiones teoéricas, el tipo de modelo
seleccionado.

Cualquiera de las técnicas de modelado mencionadas, puede ser utilizada para pre-
decir el efecto que producen las variables manipuladas sobre las variables controladas.
Esto es asi, puesto que cualquiera de las acciones de control que se postule en el algorit-
mo de localizacion del 6ptimo, puede aplicarse posteriormente al proceso. Por tanto la
calidad de la predicciéon s6lo depende de la calidad del modelo. No parece tan evidente
utilizar estos modelos para predecir el efecto de las variables no manipulables (medibles
0 No).

Cuando se tienen variables de entrada no manipulables no se puede saber con cer-
teza qué valores van a tomar en el futuro y por tanto en el horizonte de prediccion
(intervalo de tiempo en el que se quiere realizar la prediccion). El modelo puede ser muy
exacto, pero el desconocimiento del valor futuro de estas variables podria producir pre-
dicciones de muy baja calidad. En estos casos se debe, al menos, conocer alguna de sus
propiedades estadisticas que nos permita realizar una estimacion. Si estas variables son
medibles se pueden utilizar las medidas para realizar una estimacion de mayor calidad
(por ejemplo, evaluar la tendencia y extrapolar). La calidad de la prediccion, en estos
casos, depende tanto de la calidad del modelo como de la calidad de las estimaciones de
las variables no manipulables.

Para tratar de compensar la dinamica no modelada se anaden al modelo elementos
artificiales en su estructura para tratar de incrementar la calidad del control. Por ejemplo
en el caso del GPC se utilizan modelos CARIMA con polinomios de filtrado T(z~!) para

mejorar la robustez.

1.1.1.2. Funcion de coste

Un indice de funcionamiento responde, en general a una expresion del tipo:

r= [ f (o, y0,u0,0) de 1-1)
0

El objetivo de esta funcion es plasmar en una formulacion matematica una medida
cuantitativa del funcionamiento de un sistema. En la teoria de control aparecen distintos
indicadores que tratan de describir la evolucion dinamica de un proceso, y se pueden
englobar en dos grandes grupos:

a) Parametros descriptivos de la evolucion temporal de la variable controlada: error
en régimen permanente, valor final, tiempo de establecimiento, sobreoscilacion,
frecuencia de las oscilaciones, tiempo de subida, etc.

13
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b) Medidas de la desviacion de la variable controlada respecto de la referencia (cuadro
1.1). Generalmente se han utilizado integrales de una funcién del error, siendo los
mas extendidos en su uso [Marlin 1995]: IAE (integral del valor absoluto del error),
ICE (integral del error al cuadrado), ITAE (integral del producto del tiempo por el
valor absoluto del error), ITEC (integral del producto del tiempo por el error al
cuadrado), etc.

‘ Indice H Expresion
IAE Jo7 () = y(v)|de
ISE Jo (r(t) — y(t))? dt

ITAE Jo7 tir(t) = y(o)|de
ITEC || [~ t(r(t) — y(1))2dt

TABLA 1.1: Principales indices de funcionamiento.

Entre estas dos opciones, parece claro que es mas apropiado para evaluar como fun-
ciona un sistema, utilizar parametros del primer grupo, ya que las medidas de tipo in-
tegral no reflejan directamente como funciona el sistema. S6lo con el valor del indice
un operador es incapaz de saber con cierto grado de exactitud como esta funcionando
el sistema. A esto se une que es mas usual especificar el funcionamiento de un proce-
so exigiendo que el tiempo de establecimiento y la sobreoscilacion han de ser menores
que unos valores determinados. Sin embargo, con los indicadores de tipo integral se
puede incorporar en la evaluaciéon del funcionamiento otro tipo de elementos como, por
ejemplo, el valor de la accion de control o ponderaciones de las distintas variables v,
adicionalmente, se pueden usar para la evaluacion de costes econdémicos.

En general, no existe una formulacion universal que sea valida para todos los pro-
blemas de control ya que cada tipo de indicadores tiene sus ventajas e inconvenientes.
El indice de funcionamiento mas adecuado para un problema concreto depende de los
objetivos que se impongan y de las herramientas disponibles.

Una alternativa que trata de combinar los dos tipos de indicadores es la de establecer
unas trayectorias de referencia en un indice de tipo integral. En lugar de utilizar una
referencia de tipo escaldn r(t), ésta se filtra mediante una funciéon de transferencia (P(s))
que fije la dindmica deseada de bucle cerrado: tiempo de establecimiento, sobreoscila-
cion y régimen permanente, y se utiliza esta nueva respuesta w(t) como referencia en un
indice de funcionamiento de tipo integral.

w(S) r(s (t) (1.1-2)
I =

= P(s)r(s) - w
| ey, u. 1) de (1.1-3)
0
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La traduccion al entorno del control predictivo es directa, ya que operando con se-
nales discretas el indice de coste debe, de alguna forma, imponer el funcionamiento
deseado para el proceso introduciendo ademas nuevas caracteristicas y parametros pa-
ra posibilitar su aplicacion al control en linea ya que se debe conseguir que el volumen
de los calculos a realizar sea razonable. Se puede generalizar, por tanto, como funcion
de coste la expresion siguiente:

N,
J) =" f(w(t+ k), y(t + Kk|t), u(t + k), k), A(K), Ny, 1) (1.1-4)
k=N,

donde cada uno de los parametros tiene un significado:

Horizonte de prediccion (N, ..., N): intervalo de tiempo en el que se realiza la predic-
cion, debe ser finito para que sea posible su aplicacion al control en linea. Un ho-
rizonte de prediccion infinito o demasiado grande hace que los calculos de las
predicciones no se puedan realizar en linea, salvo que exista una formulacion ana-

litica.

Horizonte de control (V) : intervalo del horizonte de predicciéon en el que se permiten
variaciones de la variable manipulada. Este parametro se utiliza para simplificar
el problema de optimizacion, si se reduce el nimero de variaciones se reduce el
numero de variables en el problema. Cuando se limita el horizonte de control cabe
la posibilidad de realizar distintas estructuraciones de las acciones de control a lo
largo del horizonte de prediccion.

Factores de ponderacion para los errores de prediccion (a(k)) v para las acciones de
control (A(k)). Estos factores se utilizan para conseguir distintos efectos en el com-
portamiento de bucle cerrado. Por ejemplo, mayor influencia del esfuerzo de con-
trol respecto a los errores de predicciéon o menor influencia en el indice de las
predicciones mas alejadas, o mayor ponderacién de unas determinadas variables
en detrimento de otras, etc.

Restricciones: puede aparecer ademas, un conjunto de restricciones adicionales sobre
variables de entrada, salida e internas. Estas restricciones pueden ser debidas tanto
a limitaciones fisicas del proceso como a especificaciones de funcionamiento.

En la mayoria de los casos, la funcién f es cuadratica debido principalmente a que la
minimizacion de dicho indice sujeto a restricciones lineales es matematicamente trata-
ble (problema de programacion cuadratica QP). Existen otras aproximaciones manejando
indices de coste modulares [Genceli y Nikolaou 1993] o con norma infinita [Rao y Raw-
lings 1998] que no resultan tan sencillos de manejar y que, en presencia de restricciones

lineales, terminan resolviendo problemas de programacion lineal.
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1.1.1.3. Optimizador

Finalmente el control predictivo basado en modelos no es mas (ni menos) que un
problema de optimizaciéon. El objetivo de este elemento esta claro, debe conseguir la
combinacion de acciones de control que optimice la funcién de coste. La solucion ideal
es la que resultaria de la optimizaciéon analitica fuera de linea, esto implica disponer
de una expresion matematica que calcula el 6ptimo en funcién de las medidas hasta el
instante t. Esto se puede conseguir cuando el modelo es lineal y la funcion de coste cua-
dratica sin restricciones. En estos casos, el problema de optimizacion se resuelve fuera
de linea y el analisis del sistema resultante se puede realizar utilizando las herramien-
tas clasicas de la teoria de control. Fuera de este contexto, es decir, con problemas no
lineales (bien sea por los modelos utilizados, bien por la aparicion de restricciones, etc.),
el control predictivo se convierte en un problema de optimizacion en cada periodo de
muestreo con el consiguiente incremento de complejidad (resultando en un controlador
no lineal y en un bucle cerrado también no lineal). El método de optimizacién cobra mas
protagonismo cuando se pretende aplicar el control predictivo en linea. Por muy bueno
que sea el modelo o muy acertada la funcién de coste, el cuello de botella es la técni-
ca de optimizacion. Una seleccion o ajuste inadecuado de esta técnica puede provocar
en algunos casos, una pérdida notable de las prestaciones del control puesto que no se

localiza correctamente el 6ptimo.

1.1.2. Evolucion del CPBM

Como ha ocurrido en otros casos, la idea del CPBM ya se vislumbro en los afios 60 an-
tes de que se convirtiera en una de las estrategias de control avanzado mas utilizada en
el control de procesos. Los conceptos teodricos iniciales que pueden asociarse al control
predictivo se basan en los trabajos realizados en control 6ptimo (cuadro 1.2). Utilizando
un modelo discreto lineal en espacio de estados se calcula la ley de control minimizando
una funcion cuadratica de los estados y las acciones de control (regulador LQR). Al fijar
un indice infinito se podia obtener un controlador consistente en una realimentaciéon del
estado [Mosca 1995], [Lemos y Mosca 1985]. Debido a las capacidades limitadas de los
ordenadores y al rapido muestreo de los procesos para los que el LQR fue desarrollado
(por ejemplo en la industria aeroespacial), el esfuerzo se desvio hacia la obtencion de

controladores que evitasen realizar la optimizacion en linea.

Como consecuencia, esta técnica tuvo relativamente poco impacto en la industria de
procesos debido a que no contemplaban las no linealidades de los procesos, sus restric-
ciones de funcionamiento, incertidumbres en el modelo y solo se disponia de un indice
cuadratico para medir las prestaciones. Unicamente podia aplicarse en areas donde se
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podian conseguir modelos muy exactos y su obtencion estaba justificada econ6mica-
mente (por ejemplo, la industria aeroespacial).

Algoritmo Modelo | indice Horiz. Restricciones
prediccion
LOG (1960) L, SS min ISE, 1,O 00 -
IDCOM (1976) L, FIR min ISE, O N I,O
DMC (1979) L, FIR min ISE, L,O,M N I,O
QDMC (1983) L, FIR min ISE, ,O,M N I,O
GPC (1987) L, FT min ISE, O,M N -
IDCOM-M (1988) || L, FIR min ISE O N I,O
min ISE I
SMOC (1988) L, SS min ISE, L,O,M N I,O
Rawlings and L, SS min ISE, [,O 00 L,O
Muske (1993)

Leyenda: (L) Lineal, (SS) Espacio de estados, (FIR) Respuesta impulsional, (FT) Funcion de transferencia
(ISE) Integral Square Error, (I) entrada, (O) Salida, (M) Cambios en la entrada.

TABLA 1.2: Breve historia del CPBM.

Al contrario que otras veces, el CPBM fue desarrollado primero en la industria, bajo
varios acronimos y recetas propias, tratando de resolver los inconvenientes planteados
por el LOR antes mencionados, y mucho antes de disponer de un minucioso entendi-
miento de las propiedades teoéricas de lo que hoy se entiende como control predictivo.
El interés de los investigadores por el CPBM creci6 a mitad de los afios 80, a raiz de
unas jornadas organizadas por la empresa petroquimica Shell [Prett y Morari 1987].
La industria contribuy6 decisivamente en el desarrollo de un control optimo aplicable,
apareciendo los primeros controles predictivos basados en modelos. Se trataba de algo-
ritmos de control en los que se podia utilizar modelos mas sencillos, las restricciones de
funcionamiento se podian tener en cuenta en la formulaciéon y la optimizacién se realiza-
ba cada periodo de muestreo puesto que se utilizaban horizontes de prediccién finitos.
Las primeras implementaciones a nivel industrial IDCOM y DMC), se desarrollaron en
paralelo. De estos algoritmos cabria destacar:

m IDCOM o Identification Command [Richalet et al. 1978]. Es el nombre del software
desarrollado a partir del algoritmo conocido como Model Algorithmic Control (MAC)
[Rouhani y Mehra 1982], también referenciado como Model Predictive Heuristic Con-
trol (MPHC). Sus caracteristicas mas importantes son:

e Modelo lineal por respuesta impulsional.

e Funcion de coste con un indice cuadratico y horizonte de prediccion finito.

17
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No hace uso del concepto de horizonte de control.

Especificaciones mediante trayectoria de referencia generadas mediante un sis-

tema de primer orden.

Se incluye un modelo de perturbaciones:

n(t + kjt) = an(t + k — 1]t) + (1 — a)[y(t) — y(t]t — 1)], 0<a<1

Restricciones en la entrada y la salida incluidas en la formulacién.
e Optimizacién mediante un algoritmo iterativo.
= DMC o Dynamic Matrix Control [Cutler y Ramaker 1980]. Sus principales caracte-
risticas son:
e Modelo lineal por respuesta a un escalon.

e Funcion de coste con un indice cuadratico de los errores futuros y puede incluir
términos referentes a las acciones de control.

e Horizonte de prediccion finito.
e Utiliza un horizonte de control.
o Especificaciones se fija tratando de seguir un referencia de tipo escalén.

¢ Se incluye un modelo de perturbaciones:
n(t + k[t) = y(t) — y(t|t = 1)

e La acciéon de control 6ptima se obtiene como la solucion de un problema de
minimos cuadrados.

A partir de estas dos metodologias se han ido desarrollando con el tiempo, distintas

alternativas, tanto a nivel industrial como a nivel teérico, entre las que caben destacar:

= QDMC [Garcia y Morshedi 1986]. Basado en el DMC incluye explicitamente las res-
tricciones en las entradas y salidas del proceso. Utiliza programacion cuadratica

(QP) para la minimizacion del indice.

s IDCOM-M [Grosdidier et al. 1988]. También referenciado como HIECON (Hierarchi-
cal constraint control). Esta basado en el IDCOM, presentando cambios en la funcién
objetivo y en la priorizacion de las restricciones. Utiliza dos funciones objetivo,
primero se optimiza la que evalua los errores de predicciéon y, si quedan grados de
libertad, se optimiza respecto a las acciones de control. Para simplificar el calculo
solo se permite un cambio en la variable manipulada.

m GPC o Generalized Predictive Control [Clarke et al. 1987a] [Clarke et al. 1987b]:
18
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o Utiliza modelos basados en funciones de transferencia incluyendo modelo de
perturbaciones (modelo CARIMA).

e El indice es cuadratico e incluye un término de errores de prediccion y otro de
acciones de control.

e Utiliza los conceptos de horizonte de prediccion y control.

e La optimizacion es analitica, por tanto se puede calcular un regulador lineal

fuera de linea. Permite implementar un control adaptativo.

Este algoritmo resume muchas de las caracteristicas de los controladores predicti-
vos para procesos lineales [Clarke y Mohtadi 1989], [Albertos y Ortega 1989], [Ordys
y Clarke 1993]. También se ha utilizado con restricciones [Chow y Clarke 1994b],
[Kuznetsov y Clarke 1994], [Tsang y Clarke 1988], [Camacho 1993] y se ha plan-
teado el control predictivo adaptativo [Clarke 1991]. Algunas de sus aplicaciones
industriales se pueden encontrar en [Clarke 1988], [Chow y Clarke 1994a], [Linkens
y Mahfouf 1994] y [Rossiter et al. 1991].

El entendimiento de las propiedades del CPBM a raiz de investigaciones cruciales rea-
lizadas en el ambito académico [Rawlings y Muske 1993] han permitido que hoy en dia
exista un marco conceptual y practico comun tanto a investigadores como a ingenieros
de control. Son muchas las publicaciones que reflejan el estado del arte a nivel tecnolo-
gico y teorico del control predictivo en su tiempo de publicacion [Prett y Morari 1989],
[Keyser 1991], [Muske y Rawlings 1993], [Richalet 1993], [Clarke 1994], [Froisy 1994],
[Qin y Badgwell 1997], [Nikolaou 1998], [Morari y Lee 1999], [Rawlings 2000] y [Wang
2002]. La vision que ofrecen respecto al futuro del CPBM en la industria y en la investi-
gacion pasa por combinar esta estrategia de control con otras areas de la ingenieria de
control o incluso con otras areas de conocimiento:

= Control no lineal [Prett y Morari 1989].
= Control inteligente (fuzzy, neural) [Nikolaou 1998].

» Nuevos esquemas de identificacion, tanto de procesos como de limites para la in-
certidumbre [Bemporad y Morari 1999].

= Mejoras en los métodos de estimacion del estado. Alternativas al filtro de Kalman
[Qin y Badgwell 1997].

= Monitorizaciéon de procesos y diagnostico de fallos para comprobar el funciona-
miento Optimo del controlador predictivo (Control estadistico de procesos o SPC)
[Froisy 1994].

m Mejora de las interfaces de usuario y didlogo con el operador [Froisy 1994].
19
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m Integracion de niveles en la jerarquia de control [Morari y Lee 1999].

Actualmente existen lineas de investigacién en control predictivo bien definidas don-
de cabria destacar entre otras:

= Control predictivo estable: Desde el uso de horizontes infinitos de prediccion

[Muske y Rawlings 1993], [Zheng y Morari 1995], la utilizacién de horizontes casi-
infinitos [Chen y Allgéwer 1998] y la generalizacion a horizontes finitos [Primbs
y Nevisti¢ 2000], la formulacion del control predictivo en espacio de estados se
impone a la de entrada-salida.

Control predictivo no lineal: En este area se utilizan tanto modelos en espacio de
estados como modelos en entrada-salida [Mayne 1997], [Rawlings et al. 1994]. Sin
embargo, la mayoria de modelos utilizados siguen expresando dinamicas lineales
sujetas a una no linealidad de tipo estatico [Genceli y Nikolaou 1995].

Control predictivo robusto: En [Bemporad y Morari 1999], se resumen distintas
aproximaciones aparecidas en la literatura del control predictivo con caracteristi-
cas diferentes a la hora de representar la incertidumbre y la forma de calcular el
controlador robusto. Por ejemplo en [Kouvaritakis et al. 1997] la incertidumbre se
representa como una elipse centrada en el vector de parametros estimados para
una funcién de transferencia. En [Badgwell 1997], la incertidumbre en el modelo
se parametriza por una lista de posibles plantas y se afiaden al problema original
restricciones para asegurar la estabilidad robusta. Otra aproximacion es la deno-
minada min-max MPC, donde [Lee y Yu 1997], presentan una formulacién basada
en la minimizacién del peor caso de un indice cuadratico para sistemas con para-
metros variables en el tiempo pero acotados. Del mismo modo, [Megias et al. 2001,
2002] presenta un min-max GPC* donde la incertidumbre se representa de for-
ma politopica. Por otro lado, hay trabajos que disefian controladores predictivos
robustos mediante LMIs (desigualdades lineales matriciales), siendo uno de los pio-
neros [Kothare et al. 1996], cuya linea ha sido desarrollada y ampliada en trabajos
posteriores, por ejemplo [Granado et al. 2003; Rodrigues y Odloak 2003].

Control predictivo adaptativo: Siendo el GPC el algoritmo orientado al control pre-
dictivo adaptativo por excelencia [Kinnaert 1989], y a pesar del amplio mercado que
tendria un algoritmo CPBM autoajustable, pocas son las aplicaciones reales que in-
cluyen adaptacion en linea. El control adaptativo indirecto tiende a ser sustituido
por un nuevo paradigma que contempla la integracion de la identificaciéon y el con-
trol predictivo. En esta aproximacion, y debido a los problemas que presenta la
identificacion en bucle cerrado, se insiste en mantener una excitacion persistente
en las senales para poder identificar [Genceli y Nikolaou 1996].
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m Utilizacion de técnicas de optimizacion alternativas para hacer frente a problemas
que se plantean con modelos no lineales, restricciones de funcionamiento y nuevos
indices (problemas no convexos y/o discontinuidades a resolver en tiempo real).
Por ejemplo, [Pérez 1995] utiliza la programaciéon dinamica como técnica de opti-
mizacion, y en [Senent y Blasco 1996], [Onnen et al. 1997] o [Martinez et al. 1998]
se aplican los algoritmos genéticos o simmulated annealing como técnicas de opti-

mizacion.

1.2. Motivacion, objetivos y estructura de la tesis

1.2.1. Motivacion

Como se ha comentado en la seccion anterior, el controlador predictivo generalizado
(GPC) fue introducido por Clarke, hacia 1987, como una metodologia para el disefio de
controladores predictivos basados en modelos que presenta importantes ventajas:

= Permite controlar procesos complejos: inestables, de fase no minima y sistemas
con retardo, a diferencia de otras metodologias. Por ejemplo, el DMC y el IDCOM
al emplear la respuesta ante escalén y ante impulso, respectivamente, sélo eran
aplicables a procesos estables y a o sumo con integradores.

» El GPC ha sido validado en un amplio espectro de aplicaciones reales [Bitmead et
al. 1990] asociadas al control de procesos.

= Se emplea una representacion del proceso mediante FdT. Esta representacion inclu-
ye un modelo para las perturbaciones mas complejo que el empleado, por ejemplo,
en DMC el cual supone perturbaciones constantes, o el empleado en IDCOM el cual
esta constituido por un modelo de primer orden con un coeficiente ajustable.

= El GPC fue concebido, ademas, para poder ser empleado en un esquema de control
adaptativo [Clarke et al. 19874, b].

Todas estas ventajas han dado lugar a que la version de controlador predictivo que
parece tener mayor aceptacion en el ambito académico es la del GPC [Bitmead et al
1990].

Al principio el GPC s6lo se present6 para sistemas SISO. No obstante, en la mayoria
de las aplicaciones reales los modelos que se presentan son multivariables, haciéndose
necesario, por tanto, presentar una metodologia de disefio del controlador GPC para el
caso MIMO. En [Mohtadi et al. 1987; Kinnaert 1989; Chai et al. 1994; Camacho y Bor-
dons 1999] se presenta la metodologia del GPC MIMO como una traslacion directa de la
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metodologia desarrollada para el caso SISO [Clarke et al. 1987a], la principal diferencia
entre ellos se localiza en la descomposicion del modelo para realizar la prediccion de
las salidas, asi en [Mohtadi et al. 1987; Kinnaert 1989; Chai et al. 1994] se emplea una
descomposicion de las matrices polinomiales del modelo, mientras que en [Camacho y
Bordéns 1999] ademas de emplearse la descomposicion anterior se propone la descom-
posiciéon de los polinomios que conforman cada salida por separado, reduciéndose asi el
tamano de las matrices de prediccion para el caso de sistemas con retardo.

Como elemento comun a la evolucion histérica del CPBM en formulacion E/S, cabe
destacar que la extension al caso MIMO es sencilla desde el punto de vista conceptual,
aunque bastante engorrosa en cuanto a las manipulaciones matriciales y de senales que
hay que realizar. Con el objetivo de reducir esta excesiva complejidad en el disefio de un
controlador predictivo multivariable mediante matrices de transferencia, varios autores

han planteado el uso de modelos en espacio de estados para el proceso.

En relacion con el interés de utilizar modelos en espacio de estados, en [Ordys y
Clarke 1993] se propone un modelo SISO en espacio de estados deducido a partir del
modelo CARIMA E/S de Clarke [Clarke et al. 1987a]. Los estados en este modelo estan
constituidos por los valores pasados de la salida, del ruido y de la entrada, siendo la
variable de entrada en este modelo el incremento de la accion de control. Se trata pues
de un modelo CARIMA aplicable al caso SISO, proponiéndose una generalizacion del
mismo al caso MIMO en [Camacho y Bordons 1999].

Es interesante destacar ciertas referencias, pero ahora orientadas al caso de procesos
MIMO, que tratan el disefio de controladores predictivos en espacio de estados. En [Xi
1989] se propone un modelo MIMO en espacio de estados obtenido mediante la realiza-
cion del modelo de la planta en matrices de transferencia utilizando la forma canoénica
de observabilidad, tomando como entrada el incremento de la accién de control. La prin-
cipal limitacion de este modelo es la no consideracion de incertidumbres y/o ruidos de
medida. En [Kinnaert 1989] se plantea un modelo MIMO en espacio de estados CARIMA?
cuya parte deterministica es una realizacion de la matriz de transferencia de la planta,
aunque no especifica bien como se modela la parte estocastica, ocurriendo algo pareci-
do en [Chisci et al. 1996], aunque en este caso la entrada es directamente la accion de
control.

Hay otras referencias que proponen modelos MIMO estocasticos en espacio de es-
tados [Ricker 1990; Lee et al. 1994; Bitmead et al. 1990], en la primera se propone un
modelo estocastico general con varios tipos de perturbaciones (ruidos de medida, per-
turbaciones aditivas a la accion de control e incertidumbres en el modelo), aunque no
queda tampoco clara la forma de seleccionar las matrices asociadas a la parte estocas-
tica. Algo parecido ocurre en la segunda referencia, aunque en este caso los resultados

2Siendo también su entrada el incremento de la acciéon de control
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son soOlo validos para plantas estables o a lo sumo con integradores. Esto se debe a que
emplea la respuesta ante escaléon como informacién para crear el modelo en espacio de
estados. La principal diferencia de este articulo, [Lee et al. 1994], con respecto a otros es
que sus resultados son aplicables a diferentes metodologias de control predictivo: DMC
y GPC. La tercera referencia [Bitmead et al. 1990] tampoco detalla la forma de seleccionar
la parte estocastica, aunque tiene el interés de reformular el GPC como un controlador
LQG.

Mas recientemente se han publicado tutoriales sobre control predictivo [Wang 2002;
Rawlings 2000] en los que se presenta para el controlador predictivo un modelo en es-
pacio de estados. En [Wang 2002] se propone un modelo de velocidad3 que presenta
perturbaciones sobre el estado y la salida, y que incorpora en el modelo integradores
como consecuencia de su formulacion en funciéon de los incrementos de las acciones de
control. Este hecho permite que se puedan cancelar perturbaciones, errores de modela-
do, etc. Sin embargo, esta idea no se explota a la hora de predecir las salidas, ya que no se
realiza estimacion alguna de las perturbaciones y, por tanto, no se pueden incluir en la
prediccion. En [Rawlings 2000] se presenta un modelo en espacio de estados que incluye
perturbaciones sobre la entrada, el estado y la salida. En su formulaciéon la capacidad de
rechazo a perturbaciones y/o errores de modelado se basa en el calculo de los valores
optimos de la salida, de la entrada y del estado a alcanzar en régimen permanente4, con

la informacion disponible sobre las restricciones y la estimacion de las perturbaciones.

Los controladores disenados en espacio de estados requieren el empleo de observa-
dores para la estimacion del estado cuando este no es medible (caso general). Segun la
situacion, los autores han planteado diferentes soluciones al problema de la estimacion
del estado. En algunos articulos no se requiere su uso, asi en [Albertos y Ortega 1989] se
emplea una reconstruccion del estado basada en el uso de la pseudoinversa de la matriz
de observabilidad. En [Camacho y Bordons 1999] los estados propuestos son, por un la-
do los incrementos de las acciones de control pasados (conocidas), por otro, los valores
pasados de las salidas (medidos) y, por ultimo, los valores pasados de las entradas del
ruido (estimados), de ahi que no se requiera el uso de un observador. En [Kinnaert 1989]
la propia ecuacion para la prediccion es la utilizada para estimar el estado, y finalmente,
en [Kwon et al. 1992] no se indica la necesidad de un observador ni la hipotesis de que el
estado sea medible. Sin embargo, la mayoria [Scattolini y Schiavoni 1995; Ordys y Clarke
1993; Chisci et al. 1996; Ricker 1990; Lee et al. 1994; Rawlings 2000] emplea un filtro de
Kalman de régimen permanente, argumentando la facilidad de su disefio y la garantia
de que los polos del observador se localizan dentro del circulo unidad, como razones
para justificar su uso. Sin embargo, hay un par de casos que presentan alternativas dife-
rentes. Asi en [Xi 1989] se emplea un observador de rango completo disefiado mediante

3La entrada al sistema es el incremento de la accion de control
4Target Calculation
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asignaciéon de polos, con la Unica limitacion de que sus polos han de poseer modulo in-
ferior a la unidad. En [Ling y Lim 1996] se minimiza un indice de coste en cada paso de
simulacion® para la estimacion de los estados.

Como resultado del parrafo anterior, parece que la solucion mas adecuada sea em-
plear el filtro de Kalman como observador. Sin embargo, en [Rawlings 2000] se afirma
que la estimacion del estado aplicada a control predictivo es un tema abierto, debido a la
dificultad de seleccion de las matrices de varianzas-covarianzas asociadas a las pertur-
baciones y ruidos de medida estocasticos que tiene en cuenta el filtro de Kalman en su
diseno, en base a las especificaciones que tipicamente aparecen en control®. Por tanto,
plantear alternativas para la estimacion de los estados de cara a su empleo en control
predictivo es un tema interesante y que aun no ha sido resuelto por completo. Ademas,
en [Wilson et al. 1998] se destaca la dificultad relativa al ajuste de estas matrices de
varianzas-covarianzas para las aplicaciones practicas en las que se emplea el filtro de
Kalman. Todo ello indica que parece necesario el uso de observadores alternativos al fil-
tro de Kalman, que puedan ser disefiados en base a criterios de control sencillos. Podria
plantearse el uso de observadores, por ejemplo, disefiados por asignacion de polos, tal
y como hace [Xi 1989].

En [Qin y Badgwell 1997; Morari y Lee 1997; Rawlings 2000] se destaca la importan-
cia del desarrollo de metodologias de diseflo robusto aplicado a control predictivo. Asi,
en [Qin y Badgwell 1997] se afirma que es necesario desarrollar nuevos esquemas que
garanticen robustez teniendo presentes las discrepancias entre modelo y proceso esti-
madas a partir de las mediciones. Ademas, sostiene que el disefio robusto es un area en
la que la investigacion académica puede ayudar. En [Morari y Lee 1997] se realiza una re-
vision sobre las diferentes metodologias de disefio robusto que se han presentado hasta
entonces, de entre los que cabe destacar las aportaciones de [Kothare et al. 1996] y [Lee
y Yu 1997]. La primera cita obtiene una cota superior para el indice de coste, y a partir
de esta cota desarrolla un control por realimentacion lineal del estado cuya ganancia es
variante con el tiempo, la cual es obtenida mediante la resolucion de LMIs. La segunda
referencia pondera en el indice de coste el error en valor medio en lugar del error de
peor caso, siendo necesario anadir una restriccion de contraccioén sobre el estado para
que se garantice la estabilidad sobre un determinado conjunto de modelos. [Rawlings
2000] destaca que la mayor parte de los algoritmos que garantizan robustez se caracte-
rizan por exigir una gran carga computacional en linea lo cual limita enormemente su
aplicacion practica.

La parte estocastica del GPC y sus propiedades de robustez han sido ampliamente
estudiadas [Mohtadi 1988; Robinson y Clarke 1991; Yoon y Clarke 1993, 1994, 1995; Me-
gias et al. 1997b, a; Ansay y Wertz 1997; Megias et al. 1999] para el caso de la formulacion

5Idea similar al filtro de Kalman
6Tiempo de establecimiento, sobreoscilacion, etc.
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E/S y para procesos SISO. La mayor parte de los trabajos se centra en proponer meto-
dologias de seleccién de los polinomios de filtrado? [Mohtadi 1988; Robinson y Clarke
1991; Yoon y Clarke 1993; Megias et al. 1997b, a; Megias et al. 1999]. En [Yoon y Clarke
1993; Ansay y Wertz 1997] se emplea la denominada parametrizacion Q, que se basa
en la metodologia H,, para la parametrizacion de todos los controladores estabilizantes
y escoger el 6ptimo mediante la solucion de un problema de minimizaciéon de una nor-
ma infinito. La diferencia entre ambas metodologias es que la seleccién del polionimio
de filtrado, en muchos casos, es de tipo heuristico mientras en la parametricacion Q
la seleccion es 6ptima. En [Megias et al. 1997a; Megias et al. 1999] se trata de solven-
tar la seleccion heuristica de T(z—!) mediante la optimizacién de determinados indices
de coste que tratan de maximizar el margen de robustez del controlador. En general,
se ha detectado que se obtienen mayores margenes de robustez con el empleo de los
polinomios de filtrado que con la parametrizacion Q.

También es importante sefialar la correlacion que se establece entre el disefio del
observador en [Bitmead et al. 1990; Lee et al. 1994; Ebert 2001] (filtro de Kalman) y el
polinomio de filtrado T(z~!) [Clarke et al. 1987a] asociado al modelo CARIMA E/S del
GPC. En [Lee et al. 1994] se demuestra que para un caso particular de entrada perturba-
dora® hay una expresion que liga la ganancia del filtro de Kalman con los coeficientes del
polinomio de filtrado. En [Ebert 2001] se demuestra que si se emplea un filtro de Kalman
oOptimo para el rechazo de perturbaciones estocasticas de varianza conocida, entonces el
polinomio de filtrado queda fijado y posee por raices los polos del observador disenado.
En [Bitmead et al. 1990] se demuestra la equivalencia entre los polos del filtro de Kalman
y las raices del polinomio T(z~!) cuando se formula el GPC como un controlador LOG.

De forma general, en control predictivo también se ha analizado la robustez del MPC
asi como el disefio de controladores con garantia de estabilidad robusta para sistemas
lineales [Scokaert et al. 1997; Scokaert y Mayne 1998; Santos y Biegler 1999].

Otro de los temas actualmente abiertos en control predictivo es el control de pro-
cesos no lineales [Qin y Badgwell 1997; Morari y Lee 1997; Magni et al. 2001; Rawlings
2000; Kouvaritakis y Cannon 2001]. Existen diferentes alternativas para el disefio del
controlador, entre las que se pueden destacar:

m Disefio de controladores predictivos para modelos linealizados en determinados
puntos de funcionamiento [de Oliveira 1996].

= Disefio del controlador mediante un modelo no lineal conocido. Estos modelos sue-
len derivarse de la aplicacién de primeros principios (masa, enegia, etc.). La prin-
cipal dificultad de estos métodos es la seleccion del algoritmo de optimizacion a
emplear, ya que debe ser capaz de obtener el minimo global del indice de coste en

7También conocidos como polinomios observadores
8Ruido blanco integrado y desacoplado, filtrado a través de una dindmica de primer orden
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un problema de optimizacion que resulta ser no convexo. Por ejemplo, la aplicacion
de algoritmos genéticos permite resolver de forma eficiente este problema [Onnen
et al. 1997; Martinez et al. 1998; Blasco 2000].

A partir de este modelo no lineal se pueden plantear diferentes estrategias que
garanticen un disefio estable para el controlador:

e Empleo de horizontes casi infinitos [Chen y Allgower 1998; Senent 1998].

e Empleo de una region terminal [Michalska y Mayne 1993], a la cual debe con-
verger la prediccion, y en su interior es aplicado un controlador local. Esta
estrategia se conoce con el nombre de controlador predictivo dual.

e Empleo de region terminal y coste terminal [Mayne et al. 2000; Limé6n 2002].
Estas referencias analizan la formulacion general del MPC justificando la ne-
cesidad de introducir la region terminal y el coste terminal para garantizar la
estabilidad.

También se ha analizado la factibilidad de la ley de control cuando hay presentes
restricciones sobre estados y acciones de control. Por ejemplo, en [Kerrigan 2000; Limon
2002; Cannon et al. 2003; Limo6n et al. 2005] se ha empleado la teoria de conjuntos in-
variantes para garantizar la existencia de una region de estados iniciales para la cual
siempre es resoluble el problema de optimizacion, mediante la utilizacion de conjuntos
invariantes y de regiones terminales invariantes. La principal dificultad de este metodo-
logia es el calculo fuera de linea de estos conjuntos.

Hay una gran cantidad de trabajos en el complejo campo del control predictivo no
lineal robusto [Mayne 2001; Kerrigan y Mayne 2002; Limoén et al. 2002c, a, b, 2003, 2004]
que emplean diferentes metodologias para garantizar la estabilidad robusta, y que uti-
lizan el concepto crucial de prediccién en bucle cerrado [Scokaert y Mayne 1998]. Estas
publicaciones tienen como punto de partida [Scokaert et al. 1997], trabajo que utiliza
incertidumbres aditivas que decaen con el tiempo y la continuidad Lipschitz de la ley
de control para garantizar que el indice de coste es una funcién de Lyapunov que de-
crece con el tiempo para un cierto grado de incertidumbre. Las metodologias de disefio
robusto propuestas se basan en el empleo de los siguientes elementos:

= Uso de regiones de evolucion incierta [Limoén et al. 2002c].
= Conjuntos invariantes robustos [Limo6n et al. 2002a].

= Uso de la estabilidad entrada a estado [Limon et al. 2002b].
= Empleo de conjuntos contractivos [Limén et al. 2003].

= Uso de la estrategia que minimiza el peor caso o min-max [Limoén et al. 2004; Kerri-
gan y Maciejowski 2004; Megias et al. 2001, 2002] que se basan en [Scokaert y Mayne
1998].
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A raiz del analisis precedente, cabe destacar los siguientes temas de interés detecta-
dos en la literatura de control predictivo:

» Incorporacion en los modelos en espacio de estados de una parte estocastica que
permita representar satisfactoriamente el modelo del ruido.

m Plantear observadores alternativos al filtro de Kalman para su uso en control pre-
dictivo, que se caractericen por ser facilmente disenables en base a criterios de
control.

= Establecer una metodologia de seleccion no heuristica para los polinomios de fil-
trado del GPC que garantice determinadas especificaciones de comportamiento ro-
busto.

= Proponer metodologias para el disefio de controladores predictivos robustos y, en
particular, GPCs robustos cuyo esfuerzo computacional en linea sea bajo.

= Presentar alternativas para el diseio de controladores predictivos orientados al

control de procesos no lineales.

1.2.2. Objetivos

Tomando como base las cuestiones analizadas en la seccién de motivacion se propo-

nen los siguientes objetivos para la presente tesis:

1. Proponer una formulacion alternativa para el GPC en espacio de estados que, en
primer lugar, permita reducir la complejidad inherente a la formulaciéon E/S. En se-
gundo lugar, esta formulacion en espacio de estados se caracteriza por su novedosa
parte estocastica, que esta intimamente relacionada con los polinomios de filtrado
de la formulacion E/S.

2. Proponer un observador disefiado por asignacion de polos para estimar los estados
del modelo, como alternativa al filtro de Kalman. Este observador se caracteriza por
su equivalencia con los polinomios de filtrado, en concreto, sus polos coinciden con

las raices de los polinomios de filtrado empleados en la formulacion E/S.

3. En esta formulacion alternativa se busca realizar un analisis de estabilidad sin y
con restricciones, que conduzca a una metodologia de disefio estable del GPC.

4. Presentar un método de disefio robusto fuera de linea para el GPC formulado en
espacio de estados, cuando se presentan incertidumbre, dinamica no modelada y/o
perturbaciones o ruidos de medida sobre el proceso. Dicho método estara inti-

mamente asociado con la asignacion de los polos del observador propuesto. Esta
27
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metodologia permite realizar una seleccion de los polos a asignar al observador ba-
sada en criterios de robustez. Por otro lado, dada la conexion entre el observador
y los polinomios de filtrado, este método de disefnio robusto permite realizar una
seleccion no heuristica de dichos polinomios para la formulacién E/S.

. Finalmente, se buscara extender esta ultima metodologia con el objeto de disenar

GPCs para sistemas no lineales. El enfoque empleado se basara en el empleo de
modelos lineales variables con el tiempo para describir el comportamiento de los

sistemas no lineales.

procesos no lineales para los cuales se dispone de modelos matematicos.

1.2.3. Estructura

El presente documento se estructura de la siguiente forma:

= En el capitulo 2, como punto de partida de la tesis, se realiza una revision de la me-

todologia de disefio del GPC para procesos MIMO en formulacion E/S. Basicamente,
su finalidad es la de mostrar la nomenclatura a emplear a lo largo del documento,
y presentar algunos resultados que se emplearan posteriormente.

En el capitulo 3 se presenta la formulacion propuesta para el GPC en espacio de
estados: modelo CARIMA en espacio de estados, prediccion de las salidas, ley de
control sin restricciones, observador propuesto, equivalencia entre polinomios de
filtrado y observador, y planteamiento de restricciones en la ley de control. Ade-
mas, se demuestra que este controlador, para procesos MIMO, posee un tiempo de
computo de la accion de control, en general, inferior al del caso E/S.

En el capitulo 4 se analizan algunas de las propiedades del controlador formulado
en el capitulo anterior: observabilidad y controlabilidad del modelo CARIMA, exis-
tencia y unicidad de la ley de control y analisis del bucle cerrado para el caso sin
restricciones, etc.

En el capitulo 5 se aborda la importante cuestion de la estabilidad del controlador
sin y con restricciones y, en éste ultimo caso, la garantia de resolubilidad mediante

el empleo de la teoria de conjuntos invariantes.

En el capitulo 6 se trata el caso de existencia de incertidumbre, dinamica no mo-
delada y/o perturbaciones o ruidos de medida en el proceso de control, incluso en
presencia de restricciones. La idea principal del capitulo se basa en realizar una
seleccion optima de los parametros del conjunto constituido por controlador y ob-
servador (horizontes, matrices de ponderacion y polos del observador) para obtener

en cada caso concreto la maxima robustez posible.
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= En el capitulo 7 se aplican las ideas desarrolladas en los capitulos anteriores, fun-
damentalmente el 6, para el control de sistemas no lineales mediante el disefio
de controladores GPC estables y robustos para sistemas lineales y variables con el
tiempo cuya dinamica contiene a la del proceso no lineal. En particular, el disefo se

aplica a un motor diesel turboalimentado.

= Finalmente, en el capitulo 8 se presentan las principales conclusiones de la tesis.
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CAPITULO 2

Revision del diseio del GPC MIMO

entrada/salida

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

Introduccion . . . .. ... .. .. i i e 31
Definicion del controlador . . . . . . . . . . . it it e e 32
Presencia derestricciones . . . . . . . . . . . i i e e 37
2.3.1. Planteamiento del problema de minimizacién . ............. 37
2.3.2. Clasificacion de las restricciones . . .. ... ... ............ 38
Conclusiones delcapitulo . . ............ ... ... 40

2.1. Introduccion

En este capitulo se recopilan resultados extraidos de la bibliografia analizada [Clarke

et al. 1987a, b; Camacho y Bordons 1999; Aguado y Martinez 2003] relacionados con

el diseno del controlador GPC SISO y MIMO E/S. Estos resultados serviran como punto

de partida para el modelo en espacio de estados que se propone, y ademas, permiten
unificar la metodologia de disefio del GPC.
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2.2. Definicion del controlador

Para la formulacion del controlador predictivo multivariable E/S se asume un modelo
del proceso descrito mediante el siguiente modelo CARIMA en matrices de transferencia:

Ai(z71) 0 0 "
0 Ax(z7h) 0 2|
0 : -
0 0 An(z™")) \yn
Bi1(z7Y) Bia(z7') -+ Bim(z7YH\ [ w1 %;1) 0 0 ¢
B Boi1(z7Y) Boa(z7l) -+ Bom(z™YH) || w2 0 %ﬁl) 0 &
- . . . |t : 0 . .
B(z 1) oo Bum(z7V)) \upm 0 0 T,(z"1) £

A
(2.2-1)

Dicho modelo posee n salidas y m entradas. Las variables ¢; representan las posibles
incertidumbres del modelo, errores de modelado, perturbaciones, etc., y se denominan

entradas del ruido. Este modelo CARIMA posee dos partes diferenciadas:

= Una deterministica asociada a la relacion entre entradas y salidas dada por los
polinomios A;(z~!)y Bji(z~1). Se supone que los Bji(z~!) no poseen término inde-
pendiente.

= Una estocastica asociada a la relacion entre las entradas del ruido ¢; y las salidas
dadas por los polinomios A;(z~!)y T;j(z~!)>. Esta parte recibe el nombre de modelo
del ruido.

El GPC MIMO E/S es aquel, que basandose en el modelo anterior, aplica las acciones
de control resultantes de optimizar el indice de coste cuadratico:

n NJ m
Z aji(yj(k + 1) — wi(k + 1))* +Z |-Z/\,,Au, (k+1i- 1)} (2.2-2)
J=1|i=nN/

Donde:

= wj(k + i) es la referencia deseada para la salida j-ésima en el instante i dentro del
horizonte de prediccion.

A=1-2z1
2Los polinomios Tj(z~!) se denominan de filtrado
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. Nlj , sz representan los limites del horizonte de prediccion para la variable de salida
J.
= N!es el horizonte de control para la variable de entrada I.

= qj; es el coeficiente de ponderacion del error para la salida j en el instante i dentro
del horizonte de prediccion.

= )\, es el coeficiente de ponderacion del incremento de la accién de control para la
entrada [ en el instante i dentro del horizonte de control.

m E(.) representa la esperanza matematica.

La metodologia de disefio del GPC MIMO E/S es la siguiente:
En cada instante de muestreo k se ha de optimizar el indice (2.2-2) para determinar las
acciones de control a aplicar al proceso. Para la optimizacion de dicho indice es necesario
realizar una prediccion de las n salidas del proceso (2.2-1) dentro de sus correspondien-
tes horizontes de prediccién en funciéon de:

m Los valores de las m variables de entrada dentro de sus horizontes de control (des-
conocidas). Estas son justamente las variables independientes de las que depende
el indice cuadratico siendo por tanto las variables que se obtienen al optimizar el

mismo.

= Las variables ¢, supuestas éstas como ruidos blancos no correlados entre si:
D’(&)=0;>0 Vj ; E)=0 Vj ; E&&)=0 i#j (2.2-3)
D?(-) es la varianza de la variable.

= Los valores pasados (conocidos) de las variables anteriores y de las salidas.

De todos los valores de las acciones de control obtenidos al optimizar el indice (2.2-2),
al proceso solo se le aplica la primera accion de control de cada horizonte de control
uy(k), up(k), - - - uy(k). Esta técnica se conoce con el nombre de horizonte movil (receding

horizon).

Tras esto se repite todo el proceso para el siguiente periodo de muestreo k + 1.

Para la obtencion de la prediccion de las salidas a lo largo de sus horizontes de
prediccion se emplea el modelo CARIMA del proceso (2.2-1) y la hipotesis de que los
valores de las entradas del ruido ¢; son ruidos blancos no correlados entre si (2.2-3).
Como el indice de coste depende del valor medio de las sefiales que aparecen en él,
solo sera necesario deducir su valor medio. La componente estocastica de las salidas es
debida a presencia de las entradas del ruido, por tanto, si se calcula su valor medio éste

33



2.2 Definicion del controlador

34

dependera del valor medio de las entradas del ruido, y como éste ultimo es nulo, por la
hipotesis arriba comentada, se deduce que el valor medio de las salidas es independiente
del valor de las entradas del ruido. Consecuentemente, para realizar la prediccion de su
valor medio se asumira que los valores de las entradas del ruido, en instantes futuros,
son nulos. Tras una serie de manipulaciones algebraicas [Aguado y Martinez 2003] se
obtiene la siguiente expresion para la prediccion:

y(k) = GAU(k) + TAul (k) + Fy' (k) (2.2-4)
Siendo:
A T
YW= (yh YR P (2.2-5)
Yj(k)=<yj(k+Nlj|k) yj(k+Ng|k))T j=1,....n (2.2-6)

yj(k + i]k) es la prediccion de la salida j-ésima en el instante k + i con la informacion
disponible en el instante k.

Aui (k)
Auy(k+1)

Auy(k+ N} —1)
Au(k) = : (2.2-7)
Aup(k)
Aup(k+1)

Aum(k+1\f£" -1)
Au' (k) = ( Al (k) - Aafn' (k) )T (2.2-8)

Aull(k-1)

Aul (k= ;)

70 (k) — . : ficpy _ Aui(k) -_ i
Aul (k) = E ;A (k)_Tj(Z_l) j=1,....,n;i=1,.... m
Aul(k=1)
Aul (k= yjm)
(2.2-9)
yi= (9w o v ) 2.2-10)
_f _ f f T B f _ yj(k) _ _
yiho= (vt o yik=f)) 5 oyjl=goo =loan @21
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vi y fj son constantes relacionadas con las dimensiones de las matrices I' y F respecti-

vamente.

Las dimensiones de las matrices relacionadas con la ecuaciéon para la prediccion de
las salidas son [Aguado y Martinez 2003]:

n m
e G:> (NJ-N/+1)x> NI (2.2-12)
Jj=1 i=1
n . . n m
e T:> (N =N/ +1)x > > max(l,|grado(B)| - 1) (2.2-13)
Jj=1 Jj=1i=1
n . . n
e F:) (Ny - N{+1)x > max(|grado(A;)| + 1,|grado(T})|) (2.2-14)
Jj=1 Jj=1

| - | proporciona el médulo del nimero, y grado(-) proporciona el grado del polinomio.
Nota 2.2.1 El grado del polinomio G(z=1) =3z"1 —4z75 es .

Nota 2.2.2 De las dimensiones de la matriz T (2.2-13) es facil deducir que
vji = max(1,|grado(Bji)| — 1). Algo similar ocurre con las dimensiones de la matriz F
(2.2-14) y el valor de f; que resulta ser igual a max(| grado(A;)| + 1, |grado(Tj)|).

Para disefiar con mayor sencillez el controlador, se obtiene una expresion matricial

compacta para el indice de coste propuesto (2.2-2):

Jk = (P(k) — &(k)) " (Y(k) — @(k)) + Aak)" (A Au(k) (2.2-15)
Siendo:
.'. 0 - .'. 0
=] aHZE R (2.2-16)
A1 O - O MM 0 o0
0O Xx . 0 0O Xp - O
N=| T T = " _ (2.2-17)
0 0 - Ay 0 0 - An
El vector @ contiene las referencias de las salidas en sus correspondientes horizontes de
prediccion:
@1(k) wj(k + Ny)
. w2 (k) _ wi(k + N + 1)
w(k) = ] ; wilk) = ] (2.2-18)
@n(k) wi(k + Nj)
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La ley de control se obtiene minimizando el indice de coste (2.2-15) con respecto a
los incrementos de las acciones de control Al y sujeto a la expresion de la prediccion de
las salidas (2.2-4):

Al(K) = - (GT[e]G + X)) ' GT[a] (TAR! (K) + FY/ (k) — &(K)) (2.2-19)

Esta expresion sera valida si la matriz GT[a] G+ [\] es definida positiva3, lo cual se puede
garantizar si la matriz [a] es definida positiva, la matriz [\] es semidefinida positiva y la
matriz G posee rango completo de columnas.

En la aplicacion de las acciones de control se sigue la estrategia del horizonte mo-
vil (receding horizon), es decir, del vector de acciones de control A#i(k) 6ptimo solo se
aplican las acciones de control que corresponden al primer instante de cada uno de los
horizontes de control, despreciandose el resto. En este sentido se define la matriz h
como aquella que posee las filas de la matriz (G'[a]G + [)\])*1 G'[a] que proporcionan
las acciones de control asociadas al primer instante de cada uno de los horizontes de

control:
Auy (k)

Auy(k)
= Adi(k) = —h(I‘Aﬂf(k)+F)7f(k)—&;(k)) (2.2-20)
Aup(k)

Las filas de la matriz (G’ [a]G + [)\])_1 G'[a] que hay que seleccionar para obtener la
matriz I son: 1, 1+ N}, 1+ N} + N2, .-, 1+ Z,@‘llN,j'.
La ley de control (2.2-20) admite la interpretacion en Transformada Z siguiente:

i(z) = % (I+R(z™1) ™" (=S(z"1Yy(2) + H(2)@(2)) (2.2-21)

Las matrices de transferencia de esta expresion en transformada Z se calculan asi:

Rz YY=HnWrK(z") ; S(z')=hFL(z') ; H(z)=hN(2) (2.2-22)
siendo:
Ki(z71)
K(z™h = : (2.2-23)
Kn(Zil)

K;(z~!') es una matriz diagonal por bloques, siendo el bloque situado en la posicion i
dentro de su diagonal:

i=1,...,m (2.2-24)

3Minimo del indice
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L(z~ ') es una matriz diagonal por bloques, siendo el bloque situado en la posicion j
dentro de su diagonal:

1 7!

.. —1y
L(j, )z ") = Tz

Jj=1,....n (2.2-25)
Z—fj

N(z) es una matriz diagonal por bloques, sinedo el bloque situado en la posicion j dentro
de su diagonal:

ZN/
ZN/+1
N(J, )(z) = ) j=1,...,n (2.2-26)

7N

A partir de estas expresiones se deduce que la ley de control (2.2-20) es lineal y por
tanto admite la siguiente representacion en diagrama de bloques, siendo G,(z) la matriz
de transferencia de la planta:

+
T H) L @r@y Y 6@ Y

4

S(z")

FIGURA 2.1: Diagrama de bloques del bucle cerrado del proceso mads el controlador GPC MIMO

De forma sencilla se puede obtener la matriz de transferencia resultante en bucle
cerrado con el controlador GPC:

-1
Ge(z) = |I+ G"’T(Z) (I+RzY) 'Sz ) G"’T(Z) (I+Rz M) 'Hz  (2.2-27)

2.3. Presencia de restricciones

2.3.1. Planteamiento del problema de minimizacion

Una de las grandes ventajas que presentan los CPBM, y en particular el GPC, es la
capacidad de manejar explicitamente las restricciones en el dominio del tiempo. Esta es

una de las razones que explica por qué este tipo de controladores han tenido una gran
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aceptacion industrial. En la practica, la mayor parte de los procesos estan sujetos a res-
tricciones: los accionadores poseen un rango acotado de funcionamiento, y presentan
comportamientos no lineales asociados a zonas muertas, histéresis, backslash, etc. Ade-
mas, otras variables del proceso pueden estar limitadas por diversos motivos: seguridad,
minimo coste, contaminacion, calidad, etc. Es muy importante tener presente en el dise-
no todos estos aspectos si no se desea obtener una degradacion de las prestaciones en
lazo cerrado, ya que en general, no basta con recortar dentro de sus limites permitidos
a las variables manipuladas que han violado sus rangos, pues esto puede ocasionar la
inestabilidad [Chow y Clarke 1994b], ni tampoco es suficiente utilizar un mecanismo de
anti-windup [Goodwin et al. 2001].

Cuando existen restricciones sobre las variables manipuladas y/o sobre las variables
de salida el calculo analitico de la acciones de control es muy complejo4 y se plantea la
alternativa del uso de un método de optimizacion numérico para su solucién, como por
ejemplo [Bazaraa y Shetty 1979; Bertsekas 1996; Kluwer 2001]: programaciéon cuadrati-
ca, algoritmo de Rosen, algoritmo de Lemke, etc. Ademas, debido a las restricciones el
controlador GPC se convierte en un sistema no lineal.

2.3.2. Clasificacion de las restricciones

Las restricciones pueden ser de dos tipos [Scokaert y Clarke 1994]:

1. Restricciones duras (hard constraints): son aquellas que se satisfacen a cualquier

coste, sin permitir que sean violadas.

Las restricciones duras que aparecen comunmente en control son:
» Limitacion en los valores de la accién de control:
uit <ui(k) U j=1,2,-,m (2.3-1)
» Limitacion en el cambio de la accion de control:
AU <ui(k) —uik—1) < AU j=1,2,--,m (2.3-2)
» Limitacion en los valores de la salida del proceso:

y;ninsyj(k)sy}mx j=1,2,---,n (2.3-3)

Para el disefio del controlador hay que expresar estas restricciones de desigualdad
exclusivamente en funcion del vector de incrementos de las acciones de control,

puesto que ésta es la variable de la que depende el indice de coste del GPC. En

4Empleo de los multiplicadores de Lagrange con las condiciones de Kuhn-Tucker
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general, la expresion que presentan las restricciones duras formuladas en funcion

del vector de incrementos de las acciones de control es:
CAii(k) < b(k) (2.3-4)

siendo b(k) una funcion vectorial del instante de muestreo, con un niimero de filas
coincidentes con el de C.

En estas condiciones, la obtencion de las acciones de control requiere la optimiza-
cion del indice de coste cuadratico dado por la ecuacion (2.2-15) sujeto al modelo
de prediccion (2.2-4) y a las restricciones duras impuestas sobre las variables de
entrada y/o de salida:

Minimizar:  Ji(A(k) = (Y(k) — &(k) " [a] (P(k) = &(K)) + AdK) T[N AGK)
sujeto al modelo de prediccion (2.2-4):
y(k) = GAu(k) + TAu! (k) + Fy' (k)
y a las restricciones duras impuestas:
CAi(k) < b(k) (2.3-5)

. Restricciones blandas (soft constraints): son aquellas que pueden ser violadas, aun-
que tal circunstancia es penalizada afiadiendo un término adicional en el indice de
coste. Consecuentemente, al optimizar el indice, se obtiene una accion de control
que es un compromiso entre el adecuado seguimiento de la referencia y el cumpli-

miento de las restricciones, aunque no de forma estricta.

En control predictivo [Rawlings 2000] es conocido que la razon para la introduccion
de restricciones blandas es para tratar de solucionar el problema de falta de resolu-
bilidad (infeasibility), en aquellos problemas en los que hay presentes restricciones
sobre las salidas y/o los estados. En el caso de restricciones sobre las entradas ma-
nipuladas éstas siempre dan origen a problemas de optimizacioén resolubles. Por
ello, las restricciones blandas se suelen emplear para las salidas [Rawlings y Muske
1993; Zheng y Morari 1995] mientras que las duras se aplican a las entradas mani-
puladas. Los aspectos relativos al manejo de la resolubilidad en control predictivo
han sido ampliamente analizados en [Rawlings y Muske 1993; Zheng y Morari 1995;
de Oliveira y Biegler 1994; Scokaert y Rawlings 1999].

Para el manejo de estas restricciones es necesario introducir las denominadas va-
riables de holgura f;'“'” y E?MX j=1,...,n, que miden el grado de incumplimiento de
las restricciones. Con estas nuevas variables el problema de obtenciéon de las accio-
nes de control cuando hay restricciones blandas sobre las salidas puede formularse

como sigue:
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Minimizar:

Ji(au(k), e) = (k) — &(k)) T [a] (P(k) — @(k)) + Ad(k)TIAJAK) + el Te + kl'e
sujeto al modelo de prediccion (2.2-4):

y(k) = GAu(k) + TAal (k) + Fy' (k)

Yy a:
[yin = ein < (k)
(k) < ymax o gmax
YRS YT e j=1,...n (2.3-6)
G?un > 0
Lf;I‘lax Z 0
con:
min _ T T
€ = l:nmx] : emin — [finin . fzﬁn] : emax — [E{nax . fgmx] (2_3-7)

T es una matriz simétrica definida positiva y k. es un vector columna.

2.4. Conclusiones del capitulo

1. En este capitulo se ha realizado una revision de los puntos clave del disefio del
controlador GPC MIMO E/S, atendiendo a las ideas desarrolladas en la literatura
analizada. De esta revision cabe destacar los siguientes aspectos:

» La complejidad asociada a la formulacién matricial del controlador.

» La dependencia recursiva de las matrices asociadas al modelo de prediccion
con respecto al modelo CARIMA en matrices de transferencia.

2. Ante estos aspectos negativos, en el capitulo siguiente se trata de presentar una me-
todologia alternativa para el disefio del controlador empleando un modelo CARIMA
en espacio de estados. Basicamente, dicha propuesta persigue:

a) Reducir la complejidad del diseno del controlador mediante la simplificacién
del modelo de prediccion. Esta reduccion supone, ademas, disminuir la canti-

dad de variables a utilizar en el diseno.
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b) Que la dependencia entre las matrices del modelo de prediccién y el modelo
CARIMA en espacio de estados sea directa, en lugar de recursiva. Con ello se
trata de facilitar el posterior analisis de las propiedades del controlador, asi

como su diseno.

¢) Reducir el tiempo de computo de la accion de control, lo cual se deriva direc-
tamente de la reduccion en la complejidad del disefio.
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3.1. Introduccion

En este capitulo se presentan los elementos basicos relacionados con el disefio del
controlador GPC MIMO empleando el modelo CARIMA que se propondra en espacio de
estados para el proceso.

En primer lugar, se presentara el modelo CARIMA empleado en espacio de estados asi
como su equivalencia con el modelo CARIMA E/S presentado en el capitulo anterior. Este
modelo posee como principal ventaja con respecto de los ya formulados en la literatura
la incorporacion de una parte estocastica que representa satisfactoriamente al modelo
del ruido. A partir de este modelo se desarrollara el modelo de prediccion de la las
salidas.

Posteriormente, se dara a conocer el indice de coste a emplear, equivalente al usado
en E/S, y mediante su optimizacion se obtendra la ley de control del GPC MIMO sin

restricciones.

Al tratarse de una metodologia basada en espacio de estados va a ser necesario dispo-
ner de un observador para la estimacion de los estados no medibles. En relacion a ello se
propondra el disefio de un observador de rango completo mediante asignacion de polos.
Si se desea conseguir que los polos de este observador y las raices de los polinomios de
filtrado del modelo E/S coincidan, lo que aporta indudables ventajas al poderse asignar
directamente los polos del observador, es necesario modificar el modelo CARIMA pro-
puesto incicialmente. Este propuesta es una alternativa al filtro de Kalman empleado en
otros controladores predictivos. Por otro lado, esta modificacion del modelo CARIMA no
afecta a los desarrollos previos: prediccion de las salidas y ley de control sin restriccio-

nes.

Se planteara, también, el caso de presencia de restricciones lineales tanto sobre las va-
riables manipuladas como sobre las variables de salida, a 1a hora de obtener las acciones
de control del GPC MIMO.
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Tras estos desarrollos se realizara una comparativa entre el controlador diseflado con
la formulacién E/S vy el diseflado en espacio de estados. Esta comparativa se centra en
dos aspectos:

1. Estudio sobre la cantidad de informacion que requieren almacenar tanto la formu-
lacion E/S como la de espacio de estados.

2. Estimacion teorica los tiempos requeridos para calcular las acciones de control en

ambas formulaciones.

El objetivo es tratar de confirmar qué metodologia presenta mejor comportamiento.

Finalmente, todos los aspectos tedricos presentados se desarrollaran sobre dos apli-
caciones: tanque agitado y péndulo invertido.

3.2. Modelo CARIMA en espacio de estados propuesto

3.2.1. Definicion del modelo

Para poder disefiar el GPC MIMO en espacio de estados siguiendo la metodologia
empleada en el caso E/S, se requiere disponer de un modelo CARIMA con las mismas
caracteristicas que el usado en la formulacion E/S (2.2-1).

La parte deterministica de este modelo CARIMA puede estar representada por el si-
guiente modelo en espacio de estados:

X(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k) ; y(k)= Cx(k) (3.2-1)
yi(k) x1 (k) up (k)

yik=| ; X(k)=| : ; a(k)= : (3.2-2)
Yn(k) xr (k) Um(k)

Es un modelo formado por n salidas, m entradas y r estados.

Para obtener el modelo CARIMA completo se propone afadir a la parte deterministica
anterior las entradas del ruido ¢;(k) y sus estados asociados denominados estados del
ruido x;(k). Estos estados se propone que sean la acumulacion de dichas entradas:

x*(k+1) = x*(k) + &(k) (3.2-3)
x; (k) &1(k)

(k)= J &= (3.2-4)
Xy, (k) &n(k)
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Cuando estos estados adicionales son incorporados dentro del modelo deterministico
dado por la ecuacion (3.2-1), se obtiene el modelo CARIMA propuesto en espacio de

estados:
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + TIE(k)
y(k) = Cx(k) + &(k) (3.2-5)
Siendo:
xk):( X(k) ) ;A= A Brxn ; B= 5 ] (3.2-6)
X*(k) 0 In 0n><m
H:[o] ;C:[c Qm] (3.2-7)
LB

Las matrices X y Q fijan o determinan la parte estocastica del modelo CARIMA (conocida
como modelo del ruido) y, en principio, se pueden elegir libremente. Si bien en el punto
siguiente y en la seccion correspondiente al observador es posible proponer metodolo-
glas para su seleccion basadas en criterios de disefo.

Nota 3.2.1 De la matriz A se deduce que los estados del ruido X* tienen sus polos asocia-
dos en 1. Esta es la principal propiedad de un modelo CARIMA, la cual le confiere carac-
teristicas de robustez relativas a: cancelacion de discrepancias entre modelo y proceso,
capacidad de rechazo a perturbaciones en especial de deriva, y eliminacion de errvores
estacionarios.

3.2.2. Equivalencia entre modelos CARIMA

Antes de continuar con el desarrollo del diseflo del controlador en espacio de estados,
se va a establecer la equivalencia entre ambos modelos CARIMA®.

Con el objetivo de simplificar las operaciones, la realizacion de la parte deterministica
del modelo CARIMA en espacio de estados se elige como sigue:

LEMA 3.2.1 La parte deterministica del modelo CARIMA en espacio de estados (3.2-5),
matrices A, By C, posee la realizacion:

AL 0 --- 0 B,
0o A . B,
A=| B=|
0 0 Ay Fxr By rxm

*E/S y en espacio de estados
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G 0 .. 0
c=| 0 @ (3.2-8)
0 0 Cn nxr
donde:
[0 0 0 -—ay;
1 0 0 aO,J W bo,j1 bojo - bo,jm
—ar
! bl,j,l bl,j,Z bl,j,m
AJ: 0 1 0 —az,j BJ: i
- ) b I b 1 b 4
0 1 —anjfl,jjnjxnj R LI L e
n
CJ-=(0 o001 )1xnj : r=;nj (3.2-9)

siendo ay j los coeficientes de los polinomios Aj(z) y by j i los coeficientes de los polinomios
Bji(z) k=0,...,nj—-1,j=1,....ny i=1,...,m:

Aj(2) =2V + an,1, ;2 N+ jz+ ag

-1 i—2
Bji(z) = bn;-1,4,iz" 7" + bny2,,iZV 7+ + by iz + bo,ji

Los polinomios Aj(z) y Bji(z) son los polinomios de la parte deterministica del modelo
CARIMA E/S (2.2-1), expresados como potencias positivas de z.

Demostracion: Un proceso SISO con la funcion de transferencia:

Nz) _ B(z) _ b1z '+ b0z 2+ -+ hiz+ by

= 3.2-10
u(z) Az) ZS+as 1257V 4+ z+ ag ( )
posee la realizacion en espacio de estados siguiente?:
[0 0 ... 0 -ap |
do bo
1 0 -~ 0 -m b
k+1)=|0 1 - 0 —a |xk+| . |ub

bs_

0 - 1 —ag g | s-1
y=(0 - 0 1)xK (3.2-11)

esta realizacion es minimas siy sélo si B(z) y A(z) no poseen factores comunes.

2Conocida como forma canonica de observabilidad
3Una representacion en espacio de estados es minima si todos sus estados son observables y controlables, o

sea, que la relacion entre la entrada y la salida no se puede establecer con una realizacion que posea un menor
numero de estados
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Esta realizacion se puede generalizar al caso MISO4 de forma muy sencilla:
_ Bi(2) By(2) Bm(2)

y(2) AZ) ui(z) + A2) uz(2)+---+mum(2)
Az)=2z5+as1 25V + -+ amz+ao
Bi(z) = bp1,iz* b5 2,iz5 2 + -+ b1iz+ by (3.2-12)
el cual posee la siguiente realizacion:
( 0 0 ... 0 —-a }
b b b
1 0 0 —a bO 1 bO,Z bO,m
k+D=|0 1 0 —a |xi+| 0T law
' ' ' bs_11 bs_12 -+ b
LO U _as—IJ s—1,1 Ds—1.2 s—1,m
y=(0 - 0 1)xK (3.2-13)

como se aprecia, esta realizacion es minima si y solo si las todas raices de A(z) son polos
del proceso MISO.

Usando la ecuacion (3.2-13) es posible obtener una realizacion parcial para cada sub-
proceso MISO obtenido al extraer una unica salida de la parte deterministica del modelo
CARIMA E/S (2.2-1). Tal realizacion parcial para la salida j-ésima es:

m B i
yiz)=>" Ajfg ui(2)
J

i=1

Aj(2)=2" + anyo1,;Z2% 4+ anjz+ do

Bji(z) = by;—1,ji2" " "bp;—2,ji2" "+ -+ by jiz+ bo i

o o0 ... O -y j
1 0 0 —a J bo.1 bojz - bojm
1,j bl,j,l bl,j,z bl,j,m
AJ = 0 1 U 0 _aZ,j BJ =
L o ... ... 1 —Un;—1,j | bnj_l’j’l b”f_lﬁj*z b”j—lﬁjﬁm

La realizacion completa de la parte deterministica del modelo CARIMAS se construye
componiendo todas las realizaciones parciales de las salidas®:

AL 0 - 0 B,

0 A2 BZ
A= ] B = .

o ' 0

o .- 0 A, By

4(Multiple Input Single Output) Multiples entradas una sola salida
5Matrices A, By C
6Matrices Aj, Bj y C;
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C‘1 0 0
o G .

c=| 2 (3.2-15)
0 0 G,

Nota 3.2.2 En general esta realizacion no serd minima aunque todas las realizaciones
parciales MISO si lo sean. Sin embargo, se demostrard que esta realizacion particular
facilita enormemente las manipulaciones algebraicas realizadas a lo largo de la tesis7.

Proposicion 3.2.1 (Equivalencia entre modelos) Dado el modelo CARIMA E/S (2.2-1) y
el modelo CARIMA en espacio de estados (3.2-5) con la realizacion de su parte determi-
nistica dada por el LEMA 3.2.1, ambos representan el mismo modelo siy solo si:

Tj(Z_l) = Z_(l’lj+1) (Z,JJ(Z) + QJ'J'AJ'(Z) + (Z — l)AJ(Z)) J = 1, 2’ ..,n (32_16)
donde:
¥ji(1)
. 2(2) _
Y =diag (11, 22, ..., Xpn) 5 Xjj= ] j=1,....n

ij(nj) njx1
X2 =25z o 4+ 85(2)z2 4+ 85(1) (3.2-17)
Q = diag(Qu,- -, Qun) (3.2-18)

Demostracion: La matriz de transferencia asociada con el modelo CARIMA en espa-

cio de estados (3.2-5) es:

_ (zI, — A) -X
2= || c Q][ 0  I(z-1)

En primer lugar se obtiene la matriz inversa de:

-1
{ (2 -4) -3 ] (3.2-20)
0  I(z-1)

7En particular la demostracion de la proposicion siguiente
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La matriz inversa verifica que:

(L M| [@-a = | [ L om
N P 0 L(z-1) Ouer I
Lz, - A) —-LYX+M(z- 1), _ I Opn (3.2-21)
N(zI, - A) -NX+P(z-1)I, O Iy
De la ultima ecuacion se deducen las siguientes condiciones:
Lzl - A) =1, (3.2-22)
—LY + M(z - 1)I,, = Opxn (3.2-23)
N(zL — A) = O,y (3.2-24)
-NX+P(z-1)I, =1, (3.2-25)
De la ecuacion (3.2-22) se obtiene la matriz L:
L=(zI, - A)! (3.2-26)

A partir de la ecuacion (3.2-24) se obtiene que N = 0,y puesto que la matriz (zI, — A) es
no singular y por tanto su espacio nulo posee dimension cero.
Empleando este ultimo resultado la matriz P puede despejarse de la ecuacion (3.2-25):

p-_L 1, (3.2-27)

Finalmente a partir de (3.2-23) se deduce la matriz M:
1

M =

: (zI, — A 's (3.2-28)

Aplicando las ecuaciones (3.2-26), (3.2-27) (3.2-28) y dado que N = 0,, G(z)® posee

la siguiente expresion:

1 7 - -
(zI, — A) 1 (zI, - A) 1% B O
Gz=[c o z=1- +[o 5 ]=
0 I, 0 I,
z—-1 4= -
1 1 1/B o
= AT Ch - AT+ 0 -
[C(zlr ATl —AT s | +[o0 1]
= [ CzL-A)'B L 1C(zIr—A)—1E+Qzl—11n+In ] (3.2-29)

El primer elemento de esta matriz de transferencia, C(zI, — A)~1B, coincide con el de
la parte deterministica de modelo CARIMA E/S (2.2-1) por construccion de las matrices
A, By C (LEMA 3.2.1). Su segundo elemento es el modelo del ruido? correspondiente al

modelo CARIMA en espacio de estados.

8Véase ecuacion (3.2-19)
9Parte estocastica del modelo
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Se ha supuesto que el modelo del ruido es diagonal, es decir, que cada entrada del
ruido so6lo afecta a una tnica salida, y por tanto sélo influird en los estados determinis-
ticos asociados a la misma. Esto implica que la matriz X va a ser diagonal por bloques, y
que la matriz €2 va a ser diagonal.

A continuacion se analiza cada término del modelo del ruido por separado:

= Término

7 1 T C(zI, — A)~13. Recordando la realizacion de la parte deterministica
(3.2-15) y que la matriz ¥ es diagonal por bloques con la estructura indicada en el

enunciado de la proposicion, es facil ver que este término es de la forma:

L, (2)
_— 0
1 1 A1(2)
— Czl, - A) 'S = SR (3.2-30)
z—-1 z—-1 , 2
Yoz
0 Anl2)

= Término Q—l. Este término es facil de obtener ya que la matriz Q es diagonal:

551 ]
| Q() 0
1 0 22 .
p— = z—-1 (3.2-31)
an
L 0 0 z—1

Empleando las ecuaciones (3.2-29), (3.2-30) y (3.2-31) se obtiene una matriz de trans-
ferencia para el modelo del ruido que resulta ser diagonal, siendo un elemento genérico
de la misma de la forma:

X;(2) Q2

C-DA,® 71! (3.2-32)

Comparando la expresion previa con el modelo del ruido del modelo CARIMA E/S
(2.2-1), ambos modelos son el mismo si y solo si:
;,(2) L Tz
(z-1DAj(z) z-1 AAj(z~1)

Operando sobre esta expresion:

ZIJ-J-(Z) + QJ'J'AJ'(Z) + (Z — ]-)AJ(Z) Tj(Z_l)an+1

(z—DAj(2) " (z- DA
Z;J(Z) + QJJAJ(Z) + (Z - l)AJ(Z) — Tj(z—l)an+l

Tj(z~1) = z~0+D) (z’j (2 + QA[2) + (2 - DA J-(z)) (3.2-33)
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Nota 3.2.3 Esta expresion es solo vdlida cuando el orden, en valor absoluto, de los polino-
mios de filtrado es menor o igual que nj+1, puesto que este el grado del segundo miembro
de la ecuacion (3.2-33). Si se dispone de polinomios de filtrado de mayor orden seria ne-
cesario aniadir estados artificiales al modelo CARIMA, asignando sus polos en el origen de
forma que no arviadan dindmica adicional al sistema, incrementando asi el grado de los
polinomios del segundo miembro de (3.2-33).

Nota 3.2.4 La ecuacion de la equivalencia tiene implicita la restriccion de que los polino-
mios de filtrado han de ser monicos, ya que el segundo miembro de (3.2-33) siempre lo
es.

Nota 3.2.5 La expresion (3.2-33) permite, una vez que los polinomios de filtrado Tj(z~')
han sido fijados, obtener las matrices del modelo del ruido en espacio de estados, y vice-
versa. En efecto:

1. EI problema directo, es decir, obtener las matrices del modelo del ruido en espacio
de estados dados los polinomios de filtrado posee solucion unica. Los polinomios de
ambos miembros son monicos de grado nj + 1, por tanto habrad un total de n; + 1
ecudaciones. Las incognitas son los coeficientes del polinomio Z'j j(z) degradon;—1y
el valor de la constante Q jj, dando lugar a un total de nj + 1 incognitas. Su solucion
puede obtenerse mediante la resolucion de una ecuacion diofdntica.

2. El problema inverso, es decir, obtener los polinomios de filtrado a partir de las ma-
trices del modelo del ruido, también tiene solucion unica empleando la ecuacion
(3.2-33).

EJEMPLO 3.2.1 Supdngase que se tiene un proceso multivariable cuya j-ésima salida po-
see por denominador Aj(z) = 73 —-1.522+0.752—0.125. Se desean obtener los coeficientes
de las matrices del modelo del ruido relativos a esta salida, con la condicion de que los
modelos CARIMA E/S y en espacio de estados sean equivalentes. Si se impone que el po-
linomio de filtrado para la salida j-ésima tenga sus raices en 0.1, 0.2, 0.3 ¥ 0.4, o sea,
Ti(z7H) =1 -0.1z"1(1 - 0.2z71)(1 - 0.3z71)(1 — 0.4z~1), aplicando la ecuacion (3.2-33)
se puede obtener la solucion del problema directo:

(1-01zYH1-02z11-032z1)1-04z"")=
=z (3, D22 + X2, Nz + X (1, j) + Q- (22 = 1.52° + 0.752 — 0.125)+
+(z-1) (B -152+0.752 — 0.125)) (3.2-34)
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Igualando los coeficientes de las potencias negativas de z de ambos miembros*°:

Término z=': —1=Q;;-2.5 (3.2-35)
Término z=%:0.35 = (3, j) — Q- 1.5+ 2.25 (3.2-36)
Término z3: - 0.05 = £;(2, j) + ;- 0.75 — 0.875 (3.2-37)
Término z~*:0.0024 = (1, j) — Q;;-0.125 + 0.125 (3.2-38)

Resolviendo este sistema de ecuaciones o la ecuacion diofantica (3.2-34) se obtiene:

Q=15 ¥%;3,j)=035 %2, j)=-03 %;(1,))=0.0649 (3.2-39)

3.3. Prediccion de las salidas

3.3.1. Obtencion del modelo de prediccion

Una vez que el modelo CARIMA en espacio de estados ha sido propuesto, el siguien-
te paso es obtener una expresion que prediga los valores de las salidas a lo largo del
horizonte de prediccion. Sin pérdida de generalidad se asumira que todas las salidas po-
seen el mismo horizonte de prediccion (N;,N;) y que todas las entradas tienen también

el mismo horizonte de control (N,)**.
En primer lugar se parte del modelo CARIMA en espacio de estados (3.2-5):

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + TIE(k)
y(k) = Cx(k) + &(k) (3.3-1)

De la ecuacion de salida de este modelo se deduce que la mejor prediccion de las
salidas en instantes futuros viene dada por la prediccién de su valor medio, ya que se
asume que las entradas del ruido son ruidos blancos. Por tanto, la mejor prediccion de
las salidas en el instante k+ i*? con la informacién disponible en el instante k viene dada

por:
y(k+ilk) =E{y(k+ i)} =CE{x(k+ i)} +E {&k+1)} = CE{x(k+ i)} (3.3-2)
N——
0
notese que el valor medio del estado en k+1i,i=1,..., n, es también la mejor prediccion

del estado en k + i a partir de la informacion disponible en k:

E{x(k+ 1)} =x(k+ik) = y(k+ilk) = Cx(k+ ilk) (3.3-3)

10El término independiente de ambos miembros es uno
11Mas adelante se indicara como fijar diferentes horizontes para cada salida y para cada entrada
12k representa el instante actual
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El paso siguiente es encontrar una expresion genérica para x(k + ilk) empleando ex-
clusivamente informacién conocida hasta el instante k y el modelo (3.3-1):

x(k + 1|k) = Ax(k) + Bi(k) + TIE(k)
x(k + 2|k) = Ax(k + 1|k) + Bi(k + 1) (3.3-4)
x(k + 2|k) = A2x(k) + ABu(k) + Bua(k + 1) + ATIZ(K)

i—1
x(k+ i|k) = Aix(k) + Y ATBi(k + i — j— 1) + A= IE(K) (3.3-5)
J=0

De esta ultima expresion se obtiene la ecuaciéon para la prediccion de las salidas:
i—1
y(k + ilk) = CAlx(k) + Y CA'Bii(k +i— j—1) + CA" 'TIE(k) (3.3-6)
j=0

Como se aprecia, para predecir las salidas es necesario estimar el valor de las entradas
del ruido en el instante k, para ello se emplea la ecuacion de la salida en el instante
actual:

&(k) = y(k) — Cx(k) (3.3-7)

el vector de salidas y(k) ha de ser medido y el vector de estados x(k) ha de ser observado
ya que, en general, los estados del modelo CARIMA no son fisicamente accesibles. Esta
ecuacion asigna a las entradas del ruido la discrepancia entre el vector de salidas reales
y el predicho por el modelo*3. Con esta estimacion la ecuacion para la prediccion de las
salidas resulta:
y(k + i|k) = CA™! (A — TIC) x(k) + i CA'Bii(k+i— j—1)+ CA'TIIy(k) (3.3-8)
j=0
Al igual que en el GPC MIMO E/S se necesita una ecuacion de prediccion para las
salidas que abarque la totalidad del horizonte de prediccion y que dependa de los in-
crementos de las acciones de control sobre el horizonte de control. En primer lugar se
cambian las acciones de control por sus incrementos:

ik+i—j-1)=Auk+i-j—1D)+uak+i-j-2) j=1,...,i-1

Con este cambio el término de las acciones de control queda asi:

1
CA'Bia(k+i—j—-1)=
0

i

J

=> [CB+ -+ CA/B| Ali(k+i— j—1)+ [CB+---+ CA"'B] (k- 1)

13Este hecho se conoce como la reconciliacion entre el vector de salidas predicho y el real en el instante k
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Con este cambio el modelo de prediccion (3.3-8) queda asi:

T T
( <C’B+-~-+C‘A"-1B) W
. Atu(k)
e (CB+~-+CAFnﬁ Aa(k+ 1)
y(k + ilk) = CA=! (A — TIC) x(k) + _ +
_'_ T Ak +i-1)
L (CB) J
+[CB+ -+ CA"'Blui(k — 1) + CA" 'TIy(k) (3.3-9)

~ >

-~

H;
Eliminando de esta expresion los incrementos de las acciones de control que no perte-
necen al horizonte de control y extendiendo la prediccion del vector de salidas desde
i = N; hasta i = N, se obtiene:

y(k + Ni|k) CAN -1 RM Ati(k)
y(k+ Ny + 11k) CAM ) ) RNMi+1 Au(k+1)
) = ] (A—TIC) x(k) + . . +
y(k + Nz |k) CAN—1 RN: Au(k+ N, - 1)
) M N Aa(k)
HM CAN-ITI
HNi+1 CANTII
+ _ uk—1)+ ) y(k)
HN: CAN-111
N—— N ————
(0] P
siendo:

R = (3.3-10)
T
L(CB+~-+CAFMB) |
finalmente la ecuacion para el modelo de prediccion de las salidas resulta:
y(k) = Mx(k) + NAu(k) + Ou(k — 1) + Py(k) (3.3-11)

3.3.2. Comparativa de los modelos de prediccion

La expresion (3.3-11) se puede comparar con la que se obtiene en la version E/S
(2.2-4):

y(k) = GATi(k) + TAu’ (k) + Fyf(k) (3.3-12)
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siendo:
Aul(k) = ( At (k) - Arf (k) )T
AR = ((AufUk=1) o AufIk— ) o Aufk=1) o Aufk— g )
fiy _ Auk) -
Aui (k)— Tj(Zil) 15 yny 1= 15 , M
T T T _ T
yf(k)=()71f k) - yf (k)) ; yf(k)=(yf(k) yf(k—fj))
fr )’j(k) _
y;(k) = Tz J=1....n

deduciéndose las siguientes conclusiones:

= El modelo para el caso E/S se formula mediante unas matrices que dependen recur-
sivamente (no directamente) de los coeficientes de los polinomios que componen
las matrices de transferencia del modelo CARIMA E/S [Camacho y Bordons 1999;
Sanchis 2002; Aguado y Martinez 2003]. Sin embargo, las matrices que forman par-
te del modelo de prediccion en espacio de estados dependen directamente de las
matrices del modelo CARIMA.

= La informaciéon que requiere el modelo de prediccién en espacio de estados se refie-
re, por un lado, al instante actual k: vector de estado y medida del vector de salidas,
por otro al instante k — 1: vector de acciones de control, y finalmente al vector de
incrementos de acciones de control en el horizonte de control. Sin embargo, el mo-
delo de prediccion en el caso E/S requiere conocer ademas los incrementos de las
acciones de control y de las salidas en instantes anteriores al actual, pero filtradas,
ademas, por los polinomios de filtrado Tj(z~1).

= Se puede argumentar, pues, que hay una gran reduccion de complejidad, conceptual
y de expresiones en la formulacion en espacio de estados con respecto a la de E/S.

3.4. Indice de coste cuadratico para el GPC MIMO en espa-

cio de estados

Para obtener la ley de control del GPC, se propone un indice de coste cuadratico
equivalente al utilizado por la formulacion E/S (2.2-2) y similar al indice empleado en
[Ordys y Clarke 1993]:

N,
Ju(Aui(k)) =E { Z (p(k + i) — w(k + 1)) "o (p(k+ i) —w(k+ 1) +
i=N;
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Nu
+> Aa'(k+i-DRAuk +i- 1)} (3.4-1)
i=1

Qi € R™™ ; Rj € R™™M (3.4-2)
w(k) es el vector de referencias en el instante k.

Para facilitar la obtenciéon de la ley de control seria interesante expresar el indice de

coste en forma matricial. En concordancia con esto se definen los siguientes términos:

o= (ahkeN) o kN ) (3.4-3)
Q=diag( Qv Qui - Qv ) (3.4-4)
R:almg(R1 R, - RN“) (3.4-5)

Con estos nuevos términos y el uso del modelo de prediccion (3.3-11), el indice de coste
adopta la forma matricial:

JA(k) = (P(k) = &(K) " Q (9(k) - &(K) + Ad" (K)RAG(K) (3.4-6)

Esta expresion solo es valida si se conocen las referencias futuras. Si éstas fuesen
desconocidas se podria asumir que son iguales a la actual*4:

W(k+N)=&(k+N +1)=---=&(k+ No) = &(k)
[ w(k) I,
w(k) I,
k= | =] |ak=Usk) (3.4-7)
w(k) I,

Nota 3.4.1 Si se desea que el tamario del horizonte de prediccion no sea el mismo para
todas las salidas, entones debe interpretarse a N, como el mdximo de los sz elegidos para
las salidas, y a N; como el minimo de los Nlj de todas las salidas.

Con esta interpretacion ocurre que todas las salidas se ven forzadas a tener el mismo
horizonte de prediccion, y en algunos casos mayor que el elegido para ellas. Para conse-
guir reducir de forma efectiva el tamario y fijar el horizonte de prediccion elegido, hay
que eliminar de las matrices del modelo de prediccion (3.3-11) y del vector de referencias
w(k) las filas relativas a la prediccion de las salidas en los instantes que estén fuera de su
correspondiente horizonte.

Si para la salida j-ésima Ny < Nlj, entonces hay que eliminar los instantes
i=Np,... ,Nlj — 1 de la prediccion. Como el vector de prediccion de las salidas tiene la
forma:

T
PR = ( Yk NIK) PIk+ N+ 1K) - YTk +Nalk) ) (3.4-8)

14Equivalente al problema de regulacion
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los instantes anteriores se corresponden con las filas j, j+n,...,j+ n- (Nlj — Ny —1) del
vector y(k).

Si para la salida j-ésima sz < N, entonces hay que eliminar los instantes
i= sz +1,...,N> de la prediccion. Recordando la forma del vector de prediccion de las sa-
lidas, estos instantes se corresponden con las filas j+ n- (sz —Ni+1), j+n- (sz N1 +2),...,
j+n- (N, — Ny) del vector y(k).

En concreto, las filas antes indicadas hay que eliminarlas de las matrices M, N, O, P y
del vector &(k)*5.

Ademads, a las matrices de ponderacion Q; correspondientes a los instantes arriba rese-
Aados, hay que eliminarles su fila j-ésima y su columna j-ésima, ya que al ser eliminadas
dichas predicciones del vector y ya no es necesario ponderarlas.

Nota 3.4.2 Si se desea emplear un tamario del horizonte de control que no sea el mismo
para todas las entradas, entonces se puede interpretar a N, como el mdximo de los Nuj
elegidos para las entradas. De nuevo ocurre que algunas de las entradas tendrdn un
horizonte de control mayor que el elegido. Para solventar este problema se eliminan del
vector Al las filas correspondientes a los incrementos de las acciones de control que estén
situados fuera del horizonte de control de cada entrada.

Si para la entrada j-ésima N, < Ny, entones hay que eliminar sus incrementos corres-
pondientes a los instantes i = N/, ..., Ny— 1. Como el vector de incrementos de las acciones
de control es de la forma:

Au(k) = ( Aua'(k) Aa"(k+1) -~ Aua"(k+N,-1) )T (3.4-9)

los instantes anteriores se corresponden con las filas j + m - N/, J+m- (N +1),...,
j+m-(Ny — 1) del vector Au(k).

estas filas se corresponden con determinadas columnas de la matriz N*S, que también
tendran que ser eliminadas.

Ademads, a las matrices de ponderacion R; correspondientes a los instantes antes refe-
renciados y que estdn fuera su horizonte de control, hay que eliminarles su fila j-ésima y
su columna j-ésima, ya que al haber sido eliminados éstos incrementos del vector Al ya

no es necesario ponderarlos.

3.5. Ley de control del GPC MIMO sin restricciones

La ley de control del GPC MIMO sin restricciones se obtiene optimizando el indice de
coste (3.4-6) con respecto a Aui(k) sujeto al modelo de prediccion dado por la expresion

15Si las referencias futuras son desconocidas estas filas hay que eliminarlas de la matriz U
16La matriz correspondiente a Au(k) en el modelo de prediccion (3.3-11)
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(3.3-11):

T

Minimizar : Ji(Adi(k)) = (Y(k) — &(k)) " Q (p(k) — &(k)) + Ai' (k)RA#(k)

sujeto a: y(k) = Mx(k) + NAu(k) + Ou(k — 1) + Py(k) (3.5-1)

Proposicion 3.5.1 Silas matrices Q; son definidas positivas, las matrices R; son semidefi-
nidas positivas y la matriz N posee rango completo de columnas entonces el problema de
optimizacion (3.5-1) posee un unico minimo dado por:

A(k) =~ (NTQN +R) ' NTQT (Mx(k) + Ok - 1) + Py(k) - &(k)) (3.5-2)

Demostracion: Partiendo de la ecuaciéon (3.5-1), y definiendo a é.(k) como el error

de la respuesta libre a partir de k'7:
é.(k) £ y(k) — &(k) — NAu(k) = Mx(k) + Oui(k — 1) + Py(k) — &(k) (3.5-3)
el indice de coste toma la forma:

J(Au(K) = (é.(k) + NAG(K) " Q (é.(k) + NAu(K)) + A" (k)RA(k) =
= el (k)Qé (k) + 2¢el (k\QNAu(k) + Au" (k) (NTQN + R) Aui(k) (3.5-4)

El minimo de Ji(Aii(k)) se alcanza cuando su gradiente es igual al vector nulo:

dji(Au(k))

= = THe T A R A 1
AAA(K) 0 =2N"Qé.(k)+2 (NTQN + R) Aii(k)
Finalmente el vector de incrementos de las acciones de control 6ptimo sobre el horizonte

de control es:

Afi(k) = - (NTQN +R) ' NTQé (k)
Ad(k) = - (NTQN + R) ' NTQ(Mx(K) + Otk — 1) + Py(K) - &(k)) (3.5-5)

El resto de la demostracion puede consultarse en el Apéndice A (Proposicion A.1.1).
[ |

Con la ley de control sin restricciones (3.5-2) se obtienen todos los incrementos de
las acciones de control pertenecientes al horizonte de control. Pero como se utiliza la
metodologia del horizonte movil (receding horizon) s6lo se aplicaran los incrementos
correspondientes al primer instante de dicho horizonte. En este sentido se define la ma-
triz o como las m primeras filas de la matriz (N"QN + R) “INTQT. Con esta asignacion
es posible obtener exclusivamente los incrementos correspondientes al primer instante
del horizonte de control:

At(k) = —o (Mx(k) + Ou(k — 1) + Py(k) — w(k)) (3.5-6)

17Equivalente al error bajo acciones de control constantes a partir de k
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Proposicion 3.5.2 La ley de control del GPC MIMO con horizonte movil (3.5-6) posee la
siguiente representacion en espacio de estados:

x(k)
X(k+1)=(I-c0)x (K +(I-c0)[ -eM o —oP || &K
y(k)
x(k)
(k) = Ix(K+ [ oM o —oP || &(K) (3.5-7)
(k)
Demostracion: Partiendo de la ecuacion (3.5-6):
Au(k) = —o (Mx(k) + Ou(k — 1) + Py(k) — &(k))
se llega a la expresion de la accion de control:
(k) = —oMx(k) + (I, — 0 O) ii(k — 1) — o Py(k) + ow(k) (3.5-8)
Los estados de las acciones de control se eligen asi:
Xu(k) = u(k) + oMx(k) — owo(k) + oPy(k) (3.5-9)
Sustituyendo esta eleccion en la ecuacion (3.5-8):
xy(k) = (I, —ocO)u(k — 1) (3.5-10)

e incrementado un instante de muestreo esta ecuacion y sustituyendo (k) mediante la

ecuacion (3.5-9) se llega a:

xy(k+1) = (I, — 0 O) xy(k) — (I, — 0 O) o M x(k)+
+ Iy — 00)o&(k) — (I, — 0 O) o Py(k) (3.5-11)

De esta ultima ecuacion se obtiene la ecuacion de estado de la ley de control:

x(k)
Xu(k+1)=(I—Uo)xu(k)+(1—0'0)[—O'M - _ap] & (k) (3.5-12)
y(k)

La ecuacion de salida de la ley de control se obtiene de la ecuacion (3.5-9):

(k) = xy(k) — o Mx(K) + o&(k) — o Py(k)
x(k)
(k) = Ix(K+ | oM o —oP || &K (3.5-13)
(k)

Al
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3.6. Estimacion de los estados

3.6.1. Definicion del observador

En una técnica de control basada en espacio de estados es necesario desarrollar un
sistema observador que sea capaz de estimar los valores de los estados del modelo que

puedan no ser medidos directamente con sensores.

En las secciones 1.2.1 y 1.2.2 se analizaron las diferentes posibilidades a la hora de la
eleccion de un determinado observador. De este analisis surgio la propuesta de emplear
un observador alternativo al del filtro de Kalman, que presentase una mayor facilidad de
sintonizado en aplicaciones orientadas al control predictivo.

Se plantea un observador de rango completo para el modelo CARIMA en espacio de
estados (3.2-5) de la forma:

R(k+ 1) = AR(K) + Bu(k) + F (y(k) — CR(K))
R(k+1) = (A— FC) X(k) + Bi(k) + Fy(k) (3.6-1)

Como se aprecia, la discrepancia entre la prediccion de la salida y su medida real produce
una reasignacion de los valores propios de la matriz A mediante la adecuada seleccion
de la matriz F, estableciendo asi una determinada dinadmica para el observador.

3.6.2. Diseno del observador por asignacion de polos

El disefio de un observador de rango completo consiste en elegir sus polos de forma
que éste sea estable, y que su dinamica sea mas rapida que la resultante en bucle cerrado
(controlador + proceso), con el fin de asegurar que el observador converja mas rapido
que el bucle cerrado. Esta idea se basa en el principio de separacion, por el cual los
polos del observador se pueden elegir de forma independiente de los del bucle cerrado,
siempre y cuando se cumplan las condiciones anteriores (estabilidad y rapidez).

Para este observador la dinamica viene impuesta por la matriz I' = A — FC, la cual
posee la estructura siguiente:

2)-(z)iew

como se observa, su dinamica depende tanto de las matrices F; y F, como de las matrices

A-FC XX-FQ
-EC 1-EQ

r= (3.6-2)

del ruido ¥ y Q. En esta situacion se pueden plantear dos alternativas:

1. Emplear unas matrices del ruido (X y Q) prefijadas de antemano (por ejemplo,
procedentes de los polinomios de filtrado (T(z~1) empleados en un controlador
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GPC MIMO E/S) y seleccionar las matrices F, y F para que la matriz T’ posea unos
determinados valores propios. Esta alternativa tiene el problema de que hay que
disponer de las matrices del ruido, y s6lo se ha mostrado como obtenerlas a partir
de los polinomios de filtrado.

2. Fijar simultaneamente tanto las matrices del ruido (X y 2) como F, y E para asignar
unos determinados valores propios a la matriz I'.

Con la segunda alternativa se presenta la ventaja de poder plantear una metodologia
de disefio de las matrices del ruido que no depende de los polinomios de filtrado. Este
hecho es importante ya que permite el disefio del controlador en espacio de estados
sin hacer referencia a la formacion E/S, y en particular a la necesidad de disponer de
los polinomios de filtrado. En el resto de la seccién se utilizara esta segunda alternativa.

Para facilitar la asignacion de los valores propios de la matriz I" se formula la condi-
cion:
-FQ=0 (3.6-3)

Con esta condicion se produce una separacion en la asignacion de los valores propios
de T. Los correspondientes a los estados deterministicos son asignados por la matriz
A — F C, mientras que los correspondientes a los estados estocasticos o del ruido son
asignados por la matriz I — KEQ:

A-FRKC 0
-C I-EQ

= (3.6-4)

Primero se analiza la asignacion de los r valores propios de la matriz I'y, asociados a
los estados deterministicos:
I'h=A-FC (3.6-5)

Para realizar este disefio se utiliza el hecho de que las matrices A y C, segiin el LEMA
3.2.1, tienen una estructura particular que posee propiedades similares a las de la forma
canonica de observabilidad:

Al 0 0 B1
0 A2 B;
A: B: .
0
0 0 A, B,
Cl 0 0
0 C
C= ?
0
0 0 G
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0O O 0 —dy
Lo 0 . ! bo,j1 bojo - bojm
-m
! by, bijo - bijm
Aj=10 1 - 0 -—a B =
0 o o 1 —ap 1 | R
cj=(0 0 1) (3.6-6)

En la Proposicion 3.2.1 se establecio que la matriz 3 era diagonal por bloques, ya
que como cada entrada del ruido s6lo afecta a una salida, entonces sb6lo afectara a sus
correspondientes estados deterministicos. Consecuentemente, la matriz F; también ha

de ser diagonal por bloques con la misma estructura:

Ej5(1)
. Fjj(2) .
= diag(Fi1, B2, ..., Fm) ; Fjj= ] j=1,...,n (3.6-7)
Fjj(nj) njx1
Usando estas ultimas expresiones:
A1 -Fi1G 0
0 Ay —ExC .
I = _ 2= G (3.6-8)
0 0 An nncn
[0 0 ... 0 —ay;-Fjl)
0O --- 0 —alj—F“(2)
Ljj=Aj-FCi=0 1 - 0 -@;- F“(3) (3.6-9)
LO - b —an- - Ej(ng) J

Analizando las ecuaciones (3.6-8) y (3.6-9) se deduce que la matriz I'; tiene por valo-
res propios las raices de los polinomios caracteristicos de las matrices I ;:

Z" + (an;—1,j+ Fij(np) 2" '+ 4 (anj + Fjj(2)) z+ (a0, + Fj(1)) =

siendo:
Fii(z) = Fij(nj)zm=! 4+ ... + F;j(2)z + Fj;(1) (3.6-11)

Cada uno de estos polinomios asigna los n; valores propios correspondientes a los es-
tados asociados con la salida j-ésima. Conociendo los lugares deseados para dichos
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valores propios se podran obtener estos polinomios y por tanto los coeficientes F j(k, j)
;J=1,2,...,n; k=1,2,..., n;. En particular, si se fija el siguiente polinomio:

an+rjj,nj,1an_1+--'+I‘jj,1Z+I‘jj,0 (3.6-12)
se tiene que?s:

Fj-(k):rjj,k,l—ak,l,j k= 1,2,...,Hj (36-13)

En un segundo paso se analiza la asignacion de los n valores propios de la matriz I'y,
repitiendo la metodologia empleada para la matriz I';:

I'y=1-EQ (3.6-14)

la matriz © posee la siguiente forma, mostrada en Proposicion 3.2.1:

Q, O 0
0O 0 :

Q= 22 (3.6-15)
0 0 Qm

Lamatriz F también es diagonal'? ya que cada entrada del ruido so6lo afecta a una salida.
Como el producto E va a ser una matriz diagonal la matriz F puede ser incorporada
en 02° pues la asignacion de los valores propios no se ve afectada, y ademas se reduce
el nimero de grados de libertad. Por ello, se puede asumir, sin pérdida de generalidad,
que K = I,.

Con esta condicion los valores propios de la matriz I', se asignan en:

’)/jZI—ij j:1,2,...,n (36'16)

Con la asignacion de los polos del observador el disefio de las matrices del modelo
del ruido?* se puede realizar de una forma sistematica y produce resultados coherentes
en el modelo en espacio de estados, y todo ello sin emplear los polinomios de filtrado
Tj(z—l). Ademas, con esta asignacion de polos las matrices del modelo del ruido que se

obtienen son unicas.

18Fs importante destacar, que esta ultima expresion no es mas que la conocida formula de Ackermann para
la asignacion de polos en una realimentacion lineal del estado.
19Por la misma razén que 2 lo es.
20También se podria incorporar 2 en F.
210y 3
64



Diserio del controlador GPC MIMO en espacio de estados 3

3.6.3. Equivalencia entre el observador y los polinomios de filtrado

De las ecuaciones (3.6-10) y (3.6-16) se deduce que el polinomio caracteristico relativo
a la salida j-ésima de la matriz T es:

(A2 + F(2) (z- (= 2;9) =955 (A4)2) + F(2) + (2= 1) (A4)2) + Fj(2)  (3:6-17)
Los polinomios de filtrado Tj(z~!) satisfacen la condicion de equivalencia Proposicion
3.2.1:

Ty(z~1) = 770D ((2) + Q5A4(2) + (2 = DA(2)) (3.6-18)
como en el disefio del observador se aplicé la condicion de separacion:
> =FQ (3.6-19)
el polinomio Z’j jes:
¥, i(2) = F{(2)Q; (3.6-20)
por tanto, la condicién de equivalencia es ahora:

Tj(z 1) = 27D (F(2)0 + 055A1(2) + (2 - DA(2)) (3.6-21)

Ti(z) 2 Tz~ 1)+ = Q;; (FJ! (2 +A J-(z)) +(z—-1)A(2) (3.6-22)

si se compara esta expresion con (3.6-17) se deduce que para que las raices del polinomio
de filtrado sean los valores propios asociados a la salida j-ésima de la matriz I se tiene
que cumplir que FJ’ j(z) = 0, lo cual implica que F; = 0y, por tanto, la matriz I';; es
igual a A;. Esta ultima condicion supone que no hay asignacion de los valores propios
de los estados deterministicos de la salida j-ésima, y por tanto no es posible disefar el
observador.

Sin embargo, (3.6-22) y (3.6-17) son muy parecidas y pueden hacerse equivalentes si
se modifica el modelo CARIMA inicial. En este sentido, si se desea que los valores propios
asociados a la salida j-ésima de la matriz I" coincidan con las raices de T; es necesario
modificar el modelo CARIMA propuesto al principio del capitulo (3.2-5) incorporando la
matriz F; dentro de la matriz IT:
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II =
I

Fl*””] . C = [ C nm] (3.6-23)

Con este nuevo modelo CARIMA el disefio del observador no se ve alterado ya que la

matriz I no se modifica al introducir esta matriz.

Para justificar que con esta modificacion se consigue la equivalencia antes menciona-
da se presenta el siguiente resultado relativo a la equivalencia entre el modelo CARIMA
E/S y el nuevo en espacio de estados:

Proposicion 3.6.1 Dado el modelo CARIMA E/S (2.2-1) y el nuevo modelo CARIMA en
espacio de estados (3.6-23) con la realizacion de su parte deterministica dada por el LEMA
3.2.1 y la condicion (3.6-3), ambos representan el mismo modelo si y solo si:

Tz 1) =z (F(2) + Af2) (2= (1 - 9;))  j=1.2,....n (3.6-24)

La demostracion de esta proposicion es muy similar a la presentada en la secciéon de
equivalencia ente modelos CARIMA para la Proposicion 3.2.1.

Si se compara ahora (3.6-24) con (3.6-17) se observa que las raices del polinomio de
filtrado T; coinciden con los valores propios asociados a la salida j-ésima de la matriz
I'. A partir de este resultado se pueden formular los siguientes teoremas:

TEOREMA 3.6.1 Silas matrices del modelo del ruido y la matriz F, se disefian para asignar
los polos del observador usando las ecuaciones (3.6-3), (3.6-10) y (3.6-16), y los polinomios
de filtrado se eligen empleando la ecuacion (3.6-24) a partir de las matrices del ruido y
la matriz F, disefiadas, entonces las raices de los polinomios de filtrado coinciden con los
polos del observador.

TEOREMA 3.6.2 Silas matrices F, y Q, se calculan empleando unos polinomios de filtrado
Ti(z~') prefijados con la ecuacion (3.6-24), la matriz X se obtiene a partir la condicion
de separacion ¥ = F,Q y el observador es disefiado usando tales matrices con la ecuacion
(3.6-4), entonces los polos del observador coinciden con las raices de estos polinomios de
filtrado.

Estos resultados son muy importantes ya que:

= Es conocido que los polinomios de filtrado, y en particular sus raices, proporcio-
nan robustez al controlador. Con el uso del nuevo modelo CARIMA en espacio de
estados dicha propiedad es heredada por los polos del observador, por tanto, la
robustez del controlador disefiado en espacio de estados reside en la eleccion de la
dinamica de este observador.
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m Se podrian usar los polinomios de filtrado, disefiados en aquellas aplicaciones en
las cuales ha sido implementado un GPC MIMO E/S, considerando sus raices como
los polos del observador que se podria emplear en la version en espacio de estados
de dicho controlador, para asi conseguir las ventajas que se presentan en la formu-
lacion en espacio de estados: reduccion de complejidad en el disefio y una mayor
facilidad para el analisis de las propiedades relacionadas con estabilidad, robustez,
restricciones, etc.

= Proporcionan una técnica para justificar si hay coherencia en la eleccién de los
polinomios de filtrado en la versiéon E/S.

Nota 3.6.1 Cuando se analiza la ecuacion de la equivalencia (3.6-24) se deduce que:

= Fijados los polinomios de filtrado Tj(z~') la obtencion de las matrices del modelo del
ruido, F; y Q, se basa en resolver un sistema de nj + 122 ecuaciones con un total de
n;j + 1 incognitas, asociadas a los coeficientes del polinomio FJ ; de grado nj -1y
al coeficiente ;. Este problema, conocido como directo, posee, por tanto, solucion

unica.

m El problema inverso, obtener los polinomios de filtrado a partir de las matrices del
ruido, también posee solucion unica a partir de la ecuacion de la equivalencia.

Nota 3.6.2 Los resultados de las Proposiciones 3.2.1 y 3.6.1 indican que modelos distintos
en espacio de estados poseen la misma representacion externa. La existencia de mds de un
representacion en espacio de estados para un mismo proceso es un aspecto bien conocido

en la teoria de sistemas en espacio de estados.

Cuando se dispone de varias alternativas suele preferirse aquella que posea un niimero
minimo de pardametros a fijar. En este caso, ambas formulaciones requieven el mismo
numero de parametros por salida, nj+ 1, de ahi que en principio no haya razon objetiva
para elegir una u otra. Sin embargo, se ha mostrado que con el nuevo modelo se puede
establecer la equivalencia entre las raices de los polinomios de filtrado y los polos del
observador.

Nota 3.6.3 El cambio del modelo CARIMA en espacio de estados no afecta a los desarrollos
de las secciones precedentes: prediccion de las salidas, indice de coste y la ley de control
sin restricciones, ya que se utilizo la matriz 11 sin hacer mencion alguna a si la matriz
F, estaba o no presente, ello quiere decir que los resultados obtenidos son vdlidos sin

limitaciones para este nuevo modelo.

22Ya se hizo incapié en la restriccion de que el polinomio de filtrado T; ha de ser monico, y en concreto, que
posee grado n; + 1
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Para mantener la coherencia en la nomenclatura utilizada, como la matriz F, forma

parte de la matriz 11 se la pasa a denominar 11, :

= lE] _ lm] (3.6-25)
I, I,

Con esta nueva denominacion la matriz F del observador coincide con I1:

=1I (3.6-26)

A partir de este resultado es posible establecer la dinamica del error de la estimacion
de los estados del nuevo modelo CARIMA en espacio de estados:

eo(k) = x(k) — X(k) (3.6-27)
eolk+1)=x(k+1)—X(k+1) =
= Ax(k) + Bu(k) + I1&(k) — AX(k) — Bii(k) — F (y(k) — CX(k)) =
= Ax(k) + TI (y(k) — CX(K)) — (A — TIC) R(k) — TIy(k) =
eo(k +1) = (A -TIC) ep(k) = Teo(k) (3.6-28)

De la expresion de la evolucion del error, se deduce que éste tendera a cero sea cual
sea el error de estimacion inicial ep(0), pues en el proceso de disefio del observador a
la matriz T se le asignaban sus autovalores, para que, entre otras propiedades, fuera
estable.

Nota 3.6.4 En principio, cuando no existan discrepancias entre modelo y proceso, y no se
presenten perturbaciones y/o ruidos de medida, y por tanto no se considere el andlisis
sobre la robustez del controlador, la eleccion habitual para los polos del observador es tal
que todos se asignen en el origen. Con ello se consigue garantizar su estabilidad, que su di-
ndmica sea mds rdpida que la del bucle cerrado y que la estimacion del estado converja al
valor real en un numero finito de periodos de muestreo. Sin embargo, esta situacion nun-
ca se da en las aplicaciones reales, de ahi que en proximos capitulos se tengan presentes
estos aspectos para seleccionar la ubicacion de los polos del observador para garantizar
la robustez del controlador.

Otra propiedad del observador de rango completo es que su estimacion del estado en
el instante k+ 1 a partir de la informacion disponible en k, coincide con la prediccion en
k+ 1 del estado realizada por el modelo de prediccion (3.3-11) a partir de la informaciéon
disponible en k. En efecto, partiendo del nuevo modelo CARIMA (3.6-23), la prediccion
en el instante k + 1 del estado es:

x(k + 11k) = AX(k) + Bu(k) + TI£(K)
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las entradas del ruido £(k) se estiman a partir de la medida de la salidas y(k) y del estado
observado X(k) usando la ecuacion de salida del modelo CARIMA:

&(k) = y(k) — CX(k)
con lo que:
x(k + 1|k) = (A - TIC) ®(k) + Bu(k) + IIy(k) (3.6-29)
Esta prediccion coincide con la estimacion del estado en k+ 1 (3.6-1) siy so6lo si:
F=1I

lo cual ya se ha comprobado que es cierto (3.6-26).

Esta propiedad es interesante, ya que con este observador no hay error entre la pre-
diccion y la estimacion el estado a un paso vista, lo cual no se cumple, en general, con
cualquier observador, so6lo con este. Sin embargo, aunque coincidan (estimacion y pre-
diccion) pueden ser erroneas con respecto a los verdaderos valores de las variables de
estado del proceso real.

Si se compara la estimacion y la prediccion del estado para instantes posteriores al
k+1 entonces ya no hay coincidencia, pues el observador utiliza las medidas de la salida
hasta un instante anterior, mientras que el modelo de prediccion s6lo emplea la medida
de la salida en el instante k.

3.7. Representacion en espacio de estados del bucle cerra-
do

El objetivo de esta seccion es obtener la representacion en espacio de estados del
bucle cerrado del proceso mas el controlador GPC MIMO para el caso sin restricciones.
Durante las manipulaciones algebraicas se emplearan la ley de control sin restricciones
y con horizonte movil (3.5-7) y el observador (3.6-1):

x(k)
X(k+1)=(I-c0)x(K)+(I-00)[ ~oM o —oP || &K
y(k)
x(k)
(k) = I+ | oM o —oP || &K 3.7-1)
y(k)
X(k+1) = [A - TIC] ®(k) + Bii(k) + ITIy(k) (3.7-2)
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3.7 Representacion en espacio de estados del bucle cerrado

como los estados del modelo CARIMA son observados, entonces en la ecuacion de la ley
de control hay que sustituir x(k) por X(k).

El proceso real viene dado por el siguiente modelo:
X(k+1) = A*X(k) + B*(i1(k) + dy(k)) + dy(k)
Y(k) = C*x(k) + dy(k) (3.7-3)
A*, B* y C* son las matrices de la representacion interna del proceso real, y se suponen

diferentes a A, By C. dy, d, y d, son, respectivamente, perturbaciones aditivas al estado,
a la salida y a la entrada del proceso real.

Para obtener la representacion en espacio de estados las ecuaciones de estado del
observador y de la ley de control deben depender exclusivamente de sus estados y de
las referencias. Para realizar tal transformacion todas las sefiales internas al bucle de
control deben ser sustituidas: acciones de control y salidas.

En primer lugar se modifica la ecuacion del observador (3.7-2):
X(k +1) = [A - TIC] ®(k) + Bii(k) + ITy(k)
Las acciones de control se sustituyen empleando la ecuacion (3.7-1):

R(k+1) = [A - TIC] R(K) + B [xu(k) — s MR(K) + 0&(k) — o Py(K)] + TIy(k)
x(k+1) = [A - TIC — BoM] R(K) + Bxy(k) + Bo (k) + (I — BoP) y(k)

Finalmente las salidas se sustituyen utilizando el modelo del proceso real (3.7-3):
X(k+1)=[A-TC — BoM] X(k) + Bxy(k)+
+ (IT — BoP) C*x(k) + Bo&(k) + (II — BoP) d, (k) (3.7-4)
El mismo procedimiento se utiliza con la ley de control del GPC MIMO (3.7-1):
Xyk+1)=I-00)xy(k)— (I - 00)oMX(k) — (I — 0O)aPy(k) + (I — 0O) cw(k)
las salidas se sustituyen empleando la ecuacion (3.7-3):

Xuk+1)=I-00)xy(k) — (I — 0 O)oc MX(k)—
—(I-00)oPC*X(k) + (I - 00)ow(k) — (I — 0O)oPd,(k) (3.7-5)

Aplicando nuevamente esta metodologia a la ecuacion de estado del proceso real
(3.7-3), se obtiene que:

X(k + 1) = [A* — B*oPC*] X(k) — B*o MX(K)+

+B*x,(k) + B*ow(k) — B*aPd, (k) + B*dy(k) + dx(k) (3.7-6)
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Combinando las ecuaciones (3.7-4), (3.7-5) y (3.7-6) se obtiene la representacion en

espacio de estados del bucle cerrado:

X(k+1) A* — B*o PC* —B*ocM B* X(k)
X(k+1) = (H—BO‘P) C* A-TIC - BoM B X(k) +
Xu(k+1) -I-00)oPC* —(I-00)cM I-00 Xxu(k)
w(k)
Bo —B*oP B* I
_ _ d, (k)
+ Bo II — BoP 0 O
dy (k)
(I-00)0c —-I-0c0)oP 0 O
dy(k)
x(k)
y=[c 0 o]| k) |+ (3.7-7)
Xu(Kk)

Con esta representacion es posible simular el comportamiento del bucle cerrado con
el controlador GPC MIMO. Ademas, se pueden obtener los polos del bucle cerrado a partir
de los valores propios de la matriz de estado correspondiente a esta representacion.

3.8. Presencia de restricciones

3.8.1. Planteamiento del problema de minimizacion

En la seccién 2.3 se presento6 el problema de la presencia de restricciones sobre las va-
riables manipuladas y/o sobre las salidas para el caso E/S, a la hora de obtener las accio-
nes de control. En particular, se destaco la dificultad asociada a su resolucion mediante
métodos analiticos?3, y se plante6 la alternativa del uso de un método de optimizacion
numeérico para su soluciéon. En concreto, a lo largo de la tesis se empleara la programa-
cion cuadratica (QP) pues se trata de un algoritmo muy eficiente para la minimizacion

de indices cuadraticos sujetos a restricciones lineales?4.

3.8.2. Restricciones duras

Como ya se coment6 en la seccion 2.3, las restricciones duras que usualmente se

presentan en control son:

23Empleo de los multiplicadores de Lagrange con las condiciones de Kuhn-Tucker
24F] indice de coste del GPC es cuadratico y, como se vera mas adelante, las restricciones impuestas son

lineales
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= Limitacién en las acciones de control:
U < u (k) < upe j=1,2,.-,m (3.8-1)
= Limitacién en los incrementos de las acciones de control:

AuTin < uj(k) _ uj(k -1< Augmx j=12,--- ' m (3.8-2)

= Limitacion en las salidas del proceso:

y;ﬂinSYJ(k)Sy;“ax j=1,2,---,n (3.8-3)

Para el disefio del controlador hay que expresar estas restricciones de desigualdad
exclusivamente en funciéon del vector de incrementos de las acciones de control, puesto
que ésta es la variable de la que depende el indice de coste del GPC. En general, la
expresion que presentan las restricciones duras formuladas en funcién del vector de

incrementos de las acciones de control es:

CAu(k) < b(k) (3.8-4)

siendo b(k) una funcion vectorial del instante de muestreo, con un numero de filas coin-

cidentes con el de C.

A continuacion se detalla la adaptacion de los tipos de restricciones antes presenta-
dos ala forma en que éstos han de estar para poder resolver la minimizaciéon del indice

de coste:

= Limitacién en las acciones de control:
u'}“'”guj(k)g u;."“" j=1,2,---,m (3.8-5)

Para obtener una expresion que dependa exclusivamente de los incrementos de las
acciones de control se deben realizar algunas manipulaciones. Restando u;(k — 1)
en todos los miembros de la ecuacion (3.8-5):

uitm — ik — 1) < (k) — uj(k = 1) < u™ —uy(k— 1)
U™ — uy(k = 1) < Auy(k) < ul™ — uy(k - 1)

Estas desigualdades son equivalentes a estas otras:

Au(k) < u™ — (k1) (3.8-6)

—Auj(k) < —u'}”” +uj(k—1) (3.8-7)
Para el instante k + 1 se realizan las siguientes manipulaciones:

uTin S Llj(k + 1) S uTax
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UM — (k= 1) < uj(k+ 1) — uj(k = 1) < wh®™ — (k- 1)
W — uj(k = 1) < ui(k+ 1) = ug(k) + uj(k) — ujlk = 1) < uP™ — (k- 1)

u;m’n —uj(k-1) < Auj(k+ 1)+ Aujk) < u'}mx —ujlk-1) (3.8-8)

Estas desigualdades son equivalentes a estas otras:

Auj(k+ 1) + Auj(k) < uf™ —uj(k - 1) (3.8-9)
—Auj(k+1) - Auj(k) < —u'}"”+ uj(k—1) (3.8-10)

En general para el instante k + i se obtienen las siguientes desigualdades:

Auj(k+ 1)+ Auj(k+i-1)+-- + Auj(k) <uj*™ —uj(k - 1) (3.8-11)
—Auj(k+1) = Aujk+i-1)—-- = Au;(k) < —u™ + u;(k - 1) (3.8-12)

Finalmente las expresiones para Cy b(k) son:

Im Omxm Omxm e Omxm
Im Im Omxm e Omxm
Im Im Im e Omxm
I I I R |
c=| " " " " (3.8-13)
_Im Omxm Omxm e Omxm
—Im —Im Omxm e Omxm
—Im —Im —Im e Omxm
L ~In —In I ~In 4 2Ny mxNy-m
e wre —uy (k=1 ) ]
I, ME"“X—Mz(k—l)
max __ _
b(k) = Im Ny,-mxm umaxl le(k 1) ) (38-14)
Ly —u" + uy(k—1)
I —u;""”+u2(k—1)
L Im N, -mxm _umm + um(k B 1) J 2N, -mx1
= Limitacion de los incrementos de las acciones de control:
AU < (k) — uj(k — 1) < AU Vji=1,2,-,m (3.8-15)
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Estas restricciones dependen exclusivamente de los incrementos de las acciones
de control, y por tanto no es necesario realizar manipulacion algebraica alguna. En
este tipo la funcion vectorial b(k) es una meras constante:

Iy,
C= Nawm (3.8-16)
—INu-m
- Im Au?mx -‘
Im Augmx
I Aumax
b(k)= b= " 7 Numxm " (3.8-17)
I, _Aullmn
Iy _Augmn
L Ly Ny-mxm _Aumm J 2Ny-mx1
» Limitacion en las salidas del proceso:
y}nin S )/J(k) S y}nax (38-18)

Para este tipo es necesario aplicar la ecuacion para la prediccion de las salidas
(3.3-11), para poder expresar las restricciones en términos de los incrementos de

las acciones de control:

y(k) = Mx(k) + NAu(k) + Ou(k — 1) + Py(k) (3.8-19)

Partiendo de la ecuacion (3.8-18):

y;nin S YJ(k) S y}ﬂax (38-20)

Esta expresion se puede extender a todas las salidas con la siguiente ecuaciéon ma-
tricial, donde las desigualdades se verifican componente a componente:

y{m’n yiﬂax

<y(k) < : (3.8-21)
yrrlm'n y’qu
Ymin Y max

Ahora se puede extender a todos los valores del horizonte de prediccion:

I, I,

.y min < )A)(k) < .y max . Ze R(N2=Ni+1)-nxn (3.8-22)
I, I,
zZ z



Diserio del controlador GPC MIMO en espacio de estados 3

Utilizando la ecuacion (3.8-19):
Z-Y™n < Mx(k) + NAu(k) + Ou(k — 1) + Py(k) < Z - Y "X (3.8-23)
Estas desigualdades son equivalentes a las siguientes:

NA#(k) < Z- Y™™ — Mx(k) — Ou(k — 1) — Py(k) (3.8-24)
—NAU(k) < —Z-Y™n 4+ Mx(k) + Ou(k — 1) + Py(k) (3.8-25)

Finalmente se obtiene que:

C= N (3.8-26)
-N
b(k) — ( 7. Yma’.‘ — Mx(k) — Oﬂ_(k -1)- P)_’_(k) ) (3.8-27)
—Z -Ymn Mx(k)+ Ou(k — 1) + Py(k)

Adicionalmente, podrian considerarse restricciones de igualdad sobre las variables
manipuladas y/o sobre las salidas. En general, siguiendo el procedimiento descrito para
los casos anteriores, las restricciones de igualdad tendrian la forma:

DA(k) = e(k) (3.8-28)

siendo e(k) una funcion vectorial del instante de muestreo, con un namero de filas coin-

cidentes con el de D.

Una vez que las restricciones estan en la forma antes descrita, para la obtenciéon de
las acciones de control del GPC MIMO formulado en espacio de estados, es necesario
resolver el problema de minimizacién del indice de coste cuadratico dado por (3.4-6),
sujeto al modelo de prediccion (3.3-11) y a las restricciones duras impuestas sobre las
entradas y/o salidas:

Minimizar: Ji(A#(k)) = (p(k) — &(k)) "Q (Y(k) — @(k)) + Ai’ (k)RAU(K)
sujeto al modelo de prediccion:
y(k) = Mx(k) + NAU(k) + Ou(k — 1) + Py(k) (3.8-29)
y a las restricciones:

CAu(k) < b(k)

DAvi(k) = e(k) (3.8-30)

Proposicion 3.8.1 (Unicidad de la soluciéon de la minimizacion con restricciones) Silas
matrices Q; son definidas positivas, las matrices R; son semidefinidas positivas, la matriz
N posee rango completo de columnas y el conjunto definido por la restricciones es no

vacio entonces el problema de minimizacion con restricciones tiene un unico minimo.
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Demostracion: Si el conjunto definido por las restricciones es no vacio entonces

el problema de minimizacion posee solucion. Para garantizar ademas que la solucion
es Unica, es decir, es un minimo global, el indice de coste tiene que ser una funcion
estrictamente convexa y el conjunto definido por las restricciones ha de ser convexo.
Como las restricciones son lineales entonces se verifica que el conjunto que definen es
convexo. El indice de coste es estrictamente convexo si y solo si la matriz NTQN + R
es definida positiva. Este hecho se deriva de la expresion de indice de coste dada por la

ecuacion:

(k) = (6.(k) + NA(K) " Q (é.(k) + NAG(K)) + Ai? (KRA(K) =
= &1 (k)Qé.(k) + 28! () QNAH(K) + Aa! (k) (NT QN + R) Ani(k) (3.8-31)

=
>

El error de la respuesta libre o bajo accién de control constante viene dado por:

é.(k) = y(k) — &(k) — NA#(k) = Mx(k) + Ou(k — 1) + P€(k) — &(k) (3.8-32)

en la Proposicion 3.5.1 se establece que si las matrices Q; son definidas positivas, las
matrices R; son semidefinidas positivas y la matriz N posee rango completo de columnas
entonces NTQN + R es definida positiva. [ |

Nota 3.8.1 Es importante apreciar que las condiciones de existencia y unicidad de los
problemas de minimizacion para la obtencion de las acciones de control sin y con res-
tricciones, si exceptuamos el requerimiento de que el conjunto de las restricciones sea no
vacio?s, son las mismas: N ha de tener rango completo de columnas, Q ha de ser definida
positiva y R ha de ser semidefinida positiva.

3.8.3. Restricciones blandas

Como ya se analiz6é en la seccion 2.3, las restricciones blandas s6lo se aplican sobre
las limitaciones en los valores de las salidas, ya que son las tnicas que pueden dar lugar
a que el problema de minimizacion sea no resoluble. Introduciendo las variables de
holgura para el GPC formulado en espacio de estados, ¢, el problema de minimizacion
cuando hay presentes restricciones blandas sobre las salidas puede formularse como
sigue:

Minimizar:

JuAd(k), €) = (k) - &(k) " Q (P(K) — &(K)) + AT (WRAGK) + €T Te + k! e

25L0 cual es obvio
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sujeto al modelo de prediccion (3.8-29) y a:

')’)(k)zb S 7 . Y max +e€

Z.ymin_ e, < p(k
€2 < Y(K) (3.8-33)
€1 Z 0

(€2 > 0
con:

e= | (3.8-34)

€2

T es una matriz simétrica definida positiva y k. es una matriz columna.

Nota 3.8.2 Desde el punto de vista de la formulacion de las restricciones no hay diferencia
entre los controladores disefiados en E/S y en espacio de estados.

Nota 3.8.3 Las restricciones blandas, por definicion, nunca producen que el problema de
minimizacion sea no resoluble. Por ello, las condiciones de existencia y unicidad para el
problema de minimizacion cuando se consideran restricciones blandas son las mismas
que para el caso de las restricciones duras pero con la condicion adicional de que T sea
definida positiva.

3.9. Comparacion entre el GPC MIMO E/S y el GPC MIMO

en espacio de estados

3.9.1. Comparativa de la memoria que requieren

Como consecuencia de la comparacion entre los modelos de prediccion de ambos
disefios (seccion 3.3.2), parece que el disefio E/S va a requerir una mayor cantidad de
memoria para almacenar la informacién empleada para la prediccién. Por ello, se va a
realizar un analisis comparativo de la cantidad de informacion a almacenar en ambas

formulaciones:

= En la formulaciéon de espacio de estados se requieren las siguientes variables: vector
de acciones de control i1 con m elementos en el instante k — 1, vector de salidas y
con n elementos en el instante k, el vector de estado x con (Z'}:l n j) + n elementos
en el instante k y el vector de incrementos de las acciones de control A#i con N, - m
elementos.

26Las correspondientes restricciones duras se muestran en (3.8-22).
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Por tanto, en cada periodo de muestreo la cantidad de informacién que se requiere
almacenar es:

n

Memoriagy = m+2n+N,-m+>» _n; (3.9-1)

j=1

En la formulaciéon E/S el analisis es bastante mas complejo debido a que es necesa-
rio disponer de las salidas y de los incrementos de las acciones de control pasados
y filtrados ademas por los T;. Para simplificar el analisis se obtendra una cota infe-
rior para la cantidad de informacion necesaria. Dicha cota inferior se puede obtener
suponiendo que todos los T; son constantes®7, puesto que si no fueran constantes
podria necesitarse mas cantidad de informacion para poder realizar el filtrado de

las seniales antes indicadas en cada instante de muestreo.

Silos T; son constantes, entonces en la ecuacion de prediccion E/S se pueden susti-
tuir las sefiales filtradas por sus correspondientes sin filtrar, y en primera instancia
se requeriria el almacenamiento de dichas sefiales cuyas dimensiones estan rela-
cionadas con las dimensiones de las matrices T (2.2-13) y F (2.2-14). El vector de
salidas filtradas, y/, en cada instante se puede actualizar a partir de la salida me-
dida en ese mismo instante, sin embargo, el vector de incrementos de las entradas
filtradas, Au/, se actualiza empleando la ultima y la pendltima acciones de control
aplicadas, siendo por tanto necesario almacenar ademas la penultima accion de
control que posee dimension m. Ademas, se requiere el vector de incrementos de
las acciones de control A#i con N, - m elementos. En estas condiciones la cantidad

de informacion a almacenar es:

n m
Memoriag,s > m+ Ny -m+»_» max(1,|grado(B;)| — 1)+
J=1i=1

n
+> max(| grado(A;)| + 1,| grado(T})|) =

=1
nJ m n
=m+Ny,-m+>» > max(1,|grado(B;)| — 1)+ (|grado(A;)|+1) =
j=1i=1 j=1
n m n
=m+N,-m+» > max(l,|grado(B;)|— 1)+ n+> n;>* (3.9-2)
j=1i=1 j=1

Como se aprecia, en el caso E/S la cantidad de informacion que se requiere almacenar
depende de mas variables que en el caso de espacio de estados, en particular depende
del grado de los polinomios Bj;.

270 sea que grado(T;) = 0
28E] grado de los polinomios A; es igual a nj, el numero de estados asociados a la salida j-ésima en la

realizacion de la parte deterministica del modelo CARIMA en espacio de estados (3.2-9)
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Para simplificar atin mas la comparacion, se propone obtener una menor cota inferior
para la cantidad de informacion necesaria en el caso E/S. La ecuaciéon (3.9-2) toma su
valor minimo cuando el grado de los polinomios Bj; es —1 o —2. En tal caso se tiene que:

n m n m

ZZmaX(l,|grado(Bﬁ)|—1):221: n-m (3.9-3)

j=1i=1 j=1i=1

Entonces:

n
Memoriag/s > m+N,-m+n-m+n+Yy_n; (3.9-4)
=1

Comparando las ecuaciones (3.9-1) y (3.9-4) se deduce que:

Memoriag,s — Memoriagg > n-m—n=nim-1)>0 si nn>1;m>1 3.9-5)

Nota 3.9.1 En particular, ambas formulaciones requieren la misma cantidad de informa-
cion si el numero de entradas es igual a uno, el grado de los polinomios Bj; es —1 0 =2y
el grado de los polinomios de filtrado T; es 0.

La ecuacion (3.9-5) muestra que si se tiene un sistema multivariable con mas de una
entrada entonces seguro que la formulacién en espacio de estados requiere menos me-
moria. Ademas, la diferencia entre ambas formulaciones aumenta cuando el grado de
los polinomios de filtrado es, en valor absoluto, mayor que 0, y/o cuando el grado de
alguno de los polinomios Bj; es, en valor absoluto, mayor que 2.

EJEMPLO 3.9.1 Se van a presentar cuatro casos distintos que tratardn de mostrar las dis-
crepancias entre la memoria vequerida para la formulacion en espacio de estados (3.9-1)
v la cota inferior de memoria requerida para la formulacion E/S (3.9-2). En todos los casos
se tomard N, = 1.

Caso 1. Supongase que se tiene un conjunto de procesos cuyas dimensiones son:n= 2, m= 2,
> nj = 20, y que los polinomios Bj; correspondientes a cada uno ellos presentan un
grado variable comprendido entre 1 y 10. En la figura 3.1 se ha representado la
memoria requerida para ambas formulaciones en funcion del grado que presentan
los polinomios Bj;. Como se aprecia, este factor no afecta a la formulacion en espacio
de estados, sin embargo, da lugar a una variacion lineal para el caso E/S.

Caso 2. Supongase ahora que se tiene un conjunto de procesos cuyas dimensiones son: m = 2,
|grado(Bj;)| = 2, su numero de salidas varia entre 1y 10y por cada salida que posee
el proceso el término 5~ n;j se incrementa en 2. En la figura 3.2 se ha representado la
memoria requerida para ambas formulaciones en funcion del numero de salidas del
proceso. Se observa que para ambas formulaciones se produce un incremento lineal,

aunque con menor pendiente para el caso de la formulacion en espacio de estados.
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FIGURA 3.1: Memoria que requieren ambas formulaciones cuando m = 2, n =

Bjj varia entre 1y 10

4 5

Grado de Bji

6

10

Memoria
@
&

5 6
Numero de salidas (n)

10

, >_nj = 20, yel grado de los

FIGURA 3.2: Memoria que requieren ambas formulaciones cuando m = 2, |grado(Bj;)| = 2 y n varia entre 1y

10

Caso 3. En este caso se supone que los procesos poseen las dimensiones: n = 2, > nj = 4,

|grado(Bj;)| = 2, y su numero de entradas varia entre 1 y 10. En la figura 3.3 se

ha representado la memoria requerida para ambas formulaciones en funcion del

numero de entradas del proceso. Se aprecia un resultado muy similar al del caso

anterior.

Caso 4. Se aplican de forma simultdnea las dimensiones de los dos casos anteriores:

|grado(Bji)| = 2, m y n varian entre 1y 10, aunque con la condicion de que sean

iguales, y por cada salida que posee el proceso el término 5 nj se incrementa en 2.

En la figura 3.4 se ha representado la memoria requerida para ambas formulacio-

nes en funcion del numero de salidas del proceso. En esta figura se observa que el

incremento de memoria para la formulacion E/S es cuadrdtico mientras que para la

formulacion en espacio de estados es lineal.
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FIGURA 3.3: Memoria que requieren ambas formulaciones cuando n= 2, 3" n; = 4, |grado(Bj;)| = 2, y m varia
entre 1y 10
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FIGURA 3.4: Memoria que requieren ambas formulaciones cuando |grado(Bj;)| = 2 y my n varian entre 1y 10,

con la restriccion de que sean iguales

3.9.2. Estimacion comparativa del tiempo de calculo de la accion de
control

Resulta muy interesante comparar el tiempo que requiere cada formulacion para ob-
tener las acciones de control a aplicar al proceso real en cada instante de muestreo. Este
tiempo sera estimado en base a determinar el niimero de operaciones de multiplicacion

y de suma que han de ser realizadas hasta obtener las acciones de control.

Comparando el disefio del GPC en ambas formulaciones, se puede apreciar que las

diferencias que existen entre ellas son:

s En la formulacion E/S es necesario calcular el vector de salidas filtradas y el vector
de incrementos de acciones de control filtradas.

= En la formulacién de espacio de estados es necesario estimar el vector de estados

empleando el observador de rango completo.
81



3.9 Comparacion entre el GPC MIMO E/S vy el GPC MIMO en espacio de estados

m Las ecuaciones de prediccion de las salidas son diferentes.

Sin embargo, sus indices de coste cuadraticos son equivalentes, también sus restric-

ciones son equivalentes y la metodologia para la obtencion de las acciones de control es

ademas la misma. Consecuentemente, s6lo se estimara el nimero de operaciones corres-

pondiente a los elementos del disefio en que difieren.

En primer lugar se requiere un lema para poder calcular el nimero de operaciones de

multiplicacién (o producto) y de suma de nimeros reales, que se requieren para realizar

el producto de dos matrices:

LEMA 3.9.1 Dadas dos matrices reales A € R"™*" y B € R"%S, para poder obtener su pro-

ducto matricial C = AB, se requiere el siguiente nuimero de operaciones:

Numero de productos=m-n-s

Numero de sumas=m-(n—1) s

La demostracion de este lema es trivial.

Proposicion 3.9.1 El numero de operaciones de multiplicacion (o productos) y de suma re-

queridas para estimar los estados y para predecir las salidas en la formulacion de espacio

de estados es:
[ n
Niimero de productos =(N, =Ny +1)-n |> nj+n+N,-m+m+n| +
=
n [ n
+ > nj+n| |d nj+n+m+n
=1 =

n
Numero de sumas=(N, — N1 +1)-n |> nj+n+N,-m+m+n—-1|+
=
n -n
+ (> nj+n| [> nj+n+m+n-1
Jj=1 | J=1

La demostracion de esta proposicion se encuentra en el Apéndice A (Proposicion

A.1.2).

Proposicion 3.9.2 SiN/ = N; j=1,...n, N/ =N, j=1,...,m y N = N, i
1,...,ms3°, el numero de productos y de sumas requeridas para obtener las seriales filtra-

das y para predecir las salidas en la formulacion E/S es:

n m
Numero de productos =(N, — Ny +1)-n|Ny,-m+ Z Zmax(l, |grado(Bj;))| — 1) +
J=1i=1

29Todos los horizontes de prediccion son iguales
3°Todos los horizontes de control son iguales
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+> max(| grado(A;)| + 1,|grado(T))|) | +
Jj=1

+> |grado(T))| - (m+1) (3.9-10)
j=1

n m
Niimero de sumas =(N> — Ny +1) - n [Nu -m+Y > max(1,|grado(B;)| — 1)+
J=1i=1

+ > max(| grado(A;)| + 1,| grado(T})|) - 1} +
Jj=1

+ (Z | grado(T;)| + n) (m+1)—-n (3.9-11)
Jj=1

La demostracion de esta proposicion se encuentra en el Apéndice A (Proposicion
A.1.3).

Para simplificar la comparacion entre ambas formulaciones se va a obtener una cota
inferior del nimero de operaciones para el caso E/S. Dicha cota inferior se obtiene supo-
niendo que los polinomios de filtrado poseen grado 0 y los polinomios Bj; poseen grado
—1 o0 —2. Con estas condiciones las ecuaciones de la Proposion 3.9.2 se transforman en

las desigualdades:

n
Nproductos3* > (N =Ny +1)-n N, - m+n-m+ Z nj+n (3.9-12)
L =R
| : '
Nsumas?>2Z(NZ—N1+1)-n|-Nu-m+n-m+an+n—3 +n-m (3.9-13)
J=1 ]

Realizando ciertas transformaciones:

Nproductos >(N, — Ny +1)-n [Nu-m+n+m+zn:nj+n} +
Jj=1

+(N; =Ny +1)-nn-m-— (n+ m)) (3.9-14)

n
Nsumas >(N; =Ny +1)-n [Ny-m+n+m+y n+n—4|+
Jj=1
+No =Ny +1)-nfn-m—(n+m)+1]+n-m (3.9-15)
Comparando estas expresiones con las asociadas a la formulacién de espacio de estados

(3.9-8) y (3.9-9):

Nproductosg,s — Nproductosgg >(N> — Ny + 1) - n[n-m— (n+ m)] -

31*Numero de productos
32Numero de sumas
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- an+n an+n+m+n (3.9-16)
Jj=1

Li=1

Nsumasg/s — Nsumasgg >(N; — Ny + 1) -njn-m—-(n+m)+ 1]+ m- n—-

n n
(> nm+n| > nj+n+m+n-3 (3.9-17)
Jj=1

Li=1

Los segundos miembros de estas desigualdades seran mayores o iguales que cero si se

verifica que:

1. el término n- m— (n+ m) sea mayor o igual que 1. El término n-m— (n+ m) es mayor

oigualque 1siysolosin>2ym>2,0sin=3ym=2,0sin=2ym=3.

2.(Nb =Ny +1)-n> (Z?zlnﬁn) [Z?:1”J+”+m+”]

Este analisis proporciona el siguiente resultado:

Proposicion 3.9.3 Bajo las condiciones de la Proposicion 3.9.1 y de la Proposicion 3.9.2,

sin>2ym>2,o0sin=3ym=2,0sin=2ym=3,ysi(No —N; +1)-

(Z;':l nj+ n) [Z;’Zl nj+n+m-+ n] la formulacion en espacio de estados requiere un

numero de operaciones igual o menor que la formulacion E/S, es decir, tiene un tiempo de

cdlculo de las acciones de control igual o menor.

Nota 3.9.2 En la proposicion anterior se analiza el caso en que grado(T;) = 0 y

|grado(Bj;)| < 2. De ello se desprende, que si el grado de algunos de estos polinomios

es mayor, en valor absoluto, entonces el numero de operaciones se incrementa en la for-

mulacion E/S. Esto se debe a que en dicha proposicion se emplea una cota inferior para la

formulacion E/S.

Nota 3.9.3 Para el caso n< 2 y m < 2 si el horizonte de prediccion (N, — Ny + 1) es mucho

mayor que las dimensiones del proceso (n, m o n;), es facil deducir que el numero de

operaciones que requieren ambas formulaciones es aproximadamente el mismo33, como

se puede apreciar comparando las ecuaciones (3.9-8) (3.9-9) y las ecuaciones (3.9-12)

(3.9-13). De nuevo, este resultado esta supeditado al empleo de una cota inferior para la

formulacion E/S.

EJEMPLO 3.9.2 Se van a presentar cinco casos distintos que tratardn de mostrar las dis-

crepancias entre el numero de productos y numero de sumas que se requieren para la

formulacion en espacio de estados (3.9.1) y los que se requieren para la formulacion E/S

(3.9.2). En todos los casos se tomard N, = 1.

33Cuando los grados de los polinomios B,; sean, en valor absoluto, mayores que 2 y/o los grados de los

polinomios de filtrado sean, en valor absoluto, mayores o iguales que 1, puede ocurrir que la representacion

en espacio de estados requiera un menor namero de operaciones
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Caso 1. Supongase que se tiene un conjunto de procesos cuyas dimensiones son:n= 2, m= 2,
> nj = 20, que los polinomios Bj; correspondientes a cada uno ellos presentan un
grado variable comprendido entre 1 y 10 y el horizonte de prediccion empleado
para el controlador es N, — Ny +1 = 100. En las figuras 3.5y 3.6 se han representado
el numero de productos y de sumas, respectivamente, para ambas formulaciones en
funcion del grado que presentan los polinomios Bj;. Como se aprecia, este factor no
afecta a la formulacion en espacio de estados, sin embargo, da lugar a una variacion
lineal del numero de operaciones para el caso E/S.

12000 T T T T T T T T

11000 B

10000 - B i b

E/S

Ne Productos
8
8
T
+
I

8000 + EE 4

7000 - 1

++

6000 - ! ! B

5000 I I L I I I I I
1

5 6 7 8 9 10
Grado Bji

FIGURA 3.5: Numero de productos que requieren ambas formulaciones cuando m = 2, n= 2, >_ n; = 20, y el
grado de los Bj; varia entre 1y 10

12000 T T T T T T T T

11000 + B
10000 - B i b

9000 - E/S 7

\\ +
8000 1

+ EE

N° Sumas

7000 - + 1

4+

60004 +

5000 I I L I I I I I
1

5 6 7 8 9 10
Grado Bji

FIGURA 3.6: Numero de sumas que requieren ambas formulaciones cuando m= 2, n=2, > nj = 20, y el grado
de los Bj; varia entre 1y 10

Caso 2. Supongase ahora que se tiene un conjunto de procesos cuyas dimensiones son: m = 2,
|grado(Bj;)| = 2, su numero de salidas varia entre 1y 10y por cada salida que posee
el proceso el téermino y_ n; se incrementa en 2. Para el disefio del controlador se
asume que N, — Ny + 1 = 100. En las figuras 3.7 y 3.8 se han representado el numero
de productos y de sumas, respectivamente, para ambas formulaciones en funcion

del numero de salidas del proceso. Se observa que para ambas formulaciones se
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produce un incremento exponencial en el numero de operaciones, y que para un

numero de salidas superior a 2 la formulacion en espacio de estados requiere menos

operaciones.

Ne Productos

w

x 10

E/S

+
+
P
+
+
+

2 3 4 5 6 7 8

n° salidas (n)

10

FIGURA 3.7: Numero de productos que requieren ambas formulaciones cuando m = 2, |grado(Bj;)| = 2 y n varia

entre 1y 10

FIGURA 3.8: Nuimero de sumas que requieren ambas formulaciones cuando m

entre 1y 10

N° Sumas

w

2 3 4 5

6
n° salidas (n)

10

= 2, |grado(Bj;)| = 2 y n varia

Caso 3. En este caso se supone que los procesos poseen las dimensiones: n = 2, 5 nj = 4,

|grado(Bji)| = 2, y su numero de entradas varia entre 1y 10. De nuevo se asume que

N, — Ny + 1 = 100. En las figuras 3.9 y 3.10 se han representado el numero de pro-

ductos y de sumas, respectivamente, en funcion del numero de entradas del proceso.

Se aprecia un incremento lineal del numero de operaciones en ambas formulacio-

nes. Ademads, se aprecia para un numero de entradas superior a 2 la formulacion en

espacio de estados requiere menos operaciones.

Caso 4. Se aplican de forma simultdnea las dimensiones de los dos casos anteriores:

|grado(Bj;)| = 2, m y n varian entre 1y 10, aunque con la condicion de que sean
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8000
7000 - b
6000 B + ‘ b

5000 b
. +
+

4000 4

& +
+
3000 b

2000 : : : 4

Ne Productos

++

1000 L L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n° entradas (m)

FIGURA 3.9: Numero de productos que requieren ambas formulaciones cuandon = 2,3 n;j = 4, |grado(Bj;)| = 2,

y mvaria entre 1y 10
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6000 - : . : .

5000 Els t g
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+
+

4000 + B

+ +
3000 - + q

2000 - B B B 4
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1000 L L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n° entradas (m)

FIGURA 3.10: Numero de sumas que requieren ambas formulaciones cuando n= 2,y nj = 4, |grado(Bj;)| = 2,

ymvaria entre 1y 10

Caso 5.

iguales, y por cada salida que posee el proceso el término y_ nj se incrementa en 2.
En las figuras 3.11 y 3.12 se han representado el nuimero de productos y de sumas,
respectivamente, en funcion del numero de salidas del proceso. En esta figura se
observa que el incremento en el numero de operaciones para ambas formulaciones
es exponencial, y que para un numero de salidas/entradas superior a 2 la formula-
cion en espacio de estados requiere menor numero de operaciones. Es interesante
destacar, que en este caso, el crecimiento exponencial para el caso E/S es mucho
mads rdapido que para el caso en espacio de estados, pues cuando la figura 3.11 se
representa con escala logaritmica en ambos ejes, figura 3.13, se aprecia una mayor
pendiente para el caso E/S.

En este caso se supone que los procesos poseen las dimensiones: m = 2, n = 2,
> nj =4y |grado(Bj)| = 2, y que el horizonte de prediccion varia entre 10 y 100.
En las figuras 3.14 y 3.15 se han representado el numero de productos y de su-
mas, respectivamente, en funcion del numero de entradas del proceso. Se observa
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x 10

Ne Productos
o
T
L

++
m
m

n° entradas/n° salidas

FIGURA 3.11: Numero de productos que requieren ambas formulaciones cuando |grado(Bj;)| = 2 y my n varian
entre 1y 10, con la restriccion de que sean iguales

x10

N° Sumas

1 | 1 1 1
5 6 7 8 9 10
n° entradas/n° salidas

)
m
m

FIGURA 3.12: Numero de sumas que requieren ambas formulaciones cuando |grado(Bj;)| = 2 y m y n varian

entre 1y 10, con la restriccion de que sean iguales
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FIGURA 3.13: Numero de productos que requieren ambas formulaciones cuando |grado(Bj;)| = 2 y my n varian
entre 1y 10, empleando escalas logaritmicas en ambos ejes
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un incremento lineal del nuimero de operaciones con la misma pendiente para am-
bas formulaciones. Ademads, en todos los casos la formulacion en espacio de estados
requiere mayor numero de operaciones, aunque éste es muy cervcano al de la formu-
lacion E/S.

2500 T T T T T T T T

++

2000

++

++

EE
1500 \\

1000

++

Ne Productos
++

\ ]

E/S

++

++

500 -

++

1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 £ 100
Horizonte de Prediccion (N2)

FIGURA 3.14: Numero de productos que requieren ambas formulaciones cuando m = 2, n = 2, > n; = 4,

lgrado(Bj;)] = 2, y N, — Ny + 1 varia entre 10 y 100
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2000
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0 L L L L L L L L
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Horizonte de Prediccion (N2)

FIGURA 3.15: Numero de sumas que requieren ambas formulaciones cuando m = 2, n = 2, _n; = 4,
|grado(Bji)| = 2, y N — Ni + 1 varia entre 10 y 100

EJEMPLO 3.9.3 Supodngase un proceso conn=2, m=1, Z'}:l nj =5y un GPC MIMO con
N, — N1 +1 =200 y N, = 2. El numero de operaciones es:

» Formulacion en espacio de estados:

n
Nproductos =(N, —= Ny + 1) - n an+n+Nu-m+m+n +
=1

N J/

4800
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an+n+m+n] ~ 4800 (3.9-18)

Jj=1

|
n
+ an+n
Jj=1

NSMmaS:(Nz—N1+1)-n{inj+n+Nu~m+m+n—4} +

J/

~~

70

Jj=1
3200
n n
+ (> mj+n| > nj+n+m+n-3| ~3200 (3.9-19)
Jj=1 Jj=1
49
» Formulacion E/S:
n
Nproductos > (N, — Ny +1)-n [Nu m+n-m+ Z n, + n| = 4400 (3.9-20)
r=1

n
Nsumasz(N2—N1+1)~nlNu-m+n-m+an+n—3 +n-m= 3202 (3.9-21)

r=1

Como se puede apreciar ambas formulaciones requieren aproximadamente el mismo nu-

mero de operaciones. Este ejemplo respalda el comentario de la Nota 3.9.3.

Nota 3.9.4 En un caso particular3+ las Proposiciones (3.9.1) y (3.9.2) pueden ser aplicadas
para determinar el numero exacto de operaciones que cada formulacion requiere para

obtener las acciones de control, y consecuentemente determinar cudl es la mds rdpida.

3.10. Aplicacion: reactor agitado

En esta seccion se aplica la metodologia de diseio del GPC MIMO en espacio de esta-
dos, desarrollada en las secciones anteriores, a un proceso concreto: un reactor agitado
[Camacho y Bordons 1995, pagina 113], el cual posee la siguiente matriz de transferen-

cia:

1 5
Yi(s) _ 1+0.1s 1+s Ui(s) (3.10-1)
Ya(s) 1 2 Ua(s)

1+05s 1+04s

Las variables de salida del modelo Y;(s) e Y>(s) representan la concentracion del pro-
ducto y la temperatura del reactor respectivamente. Las variables de control Uy (s) y Ux(s)
representan el caudal de alimentacion y el flujo de refrigerante en la camisa del reactor.

34Conocidos el proceso y los parametros del GPC MIMO
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Alimentacion

7

Refrigerante 2 g é

Producto
—_—

FIGURA 3.16: Esquema del reactor agitado

La unidad de tiempo empleada para la representacion de la matriz de transferencia es el

minuto.

La matriz de transferencia correspondiente a su modelo discretizado con ZOH a un
periodo de muestreo de 0.01 minutos es:

0.09516 0.04975
z —0.9048 z—0.99
0.0198 0.04938

z—-0.9802 z-0.9753

Para disefar el controlador GPC es necesario obtener un denominador comiin para cada
salida, de acuerdo con el LEMA 3.2.1:

0.09516z — 0.09422  0.04975z — 0.04502
72— 1.895z+0.8958 272 —1.895z+ 0.8958
G(z) = (3.10-3)
0.0198z - 0.01931 0.04938z — 0.0484

z2-1.956z+0.956 7?2 —-1.956z+ 0.956

3.10.1. Caso 1

En un primer caso se disefia un controlador GPC MIMO asumiendo que no hay dis-
crepancias entre modelo y proceso, las perturbaciones son nulas y que se presentan
exclusivamente restricciones sobre las acciones de control. El objetivo de este caso es
mostrar el diseflo del controlador GPC en espacio de estados y su equivalencia con la
formulacion E/S. Los parametros del disefio del GPC para este caso son:

m Periodo de muestreo: T = 0.01 minutos. Horizonte de prediccion: Ny = 1y N, =
250. Horizonte de control: N, = 2. Matrices de ponderacion de los errores: Q; =
I i= N, --,N,. Matrices de ponderacion de los incrementos de las acciones de
control: R; = 0 i=1,---,N, Se ubican todos los polos del observador en 0, ya
que no hay discrepancias entre modelo y proceso, y no se consideran aplicadas ni
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perturbaciones ni ruidos de medida. Cada salida tiene asociados nj+1=2+1=3
polos del observador, con lo cual, al haber 2 salidas el observador posee 6 polos.
Las referencias futuras se desconocen.

Con estos parametros el indice de coste queda asi:

250
JeAuk) =S~ (p(k+ ilk) — @k + )" B (9(k + i[k) — @k + 1)) (3.10-4)

i=1

m Restricciones: Upax(U1) = 0.25, Umin(Ur) = 0, Aumax(Ur) = 0.1, Aupmin(Uy) = =0.1,
Unmax(U2) = 0.1, Umin(U2) = 0, Aumax(Uz) = 0.05, Aumin(Uz) = —0.05.

Con estos parametros de disefio el modelo CARIMA a emplear es:

X(k + 1) _ A 2rxn X(k) + B Hl(rxn) ﬂ(k)
*k+1) ] |0 I %* (k) 0 I, (k)
_ %(k) (k)
k) = 3.10-5
(k) [Cnnxn](ﬁ*(k)>+[01n](é(k)) (3.10-5)
0 —08958 0 0
4 | 10000 18949 0 0 (3.10-6)
0 0 0  -0.9560
0 0 1.0000 1.9555

-0.0942 -0.0450

0.0952  0.0498 0100
B— C= (3.10-7)
~0.0193 —0.0484 000 1
0.0198  0.0494
~0.8958 0
1.8949 0
= Q=I, ==ILQ (3.10-8)
0 ~0.9560
0 1.9555

Los resultados de la simulacién del control del reactor agitado con el GPC disefiado
en espacio de estados se muestran en la figura 3.17. Estos resultados son idénticos a los
que se obtienen disefiando el controlador en su version E/S.

Las referencias impuestas son 0.5 para la salida 1 y 0.3 para la salida 2, y una vez que
éstas son alcanzadas se produce un cambio a 0.4 en la referencia para la salida 1. Como
se aprecia la respuesta de ambas variables es suave y sin oscilaciones, no existiendo
una excesiva interaccion entre ambas ante cambios en la referencia de una de ellas. Las
acciones de control presentan también una evolucion suave y sin oscilaciones, y en todos

los instantes de muestreo se satisfacen las restricciones impuestas.
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FIGURA 3.17: Control del reactor agitado utilizando GPC MIMO en espacio de estados

Puesto que en este ejemplo n = 2, m = 2, Y—ihj=4y el horizonte de prediccion
es N, — N +1 = 250 se deduce, aplicando el analisis de la Nota 3.9.4, que ambas for-
mulaciones requieren aproximadamente el mismo niimero de operaciones para el caculo
de la accion de control. Pero ademas, en este ejemplo se puede determinar el niimero

exacto de operaciones requeridas:

s Formulacion en espacio de estados:

Nproductos =6060 (3.10-9)
Nsumas =5554 (3.10-10)
s Formulacion E/S:
Nproductos =6000 (3.10-11)
Nsumas =5504 (3.10-12)

Como se aprecia estos resultados validan las afirmaciones previas.

3.10.2. Caso 2

En este segundo caso se supone que se presentan perturbaciones aditivas en ambas
sefales de salida. Se trata de perturbaciones aleatorias independientes con valores com-
prendidos, para ambas salidas, en el intervalo [-0.005,0.005]. Si se emplea el mismo
controlador disefiado en el caso 1 los resultados de la simulacion se muestran en la

figura 3.18.
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FIGURA 3.18: Control del reactor agitado en presencia de perturbaciones ubicando los polos delobservador en 0

En dicha figura se aprecia el grave efecto de las perturbaciones en ambas salidas
del proceso. Se puede concluir, pues, que el controlador disefiado no es robusto para
este tipo concreto de perturbaciones. Sin embargo, se puede disenar el observador para
ubicar todos sus polos en 0.9, con el objetivo de mejorar la robustez del controlador. Si
el resto de parametros de disefio se mantienen iguales a los del caso 1, las matrices del
modelo CARIMA que se modifican son:

—0.0858 0
0.0949 0
II; = Q =diag(0.1 0.1) X =1L (3.10-13)
0 —-0.1460
0 0.1555

Los resultados de la simulacion con el nuevo controlador GPC disefiado se encuen-
tran en la figura 3.19. Como se observa, el nuevo controlador presenta mayor robustez
pues su funcionamiento se puede considerar como aceptable, a diferencia del disefo que
asigna todos los polos del observador en el origen. Con estas simulaciones se muestra el
hecho de que una eleccién adecuada de los polos del observador confiere robustez ante
perturbaciones al controlador. Lo cual era esperado por la equivalencia existente entre
las raices de los polinomios de filtrado y los polos del observador.

La asignacion de todos los polos en 0.9 supone imponer una dinamica del observador
mas lenta que en el caso de haberse asignado todos en cero. Este hecho induce a pensar
que a mayor lentitud de la dindmica del observador mayor robustez posee el controlador
ante perturbaciones aditivas a la salida, pudiéndose asociar este aumento de robustez al
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FIGURA 3.19: Control del reactor agitado en presencia de perturbaciones ubicando los polos del

observador en 0.9

hecho de que el observador tiene mas tiempo para estimar los valores correctos de los
estados, o que filtra el valor de los estados evitando perturbaciones o incertidumbres
puntuales.

3.11. Aplicacion: péndulo invertido

Otro ejemplo de aplicacion de la metodologia del GPC MIMO con restricciones prodria
ser el del control del péndulo invertido. El esquema del sistema se muestra en la figura
3.20. Se trata de un sistema no lineal con el siguiente modelo [Salcedo 1999]:

(m+ M)X+ %mlcos(a)d - %mlsen(a)dz = f; (3.11-1)
%mlzd + %mlcos(a)k’— %mgl sen(a) =0 (3.11-2)
P =0.0109V —0.0488x (3.11-3)

siendo los valores de las constantes del modelo: m = 0.21Kg, M = 0.455Kg, r =
0.0063m vyl = 0.61 m. P es el par aplicado por el motor a la rueda motriz para des-
plazar el carrito. Sin embargo, la inica accién de control en este sistema es la tension

aplicada a dicho motor, V.

El objetivo de esta aplicacion es mostrar la capacidad de diseflar robustamente el
controlador GPC cuando existen incertidumbres en el modelo o discrepancias entre el
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FIGURA 3.20: Esquema del péndulo invertido

modelo y el proceso. En concreto, se tiene un sistema no lineal y se disefiara el GPC para
el modelo linealizado del mismo alrededor del punto de equilibrio a = 0°, por tanto,

existiran siempre discrepancias entre el modelo y el proceso.

El modelo linealizado alrededor del punto de equilibrio a = 0° es:

. 3.338732 - 81.27

X S 15.14s° —31.61s° — 365.1s

1 _ s+ V(s) (3.11-4)
a(s) —8.329s5 + 0.00245

s3+15.145% — 31.61s — 365.1
Este modelo linealizado es complejo de controlar debido a los siguientes factores:
m La FdT entre X y V posee un integrador, un polo inestable y dos ceros sobre el eje
imaginario.
= La FdT entre a y V posee un polo inestable y cero real positivo muy cercano a cero.
= Se trata de un sistema con una entraday dos salidas, las cuales estan muy acopladas

entre si ya que comparten tres polos.

En un primer paso se traté de diseniar el GPC a partir de este modelo linealizado
para el control del sistema no lineal asignando todos los polos del observador en 0. El
resultado de la simulacion mostré que el bucle cerrado es inestable. Por ello, se planted
la alternativa de realizar diversas pruebas para la asignacion de los polos del observador
hasta conseguir un bucle cerrado estable. Un caso para el que se consiguio la estabilidad
se corresponde con los siguientes parametros de disefio del controlador:

m Periodo de muestreo T = 0.01 segundos.

s Horizonte de predicciéon: Ny =1y N, = 100.
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m Horizonte de control: N,, = 2.
m Matrices de ponderacion de los errores: Q; =1 i=Ny,---,Np.

= Matrices de ponderacion de los incrementos de las acciones de control: R; =0
i=1,---,Ny,.

Con esta matrices de ponderacion el indice de coste queda asi:

100
JAik) =S~ Pk + ilk) — ok + D) " B (9(k + i1k) - &(k + 1)) (3.11-5)

i=1

= Asignacion de polos del observador. En este caso la salida 1 posee asociados n;+1 =
4 +1 = 5 polos del observador, y la segunda salida posee n, +1 = 3 + 1 = 4 polos,
dando un total de 9 polos para el observador. La asignacion de polos se basa en
colocar cuatro polos en 0.9 y el resto en el origen. Dos de los polos en 0.9 se ubican
utilizando los estados asociados a la primera salida (estados 1 y 2) y los otros
dos polos mediante estados asociados a la segunda (estados 5 y 6). Este disefio es
equivalente a emplear los polinomios de filtrado en la versiéon E/S:

Ti(zYHY=T(zH=01-09z"Y1-0.9z1 (3.11-6)

m Restricciones: ua(U) = 0.5, Umin(U) = —0.3, Aumax(U) = 0.1, Aupmin(U) = —0.1.

m Las referencias futuras se desconocen.

La matriz de transferencia del modelo discretizada con ZOH al periodo de muestreo
es:

1.61129523 — 1.6944467° — 1.456464z + 1.532031 104

X(z) (23 — 2.8626462° + 2.721845z — 0.859538)(z — 1) V()
= Z
a(z) —3.9629662° + 0.1949947 + 3.767995 _ {()-4
7> —2.8626462° +2.721845z — 0.859538
(3.11-7)

Aqui ya se cumple la condicién de que cada salida posea un denominador comun.

En estas circunstancias el modelo CARIMA en espacio de estados es:

) 0 0 -0.859538 0 0 0 |
1.0000 0 0 3.581383 0 0 0
0 1.0000 0 —5.584491 0 0 0
A= 0 0 1.0000  3.862646 0 0 0 (3.11-8)
0 0 0 0 0 0 0.859538
0 0 0 0 1.0000 0  —2.721845
0 0 0 0 0 1.0000 2.862646
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1.532031
—1.456646
—1.694445

00 01 00O

B= 1.611130 -1074 C= (3.11-9)
00 0O0O0TO0°1

3.767995
0.194994
-3.962966
[ ~0.859538 0 }
3.581384 0
—4.774491 0
I = | 2.062646 0 Q=L =ILQ (3.11-10)
0 0.859538
0 ~-1.911845
L 0 1.062646

En la figura 3.21 se adjuntan los resultados de la simulacion del control con GPC
MIMO del péndulo invertido utilizando el sistema no lineal35 como proceso. Inicialmente
el péndulo esta en su posicion vertical a« = 0° y el carrito en x = 0 m, y se fija una
referencia para la posicion del carrito de x = 0.1 m, manteniendo el péndulo en su
posicion vertical, y transcurridas 500 muestras se cambia la referencia del carrito a x =
0.05 m.

Los resultados de la figura 3.21 ratifican el buen funcionamiento del GPC MIMO en es-
pacio de estados controlando directamente al sistema no lineal. La asignacion de cuatro
polos del observador en 0.9 proporciona robustez al controlador, ya que éste es capaz
de garantizar la estabilidad en bucle cerrado para el sistema no lineal.

Como ya se comento en la aplicacion al reactor agitado, la asignacion de estos polos
supone imponer una dinamica del observador mas lenta que en el caso de haberse asig-
nado todos en cero. Este hecho induce a pensar, ahora para el péndulo invertido, que
a mayor lentitud de la dinamica del observador mayor robustez posee el controlador
ante discrepancias entre el modelo y el procesos®, pudiéndose asociar este aumento de
robustez a las mismas razones que fueron comentadas para el caso del reactor agitado.

El efecto negativo del uso de una dinamica del observador mas lenta es una pérdida de
prestaciones del controlador, dando lugar, en general, a una menor rapidez de respuesta
en bucle cerrado. Para el péndulo invertido, este efecto es practicamente inapreciable, tal

y como demuestran las simulaciones realizadas37 empleando polos mas lentos para el

35Ecuaciones (3.11-1) y (3.11-2)
36Esta conjetura también fue postulada para el caso de los polinomios de filtrado, aunque luego se comprobo

que no es siempre cierta [Yoon y Clarke 1993]
37Las cuales no se han incluido por no ser relevantes
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FIGURA 3.21: Control con GPC MIMO del péndulo invertido usando el modelo no lineal

observador. El siguiente ejemplo, correspondiente a un sistema de primer orden, permite
apreciar mejor este efecto:

EJEmMPLO 3.11.1 Sea un sistema de primer orden que tiene el siguiente modelo nominal:

2
= — A1-11
G(2) 705 3 )
Supongase que el proceso real tiene el siguiente modelo:
G(z) = —— (3.11-12)
- z-0.7 '

Se disevian dos controladores GPC para el modelo nominal, con los siguientes pardmetros
comunes a ambos: N = 1, N0 = 20, N, = 2, Qi = 1 Vi, R; = 0 Vi. Estos solo difieren
en la seleccion de los polos del observador: el primero los fija en 0.5 y 0, mientras que el
segundo los fija en 0.6 y 0. En la figura 3.22 se representan los resultados de la simulacion
del control del proceso real con los dos controladores diseriados. Como se aprecia, ambos
garantizan la estabilidad del bucle cerrado, aunque el segundo da lugar a una respuesta
mads lenta.
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FIGURA 3.22: Efecto de los polos del observador en la rapidez de respuesta en bucle cerrado

3.12. Conclusiones del capitulo

. Se ha propuesto un modelo CARIMA para la formulacién en espacio de estados

del controlador GPC MIMO, asi como el analisis de su equivalencia con el modelo
CARIMA E/S. Ademas, se ha mostrado que la formulacion propuesta en espacio
de estados representa satisfactoriamente al modelo del ruido a diferencia de las

formulaciones ya existentes.

. Las matrices que se obtienen en el modelo de prediccién dependen, directamen-

te, de las matrices del modelo CARIMA y no de forma recursiva, como ocurria en
la version E/S. Con ello se simplifica enormemente la metodologia de disefio con
respecto a la version E/S.

. La formulacion E/S requiere una cantidad de memoria igual o mayor que la de

espacio de estados, y en general, un mayor tiempo para calcular las acciones de
control que la de espacio de estados.

. El disefio del observador permite seleccionar de forma sistematica y tinica las ma-

trices del ruido del modelo CARIMA. De esta forma se puede plantear el disefio del
GPC en espacio de estados sin hacer referencia a la formulacion E/S. Ademas, en
este disefio se ha impuesto la equivalencia entre los polos de este observador y las
raices de los polinomios de filtrado.

. Es conocido que los polinomios de filtrado, y en particular sus raices, proporcio-

nan robustez al controlador. Con el uso del nuevo modelo CARIMA en espacio de
estados dicha propiedad es heredada por los polos del observador, por tanto, la
robustez del controlador disefiado en espacio de estados reside en la eleccion de la
dinamica de este observador.
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6. Se podrian usar los polinomios de filtrado, disefiados en aquellas aplicaciones en
las cuales ha sido implementado un GPC MIMO E/S, considerando sus raices como
los polos del observador que se podria emplear en la version en espacio de estados
de dicho controlador, para asi conseguir las ventajas que se presentan en la formu-
lacion en espacio de estados: reduccion de complejidad en el disefio y una mayor
facilidad para el analisis de las propiedades relacionadas con estabilidad, robustez,

restricciones, etc.

7. La equivalencia entre los polos del observador y las raices de los polinomios de
filtrado proporcionan una técnica para justificar si hay coherencia en la eleccion de

los polinomios de filtrado en la version E/S.
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4.1. Introduccion

En este capitulo, una vez que han sido planteados los elementos basicos del disefo
del controlador GPC MIMO en espacio de estados en el capitulo anterior, se analizan
diversas propiedades asociadas a su disefo:

= Se estudia la observabilidad y la controlabilidad del modelo CARIMA, con el objetivo

de analizar si se trata de una realizacion minima. Se justifica que tal circunstancia
es cierta bajo determinadas condiciones, las cuales no son excesivamente restricti-
vas en los casos analizados. El hecho de ser una realizacion minima es importante,
ya que las expresiones de la prediccion de las salidas se plantean en términos de
un modelo en espacio de estados que posee el minimo niimero de estados posibles

(tamafnio minimo posible para las matrices).

En el capitulo anterior se presentaron resultados que garantizan la existencia y
unicidad de la ley de control. En este capitulo se analizan con mayor detalle las
condiciones que garantizan la unicidad de dicha ley. La utilidad de todo este analisis
es importante, ya que permite establecer si el control de un proceso con un GPC
diseflado con determinados parametros, va a dar lugar a que las acciones de control

sean o no unicas al optimizar el indice de coste.

El analisis anterior se complementa con el estudio del caso en que la citada ley no
posee solucion Unica. Para este caso se obtienen todas las posibles soluciones y se
busca aplicar al proceso aquella que resulte mas ventajosa.

Se estudia el efecto de robustez que produce la dindmica del observador a la hora
de tratar de reducir tanto el efecto de las perturbaciones como el de las discre-
pancias entre modelo y proceso en la determinacion de los valores de las salidas,
para que éstas se acomoden a las del proceso real y no a las del modelo. Este es-
tudio muestra el caracter robusto del observador, y en particular, la importancia
de realizar una adecuada seleccion de sus polos para garantizar el rechazo de per-
turbaciones y de discrepancias entre modelo y proceso en la determinacion de las
salidas. Este resultado debera ser tenido en cuenta en las posibles metodologias de
disefio robusto del controlador GPC que se propongan en esta tesis.

Finalmente, se obtiene la representacion simplificada del bucle cerrado para el caso
sin restricciones cuando ni hay discrepancias entre modelo y proceso ni se presen-
tan perturbaciones. Dicha representacion simplificada sera de utilidad en el estudio
de la estabilidad del bucle cerrado, que se realiza en el capitulo siguiente, para el

caso sin restricciones.
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I
4.2. Analisis del modelo CARIMA

En esta seccion se va a analizar si el modelo CARIMA es una realizaciéon minima. Dicho
analisis se basa en estudiar sus caracteristicas de observabilidad y controlabilidad.

4.2.1. Observabilidad del modelo CARIMA

Para establecer que el modelo CARIMA en espacio de estados, ecuacion (3.6-23), es
observable,

x(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k

+

=
QI
>

[ m] L[]
o | o]
H:[Hll’;”} ;C:[C ann] (4.2-1)

hay que justificar que el par (A, C) es observable.

Proposicion 4.2.1 Si las matrices del ruido, X, Q y I1;, se disefian en base a la ubicacion
de los polos del observador (seccion 3.6), entonces el par (A, C) es observable si y solo si

ninguno de éstos polos se ubica en uno.

Su demostracion se encuentra en el apéndice A proposicion A.2.2.

4.2.2. Controlabilidad del modelo CARIMA

El modelo CARIMA sera controlable si el par (A, [B II]) lo es. La siguiente proposicion
justifica cuando dicho par es controlable:

Proposicion 4.2.2 Si las matrices del ruido, X, Q y I1;, se disefian en base a la ubicacion
de los polos del observador (seccion 3.6), y las matrices K;:

K;= [Hjj AL+ 11;;Q; - A1Jj+n—11'[jj +A;+n_2Hijjj 4ot Hijjj] € Rxr+m
J=1--,n (4.2-2)

poseen todas, o excepto una de ellas, rango completo de filas (n;), entonces el par (A, [B II))
es controlable.

En el apéndice A proposicion A.2.3 se encuentra su demostracion.
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Nota 4.2.1 La exigencia de esta proposicion relativa a las matrices K se puede relajar si
se cumple la condicion del siguiente COROLARIO.

COROLARIO 4.2.1 Si el par (A, B) es controlable entonces el par (A, [B H]) también es con-
trolable.

Su demostracion se encuentra en el apéndice A COROLARIO A.2.1.

Nota 4.2.2 Si la condicion anterior no se cumpliese, serd necesario utilizar la siguiente
proposicion para garantizar cuando las matrices K; poseen rango completo de filas. La
condicion que en ella aparece no es excesivamente exigente, de ahi que se pueda cumplir
en muchos casos.

Proposicion 4.2.3 (Caracterizacion de las matrices K;) La matriz K; posee rango com-
pleto de filas si y solo si el par (Aj,11 ;) es controlable.

En el apéndice A proposicion A.2.4 se encuentra su demostracion.

4.2.3. El Modelo CARIMA es una realizacion minima

A partir de los resultados sobre observabilidad y controlabilidad se deduce el siguien-
te TEOREMA:

TEOREMA 4.2.1 (EL MODELO CARIMA ES UNA REALIZACION MINIMA) El modelo CARIMA
(3.6-23), bajo las hipdtesis de las Proposiciones 4.2.1 y 4.2.2, es una realizacion minima.

Demostracion: A partir de las proposiciones referenciadas se deduce que el modelo

CARIMA, al ser observable y controlable, es un realizacion minima. [ |

Este resultado es importante pues muestra que se trata de una realizacion del modelo
CARIMA E/S en espacio de estados con el minimo ntmero posible de estados. Esto quiere
decir que las matrices del modelo CARIMA en espacio de estados son del menor tamafo
posible, y por tanto, el modelo de prediccion de las salidas depende de matrices que
poseen el minimo tamafno posible.

4.3. Estudio de la existencia y unicidad de la ley de control

En esta seccion se estudian mas en profundidad los resultados presentados en el
capitulo anterior sobre la existencia y unicidad de la ley de control, tanto para el caso
sin restricciones como para el caso de que estén presentes. Ademas, se presentan nuevos
resultados que complementan a los del capitulo anterior.



Propiedades del controlador GPC en espacio de estados 4

4.3.1. Caso sin restricciones

En la proposicion 3.5.1 se obtuvo la expresion para la ley de control del GPC MIMO
sin restricciones. Dicha ley se basa en resolver el sistema lineal de ecuaciones:

— (NTQN + R) Aii(k) = NTQé.(k) (4.3-1)

Este sistema siempre tiene solucion, sea cual sea é.(k), ya que el problema de optimiza-
cion del cual se deriva posee siempre solucion, puesto que no hay restricciones. Ademas,

posee solucion Unica si y so6lo si la matriz:
NTQN +R (4.3-2)

es invertible. Como por construcciéon es semidefinida positiva, s6lo sera invertible si y

solo si es definida positiva.

4.3.1.1. Casos en los que NTQN + R es definida positiva

Las condiciones para asegurar solucion tnica son:

1. Cuando las matrices R; sean definidas positivas. En tal caso R también lo sera y por
tanto N” QN + R también.

2. Cuando se verifiquen las condiciones de la proposiciéon (3.5.1): Si las matrices Q;
son definidas positivas, las matrices R; son semidefinidas positivas y la matriz N
posee rango completo de columnas.

La condicion asociada a exigir que la matriz N posea rango completo de columnas
es analizada en el apéndice B, deduciéndose que se verifica, de forma general, en
aquellas aplicaciones con un numero de salidas mayor o igual que el de entradas.

3. Cuando no se dé ninguna de las hipotesis anteriores (1 y 2), es decir, que las matri-
ces Ry NTQN sean semidefinidas positivas, pero su suma sea definida positiva. La

siguiente proposicion garantiza cuando ocurre esta situacion:

Proposicion 4.3.1 Supdngase que las matrices R y NT QN son semidefinidas posi-
tivas, es decir, 3 x # 0,y #0 : x'Rx = 0, yINTQNy = 0, entonces la matriz
NTQN + R es definida positiva si y solo si los espacios nulos de R'/?2 y N no poseen

ningun vector en comun (salvo el 0).

La demostracion de esta proposicion se encuentra en el apéndice A proposicion
A.2.5.
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4.3.1.2. Caso de existencia de infinitas soluciones

En el caso de que ésta matriz sea semidefinida positiva, hay infinitas soluciones para
las acciones de control, proporcionando todas ellas el mismo valor minimo para el indice

de coste. Esto se debe a que el indice de coste es convexo pero no estrictamente convexo.

Dicha situacion puede presentarse cuando no se pesan los incrementos de las ac-
ciones de control R = 0 y el proceso tiene mas entradas que salidas, produciéndose
que la matriz N no posea rango completo de columnas para determinados valores de
los horizontes de prediccion y control. Dichos casos se caracterizan porque el proceso
estd sobreactuado, existiendo diferentes combinaciones de las entradas que permiten
obtener los mismos valores para las salidas.

En concreto, se puede obtener una solucion particular de ley de control empleando la
descomposicion en valores singulares de la matriz:

NTQN=wsvT (4.3-3)
siendo:
S:diag(slaSZa"' aSkaOa"' 70) (4-3'4)

la matriz de valores singulares, y W y V dos matrices ortonormales.
Con esta descomposicion, se puede obtener el vector de incrementos de las acciones de
control mediante su matriz pseudoinversa:

H= (NTQN)T:Vdiag(Sl,--- ,Si,o,m ,LOW? (4.3-5)
1 k
con lo cual:
AU(K)part = —HNT Qé.(k) (4.3-6)

El resto de soluciones se obtienen sumando a esta particular cualquier vector del espacio
nulo de la matriz NTQN:

ZzeN*(NTQN) < (N'QN)z=0 (4.3-7)
Al(k) = Adi(K)pare + Z = —~HN" Qé.(k) + z 4.3-8)

Nota 4.3.1 Es importante destacar que para el caso de que no existan discrepancias entre
modelo y proceso y no se presenten perturbaciones, el valor que las salidas alcanzan es
siempre el mismo independientemente de cudles acciones de control, de las infinitas solu-
ciones posibles (4.3-8), son aplicadas al proceso en el instante k. Esta misma conclusion,
sin embargo, no es cierta para los estados del proceso. La demostracion de este hecho se
encuentra en el apéndice A LEMA A.2.4.

t N(-) representa el espacio nulo de una matriz.



Propiedades del controlador GPC en espacio de estados 4

Solucion de minima norma 2

La solucion particular (4.3-6) se caracteriza por ser la de menor norma 2:
i, = it + ], = | -rvrareo s, -
= (FHNTQé.(k) + z)" (~-HNT Qé.(k) + z) =
=zlz+él (kQNHTHNT Qé.(k) - 2él (kk\QNH' z (4.3-9)
Como:

(NTQN)z=0 = Wdiag(s;, -, 0,---,00Viz=0 (4.3-10)

y puesto que las matrices W y V son ortogonales entonces se cumple que:
. T T 0k><l
diag(sy, - ,8,0,---,0)V'z=0 = V'z= (4.3-11)
Z1

siendo z; un vector columna que no posee todos sus elementos nulos. Con este resultado
se llega a que:

T
HTz=(Vdiag(l,-.-,l,o,-.-,O)wT) z:Wdiag(l,.-.,l,o,.-.,O)VTZZ
S1 Sk S1 Sk
0
=Wd1ag(l,--- ,l,o,--- ,0)[ "“1 =0 (4.3-12)
S1 Sk |_ Z] J

Con esta condicion la norma 2 (4.3-9) queda asi:
HAﬁ(k)H2 — 272+ &' (WQNHTHNT Qé.(k) (4.3-13)
la cual se hace minima cuando z = 0.

Como se trata de la solucion de menor norma 2 podria ser indicada para ser aplicada

sobre el proceso, ya que supone suministrar la minima energia posible.

Nota 4.3.2 La metodologia desarrollada también es vdlida para el caso general en que
NTQN + R es semidefinida positiva con R # 0.

4.3.2. Caso con restricciones

Si se analiza la existencia y unicidad de las acciones de control cuando hay presentes
restricciones duras (seccion 3.8.2) se llega a la misma conclusién que para el caso sin
restricciones?: la solucion es tnica si y solo si la matriz N” QN + R es definida positiva.
Los posibles casos en los que se puede garantizar dicha condiciéon son los mismos que

fueron presentados para el caso sin restricciones.

2Se supone que las restricciones definen un conjunto no vacio
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4.3.2.1. Caso de infinitas soluciones

Si dicha matriz es semidefinida positiva entonces también habra infinitas soluciones
para el caso con restricciones. Al igual que para el caso sin restricciones, se analizara la
obtencién de soluciones para la ley de control en aquellos casos en que hay mas entradas
que salidas, R = 0 y N no posee rango completo de columnas.

La obtencion de una determinada solucion particular de las acciones de control esta
ligada al algoritmo numeérico empleado para la optimizacion (algoritmo QP en esta tesis),
y a suimplementacion en un computador. Por tanto, para tratar de conocer qué resultado
proporciona dicho algoritmo sera necesario examinar su implementaciéon. En concreto, el
algoritmo QP siempre proporciona una solucion particular sobre la frontera de la region
factible establecida por las restricciones. El resto de las soluciones posibles se obtienen
sumando a esta solucion particular cualquier vector z del espacio nulo de la matriz
NTQN, con la condicion de que se sigan verificando todas las restricciones:

Aﬁ(k) = Ail\Frontera(k) +Z

ze N(INTQN) ; CAi(k) < b(k) ; DAi(k) = e(k) (4.3-14)

Nota 4.3.3 Para el caso con restricciones sigue siendo vdlido el resultado de la NOTA 4.3.1.

Solucion de minima norma 2

Al igual que para el caso sin restricciones se puede obtener la solucién con la minima
norma 2. Para su calculo hay que resolver el siguiente problema de optimizacion:
Minimizar: HAﬁFrontera(k) + ZH2

sujeto a: z€ N(NTQN) ; CAu(k)< b(k) ; DAuk) = e(k) (4.3-15)

Esta solucion, de nuevo, puede ser indicada ya que supone aplicar al proceso la mini-

ma energia o minimo esfuerzo de control.

Solucion de minimo coste economico

Se pueden emplear criterios econdémicos para analizar el coste de las soluciones de
la ley de control con restricciones y elegir aquella que dé lugar al valor minimo de dicho
coste.

Se podria plantear como medida del coste econémico una combinacion lineal de los
valores de las acciones de control a aplicar en k, considerando que éstas suponen un
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aporte y/o extraccion de materiales y/o de energia con un coste, si hay aportacion, o
beneficio, si hay extraccion, proporcional a su valors:

Jo=clu(k) c,eR™ (4.3-16)

los coeficientes de ¢, se toman positivos si hay coste y negativos si hay beneficio.
Las posibles acciones de control a aplicar son de la forma (4.3-14):

(k) = i(k — 1) + YAligrontera(k) + Yz
ze N(INTQN) ; CAi(k) < b(k) ; DAiu(k) = e(k) (4.3-17)

Y es la matriz que permite obtener las m primeras acciones de control correspondientes

al primer instante dentro del horizonte de control:

y= (Im 0m><Nu(m—1)) (4.3-18)

Si la matriz V contiene por columnas una base del espacio nulo de NTQN, entonces
cualquier vector z es de la forma:

Z=VX AeR (4.3-19)

siendo I el nimero de columnas de V.

La minimizaciéon del indice de coste econdmico (4.3-16) sujeto a las infinitas soluciones
para las acciones de control del instante k y a las restricciones (4.3-17) es un problema
de programacion lineal:

Minimizar: ¢} (i#(k — 1) + Y Algrontera(k) + YV A)

u

SlljetO a: C (AﬁFrontera(k) + VA) S h(k)
D (AﬁFrontera(k) + V)\) = e(k) (4.3-20)

La incognita de esta problema de programacion lineal es )\, y su solucion es Unica si la
region que definen las restricciones es cerrada y acotada. Una vez resulto este problema
las acciones de control a aplicar se obtienen mediante (4.3-17) y (4.3-19).

EJEMPLO 4.3.1 Se va a emplear un proceso de fraccionamiento por destilacion de crudo,
conocido como Shell Process Control Problem, el cual ha sido utilizado como benchmark
en algunas publicaciones [Prett y Morari 1987; Aoyama et al. 1997], y se caracteriza
por poseer diferentes retardos para las salidas. Este proceso tiene tres salidas a controlar
v 3 actuadores disponibles. Sin embargo, para plantear un proceso con mds entradas
que salidas se va a tratar de controlar solo dos de las salidas originales empleando los

3No se consideran los valores de las salidas ya que de acuerdo con la nota 4.3.1 siempre toman los mismos
independientemente de las acciones de control que se apliquen
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3 actuadores disponibles. Su modelo linealizado alrededor del punto de funcionamiento

deseado es:
B 1 B 1 _ 1 Ui (s)
4.05e"27S___—__ 1.77e 285~ 588p~27s_— 1
Yi(s) _ € 5081+1 ¢ 6081+1 ¢ 50s+1 Uy(s)| (4.3-21)
Ya(s) 5.39¢ 18— 572¢ 45— 6.90¢ 15—
¢ T S0st1 ¢ T B0st1 ¢ T os+1/ |Uss)

la unidad de tiempo empleada es el minuto. y; e y» son, respectivamente, las compo-
siciones de las partes superior y lateral de la columna de fraccionamiento, u; y u, son,
respectivamente, las extracciones superior y lateral de la columna, y us el reflujo de fondo.
Dicho proceso presenta las siguientes restricciones:

» Limitacion en los valores de los actuadores: |uj| < 0.5 j=1,2,3.
» Limitacion de los incrementos de los valores de los actuadores: |Auj| < 0.2 j=1,2,3.

» Limitacion en los valores de las salidas: |y;| < 0.5 j=1,2.

Para el diserio del GPC se discretiza este modelo con ZOH a un periodo de muestreo de
4 minutos. Si se decide no pesar los incrementos de las acciones de control, R = 0, y se
elige Ny = 4, N, = 10 y N, = 4 entonces la matriz N resultante no posee rango completo
de columnas, lo cual implica que la ley de control no posee solucion unica.

Con el objetivo de comparar las dos alternativas propuestas para la obtencion de una
solucion particular, en las figuras 4.1, 4.2 y 4.3 se han representando los valores que pre-
sentan los tres actuadores para ambas soluciones cuando inicialmente el proceso parte del
equilibrio para y, = 0.3 ey, = 0.3 y la referencia impuesta es que ambas salidas alcancen
el punto de funcionamiento asociado al modelo linealizado del proceso, es decir, que al-
cancen valor 0 en el régimen permanente. Para la minimizacion del coste economico se ha
empleado ¢! = [-1 —1 1], lo cual supone ponderar con signo negativo las contribuciones
de los dos primeros actuadores. Desde un punto de vista fisico el efecto de los dos primeros
es siempre un beneficio ya que supone la extraccion de las fracciones ligera y semipesada.
Por contra, el tercer actuador asocidado al reflujo del fondo, supone siempre un coste ya
que implica el uso de bombas que consumen energia eléctrica.

En la figura 4.4 se ha representado la evolucion temporal de las dos salidas controla-

das, la cual, como ya se comento anteriormente, es idéntica para ambas soluciones.

En las figuras 4.5 y 4.6 se han representado, respectivamente, el coste economico y el
coste economico acumulado para ambas soluciones. Como se puede apreciar, la solucion
de minimo coste econdmico posee en todo instante valores menores o iguales para ambos

costes que la solucion de minima norma 2.

Nota 4.3.4 La metodologia de minimo coste econdomico no se planted para el caso sin
restricciones pues en dicha situacion el problema de minimizacion (4.3-16) ya no seria
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MINIMO COSTE ECONOMICO
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FIGURA 4.1: Valores que presenta el primer actuador para el caso de minima norma 2 y para el caso de minimo

coste economico
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I
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FIGURA 4.2: Valores que presenta el segundo actuador para el caso de minima norma 2y para el caso de minimo

coste economico
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FIGURA 4.3: Valores que presenta el tercer actuador para el caso de minima norma 2 'y para el caso de minimo

coste economico
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FIGURA 4.4: Evolucion temporal que presentan las salidas controladas
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FIGURA 4.5: Valores que presenta el coste economico para el caso de minima norma 2 'y para el caso de minimo

coste economico
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FIGURA 4.6: Valores que presenta el coste economico acumulado para el caso de minima norma 2y para el caso

de minimo coste economico
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de programacion lineal debido a la no existencia de restricciones. Ademads, las acciones
de control que se obtendrian al resolver dicho problema de minimizacion no estarian
acotadas proporcionando un valor de —oo para el coste economico.

4.4. Efecto de robustez del observador

En esta seccion se pretende analizar el efecto de las perturbaciones y de las discre-
pancias entre modelo y proceso en la determinacion de las salidas dentro del horizonte
de prediccion, en funcién de la dinamica asignada al observador de rango completo. El
objetivo es tratar de analizar el error que se produce entre la prediccion de las salidas y
su verdadero valor real.

La prediccion de las salidas en el instante k + i viene dada por (3.3-8) y (3.6-1):

i—2
y(k+ilk) = CAT'R(k+1)+ Y CA/Bi(k+i—j—1)
Jj=0

X(k+1)= (A -TIC) ®(k) + Bu(k) + IIy(k) (4.4-1)
Supoéngase que el proceso real viene dado por:

X(k+1) = A*x(k) + B*u(k)
y(k) = C*x(k) + d(k) (4.4-2)
siendo d(k) una sefal de perturbacion, y A*, B* y C* las verdaderas matrices de la repre-
sentacion interna del proceso real. El verdadero valor real de las salidas en k + i es:

i—2
yk+i)=CA""%k+1)+> CA'Buk+i-j—1)+dk+i (4.4-3)
Jj=0

Para establecer la relacion entre la prediccion de las salidas y(k+i|k) y el verdadero valor
real de la salidas del proceso y(k + i) se emplean las expresiones (4.4-1), (4.4-3) y (4.4-2):

Y(k+ilk) = y(k + i) — e(k + 1)

siendo e(k + i) la salida del siguiente sistema dinamico:

xk+1)\ _[A-me mer] (xo) | [m B (a0
xk+1)) | oA | \xb +[0 B | \ u(k)
X(k+1)

e(k+1) = [_CAi—l C*A*i—l] (R(k+ N

) +d(k+i)—

ik +1) (4.4-4)
—[CAi—ZB ﬁ]
uk+i-1)
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con CA/B = CA/B - C*A*/B".

Los polos asociados a la dinamica de e(k + i) se corresponden, por un lado, con los
del observador A — IIC, y por otro con los del proceso real A*. Esto quiere decir, que una
adecuada selecciéon de los polos del observador puede reducir el efecto de la discrepancia
entre la prediccion de las salidas y su verdadero valor real, aproximando los valores de
la prediccion a los valores del proceso y no a los del modelo. Consecuentemente, con
ello se proporciona mayor robustez al observador.

Los ceros también condicionan su dinamica y su valores, a diferencia de los polos,
pueden cambiar con el valor del instante i dentro del horizonte de prediccion. Esto sig-
nifica que el efecto de robustez asociado a los polos del observador va a variar segun de
qué instante i se trate. Hay que hacer notar que no es sencillo, a partir de (4.4-4), deducir
los ceros de la dinamica de e(k + i). Por ello se va a analizar exclusivamente el instante
i=1.

En concreto, para dicho instante se puede obtener la matriz de transferencia que
relaciona a € con d y u mediante la siguiente expresion:

-1
e(z) = [_c c*] <21_ ) +[1 o] (‘::3) (4.4-5)

Tras una serie de operaciones matriciales (detalladas en el apéndice A LEMA A.2.5) se

II B
0 B

A-TIC TIC*
0 A*

llega a la siguiente matriz de transferencia:

- (z—-1Aj(z)
e(z) = dlagn ((z —(1-Q;)A(2) + FJ(J.(Z))> [d(z)+

+ (C*(zI - A*)7'B* — C(z - A)~'B)ii(z)| (4.4-6)

De la expresion (4.4-6) se observa que la perturbacion es filtrada por una matriz de
transferencia que posee como polos los del observador, los cuales podran ser seleccio-
nados para rechazar de forma eficiente la perturbacion d(k). Ademas, como esta matriz
de transferencia posee un cero en 1 cancela el efecto de las perturbaciones de baja fre-

cuencia.

Para el caso de discrepancias entre modelo y proceso la matriz de transferencia
(4.4-6) proporciona un resultado muy similar al de la perturbacién. Ahora la matriz de
transferencia que filtraba la perturbacion, filtra la discrepancia existente entre modelo y
proceso. Consecuentemente, en funcién de la respuesta en frecuencia de la discrepancia
se podra hacer una adecuada seleccién de los polos del observador para conseguir un

rechazo eficiente de la misma.

Para instantes posteriores al i = 1 éste analisis se dificulta, pues aumenta de forma
importante la complejidad de la matriz de transferencia existente entre e(k + i) y las
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perturbaciones d(k) y las entradas i#(k), y, como consecuencia, aumenta la dificultad
para interpretar el efecto del observador en el rechazo de las perturbaciones y de las
discrepancias entre proceso y modelo. Pero lo que si queda claro, es que en todas estas
matrices de transferencia la dindmica viene impuesta por los polos del proceso real y los
del observador (4.4-4), variando so6lo sus ceros de unos instantes a otros.

Para el caso E/S y para procesos SISO, se presentaron resultados similares para el
polinomio de filtrado [Clarke y Mohtadi 1989], en base a los trabajos de [Ljung 1987].

Estos resultados indican que una eleccion adecuada de los polos del observador pue-
de conferir una mayor robustez al mismo. Esta idea supone desintonizar el observador
llegando a una solucion suboptima en relacion a la que hubiera correspondido cuando
modelo y proceso coincidieran, y que hubiera requerido una asignacion de polos mas
rapidos, pero robusta en caso de existencia de discrepancias entre modelo y proceso, y
presencia de perturbaciones.

EJEMPLO 4.4.1 En la seccion 3.10 se realizo el diserio de controladores GPC para un re-
actor agitado. En el segundo caso se analiza la robustez del controlador GPC ante la
presencia de perturbaciones aditivas en las salidas del proceso. Se plantearon dos alter-
nativas para el disevio del controlador, una ubicando todos los polos del observador en O y
otra ubicando todos los polos del observador en 0.9. De los resultados del control en bucle
cerrado se dedujo que la segunda alternativa proporciona mayovr robustez.

A esta misma conclusion se puede llegar si se emplea el andlisis relativo a la discre-
pancia entre el valor predicho para las salidas y su verdadero valor real, a lo largo del
horizonte de prediccion. Como en este caso solo hay perturbaciones habra que analizar la
dindmica existente entre e(k+ i) y d(k). En particular, para i = 1 se tiene que esta relacion
viene dada por la matriz de transferencia (4.4-6):

o (z-1DAj(z)
e(z) = d1agn ((z —(1-9;))A(z) + Fh(z))) d(z)

Esta matriz de transferencia es diagonal por bloques, ya que cada perturbacion afecta
solo a una salida. Para el caso del reactor agitado cuando todos los polos del observador

se ubican en O dicha matriz es:

(z—1)(z—-0.99)(z — 0.9048)

0
— 3 -
Gi(z) = ZO (z—1)(z — 0.9802)(z — 0.9753) (4.4-7)
23
vy cuando todos los polos se ubican en 0.9 es:
(z—1)(z—-0.99)(z — 0.9048)
(z-0.9)3 0
Go(z) = 0 (z = 1)(z — 0.9802)(z — 0.9753) (4.4-8)
(z—-0.9)3
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Para comparar la robustez de ambos diserios, en la figura 4.7 se han representado los
diagramas de Bode correspondientes a las funciones de transferencia asociadas a la dis-
crepancia entre la prediccion de la primera salida y su valor real, €,(z), y la perturbacion
que actua sobre la salida 1, d,(z), para ambos diserios.

Ganancia (dB)

-100F : P : : 4

-120F s A

-140p 4

-160 1 1 1 1
10 10 10° 10 10° nao?
frecuencia (rad/s)

FIGURA 4.7: Diagramas de Bode de la relacion entre ¢,(z) y d\(z) relativos a la primera salida. La linea continua

corresponde al diserio con todos los polos del observador en 0.9 y la discontinua con todos los polos en 0.

En dicha figura se aprecia que el disevio con todos los polos en 0.9 mejora el filtrado de
las seriales de alta frecuencia, lo cual es mds indicado cuando éstas estdn presentes en la
perturbacion. Esta circunstancia se da en este caso, pues las perturbaciones son aleatorias,
Yy por tanto, contienen componentes de todas las frecuencias. Ademads, si se calcula la
norma infinito de la funcion de transferencia en ambos casos, se obtiene para el caso de
todos los polos en 0.9 un valor de 1.1068 (0.8813 dB) y 7.5939 (17.6093 dB) para el caso
de todos los polos en 0, lo cual supone reducir la norma infinito en, aproximadamente, un
85 %.

Al mismo resultado se llega para la segunda salida si se representan los diagramas de
Bode entre ¢;(z) y d»(z) para ambos diserios. De este andlisis se deduce que el disefio con
todos los polos del observador en 0.9 debe de ser mds robusto que el diserio con todos en
0, la misma conclusion a la que se llego en la seccion 3.10.

EJEMPLO 4.4.2 El objetivo de este ejemplo es el de mostrar el efecto de robustez del obser-
vador cuando existen discrepancias entre modelo y proceso real, para el caso del reactor
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agitado 3.10. Supongase que el proceso real viene dado por:

1.2 0.7-5
Y, 1+0.1 1 U
1(8) _ + S + S 1(8) (4.4-9)
Yo (s) 1.1 0.9.2 Us(S)

1+05s 1+04s

Si se diseria el GPC con el modelo inicial del reactor (3.10-1) empleando los mismos
pardmetros del caso 1 y ubicando todos los polos del observador en 0, los resultados de
la simulacion (figura 4.8) del control del proceso real (4.4-9) muestran que el controlador
no es robusto para las discrepancias existentes entre modelo y proceso real, puesto que, ni
tan siquiera las salidas alcanzan las referencias. Por ello, se realiza un nuevo diserio del
controlador ubicando todos los polos del observador en 0.8, con el objetivo de aumentar
la robustez del controlador. Los resultados de la simulacion con este nuevo controlador
se muestran también en la figura 4.8. Como se aprecia, en el segundo disefio se puede
considerar el funcionamiento del controlador como aceptable, ya que, consigue que las

salidas alcancen las referencias sin excesivas oscilaciones.

0.5
Polos del observador:en 0.8

0.4 i
%)
@
o
c
Q
o 0.3
i3]
[a'd
o3
%)
Juof
=]
T 0.2
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0 | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

muestras

FIGURA 4.8: Salidas del reactor agitado utilizando los dos GPC diseriados.

Para realizar una comparativa de ambos diserios en cuanto a robustez, en la figura 4.9
se ha representado la norma 2 de la respuesta en frecuencia de la matriz de transferencia

que relaciona a e€(z) con las entradas u(z) (4.4-6), para cada diserio. Dicha matriz de
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FIGURA 4.9: Norma 2 de la respuesta en frecuencia correspondiente a la relacion entre e(z) y u(z). La linea
continua corresponde al diserio con todos los polos del observador en 0.8 y la discontinua con todos los polos en
0.

transferencia para el caso de ubicar todos los polos del observador en 0.8 es:

0.019033(z — 1)(z — 0.99) 0.0049751(z — 1)(z — 0.9048)
—0.8)3 B —-0.8)3
G3(z) = (z ) (z ) (4.4-10)
0.0019801(z — 1)(z— 0.9753)  0.0064194(z — 1)(z — 0.9802)
(z-0.8)3 (z—-0.8)3

vy para el caso de todos los polos en O es:

0.019033(z — 1)(z — 0.99) 0.0049751(z — 1)(z — 0.9048)
73 B 73
Gy(z) = (4.4-11)
0.0019801(z — 1)(z — 0.9753) - 0.0064194(z — 1)(z - 0.9802)

73 73

Como se aprecia, el diserio con todos los polos en 0.8 produce una mayor atenuacion de
las componentes de alta frecuencia presentes en las entradas, ademds de reducir la norma
infinito de matriz de transferencia entre e(z) y u(z) de 0.0794 (-22.5104 dB) a 0.0479 (-
26.3933 dB), lo cual implica, aproximadamente, un 40 % de reduccion. Consecuentemente,
esto supone un aumento en cuanto a la robustez frente a las entradas en presencia de
discrepancias cuando todos los polos se ubican en 0.8.

Nota 4.4.1 La metodologia aqui presentada es util para poder analizar la robustez que
produce en la prediccion una determinada dindmica asignada al observador cuando i = 1.
Sin embargo, dado que el efecto para instantes i > 2 es complejo de analizar con este
método, no parece una técnica indicada para realizar un disefio optimo de los polos del
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observador para garantizar la estabilidad del bucle cerrado, entre otras razones, porque
no tiene en cuenta el posible efecto de robustez del controlador y de sus pardmetros (N,

N, etc.).

4.5. Analisis del bucle cerrado para el caso sin restriccio-
nes cuando no existen discrepancias entre modelo y

proceso y no se presentan perturbaciones

En la seccion 3.7 se establecio la representacion interna del bucle cerrado para el GPC

MIMO sin restricciones:
x(k+1) A* — B*oPC* —B*ocM B* x(k)
Xk+1) |=| (I-BoP)C* A-TIC-BoM B X(k) |+
x,(k+1) -I-00)oPC* —(I-00)cM I1I-00 x, (k)
w(k)
B*o —B*oP B I
_ } d,(k)
+ Bo II - BoP 0 O
d,(k)
(I-000c —-(I-0c00cP 0 O
dy(k)
x(k)
yw=[c o o]| 0 |+ak (4.5-1)
x,(k)

Los estados del modelo CARIMA x(k) se clasifican en dos categorias, una correspon-

diente a los estados deterministicos X(k) y otra a los estados del ruido x*(k):
4.5-2)

x(k)
K) =
X (x*(k))

Consecuentemente, el valor estimado u observado de los estados del modelo CARIMA

x(k)

x*(k)

también admite esta clasificacion:
X(k) = (

) (4.5-3)

Si se define a ep como el error en la estimacion de los estados deterministicos:
4.5-4)

ep(k) = x(k) — x(k)

se obtiene la siguiente expresion para la estimacion de los estados del modelo CARIMA:
X(k) — ep(k

%(K) - ep )) @55

X(k) = ( .
x*(k)
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En este punto se intenta analizar si es posible obtener una representacion interna de
menor orden cuando no existen discrepancias entre modelo y proceso y las perturbacio-
nes no estan presentes:

A*=A, B*=B, C'=C (4.5-6)

Con estas condiciones y recordando que:

II = , E:r.[lﬂ
I
A:(A E), B:(B), c‘:[c g] 4.5-7)
0 I 0

la representacion interna del bucle cerrado queda asi:

x(k+1)
X(k+1)—eplk+1) |
% (k+1) -
xu(k+1)
A — BoPC —BocM B x(k)
I 0 0 I I 0 0 x* (k)
—(I-00)oPC —(I-00)cM I-00 Xy (k)
Bo
+ (B) o w(k)
0
(I —o00)o
x(k) X(k)
) X(k) — ep(k) ep(k)
k — * — * 4.5'8
yk=[c 0 0 0] P [c 00 0] k) (4.5-8)
xu(k) Xu(k)
Operando en la ecuacion matricial de estado:
x(k+1)
X(k+1)—ep(k+1) | _
x(k+1) N
xu(k+1)
A — BoPC —BoM; —Bo M, B x(k)
_ II,C — BoPC A-1II,C — BoM; —Bo M, B X(k)—ep(k)
B C —-C 1-9 0 % (k)
~-I-00)oPC —-(I-00)cM; —-(I-00)cM; I-00 x, (k)
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(I —00)o

donde la matriz M ha sido descompuesta en la forma:

M=[M M) (4.5-9)

el nimero de columnas de M; se corresponde con el nimero de elementos de X (r), y el
numero de columnas de M, se corresponde con el nimero de elementos de x* (n).
Ahora se extraen las ecuaciones de la ecuacion matricial de estado:

X(k + 1) = (A = BoPC)X(k) — Bo M, (X(k) — ep(k)) — Bo M, X* (k) + Bx, (k) + Bois(k)
X(k+1) — ep(k+1) = (I1;C — BoPC)X(k) + (A — T1;C — BoM;)(X(k) — ep(k))—
— BoM,x* (k) + Bxy (k) + Bod(k)
x*(k+1) = Cx(k) — C(%(k) — ep(k)) + (I — Q)x*(k)
Xy(k+ 1) = —(I = 0 0)o PCX(k) — (I — 0 0) e My (X(k) — ep(k))—
—(I—60)oMax*(k) + (I — 0 O)xy(k) + (I — 0 O) Bo&(k)

simplificando las ecuaciones:

X(k+1) = (A - Bo(M; + PC))X(k) + BoM, ep(k) — Bo M, x* (k) + Bx,(k) + Bod(k) (4.5-10)
X(k+1)—ep(k+1)=(A— Bo(M; + PC))x(k) — (A —I1,C — BoM;)ep(k)—

R (4.5-11)
— BoM,Xx*(k) + Bxy(k) + Bo&(k)
x*(k+ 1) = Cep(k) + (I — )x*(k) (4.5-12)
Xu(k+ 1) = —(I - c0)a(M; + PC)X(k) + (I — 0 O) c My ep(k)— 45-13)
(I - 00)oMX*(K) + (I — 7 O)xu(k) + (I — 5 O) Baéo(k) '
si a la ecuacion (4.5-10) se le resta la ecuacion (4.5-11):
ep(k+1)=(A-I1;0)ep(k) (4.5-14)

Combinando las ecuaciones (4.5-10), (4.5-12), (4.5-13) y (4.5-14) se obtiene la nueva
expresion de la ecuacion matricial de estado:

X(k+1)
xu(k +1)
ep(k+1)
x(k+1)
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A — Bo(M; + PC) B Bo M, —Bo M, x(k)
_ —(I-00)o(M; +PC) I-00) (I-00)cM; —(I-00)oM> x, (k)
B 0 0 A-TII,C 0 ep(k)
0 0 C I-Q x*(k)

Bo

I—
4| T=007 | 2 (4.5-15)
0
0

Si se analizan las expresiones (4.5-15) y (4.5-8) se aprecia que los estados ep y X* son
no controlables y que su dinamica asociada es estable, ya que ésta es la del observador
de rango completo. Consecuentemente, si se desea obtener una realizacion minima del
bucle cerrado dichos estados tendran que ser eliminados. Si se aplica esta eliminacion,
la representacion interna del bucle cerrado que resulta es:

xX(k+1) A — Bo(M; + PC) B x(k) N Bo (k)
= w
xu(k+1) —(I-00)o(M; +PC) I-00]| \xu(k) (I -00)o
i} x(k)
k) = 4.5-16
yk=c o (Xu(k)) (4.5-16)

Notese que para alcanzar este resultado no se ha exigido que el controlador GPC
MIMO estabilice al proceso, simplemente que no existan discrepancias entre modelo y
proceso, que no se presenten perturbaciones, y que el observador posea una dinamica
estable. Como consecuencia de este desarrollo se puede enunciar la siguiente proposi-

cion:

Proposicion 4.5.1 Si no existen discrepancias entre modelo y proceso, A = A*, B = B* y
C = C*, no hay presentes perturbaciones, y todos los valores propios de la matriz T' del
observador estdan dentro del disco unidad, entonces la representacion interna del bucle
cerrado proceso+GPC MIMO se puede reducir a (4.5-16).

Nota 4.5.1 Es importante destacar que en (4.5-15) se aprecia claramente el principio de
separacion relativo al diserio del observador, cuando el modelo y el proceso son idénticos.

Nota 4.5.2 La reduccion en la representacion interna del bucle cerrado (4.5-16) muestra
que los polos del observador no aparecen en la representacion minima del bucle cerrado,
lo cual corrobora y extiende el resultado obtenido en [Yoon y Clarke 1993] para el caso de
procesos SISO y en formulacion E/S, en el caso de coincidencia entre modelo y proceso.

Nota 4.5.3 Sila matriz R = 0 es posible simplificar auin mds la representacion interna del
bucle cerrado. En la proposicion A.2.6 del apéndice A se analiza dicho caso particular.
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4.6. Conclusiones del capitulo

1. Se ha realizado un analisis de la observabilidad del modelo CARIMA propuesto.
Este analisis ha revelado que si ningtin polo del observador se ubica en 1, entonces
dicho modelo es observable. Se ha estudiado, ademas, la controlabilidad de dicho
modelo. Bajo condiciones no demasiado restrictivas es posible garantizar que es
controlable. Si se combinan ambas propiedades se deduce que el modelo CARIMA
propuesto es una realizacion minima. Esto viene a significar que las expresiones
propuestas para el modelo de prediccion se basan en matrices del menor tamano
posible, pues el nimero de estados empleados es el minimo necesario.

2. Se ha analizado la unicidad de la ley de control del GPC MIMO (sin y con restriccio-
nes), presentandose varios criterios que justifican cuando ocurre esto. Uno de ellos
esta relacionado con propiedades estructurales del proceso a través de la matriz
N, a la cual se le exige que posea rango completo. Para aquellos casos en los que
la ley de control no tenga solucion unica, se han propuesto dos metodologias para
la eleccion de una determinada solucion. La primera consiste en aplicar la solucion
de minima norma 2, y la segunda en escoger la que conduzca a un menor coste
econdmico. No obstante, sea cual sea la que se aplique en k el valor de las salidas

en k + 1 siempre es el mismo.

3. Se ha justificado el efecto de robustez del observador a la hora de tratar de reducir
tanto el efecto de las perturbaciones como el de las discrepancias entre modelo y
proceso en la determinacion de los valores de las salidas, para que éstas se acomo-
den alas del proceso real y no a las del modelo. Dicho efecto de robustez se basa en
realizar una adecuada seleccion de los polos del observador. Esta seleccién puede
realizarse en base a estudiar la respuesta en frecuencia que se presenta entre e(z)
y las perturbaciones y entradas. Los casos estudiados en la aplicacion del reactor
agitado demuestran las ideas anteriores.

4. El analisis de robustez aqui presentado se cifie, exclusivamente, al observador, sin
embargo, hay que destacar que los parametros de disefio del controlador (N, Ny,
etc.), en conjunciéon con los polos del observador, podran ser seleccionados para
garantizar la robustez del bucle cerrado.

5. Para el caso sin restricciones y cuando no existen discrepancias entre modelo y
proceso y no se presentan perturbaciones, se llega a la conclusion de que los polos
del observador no se ven reflejados en la representacion interna minima del bucle
cerrado.
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5.1. Introduccion

En este capitulo se va a realizar el analisis de la estabilidad del bucle cerrado formado

por el proceso real y el controlador GPC para el caso de que no existan discrepancias
127
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entre modelo y proceso, ni se presenten perturbaciones. A partir de este analisis se
propondra una metodologia de disefio estable para el GPC.

En el capitulo siguiente se realizara el analisis de estabilidad robusta cuando hay dis-
crepancias entre modelo y proceso y se presentan perturbaciones, asi como el desarrollo
de metodologias de disefio que garanticen estabilidad robusta.

Asi pues, en la primera parte de este capitulo se abordara el analisis y disefio para el
caso sin restricciones empleando las representaciones simplificadas para el bucle cerra-
do deducidas en el capitulo anterior. Dicho estudio se basara en el uso del valor 6ptimo
del indice de coste como funciéon de Lypuanov.

En la segunda parte de este capitulo se abordara el analisis y disefio para el caso con
restricciones sobre las acciones de control y las salidas. En primer lugar se presentaran
ideas basicas relacionadas con la teoria de conjuntos invariantes para garantizar la re-
solubilidad del problema de optimizacién con restricciones. Tras esto, se justificara la
estabilidad del bucle cerrado con restricciones empleando, nuevamente, el valor éptimo
del indice de coste como funciéon de Lypunanov.

Para ambos casos, con y sin restricciones, se justifica que existen tamafos para los
horizontes de prediccion y control que garantizan la estabilidad del bucle cerrado. Par-
tiendo de este resultado, se propondra una metodologia de disefo estable para el GPC,
basada en encontrar los minimos valores para los horizontes de prediccion y control que
garanticen estabilidad.

5.2. Analisis de estabilidad nominal sin restricciones

5.2.1. Valor optimo del indice de coste

El indice de coste del GPC MIMO es (3.4-6):
JAt(k) = (P(k) - &(k) " Q (P(k) — &(K) + AT (KRAA(K)
introduciendo el error de la respuesta libre é.(k) (3.5-3):
Ju(AT(K) = é.(k)T Qé (k) + 2é.(k)T QNAu(k) + Aii(k)' (NTQN + R) Aii(k) (5.2-1)
la solucion para el caso sin restricciones es:
Adi(k) = — (NTQN + R) ' NTQé.(k) (5.2-2)
Sustituyendo la solucion optima en el indice (5.2-1):

J; = &(k"K(Q. R)éc(k) (5.2-3)
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con K(Q,R) = [Q - QN (N'QN +R) 'N'Q.

Nota 5.2.1 La matriz K en el caso de que R = 0 y la matriz N sea cuadrada, es decir,
n°filas(N) = n°columnas(N) ( (N, — Ni + 1) -n = N, - m*) y de rango completo, toma el
siguiente valor:

K=Q-QN(NTQN)"'NTQ@ =0 (5.2-4)

Este resultado indica que a lo largo del horizonte de prediccion las salidas predichas al-
canzan las referencias con las acciones de control optimas, es decir, que el GPC es un
controlador de tiempo minimo. Esto se consigue a costa de permitir cualquier valor para
los incrementos de las acciones de control, pues R = 0. Esta situacion es equivalente a im-
poner en bucle abierto restricciones terminales de igualdad, lo cual garantiza estabilidad
en bucle cerrado [Clarke y Scattolini 1991].

A partir de la expresion deducida para el valor 6ptimo del indice de coste, se va a
obtener una nueva expresion para dicho valor empleando la expresion que define el
error de la respuesta libre.

La obtencion de dicho valor 6ptimo se realizara, en primer lugar, bajo la hipotesis de
que todos los estados del modelo CARIMA son medibles y, mas tarde, para el caso de
que sea necesario estimarlos mediante el observador de rango completo propuesto en el
capitulo 3.

En este caso la representacion interna del bucle cerrado se podia reducir a (4.5-16):
xk+1)) x(k) N Bo
xk+1)) Xy (k) (I- 00)o

B} x(k)
¥k =[c o ( ) (5.2-5)
La expresion para el error bajo acciones de control constantes es (3.5-3):

A — Bo(M, + PC) B

o(k
—(I-00)co(M; +PC) I-00 (k)

Xu(k)

é.(k) = y(k) — &(k) — NAu(k) = Mx(k) + Ou(k — 1) + Py(k) — &(k) (5.2-6)

como se supone que se dispone de la medida de los estados y no hay perturbaciones:

2k (K
MX(k) = (M1 M;g) l’;‘((k))] - (M1 Mz) {X(o )] = M, x(k) (5.2-7)

obteniéndose que:

é.(k) = My x(k) + Ou(k — 1) + Py(k) — w(k) (5.2-8)

*nes el numero de salidas y m el nimero de entradas.
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Empleando el resultado de la Proposicion 3.5.2:
u(k) = x,(k) — o MX(k) + o&(k) — o Py(k) = x,(k) — o M1 X(k) + ow(k) — o Py(k) (5.2-9)
es posible sustituir el valor de i#i(k — 1) en (5.2-8):

éc.(k) = Mix(k) + Oxy(k — 1) — Ooc M X(k — 1) + Ocw(k — 1) — OcPy(k — 1) + Py(k) — &(k)
(5.2-10)

Ahora se sustituyen los valores de las salidas en k — 1 y k empleando la ecuacion de
salida de la representacion interna del bucle cerrado (5.2-5):

é.(k) = (M + PC)X(k) — Oc(M; + PC)x(k — 1) + Oxy(k — 1) + Ocw(k — 1) — w(k) (5.2-11)

El siguiente paso consiste en sustituir el valor de los estados del proceso correspondien-
tes al instante k utilizando la representacion interna del bucle cerrado (5.2-5):

é.(k) = [(M; + PC)(A - Bo(M; + PC)) — Oc(M; + PC)] X(k — 1)+
+ ((My + PC)B + 0) x,(k = 1) + ((My + PC)B + 0) oéo(k — 1) — &(k) (5.2-12)

Finalmente se obtiene que:

(k= 1)
e(k)=T ’i“((: - 11)) (5.2-13)
Sk —
&(k)

siendo:

{(M, + PC)(A = Bo(M; + PC)) — Oc(M; + PO}
(M1 +PC)B+0)"
{((My + PO)B+ 0) o}"
-1

(5.2-14)

Si se utiliza la expresion (5.2-12) en la ecuacion del coste optimo del indice (5.2-3) se

obtiene:
T
xX(k-1) xX(k-1)
Xu(k—1) Too A A Xu(k—1)
* = T K(Q,RT 5.2-15
K &k —1) QR O(k-1) ( )
w(k) w(k)

como se puede apreciar este valor 6ptimo depende de los estados del proceso en k — 1,
de los del controlador en k-1 y de las referencias impuestas a lo largo de los horizontes
de prediccion correspondientes a los instantes k — 1 y k.
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Para el caso en que los estados del modelo CARIMA no sean medibles va a ser nece-
sario emplear un observador, en particular el propuesto en esta tesis, para estimar sus
valores. Como no hay discrepancias entre modelo y proceso y no se presentan pertur-
baciones, es posible aplicar el Principio de separacion [O’Reilly, J. 1983] segtn el cual se
pueden disefiar de forma separada observador y controlador. Dicho efecto, para el con-
trolador GPC y el observador propuesto, se percibe en la ecuacion (4.5-15). En concreto,
para garantizar estabilidad basta con exigir que la dinamica del observador sea estable,
y que la dindmica del controlador mas el proceso real sea también estable. Esta ultima
dinadmica se obtiene suponiendo que los estados son medibles. Consecuentemente, para
realizar el analisis de estabilidad cuando los estados no son medibles puede emplearse
también la expresion para el valor 6ptimo del indice de coste (5.2-15), con la condicion
adicional de haber elegido polos estables para el observador.

Usualmente, las referencias impuestas para todas las salidas son constantes:

Wwk+N)=&(k+N +1)=-=w(k+ Np) =c

w(k) = =Uwk)=Uxy Vk (5.2-16)
w(k)

donde & es un vector que contiene los valores a alcanzar en régimen permanente. Si
utiliza este resultado en (5.2-15):

x(k—-1) ! x(k—-1)
Ji=|xuk-1)| TIKQ RT: | x,k-1) (5.2-17)
wo wo
siendo:
T T

{(M; + PC)(A - Bo(M; + PC)) — Oc(M; + PC)}
T, = (M, + PC)B+0)" (5.2-18)
{[(M, + POB+0)o -1 U}

5.2.2. Analisis de estabilidad

En este punto se empleara el valor 6ptimo del indice de coste, obtenido en el punto
anterior, como funcién de Lyapunov del bucle cerrado, con la hipotesis de que las refe-
rencias para todas las salidas son constantes, ya que se va a estudiar la estabilidad para
el problema de regulacion. Consecuentemente, sera necesario emplear la expresion del
valor 6ptimo deducida en dicha situaciéon (5.2-17).
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Para facilitar los desarrollos se realizara un cambio en todas las variables X, x,, y
vy u, de tal forma que tomen valores nulos una vez se alcance el régimen permanente.
Dicho cambio es posible ya que siempre se puede encontrar un sistema equivalente que
lo cumpla. En concreto, si las referencias constantes impuestas vienen dadas por wg

(C.2-8), se definen las siguientes variables:

AX(K) = x(k) = X0 ;  Axu(k) = xu(k) —xu0 ; Au'(k)=u(k)-uo> ; Ay(k)=y(k) - oo
(5.2-19)

siendo Xy, X,0 V #o los valores que alcanzan las variables en el régimen permanente. En

el apéndice C se analiza la obtencion de dichos valores a partir de prefijar determinado
vector de referencias wg alcanzable.

Ademas, en dicho apéndice se justifica que la expresion para el valor 6ptimo del
indice de coste (5.2-17) con el cambio de variables resulta (C.2-14):

T
Ji = (Ax(k - 1)) T'K(Q, RT (AX(k - ”) (5.2-20)
Axy(k—1) Axy(k—-1)
siendo:
T = [(M1 + PC)(A - Bo(M, + PC)) — Oa(M, + PC) (M; + PC)B + o] (5.2-21)

Proposicion 5.2.1 Fijadas las matrices Q y R, y unas referencias constantes para las
salidas wg, para aquellas parejas de valores de N, y Ny, tales que la matriz:

L=AlT'K(Q,RTApc - T 'K(Q,RT (5.2-22)
siendo:

[ A-Bo(M, + PO) B |

Apc =
|-(I~00)o(M, +PC) 1-050)]

(5.2-23)

es definida negativa, entonces el bucle cerrado del proceso mds GPC es asintdoticamente
estable con respecto al punto de equilibrio correspondiente a &.

Demostracion: La demostracion se basa en justificar que si la matriz £ es definida

negativa entonces el valor 6ptimo del indice de coste es funcion de Lypuanov para el
bucle cerrado. Dicho valor 6ptimo es:

T
J;::(Ax(k—l)) TTKT(Ax(k—l))ZO (Ax(k—l))#o 5.2.24)
Axy(k—1) Axy(k—1) Axy(k — 1)

2Esta variacion es distinta del incremento de la accion de control: Au(k) = (k) — u(k — 1)
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Ahora se trata de analizar si este valor 6ptimo es decreciente con k:

Foo_ e (AR TTTKT AR\ [ Ax(k-1) TTTKT Ax(k—1)
LT Axy (k) Ax, (k) Ax,(k = 1) Ax,(k—1)
(5.2-25)

Los estados en k dependen de sus valores en k— 1 de acuerdo con las expresiones (C.2-8)
y (C.2-11). Introduciendo estas relaciones en (5.2-25) se obtiene:

T
Ax(k=1)\ _ [ Ax(k=1)
T C 5.2-26
S = (Axu(k - 1)) (Axu(k - 1)) ( )

Como L es definida negativa entonces:

Ax(k—-1)
=<0V 0 5.2-27
Jer =k < (Axu(k—l)) # ( )

por tanto, el bucle cerrado formado por el proceso mas GPC es asintoticamente estable
con respecto al punto de equilibrio correspondiente a wy. [ |

Nota 5.2.2 Si la matriz L fuese semidefinida negativa y R = 0, empleando el teorema de
La Salle [La~Salle y Lefschetz 1961] puede justificarse que el bucle cerrado sea asintoti-
camente estable con respecto a &y. Dicho andlisis se muestra en la proposicion A.3.1 del
apéndice A.

Este resultado de estabilidad también se puede presentar en una forma alternati-
va, utilizando conceptos similares a los propuestos en [Primbs y Nevisti¢ 1997; Senent
1998]:

T
. . , . Ax(k-1) _ [ Ax(k-1)
Proposicion 5.2.2 Supongase que existe 1* = max{¢ : — L >
Axy(k—1) Axy(k—-1)

vJ; ¥V k> 0}, entonces se cumple que:
Jiga <A =99y k>0 (5.2-28)

Fijadas las matrices Q y R, y unas referencias constantes para las salidas @, para aque-
llas parejas de valores de N> y Ny tales que (1 — ¢*) < 1, entonces el bucle cerrado del
proceso mds GPC es asintoticamente estable con respecto al punto de equilibrio corres-

pondiente a wg.

La demostracion de esta proposicion es obvia. Es muy interesante obtener la expre-
sion que permite calcular #*, ya que asi se podra utilizar para analizar la estabilidad del
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bucle cerrado:

T
_ (Ax(k—1)> I (Ax(k_l)) > ¢ VK (5.2-29)
Axy(k—-1) Axy(k—1)
= —L>yT'KTs (5.2-30)
= L+vT'KT <0 (5.2-31)

Si la matriz 7' K7 es definida positiva:

e YI+L (TTICT)_I <0 (5.2-32)
e pI<-L (f:rT;cT)’l (5.2-33)
= P<]A (—c (TTICT)_1> (5.2-34)

A() representa el valor propio mas pequenio de la matriz. Consecuentemente se deduce
que:

Y =2 (—Z (TTKT)I) (5.2-35)

Obsérvese que 3* puede calcularse sila matriz 7 "X T es definida positiva (invertible).

5.2.2.1. Casos en los que J; no es funcion de Lyapunov

Puede ocurrir que J; no sea funcion de Lyapunov para ciertos valores de N, y Nz,
pero sin embargo, el bucle cerrado sea estable. No obstante, es posible que aumentando
los tamanos de los horizontes de prediccion y control se verifique que J; si sea funcion
de Lyapunov. Sin embargo, esta alternativa supone emplear un criterio conservativo, por
tanto, seria muy util disponer de metodologias alternativas al uso de J; como funcion
de Lyapunov, para establecer cuando el bucle cerrado es estable.

Una posibilidad es proponer una funcion cuadratica alternativa que si sea funcion de
Lyapunov del bucle cerrado conservando los horizontes de prediccion y control:

T
AX(k -1 AX(k—1
= [ AXK-DY g [ Axtk=1) (5.2-36)
Ax,(k—1) Axy(k-1)
que mayore al valor 6ptimo del indice de coste:

k>J Yk = Z>T'KT (5.2-37)

3La desigualdad matricial A > B implica que A y B son matrices simétricas, y que la matriz A — B es
semidefinida positiva.
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Para que ésta sea funcion de Lyapunov se ha de verificar que es monodtona decreciente:

AX(k—-1)
L1 — I 0OV 0 5.2-38
1 — Ik < (Axu(k— )) # ( )

operando:
T T
b h e (Ai(k)) . (AR(k)) ) (AX(k - 1)) . (M(k - 1)) 5230
Ax, (k) AXx, (k) Axy(k—1) Axy(k—-1)
Agk-1)) Ax(k—1 agk-1)\ [ Axk-1
Bt = b = (Axu((k - 1))> AncZAsc (Axu((k - 1))> - (Axu((k - 1))> ‘ (Axu((k - 1)))
(5.2-40)

Consecuentemente para que ésta sea funcion de Lyapunov la siguiente matriz ha de ser
definida negativa:

Al ZAge-Z <0 (5.2-41)

Para construir una matriz Z adecuada hay que satisfacer las condiciones (5.2-37) y
(5.2-41). Esto se puede hacer resolviendo la siguiente ecuacion de Lyapunov discreta:

Ao ZAge —Z=-L (5.2-42)

eligiendo L de tal forma que se verifique la otra condicion (5.2-37).

En [Willems 1970] se presenta el siguiente resultado, que caracteriza la solucién Z de
la ecuacion de Lyapunov:

TEOREMA 5.2.1 La evolucion del sistema dinamico discreto:
AX(k+ 1) = ApcAX(k) (5.2-43)

es asintoticamente estable si y solo si para cualquier matriz L definida positiva, existe una
unica matriz definida positiva Z que verique la ecuacion discreta de Lyapunov (5.2-42).

A continuacion se presenta un método particular de disefio de la matriz Z, emplean-
do, nuevamente, conceptos similares a los utilizados en [Primbs y Nevisti¢ 1997; Senent
1998]:

AjcZAge —Z=-L, tomandoL=1I 1>0 (5.2-44)
Al ZApe — Z = —II (5.2-45)
Al Z)1 Ape — Z/1 = -1 (5.2-46)
~ ~
Z; Zr
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Z; es la Unica solucion simétrica de la ecuacion de Lypuanov discreta cuando L = 1.
Ahora se elige I para que se verifique la otra condicién:

Z>T'KQ,RT (5.2-47)
— 1Z;>T'KQ,RT (5.2-48)
— 1Z,-T"K(Q,RT >0 (5.2-49)

admitiendo que Z; es definida positiva, es decir, sistema estable en bucle cerrado, se
tiene que:

H-T'KQRTZ >0 (5.2-50)
= 1>X(T'K(Q,RTZ") (5.2-51)

donde A(-) representa el valor propio mas grande de la matriz. Asi pues la matriz Z se
obtiene como sigue:

Z =12, siendo [ > A (TTIC(Q, R)Tz,—l) (5.2-52)
y Z; la solucion de la ecuacion de Lyapunov discreta:
Al ZjApe — Z1 = -1 (5.2-53)
Estos resultados dan lugar a la siguiente proposicion:

Proposicion 5.2.3 Fijadas las matrices Q y R, y unas referencias constantes para las
salidas w,, para cada pareja de valores de N, y Ny, si la matriz Z; es la unica solucion de
la ecuacion de Lyapunov discreta:

AjeZiApe — Zy = -1 (5.2-54)

el bucle cerrado del proceso mds GPC es asintoticamente estable con respecto al punto de
equilibrio correspondiente a &g siy solo si A\(Z;) > 0. Ademads la funcion cuadrdtica:

T
I = (AX(k_l)) z (Ax(k_l)) conZ=1z (5.2-55)
Axy(k—1) Axy(k-1)
1> (TTIC(Q, R)Tz,—l) (5.2-56)

es una funcion de Lyapunov del bucle cerrado que mayora en todo instante al valor optimo
del indice de coste:

L>J Vk (5.2-57)

Nota 5.2.3 Si M(Z;) < 0 ademds de ser el bucle cerrado inestable la funcion cuadrdtica
alternativa I, no mayora al valor dptimo del indice de coste.
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EJEMPLO 5.2.1 En este ejemplo se muestra el empleo de las proposiciones anteriores para
analizar la estabilidad del bucle cerrado formado por el reactor agitado empleado en la
seccion 3.10, mas GPC.

Para este proceso se disefia un GPC MIMO con los siguientes pardmetros:

m Periodo de muestreo : T = 0.05 minutos. Ny = 1. Matrices de ponderacion del error:
Q=1 i=N,, - ,N,. Matrices de ponderacion de los incrementos de las acciones
de control: Rj=0.11 j=1,---,Ny. Todos los polos del observador se ubican en 0, y

las referencias son constantes.
Se analizan tres casos distintos:

1. N, =20 y N, = 1. En este caso el bucle cerrado es inestable ya que X(Agc) = 1.0138.
La proposicion 5.2.1 proporciona ML) = 4.5541 > 0 y, por tanto, L no es defini-
da negativa, consecuentemente este pardametro no proporciona informacion alguna
acerca de la estabilidad.

La proposicion 5.2.2 da 1 — ¢* = 1.2451 > 1, y por tanto se llega a la misma conclu-
sion que antes.

Sin embargo, la proposicion 5.2.3 proporciona A(Z;) = —93.6489 < 0 y, por tan-
to, el bucle cerrado es inestable. En la figura 5.1 se ha representado la evolucion
del valor optimo del indice de coste suponiendo que el estado inicial del proceso es
X(0) = (0.5341 0.2029 0.7154 — 0.2575)T y el vector de referencias es @q = (1 1)7T.
Como se observa dicho coste tiende a oo cuando t — 0.

40

351

Valor 6ptimo del indice de coste, J

0 20 40 60 80 100
muestras

FIGURA 5.1: Valor dptimo de Ji cuando N, =20 y N, =1
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2. N, =50 y N, = 1. En este caso el bucle cerrado es estable ya que M\(Agc) = 0.9583.

La proposicion 5.2.1 proporciona N(L;) = 0.3285 > 0 y, por tanto, £, no es definida
negativa y, nuevamente, este pardmetro no proporciona ninguna informacion.

La proposicion 5.2.2 proporciona 1 — * = 1.0312 > 1, luego, se llega a la misma
conclusion que con la anterior.

La proposicion 5.2.3 proporciona A(Z}) = 0.7151 > 0 y, por tanto, el bucle cerrado
es estable.

En la figura 5.2 se comparan el valor optimo del indice de coste y la funcion cuadrad-
tica alternativa suponiendo que el estado inicial del proceso es X(0) = (0.5341 0.2029
0.7154 —0.2575)T y el vector de referencias es wy = (1 1)T. Como se puede apre-
ciar en dicha figura, siempre la funcion cuadrdtica alternativa es una cota superior
del valor optimo del indice de coste. Ademas, en este caso J; no es una funcion de
Lyapunov aunque I, si.

6 Funcién - cuadratica alternativa, | b

/ :

Valor 6ptimo del indice de coste, J |

0 i i i i i i
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

muestras

FIGURA 5.2: Comparacion entre J;; ¥ Iy cuando N, = 50 y Ny = 1

3. N, =50 y N, = 2. En este caso el bucle cerrado es estable ya que X(Apc) = 0.9023 +

0.0032}j.

La proposicion 5.2.1 proporciona X(L) = —0.0044 < 0 y, por tanto, L es definida
negativa, consecuentemente con este parametro el bucle cerrado también es estable.
Ahora J;; si es funcion de Lyapunov.

La proposicion 5.2.2 proporciona 1 — ¢* = 0.9809 < 1, por tanto, la misma conclu-
sion que con el parametro anterior.

La proposicion 5.2.3 proporciona A(Z;) = 0.6296 > 0 y, por tanto, el bucle cerrado
es también estable con este pardmetro.
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Este ultimo caso comparado con el segundo, muestra que al aumentar el tamario del
horizonte de control de 1 a 2 se consigue que J;; sea funcion de Lyapunov, aunque cuando
N, = 1 el sistema es estable en bucle cerrado y la funcion cuadrdtica alternativa, I, es
funcion de Lyapunov. Esto viene a mostrar que aumentar el tamario de los horizontes da
lugar a un método conservativo para el andlisis de estabilidad.

En las tablas 5.1 y 5.2 se muestran los pardmetros de estabilidad relativos al reactor
agitado cuando el horizonte de prediccion varia desde 1 hasta 60, para los casos N, =1y
N, = 2. Dichas tablas permiten establecer un método iterativo de diserio de los horizontes
de prediccion y control, que se basa en comenzar por N, =1 y N, = 1, e ir aumentando
sus valores hasta que algunos de los pardmetros de estabilidad presentados garantice que
el bucle cerrado sea estable. En concreto, para N, = 1 se observa que el bucle cerrado es
estable cuando N, > 23 segun los pardmetros |X(ABC)| v AMZ;). Los otros dos pardmetros
no dan resultado positivo para los valores de los horizontes de prediccion analizados.

Para el caso N, = 2 se verifica la estabilidad cuando N, > 19 para los mismos pard-
metros del caso N, = 1. Ademds, cuando N, > 20 los pardametros \(L) y 1 — v* si que dan
resultado afirmativo, justificando que J;; es funcion de Lyapunov.

[N | DAl [ X2) <0 1-9 <1 MZ)>0

1 | 1.0714 | 0.3225 — -302.7031
5 | 1.0941 | 1.3440 3.4833 -201.7411
10 | 1.0901 | 16.3129 1.8148 -12.6091
15| 1.0544 | 17.4012 1.4226 -28.6008
20 | 1.0138 | 4.5541 1.2451 -93.6489

21 | 1.0072 | 3.0940 1.2222 -174.5687
22 | 1.0012 | 2.2093 1.2020 -1065.5888

23 | 09958 | 1.7044 1.1842 0.5599
25| 0.9868 | 1.2337 1.1546 0.5786
30 | 0.9723 | 0.9062 1.1040 0.6162
40 | 0.9613 | 0.6041 1.0537 0.6765
50 | 0.9583 | 0.3285 1.0312 0.7151
60 | 0.9572 | 0.1766 1.0197 0.7367

TABLA 5.1: Parametros de estabilidad para N, = 1 asociados a las proposiciones 5.2.1, 5.2.2y 5.2.3.

5.3. Diseno estable del GPC sin restricciones

Una vez que se han desarrollado diferentes parametros de estabilidad que permiten

determinar si el bucle cerrado es asintoticamente estable, el siguiente paso consiste en
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No [ INAg)l [ A2 <0 [ 19 < 1] MZ)>0
2 | 1.0808 | 0.0467 — | -296.6282
5 | 1.0896 | 0.0003 | 29305 | -323.6004
10 | 1.0890 | 0.5641 | 1.6712 | -315.8778
15 | 1.0442 2.9431 1.2468 -100.9548
18 | 1.0032 0.2581 1.0645 -744.0692
19 | 0.9907 | 00392 | 1.0212 | 0.2900
20 | 0.9794 | 0.0036 | 0.9914 | 0.4102
30 | 0.9250 | -0.0042 | 09817 | 0.6138
10 | 09114 | 0.0043 | 09832 | 0.6202
50| 0.9023 | -0.0044 | 0.9809 | 0.6296
60 | 0.9013 | -0.0043 | 09787 | 0.6377

TABLA 5.2: Parametros de estabilidad para N, = 2 asociados a las proposiciones 5.2.1, 5.2.2y 5.2.3.

proponer una metodologia de seleccion de los horizontes del controlador GPC (N, y N,,)
que garantice estabilidad.

En concreto, en el siguiente punto se va a justificar que una vez fijadas las matrices
de ponderacion Q y R, bajo ciertas condiciones, siempre existen horizontes de predic-
cion y control para los cuales el bucle cerrado es asintéticamente estable. Este resultado
permite elegir, de forma previa al analisis de estabilidad, los valores de las matrices de
ponderacion, estando condicionada dicha eleccion a la dinamica que se desee obtener
en bucle cerrado. Sin embargo, no existen metodologias que, de forma general, permitan
elegir dichas matrices de peso para obtener determinadas especificaciones: tiempo de
establecimiento, sobreoscilacion, etc. [Camacho y Bordons 1999].

Finalmente, a partir de este analisis y de la mecanica empleada en el ejemplo 5.2.1
se propondra una metodologia de disefio iterativa para la selecciéon de los horizontes
de prediccion y control que asegure encontrar valores para los mimos tales que el bucle
cerrado sea asintoticamente estable.

5.3.1. Garantia de estabilidad

En el resto del capitulo se empleara la nomenclatura:
Jon®) 5 In,n (K) (5.3-1)

para denotar, respectivamente, a los valores 6ptimos y no optimos4 del indice de coste
en el instante k empleando horizontes de prediccion y control N, y N;, a los cuales se
les ha afnadido el término adicional:

e(k)" Qe(k) (5.3-2)
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que no modifica la solucion 6ptima de las acciones de control aunque si su valor:

N,—1
In,. N (K) = e(k)T Que(k +Z e(k +ilk)" Qie(k + ilk) + > Aui(k + i|k)" Ry Ati(k + i[K)
i=1 i=0
(5.3-3)

Como paso previo a la presentacion del resultado principal, se va a estudiar, breve-
mente, la existencia del valor 6ptimo del indice de coste cuando se incorporan al final
del horizonte de prediccion restricciones terminales de igualdads:

YKk+No+ jlK) =0 j=1,...,1 (5.3-4)

para garantizar que tras el horizonte de prediccion el sistema ha alcanzado el punto de
equilibrio asociado a &g.
Al valor 6ptimo del indice con las restricciones terminales se le denotara:
TER
Tnun; (K)° (5.3-5)
Dicho valor 6ptimo existe si el problema de optimizacién con dichas restricciones es

resoluble.

El lema A.3.3 del apéndice A justifica que dicho problema de optimizacion es resolu-
ble si I se elige de tal forma que la matriz:

: (5.3-6)
CAFZ

posea rango completo de columnas y N, > I. A partir de este momento se tomara a I

como el minimo valor entero que satisface la condicion anterior.

Una vez realizado este analisis que exige emplear un minimo valor para el horizonte
de control, se presenta el siguiente resultado, que utiliza ideas similares a las presenta-
das en [Primbs y Nevisti¢c 1997; Senent 1998], el cual garantiza la existencia de horizontes
de prediccion y control para los cuales el bucle cerrado es asint6ticamente estable:
TEOREMA 5.3.1 Dadas matrices Q; y R; que verifiquen:

Q-Q 1>0 Vi ; RR—-R_1>0 Vi (5.3-7)

sea s > 0 el minimo numero entero tal que Vk:

s—1
H(k) = e(k)T Q; e(k +Z (k + ilk)T Qie(k + ilk) + > Au(k + i|k)T Ripr Au(k + ilk) >
i=1 i=0

4Valor del indice de coste para cualquier secuencia de acciones de control distinta de la 6ptima.
5Este mecanismo fue empleado para garantizar la estabilidad del bucle cerrado en [Clarke y Scattolini 1991].
6Si se evalua el indice para una secuencia de acciones de control distinta de la 6ptima entonces se denotara

por ]\FEIIS]Z k).
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AX(K) £ 0 (5.3-8)

y n; el numero de polos inestables del proceso, para N, > max{l, n; + 1} + s + 1 existe Ny
tal que para N> > N el bucle cerrado del proceso mads GPC es asintoticamente estable con
respecto del punto de equilibrio correspondiente a &y.

Demostracion: Se van a presentar solo los elementos clave de la demostracion. Esta

puede consultarse integra en el teorema A.3.1 del apéndice A. En concreto alli se justifica
que s<[-1.

Siguiendo ideas equivalentes a las empleadas en [Primbs y Nevisti¢ 1997; Senent
1998], se define la funcion gy, (k) para N, > [ como sigue:

Ty =T v (0
251Ny 2,1Nu A k 0
ony g, (K) = H(K) x(k) # (5.3-9)

lim on, n, (K) AX(K) =0
AXx(k)—0

En el apéndice A LEMA A.3.7 se demuestra que las funciones ¢y, .(k) convergen uniforme
y monotonamente a cero, es decir, dado ¢ > 0 existe N; tal que para todo k, N> > NJ y
N, > max{l, n; + 1} constante:

TN (R) = T, (K)

HR <€ (5.3-10)

A partir de esta relacion y tras una serie de manipulaciones se obtiene que:
J;,Z_I,Nu_l(k +1)> %Hflffzwu(k +1) cuando: N, > max{l,n;+ 1} +1, N> > Ny (5.3-11)

Ahora aplicando el Principio de Optimalidad de Bellman sobre la expresion del indice
de coste 6ptimo en k suponiendo que e(k) # 0, se llega a:

T n(K) > e(k)" Que(k) + J, _ n._y(k+1) cuando: Ny > 2 (5.3-12)
Como e(k)T Q;e(k) > 0 se puede definir p* como sigue:
pr =max{p: e(k)" Qie(k) > pJy, (K} (5.3-13)

cumpliéndose que 0 < p* < 1. Utilizando esta definicion:

(X =), 5, (K) > TR, _1 N, —1 (K + 1) (5.3-14)
y la ecuacion (5.3-11):
(1 + &)1 = p*)Jy, 5, (K) > T3, N, (kK+ 1) (5.3-15)
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el factor (1+¢)(1—p*) se puede hacer menor que 1 eligiendo ¢ lo suficientemente pequeio.
Por tanto, si N> > Nj, Nj correspondiente a valor de ¢ elegido (LEMA A.3.7), y N, >
max{l, n; + 1} + 1 entonces:

JKIZ,Nu(k) > JR}Z,Nu(k +1) e(k) # 0 (5.3-16)

con lo que I N, €8 funcion de Lyapunov del bucle cerrado si e(k) # 0. El caso e(k) = 0 se
analiza en la demostracion del teorema A.3.1. [ |

5.3.2. Método iterativo de eleccion de N, y N, para disefo estable

A partir del resultado del punto precedente y teniendo en cuenta los resultados del
ejemplo 5.2.1 se puede plantear el siguiente método iterativo de eleccion de N, y N, que
garantiza la estabilidad del bucle cerrado:

1. Partirde N> = N, = max{l,nj+ 1} + s+ 1.

2. Determinar si algin parametro de estabilidad (proposiciones 5.2.1, 5.2.2 y 5.2.3)
proporciona resultado afirmativo. Si es asi se termina el proceso iterativo y para
cualquier horizonte de predicciéon mayor o igual que el actual se verifica la estabili-
dad, manteniendo constante el horizonte de control.

3. En caso contrario N, = N, + 1.

4. Volver al punto 2.

EJEMPLO 5.3.1 Para el reactor agitado empleado en el ejemplo 5.2.1 se tiene que | = 3,
n=0ys<I1-1 =2, por tanto, el tamario de partida de los horizontes de prediccion
y control es max{l,n; + 1} + s+ 1 = 6. En la tabla 5.3 se muestran los pardameitros de
estabilidad para el caso N, = 6 y diversos horizontes de prediccion. Como se aprecia, para
N> > 84 el bucle cerrado es asintoticamente estable aplicando los pardmetros |\(Agc)| y
MNZ;). Ademds, los pardmetros X(£) y 1 — ¢* proporcionan resultado de estabilidad para
N, > 101.

No obstante, en el ejemplo 5.2.1 se comprobo que para N, = 1,2 (inferiores a N, = 6)
existian horizontes de prediccion para los cuales el bucle cerrado también era asintoti-
camente estable. Ahora bien, este resultado es particular y no garantiza, en general, la
estabilidad para cualquier horizonte de prediccion mayor. Esta posible situacion se mues-
tra en el ejemplo siguiente.
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(N [ Do [XB <o [1-w <1 az)>0

10 | 1.0167 | 0.0007 1.5391 -0.2206 - 10
20 | 1.0166 | 0.0007 1.1407 -0.2179 - 10
30 | 1.0163 | 0.0069 1.0958 —-0.2055 - 10°
40 1.0157 0.2286 1.0797 —0.1847-10°
50 | 1.0143 | 15.4644 1.0654 -0.1512-10°
60 1.0115 | 64.6443 1.0496 -0.1131-10°
70 | 1.0072 | 99.3618 1.0330 -0.0932 - 10
80 | 1.0019 | 75.0605 1.0178 -0.2160 - 10°

[aS]

83 | 1.0004 | 56.7075 1.0139 -1.3608 - 10°
84 | 0.9998 | 49.9813 1.0127 0.2025
90 | 0.9969 | 12.2394 1.0065 0.3640
100 | 0.9926 | 0.0008 1.0001 0.5602
101 | 0.9923 | -0.0012 0.9997 0.5722
110 | 0.9895 | -0.0061 0.9975 0.6434
120 | 0.9872 | -0.0070 0.9969 0.6807

TABLA 5.3: Pardametros de estabilidad para Ny = 6 asociados a las proposiciones 5.2.1, 5.2.2'y 5.2.3.

EJEMPLO 5.3.2 En este ejemplo se busca mostrar una situacion que puede producirse en
la eleccion de N, y N, para garantizar estabilidad. En concreto, se va a emplear el proceso:

00 0 0 0.3
1 050 0 0 0100

A= . B= . C= (5.3-17)
0 0 0 1.44 0.5 000 1
0 0 1 0 0.5

con 2 polos inestables (-1.2y 1.2), nj=2,1=3ys=2.

Para este proceso el minimo valor para el horizonte de control que garantiza estabili-
dad, segun el teorema 5.3.1, esmax{l,n;+ 1} + s+ 1 = 6. En la figura 5.3 se muestra para
los casos N, = 1,2, 3 la evolucion del mayor polo (en valor absoluto) del bucle cerrado en
funcion del tamarvio del horizonte de control. Como se aprecia, para N, = 1 no hay ningtin
N> que garantice estabilidad. Para N, = 2 existen valores para N, que si garantizan es-
tabilidad como, por ejemplo, N, = 15. No obstante, conforme crece N, aumenta el mayor
polo llegando cerca de 1. Para que se aprecie mejor la situacion en la figura 5.4 se ha
representado una ampliacion de la zona comprendida entre 30 y 45 para el valor de N.
En esta figura se detecta que, por ejemplo, para N, = 39 el mayor polo supera a 1y, por
tanto, el bucle cerrado es inestable. Consecuentemente, aunque para N, = 2 y N, = 15
se garantice estabilidad esto no implica que para cualquier valor mayor de N, también,
pues el teorema 5.3.1 solo lo garantiza para N, > 6. Finalmente, para N, = 3 se verifica
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la estabilidad para, por ejemplo, N> > 10, al menos, con la informacion disponible en la
grdfica.

13

A Al

10 20 30 40 50 60 70 80
Horizonte de prediccion (N 2)

FIGURA 5.3: Evolucion del mayor polo (en valor absoluto) del bucle cerrado para Ny = 1,2,3 en funcion del

horizonte de control.

1.06

1.041 b

1.02 : b

I)\max(ABC)I

0.94 ! ;
30

35 40 45
Horizonte de prediccion (N 2)

FIGURA 5.4: Amplicacion de la figura 5.3.

Este andlisis y los empleados en el ejemplo anterior y en el ejemplo 5.2.1, muestran que
cuando se busquen horizontes de prediccion y control que garanticen estabilidad es posible
comenzar por tamarios para el horizonte de control inferiores a los proporcionados por la
expresion max{l, n; + 1} + s+ 1, aunque, a priori, no hay garantia de que existan valores

para el horizonte de prediccion que aseguren estabilidad. Mds atin, suponiendo que exista
145
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algun valor para el horizonte de prediccion que proporcione estabilidad no hay garantia
de que para cualquier horizonte mayor que éste también se verifique la estabilidad.

Ademds, hay que tener en cuenta que en la demostracion del teorema de la garantia
de estabilidad se ha empleado el hecho de que el indice de coste modificado sea funcion de
Lyapunov, lo cual implica que es mds conservativo que el criterio basado en los polos del
bucle cerrado. Ademds, para garantizar que el indice de coste sea funcion de Lyapunov
se ha exigido que exista el valor del mismo cuando se incluyen restricciones de igualdad,

obteniéndose asi un criterio aun mds conservativo por este hecho.

5.4. Analisis de estabilidad con restricciones

5.4.1. Introduccion

En las secciones 2.3 y 3.8 se analizaron algunos aspectos que caracterizan el disefio
del controlador cuando hay presentes restricciones. En este punto del capitulo es ne-
cesario abordar la cuestion de la existencia de soluciones para las acciones de control
que verifiquen todas las restricciones (resolubilidad), ya que de lo contrario no podria
aplicarse, en principio, ninguna accién de control sobre el proceso. Este hecho es mucho
mas grave, si cabe, que el caso en el que el bucle cerrado es inestable.

5.4.2. Resolubilidad

En este punto se va a analizar en profundidad qué condiciones permiten garantizar
que el problema de optimizaciéon asociado al controlador GPC va a ser siempre resoluble.

En primer lugar, hay que detectar en cada aplicacion qué tipos de restricciones hay
presentes:

1. Si las restricciones so6lo se refieren a los valores que pueden tomar las acciones de
control (limitacién en sus valores e incrementos), entonces el problema de optimi-
zacion siempre es resoluble. En concreto, los siguientes valores de los incrementos
a lo largo del horizonte de control verifican las restricciones:

Au(k)=Auk+1)=---=Au(k+N,—1)=0 Vk>0 (5.4-1)
2. Si se presentan limitaciones sobre los valores de las salidas, entonces ya no hay

garantias de que el problema de optimizacion sea resoluble. En este caso se han
propuesto diferentes metodologias para solucionar el problema de resolubilidad.
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En [Rawlings y Muske 1993] se presenta un método que consiste en eliminar las
restricciones sobre las salidas (o estados) durante los primeros instantes dentro
del horizonte de prediccion para garantizar que el problema de optimizacion sea
resoluble. En concreto, justifica que siempre existe un nimero entero k; tal que
si las restricciones sobre las salidas (o estados) so6lo se consideran para k > k;
entonces el problema siempre es resoluble.

Otra alternativa fue propuesta en [Zheng y Morari 1995], la cual consiste en introdu-
cir restricciones blandas asociadas a las limitaciones de las salidas (o estados). Con
ello se consigue el problema siempre sea resoluble, aunque se permite la violacion
de las limitaciones.

Mas tarde en [Scokaert y Rawlings 1999], se analizaron con mayor detalle los dos
meétodos anteriores. Al primero se le denomina aproximacion de tiempo minimo ya
que garantiza que el niimero de instantes en los cuales se violan las limitaciones de
las salidas sea el minimo posible, aunque las violaciones que tienen lugar durante
esos primeros instantes pueden llegar a ser muy importantes. Al segundo método
denominado aproximacion con restricciones blandas, viene caracterizado porque el
numero de instantes en los cuales se violan las limitaciones es mucho mayor que
para el caso de tiempo minimo, aunque el tamafo de las violaciones es menor. La
principal desventaja de este método es que las predicciones que se realizan en bucle
abierto y el comportamiento que se presenta en bucle cerrado son muy dispares,
produciendo que éste ultimo se vea degradado de forma importante.

Ademas, en este articulo se proponen modificaciones de ambos métodos para tra-
tar de mejorar sus caracteristicas negativas. En concreto, el método mejorado de
restricciones blandas basado en el empleo de una funcién de penalizacion cuadra-
tica y otra lineal ha sido adoptado en esta tesis como metodologia de disefio del
controlador GPC cuando se consideran restricciones blandas para las salidas (sec-
cion 3.8.3).

Sin embargo, estas metodologias implican que se puede producir una violacion de
las limitaciones impuestas sobre las salidas. Esto se debe a que el estado inicial del
proceso puede ser cualquiera, sin ningiin tipo de limitacion, lo cual puede provocar
que desde algiin estado concreto sea imposible satisfacer las restricciones sobre las
salidas.

Partiendo de este analisis, se podria plantear un esquema alternativo para la reso-
lubilidad basado en determinar aquél conjunto de estados para los cuales es posible
satisfacer en todo instante de tiempo las restricciones presentes sobre las acciones de
control y las salidas. De esta forma so6lo se considerarian restricciones duras y nunca se
produciria violacion alguna de ellas. Este esquema se va a basar en el empleo de la Teoria
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de Conjuntos Invariantes [Kerrigan 2000], la cual se presenta de forma resumida en el
apéndice D.

En el punto siguiente se hara mencion a los conceptos clave de la misma que se
emplearan en el resto del capitulo.

5.4.2.1. Aplicacion de la Teoria de Conjuntos Invariantes al GPC

Se supondra que el proceso viene dado por:

x(k + 1) = Ax(k) + Biui(k)
y(k) = Cx(k) (5.4-2)

Ademas, este proceso esta sujeto a restricciones sobre las acciones de control y los
estados:

uk) eUcCR™ ; X(k)e XCR" (5.4-3)

Una accion de control (secuencia de acciones de control o ley de control) se dice que es
admisible si pertenece al conjunto U.

En primer lugar se presenta la definicion de conjunto positivamente invariante:

Definicion 5.4.1 (Conjunto positivamente invariante) El conjunto Q C R" es positiva-
mente invariante para el sistema autonomo X(k + 1) = Ax(k) siy solo si VX(0) € Q
la evolucion del sistema satisface X(k) € Q, Vk € N.

A partir de esta definicion y del problema de tratar de determinar si dado Q y un
estado inicial x(0) € Q existe una ley de control tal que la evolucién del estado permanece
en ) para todos los instantes posteriores para el proceso (5.4-2), se presenta la siguiente
definicion:

Definicion 5.4.2 (Conjunto invariante bajo control) El conjunto Q C R” es invariante ba-
jo control para el proceso (5.4-2) siy solo si existe una ley de control ii(k) = h(X(k)) tal que
Q es positivamente invariante para el sistema en bucle cerrado X(k+ 1) = AX(k)+ Bh(X(k)),
yu(k) e U, VX(k) € Q.

En otras palabras, 2 es invariante bajo control siy solo si:

dado x(k) e @ = Jua(k) e U : x(k+1)eQ Vk (5.4-4)

En las aplicaciones con restricciones interesa obtener el mayor conjunto invariante
bajo control contenido en el conjunto de restricciones X, por lo que se establece la si-

guiente definicion:
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Definicion 5.4.3 (Mayor conjunto invariante bajo control) El conjunto C.(Q) es el ma-
yor conjunto invariante bajo control contenido en Q para el proceso (5.4-2) si y solo si
Cso () es invariante bajo control y contiene a todos los conjuntos invariantes bajo control
contenidos en .

La siguiente proposicion justifica el por qué la teoria de conjuntos invariantes juega
un papel fundamental en el estudio de los sistemas con restricciones:

Proposicion 5.4.1 Dado el proceso (5.4-2), existe una ley de control admisible tal que las
restricciones sobre el estado pueden ser satisfechas, X(k) € X, para todo instante k € N si y
solo si el estado inicial X(0) € C.(X) C X7.

Como resultado de esta proposicion, se deduce que si se desea diseflar un controla-
dor que verifique las restricciones sobre las entradas y los estados (o equivalentemente
sobre las salidas) es necesario que el estado inicial del proceso pertenezca a C,(X). Con-
secuentemente, como paso previo al disefio del controlador es necesario obtener dicho
mayor conjunto invariante bajo control.

Supongase que soOlo se presentan restricciones que limitan los valores de las acciones
de control y de las salidas®:

Umin < U(K) < Umax (5.4-5)
Ymin S )_’(k) S Ymax (5.4-6)
Entonces los conjuntos U y X son:

_ m . I _ umax
U=<ulk) e R : u(k) < (5.4-7)

-] —Umin

c -

%= %(k) € R : x(k) < | 2™ (5.4-8)

_C_ —¥Ymin

Dado que los conjuntos se definen en términos de desigualdades matriciales éstos re-
sultan ser politopos convexos.

No obstante, el hecho de que se asegure la existencia de una ley de control admisible,
no garantiza que la misma pueda proceder de un controlador GPC. En concreto, dicho
controlador realiza la prediccion de los estados a lo largo del horizonte de prediccion
(N>) utilizando s6lo un numero finito de cambios en las acciones de control (N,):

X(k+11k), ..., X(k + Ny), X(k + Ny + 1), ... X(k + N2| k)

7Su demostracion puede consultarse en [Kerrigan 2000].
8El caso de presencia de restricciones sobre los incrementos de las acciones de control se plantea mas

adelante.
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u(klk),...u(k+ Ny — 1|k), u(k + Ny|k), ... d4(k + N» — 1]k) (5.4-9)
siendo:

u(k+ Ny + jlk) =u(k+ N, —11k) j=0,1,...,.No =N, -1 (5.4-10)

De acuerdo con la definicion de (., (X), en principio, la resolubilidad del problema de
optimizacion estaria garantizada tomando N, = N,, ya que, de lo contrario, no habria
garantias, en general, de que para cualquier estado X(0) € C(X) exista una accion de
control constante a partir del instante k + N, — 1 que pueda pertenecer a una ley de
control admisible.

Sin embargo, con la metodologia del disefio del GPC se asegura que x(1/0) € X lo cual
no permite garantizar la resolubilidad para el siguiente instante, ya que seria necesa-
rio que se cumpliese la condicion X(1|0) € Cx(X). Una primera solucion a este problema
consistiria en que el GPC impusiese dicha restriccion adicional. Esta restriccion no intro-
duce problemas de resolubilidad ya que X(0) € C(X) garantiza que 3i € U tal que dicha
restriccion se cumple. El controlador GPC, al minimizar el indice de coste, obtendra la

solucion de menor indice que sea compatible con esta restriccion adicional.

Otra alternativa se basa en emplear la siguiente definicion:

Definicion 5.4.4 (Conjunto admisible) El conjunto admisible de i pasos Ci(Q2) contenido
en Q es el conjunto de estados para los cuales existe una ley de control admisible tal que
la evolucion del estado permanece dentro de Q durante i pasos:

Ci(Q) £ {%(0) € R" / 3{u(k) = h(x(k)}y ' : {X(K) € Q}4} (5.4-11)

A partir de la definicion de los conjuntos admisibles se puede establecer el siguiente
resultado:

Proposicion 5.4.2 (Determinacion finita) Si existe i € N tal que Ci;1(Q) = Ci(Q) entonces
Cxo (D) = Ci(Q).

De esta proposicion se concluye que si existe tal i < oo, entonces si se impone que
los estados predichos estén en X durante i + 1 o mas instantes, o sea que N, > i+ 1, se
cumplira que X(1]0) € Ci(X) = C(X) debido a que tras el instante k = 1 hay, al menos, i
instantes posteriores que estaran en X.

Resumiendo, si existe i € N tal que C(Q) = () y se toma N> = N, > i+1 el problema
de optimizacién asociado al controlador GPC va a ser siempre resoluble. En los casos en
los que tal i no existe o bien atn existiendo se tome N, = N, < i+ 1, para garantizar la
resolubilidad es necesario modificar la ley de control imponiendo la restriccion adicional
X(110) € Coo(X).
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EJEMPLO 5.4.1 En este ejemplo se trata de mostrar la aplicacion de la teoria de conjun-
tos invariantes al GPC y, en concreto, al cdlculo del conjunto Cs(X) y de los conjuntos
admisibles. Sea el proceso inestable de segundo orden (polos en 0.5 y 1.1):

a0 07 e 5] el

cuya accion de control estd limitada por Umax = 0.25 Y Umin = —0.25 y su salida por

(5.4-12)

VYmax = 1 € Yimin = —1. Los conjuntos U y X son:

U= {a(k)e[R1 :

X = {x(k)eue2 :

1

0
0

-1

] ik < lo.zs
0.25

! ] x(K) < ll
—1 1

)
|

(5.4-13)

(5.4-14)

Si se emplea la Invariant Set Toolbox de Matlab® se obtiene que el mayor conjunto

invariante bajo control contenido en X es:

( (1.6  2.01] [2.15]
-1.6 -2.01 2.15
Cs (X) xX(k) € R? : ! L6 x(k) < 1> (5.4-15)
-1 =16 1.5
0 1 1
{ L 0 -1 | L1 ]

el cual coincide con el conjunto admisible de 2 pasos, lo cual implica que i=2. Dicho con-
junto y el conjunto admisible de un paso han sido representados en la figura 5.5.

Consecuentemente, para N» = N, > 3 el problema de optimizacion del GPC va a ser
resoluble para cualquier instante de tiempo con la condicion de que X(0) € C~,(X). Para los
casos particulares N, = N, = 1, 2 seria necesario ariadir la restriccion X(1|0) € Cx(X).

Estos resultados so6lo son validos cuando N, = N», 1o cual supone restringir la eleccion
del parametro de disefio N,. Para extender la garantia de resolubilidad para los casos
en que N, < N, va a ser necesario considerar conjuntos mas reducidos contenidos en
Coo(X). En primer lugar se analiza el caso N, = 1. Para que, a lo largo del horizonte
de prediccion, con una sola accion de control #(0|0) el proceso se mantenga dentro
de X es suficiente exigir que el estado X(0) pertenezca al conjunto de los puntos de
equilibrio del proceso, E, que estan contenidos en C,(X), es decir, X(0) € E N Cx(X). Con
esta condicion siempre existe la solucién factible #(0|0) = iy, cuando X(0) = X;. No
obstante, este método es conservativo ya que, en general, el conjunto de estados iniciales
que garantizan la resolubilidad para N, = 1 contiene a E N Cy (X).

9La cual puede descargarse de la direccion web www-control.eng.com.ac.uk/eck21.

151



5.4 Andlisis de estabilidad con restricciones

152

15

05

: CZ(X):CM(X) Cl(X)

-15 1 1 1 1 1 1 1 |
4

FIGURA 5.5: Mayor conjunto invariante bajo control contenido en X y conjuntos admisibles para el proceso

inestable de segundo orden.

Para el caso de procesos estables en bucle abierto puede calcularse un conjunto ma-
yor, basado en la definicion del siguiente conjunto invariante:

Definicion 5.4.5 (Conjunto positivamente invariante robusto) EI conjunto Q C R" es po-
sitivamente invariante robusto para el sistema autonomo perturbado X(k + 1) = AX(k) +
Ew(k) siy solo si VX(0) € Q y para cualquier perturbacion Yw(k) € W, la evolucion del
sistema satisface X(k) € Q, Vk € N.

Al mayor conjunto positivamente invariante robusto contenido en X se le denomina
O (X).

Es importante no confundir los conjuntos positivamente invariantes robustos y los
conjuntos invariantes bajo control. En los primeros las entradas, w, se asimilan a pertur-
baciones y pueden ser cualquier secuencia de valores dentro del conjunto W, mientras
que en los segundos las entradas, i1, juegan el papel de acciones de control cuyos va-
lores se fijan de acuerdo a una ley de control admisible y, en principio, no pueden ser

cualesquiera.

Si se considerase a las acciones de control como perturbaciones, es decir, U C W y
05 (X) C Cx(X) entonces para cualquier estado x(0) € O (X) seguro que el problema de
optimizaciéon sera resoluble para N, = 1. Consecuentemente, para procesos estables en
bucle abierto el conjunto O (X)U(E N Cx (X)) esta contenido en el conjunto de los estados
iniciales a partir de los cuales el problema de optimizacion es resoluble para N, = 1y
N> > N,,.
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Esta misma conclusion es, ademas, valida para N, > 1, ya que es ciertapara Ny =1y
el aumento del tamafno del horizonte de control so6lo produce un aumento en el niimero
de cambios de la accion de control, para los cuales siempre existe la solucion de que la
accion de control sea constante y éstos sean nulos. No obstante, esto no implica que no
existan otros cambios validos para la accion de control que satisfagan las restricciones.
Por tanto, cuando el GPC minimice el indice de coste obtendra aquella secuencia de
acciones de control que ademas de minimizarlo satisfaga las restricciones, la cual podra
ser una ley de control admisible constante o no.

Nota 5.4.1 Para procesos inestables en bucle abierto O (X) = 0, pues cualquier combina-
cion de perturbaciones no estabiliza al proceso.

Para extender estas ideas para N, > 2 y N> > N, hay que emplear un nuevo conjunto

invariante:

Definicion 5.4.6 (Conjunto estabilizable) EI conjunto Si(Q,T) es el conjunto estabilizable
en i pasos contenido en Q para el proceso (5.4-2) siy solo si T es un subconjunto invariante
bajo control de R, y contiene todos los estados de Q para los cuales existe una ley de control
admisible que conducira al estado del sistema a T en un numero de pasos menor o igual
que i, manteniendo su evolucion dentro de :

Si(Q,T) £ {X(0) € R" / 3{u(k) = h(x(k)) € Uy N < i @ {X(k) € Q3" {x(k) € T}}
(5.4-16)

Proposicion 5.4.3 Los conjuntos estabilizables Si(Q, T) son invariantes bajo control, y siem-
pre se cumple que el conjunto de i — 1 pasos estd contenido en el de i pasos:

Si1CSi (5.4-17)

Para el caso de procesos inestables en bucle abierto, si se emplea el conjunto estabili-
zable de 1 paso & (X, EN Cx (X)), entonces se garantiza que a partir de todos los estados,
X(0) contenidos en él existen acciones de control @#(0|0) € U que los confinan en EN Cy (X)
en un paso, es decir, X(1|/0) € E N Cx(X). De este analisis se deduce que este conjunto
estabilizable de 1 paso garantiza la resolubilidad para N, = 2 y, empleando los mismos
argumentos que para el caso N, = 1, también garantiza la resolubilidad para N, > 2.

Para el caso de procesos estables un resultado equivalente se verifica para el conjunto
estabilizable de 1 paso & (X, Ox(X) U (EN Cx(X))).

Esta metodologia pude extenderse para conjuntos estabilizables de mayor nimero de
pasos, lo cual garantizaria la resolubilidad para una mayor cantidad de estados iniciales,
pero a costa de incrementar el valor minimo del horizonte de control N,. En concreto, si
se emplean conjuntos estabilizables de i pasos puede tomarse N, > i+ 1y N> > Ny.
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Al igual que en otros conjuntos invariantes se puede definir al mayor conjunto esta-
bilizable contenido en X, 8. (X,T), como la union de todos los conjuntos estabilizables
de pasos comprendidos entre 1 y oo. Siempre se cumple que S8 (X, T) C Cx(X), aunque

no tienen por qué ser coincidentes.

Finalmente hay que garantizar la resolubilidad para instantes posteriores al inicial.
Para ello se puede, en primera instancia, imponer la restriccion adicional de que X(1]0) €
Si (X, 0x(X) U (EN Cx(X))), para procesos estables, y x(10) € &; (%, (EN Cx(X))) para pro-
cesos inestables, cuando se toma N, > i+ 1 y N» > Nj,. Esta restriccion no complica la
resolubilidad pues los conjuntos estabilizables son invariantes bajo control y, por tanto,
siempre existen acciones de control pertenecientes a U que la cumplen.

Otra forma de resolver este problema se basa en determinar si existe i < oo tal que:
Si(R,T) = (X, T) = C(X) (5.4-18)

En tal caso, si X(0) € S (X, T), N, > i+ 1y N>, > N, entonces la restricciéon adicional
anterior se cumple sin necesidad de ser afladida*°.

En base a los analisis previos se puede presentar el siguiente resultado de resolubili-
dad:

Proposicion 5.4.4 (Resultados de resolubilidad para el GPC) Dado el proceso (5.4-2) y
los conjuntos de restricciones sobre las acciones de control U y sobre los estados X, entonces
se cumple:

1. Supongase que existe j* < oo tal que Cj+() = Cx (). SI X(0) € Cx(X) Yy Ny, = N >
J*+1, sea el proceso estable o inestable en bucle abierto, el problema de optimizacion
asociado al GPC es resoluble para todo instante de tiempo. Si tal j* no existe o se toma
N, = Nz < j* + 1 entonces es necesario anadir la restriccion adicional X(1|0) € C»(X)
para garantizar la resolubilidad en todo instante.

2. Si X(0) € Ox(X) U (EN Cx(X)) entonces para N, > 1 y No > Ny el problema de opti-
mizacion asociado al GPC es resoluble para todo instante de tiempo si se aviade la
restriccion adicional X(1]0) € Ox(X) U (EN Cx(X)).

3. Six(0) € S (X, O (X) U (EN Cx(X))) entonces para N, > i+1 y N, > N, el problema de
optimizacion asociado al GPC es resoluble para todo instante de tiempo si se ariade
la restriccion adicional X(110) € 8; (X, Ox(X) U (EN Cx(X))). Si ademds existe i* < oo
tal que S (X, O (X) U (EN Cx(X))) = Sx (X, Ox(X) U (EN Cx(X))) = Cx(X), entonces
para N, > i* + 1 si X(0) € Sx (X, 0 (X)U (EN Cx(X))) el problema de optimizacion
asociado al GPC es resoluble para todo instante de tiempo.

10Se basa en el mismo razonamiento empleado para el caso N> = Nj,.
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EJEMPLO 5.4.2 Empleando el mismo proceso y las mismas restricciones del ejemplo 5.4.1,
se muestra el uso de los conjuntos estabilizables para garantizar resolubilidad. En la fi-
gura 5.6 se ha representado el conjunto de puntos de equilibrio contenidos en Cx(X) y
los sucesivos conjuntos estabilizables. Se comprueba que para i > 4 ya se ha alcanzado
el mayor conjunto estabilizable, el cual coincide, en este ejemplo, con el mayor conjunto
invariante bajo control. Se concluye, por tanto, que para N, > 5 y N» > N, cualquier es-
tado inicial que esté contenido en Cs(X) garantiza la resolubilidad para todo instante de
tiempo.
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EnC_(X)
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FIGURA 5.6: Conjuntos estabilizables y mayor conjunto invariante bajo control para el proceso inestable.

Este ejemplo permite dar mds grados de libertad a diferencia del ejemplo 5.4.1, es
decir, valores diferentes para N> y Ny, lo cual supone un mejor disefio de N, con menor
Ny.

Puesto que el conjunto de restriccion sobre las acciones de control, U, es invariante
con el tiempo, los resultados de la proposicion 5.4.4 no son validos para el caso de que
existan restricciones en los incrementos de las acciones de control, ya que éstas implican
que dicho conjunto varie con el tiempo. Para solucionar esta limitacion se emplea un
proceso aumentado del original (5.4-2):

xk+1\ _[a Bl [ x0 \  [B] .
(k) _[o IJ a(k—1) +[1J autk)
¥k =[c o a(i(f)l) (5.4-19)
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cuyas entradas son los incrementos de las acciones de control. Ahora las restricciones
sobre los incrementos de las acciones de control dan lugar a un conjunto de restriccion
AU que es invariante con el tiempo:
I Au
AUpmin < Al(K) < Apay = AU = Ali(k) € R™ ; Au(k) < ax
-1 —AUmin

(5.4-20)

pero ahora se tiene un estado aumentado formado por los estados del proceso y la
ultima accion de control aplicada. A este estado aumentado le corresponde el siguiente
conjunto de restriccion:

c I
XU = { (R(K), ik — 1)) € R x R™ xk) < | Y| ik — 1) < | e
-C —VYmin -1 —Umin

(5.4-21)

Para este proceso aumentado si que son validos los resultados de la proposicion 5.4.4.

EJEMPLO 5.4.3 Utilizando nuevamente el proceso del ejemplo 5.4.1, se van a incluir las
siguientes restricciones sobre los incrementos de las acciones de control: Auyin, = —0.15
Y Aumax = 0.15. Con estas nuevas restricciones, el proceso aumentado posee el siguiente

mayor conjunto invariante bajo control:

[05760  0.7236 0 W (0.774()}
0.5760  0.7236  0.9360 0.6804
0.6000  0.9600 0 0.9000
0.6000  0.9600  1.2000 0.7800
—2.3040 —2.8944 —3.7440 2.7216
~1.2000 —1.9200 —2.4000 1.5600
—2.3040 —2.8944 —6.6240 2.8656
U (k) . —2.0840 —2.4220 —7.9419|( x(k) . 3.2545 (5.4-22)
ii(k—1) 1.1520  1.4472 33120 | \ @(k—1) 1.4328
1.7366  2.0183  6.6182 2.7121
—~2.3040 —2.8944 0 3.0960
—1.2000 —1.9200 0 1.8000
0 1 0 1
0 -1 0 1
0 0 1 0.2500
|0 0 -1 J Lo.zsooj

En concreto, en el instante inicial es conocido que u(k — 1) = 0, por lo que se puede
representar en dos dimensiones (figura 5.7) el conjunto de los posibles estados iniciales del
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proceso para los cuales es resoluble el problema de optimizacion. Dicho conjunto es:

(

0.5760  0.7236 | 0.6804] )
0.6000  0.9600 0.7800
X0 € RE - —2.3040 -2.8944 %) < 2.7216 (5.4-23)
—1.2000 —1.9200 1.5600
0 1 1
{ L 0 -1 ] L 1]

Esta misma idea puede utilizarse para representar en dos dimensiones los sucesivos
conjuntos estabilizables, que son diferentes de los obtenidos en el ejemplo anterior. En la
figura 5.7 se han representado dichos conjuntos estabilizables, aprecidndose que en este
caso particular i* = 4 Y S (XU,E N Co(XU) = Cx(XU). Se concluye, entonces, que para
N, > 5 si el estado inicial estd en Cs(XU) el problema de optimizacion serd resoluble para
todo instante de tiempo.

1.5
EnC_ (XU) XU
1 /
S,(XUEnC_(XU))
05} S,(XUEnC_(XU)
S,(XUEnC_(XU))
=<' 0o 2
_0.5 |-
. /
S4(XU,En C_(XU))=S_(EnC_ (XU))=C_(XUV)
_1.5 1 1 1 1 1 1 1 il
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

X
1

FIGURA 5.7: Mayor cojunto invariante bajo control y conjuntos estabilizables para el proceso inestable cuando
se presentan restricciones sobre los incrementos de las acciones de control.

Para confirmar este hecho, en la figura 5.8 se ha representado la evolucion de los
estados de este proceso cuando es controlado con un GPC disefiado con los siguientes
pardmetros:

m N,=5 N>=15,Qi=IVIi,Ri=0V1i.
y el estado inicial del cual parte el proceso es:

1. El vértice (0.3, —1) del conjunto C(XU). Se corresponde con el trazado continuo en
color rojo.
157



5.4 Andlisis de estabilidad con restricciones

158

2. El punto (0.29, —1), muy cercano a éste vértice pero no contenido en el mayor con-
Jjunto invariante bajo control anterior. Se corresponde con el trazado discontinuo en

color negro.

FIGURA 5.8: Trayectorias seguidas por el proceso inestable bajo el control de un GPC para dos puntos de partida.

Como se aprecia el trayecto que corresponde al punto de partida (0.3, —1) siempre estd
contenido en C..(XU) y, por tanto, no se violan las restricciones impuestas. Sin embargo,
para el caso del punto de partida (0.29, —1) ya no se cumplen las restricciones sobre la
salida, ya que el siguiente punto de dicha trayectoria estd fuera de XU. En concreto, se
ha violado la restriccion de que la salida sea mayor o igual que -1. Obviamente, durante
la simulacion en Matlab el algoritmo QP muestra un mensaje de advertencia de que ha
sido imposible obtener soluciones al problema de optimizacion que verifiquen todas las
restricciones (XU y AU).

Otro aspecto interesante estd relacionado con si es posible encontrar estados iniciales
que pertenezcan a Cs(XU) y no a S(XU,E N Cx(XV)), para los cuales el problema de
optimizacion sea resoluble para N, = 5 y no para N, = 4. Por ejemplo, si se elige como
estado inicial el vértice (-2.4375,1) (ver figura 5.7) resulta que para este estado inicial se
verifica que el problema de optimizacion no es resoluble para N, = 4 en el instante inicial
k = 0, en concreto, la primera accion de control que proporciona QP es i(0|0) = 0.1503, la
cual viola la restriccion sobre el incremento mdximo de la accion de control. Sin embargo,
para instantes posteriores el problema es resoluble tanto para N, = 4 como para Ny = 5.
En la figura 5.9 se muestran las trayectorias seguidas para ambos tamarios del horizonte
de control (que son muy similares). Ademds, se ha representado el conjunto C,(XU) para
el instante inicial, k = 0, y para el siguiente instante k = 1. Lo mismo se ha hecho para el
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conjunto S3(XU, ENCy(XU)). Hay que recordar que ambos conjuntos son tridimensionales,
y cuando se desea obtener una representacion de los mismos en dos dimensiones, ésta
cambia con el instante de muestreo k.

1- o

C_(XU), k=0
0.8+

0.6
0.4

0.2

S,(XU,EnC_(XU)), k=1

FIGURA 5.9: Trayectorias seguidas por el proceso inestable bajo el control de un GPC para el estado inicial
(-2.4374,1) empleando Ny = 4 y Ny, = 5.

5.4.2.2. Caso de estimacion de los estados mediante observador

El analisis anterior es valido cuando todos los estados del proceso son medibles. Pero,
en general, la metodologia de disefio del GPC en espacio de estados requiere del uso de
un observador de rango completo como el presentado en el capitulo 3 para la estimacion
de los estados del modelo CARIMA. Esto implica que habra que adaptar el esquema de
resolubilidad anterior si se usa un observador.

Para facilitar la compresion de las expresiones, hay que tener en cuenta que x(k + jlk)
representa la prediccion de los estados en el instante k + j con el valor de los estados
observados en k, X(k).

Cuando se emplea el observador presentado en el capitulo 3 éste obtiene una estima-
cion u observacion del estado en el instante k, X(k), que depende de la medida real de la
salida del proceso en el instante k — 1 (3.6-2). Esta observacion no sera igual, en general,
al valor del estado real del proceso x(k). Consecuentemente, la prediccion de los estados
en base a este estado observado, x(k + jlk) j = 1,...,N», discrepara de los verdaderos
valores del estado del proceso, x(k + j).

Por otro lado, hay que recordar que los estados observados convergen hacia los ver-
daderos estados del proceso cuando k — oo, independientemente de la dinamica del
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GPC, dado que la dinamica del observador es estable (3.6-28). Esto quiere decir que las
predicciones realizadas por el GPC convergen hacia los verdaderos valores de los esta-
dos.

Como consecuencia del analisis anterior, se realizara una pequefia revision de la me-
todologia asociada al modelo de prediccion presentada en el capitulo 3. En concreto, la
expresion para la prediccion de las salidas viene dada por (3.3-8):

i—1
Yk +ilk) = CA™L (A= TIC) X(k) + S CA/Bii(k + i — j — 1]k) + CATIyp(k) = Cx(k + ilk)
Jj=0

i>1 (5.4-24)
Para el instante i = 1 resulta:
y(k+1lk)=C (A — HC’) X(k) + CBu(k|k) + CIIy(k) = Cx(k+ 1|k) = CX(k+ 1) (5.4-25)

hay que recordar que la predicciéon de los estados en el instante k + 1 coincide con
la observacion de los estados realizada por el observador en k + 1. Sin embargo, para
instantes posteriores, al disponerse solo de la medida real del proceso en el instante k,
la prediccion que se realiza es en bucle abierto y viene dada por (5.4-24).

A raiz de este analisis se deduce que s6lo va a ser posible imponer restricciones sobre
los estados predichos y no sobre sus verdaderos valores reales, a diferencia del caso en
que los estados son medibles, para el cual dado que modelo y proceso coinciden, resulta
que los estados predichos coinciden con los reales (suponiendo que se aplican al proceso
todas las acciones de control del horizonte de control).

Dado que el GPC emplea una metodologia de horizonte movil y para realizar la pre-
diccion solo se dispone de la medida de las salidas en k, se va a proponer que el GPC
basado en observador solo imponga restricciones sobre los estados predichos para el
instante k + 1, dejando el resto libres.solo aplica Téngase en cuenta que imponerlas
para instantes posteriores no garantiza que los correspondientes valores reales también
las verifiquen.

Con esta propuesta el analisis de resolubilidad cuando se estiman los estados se basa
en emplear el siguiente proceso aumentado, compuesto por proceso real mas observa-

(x(k + 1)) A 0 ] (X(k)) H ]
. = . . + | _| u(k)
X(k+1) IIC A-T1IC| \ x(k) B

y(k+ 11k) = Cx(k +1) (5.4-26)
Si se desea determinar para qué conjunto de valores iniciales de los estados del pro-

dor:

ceso y del observador el problema de optimizacion es siempre resoluble, hay que deter-

minar el mayor conjunto invariante bajo control para este proceso aumentado, C(X,),
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calculado a partir de los siguientes conjuntos de restricciones:
C

Xy = { (i(k)) ER" xR : X(K)eX x(k) < l ’"“"] } (5.4-27)
)2(’() -C Ymin

U= {a(k) €RM : lI] (k) < {"”m"] } (5.4-28)
-1 —Umin

Nota 5.4.2 Si ademads existiesen restricciones sobre los incrementos de las acciones de

control hay que el emplear el proceso aumentado (5.4-19).

Siguiendo la metodologia desarrollada para el caso sin observador (proposicion 5.4.4),
para garantizar la resolubilidad para cualesquiera N> y N;, hay que imponer la restriccion
adicional de que (X(k + 1), X(k+ 1)) € C»(X,) a partir de (X(k), X(k)) € Cx(X,). Sin embargo,
no va ser posible aplicar este esquema, pues, los estados reales del proceso, X, no son
medibles. Por ello, hay que plantear otra metodologia alternativa que garantice la reso-
lubilidad. Esta metodologia debera basarse exclusivamente en el estado observado en el
instante k + 1:

X(k+1)= (A -TIC) ®(k) + Bu(k) + IIy(k) (5.4-29)
R(k+1) = AR(k) + Bui(k) + IT (Cx(k) — CX(k)) (5.4-30)

Recordando la clasificacion de los estados del observador (4.5-5) se deduce que:

Cx(k) — Cx(k) = Cx(k) - C (f(k)) =C ( e’f(k) ) (5.4-31)
x* (k) —x*(k)
con lo cual:
(R(k+1)> :A(fz(k)> +Bﬂ(k)+ﬂé(e?(k)) (5.4.32)
X(k+1) x* (k) —x*(k)

A II1Q2
0 I

(100} (50 oo [ fe o (20) s
2(k+1) X (k) I —x()

realizando ciertas simplificaciones:

(x(k+ 1)) _ (f(k)) 4 B0 + (‘fD(k)) (5.4-34)
2 (k+ 1) (k) x (k)

Siguiendo la metodologia hasta ahora empleada, se define el conjunto de restricciones

A O
00

II,C 0
C I-Q

sobre los estados del observador como sigue:

RO = {R(k) € R™" : Yin < CR(K) < Yimax} (5.4-35)
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a partir del cual hay que obtener el mayor conjunto invariante bajo control del sistema
observador (5.4-34), para asi poder establecer la condicion de resolubilidad. Dicho con-
junto debera calcularse tomando a ep y a X* como perturbaciones acotadas. Por ello, el

siguiente paso consiste en determinar los conjuntos acotados a los cuales pertenecen.

La evolucion dinamica de ep y de x* viene dada por las ecuaciones (4.5-15):

ep(k+1)=(A-T1I,C) ep(k)
x(k+ 1) = (I - Q) x*(k) + Cep(k) (5.4-36)

El valor inicial para x* se toma igual a cero pues no hay informacién a priori sobre dichos

estados del ruido. Consecuentemente, los valores de X* y ep para cualquier instante de
tiempo se pueden obtener a partir del valor inicial ep(0), segun las formulas:

ep(k) = (A-T1C)* ep(0) k>0
x*(k) = Hyep(0) k>1 (5.4-37)

siendo la matriz Hy:
Hy=0 ; Hi=(I-QH 1 +CA-IL,OK' k>1 (5.4-38)

De estas expresiones se deduce que los valores de los sucesivos estados del ruido y de
los errores de estimacion de los estados deterministicos siempre estan acotados por ser
la dinamica del observador estable. En concreto se cumple que:

klim ep(k)=0 (5.4-39)
klim x(k)=0 (5.4-40)

Teniendo en cuenta el modelo del observador (5.4-34) y las evoluciones dinamicas

(5.4-37) éste se transforma en un sistema lineal variante con el tiempo:

(f?(k+1)): (:Z(k))+gﬂ(k)+
(k4 1) % (k)

donde ep(0) ha de considerarse como una perturbacién acotada. En concreto, es necesa-

A O
00

II,C (A - II, C)K

. ep(0) (5.4-41)
CA-ILiC) + (I - Q) Hy

rio conocer el conjunto al cual pertenece. Partiendo de su definicion:

ep(0) = x(0) — x(0) (5.4-42)
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y teniendo en cuenta que la observacién inicial de los estados es siempre fija (por ejem-
plo X(0) = 0), y que el par (%(0), X(0)) ha de pertenecer necesariamente al conjunto C(X,)
para que el problema de optimizacion del GPC sea resoluble (aunque se desconozca el
valor de x(0)), resulta que ep(0) pertenece a un conjunto que esta relacionado con el
mayor conjunto invariante anterior. Para la obtencion de dicho conjunto se parte de la
expresion del conjunto Cy(X,):

X(k)

X(0), X(0)) € Cxo(Xo) 5 Cx(%o) =
(%(0), %(0)) € Co (ko) (Xo) {(ﬁ(k)

) ER" x R™™ : Px(k) + PoX(k) < S} (5.4-43)
siendo P, y P, matrices de dimensiones adecuadas y S un vector columna con las mismas
filas que las matrices anteriores. Notese que esta representacion se deriva del hecho de
que todos los conjuntos invariantes con politopos convexos (ver ejemplos 5.4.1, 5.4.2 y
5.4.3). Ahora se opera sobre dicha representacion:

Px(0)+PX0)< S (5.4-44)
Piep(0) + Pix(0) + BX(0) < S (5.4-45)
P eD(O) S S - (Pl [Ir 0r>< n] + PZ)X\(O) (5-4'46)
luego ep(0) pertenece al conjunto:
ERO0)E£{zeR : Pz<S— (Pi[I Oryn] + P) X(0)} (5.4-47)

Una vez determinado este conjunto de los posibles errores deterministicos, hay que
obtener la condicion adicional que han de cumplir los estados observados en k + 1 para
garantizar la resolubilidad. Pero antes hay que destacar que el sistema (5.4-41) es lineal
pero variante con el tiempo, lo cual supone que, en principio, la teoria de conjuntos inva-
riantes antes aplicada al GPC deja de ser valida ya que ésta fue presentada para sistemas
lineales e invariantes con el tiempo. En [Kerrigan 2000] se presenta una generalizacion
de esta metodologia al caso de sistemas variantes con el tiempo, la cual se basa en los
conceptos ya presentados con ligeros cambios, aunque ya no va a ser posible, en general,
garantizar la existencia de los mayores conjuntos invariantes bajo control. Esta metodo-
logia sera la que se empleara a partir de este momento, pero antes se requiere presentar

la siguiente definicion:

Definicion 5.4.7 (Conjunto robustamente controlable) EI conjunto robustamente contro-
lable en i pasos Ki(Q,T,W) es el mayor conjunto de estados de Q para el cual existe una
ley de control admisible para la cual un conjunto objetivo arbitrario T C R" es alcanzado
exactamente en i pasos, mientras se mantiene la evolucion de los estados dentro de Q para

los primeros i — 1 pasos, para todas las perturbaciones esperables:
Ki(Q,T,W) £ {(0) € R" / 3{i(k) = (R(K)) € Uy ' = {x(K) € Q3§ ", %) € T,W{w(k) € W}{ '
(5.4-48)
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Para los sistemas variantes con el tiempo la metodologia a seguir consiste en partir
de un determinado instante k = N y regresar hacia el instante inicial k = 0, lo cual
implica, que antes de aplicarla, es necesario fijar un determinado instante final finito.
Para el caso que se esta analizando, la matriz del sistema (5.4-41) que corresponde a
los errores deterministicos iniciales tiende a la matriz nula conforme k tiende a infinito
por ser la dinamica del observador estable. Esto supone que dicho sistema converge a un
sistema lineal e invariante con el tiempo, que resulta ser el proceso real, pues los estados
observados convergen a los estados reales del proceso. Este hecho so6lo es estrictamente
cierto para k = oo, pero se puede obtener un valor finito para N imponiendo cierta
tolerancia en la convergencia de los estados observados a los reales. En concreto, se ha
optado por fijar una tolerancia, ¢, en la convergencia a cero de los estados del ruido
observados (5.4-40) x*, siendo N el instante para el que se cumple:

)?*(N)H <e (5.4-49)

Si la tolerancia fijada ¢ es lo suficiente pequenia (por ejemplo 10~16) se puede suponer
que, aproximadamente, para dicho instante los estados observados coinciden con los
reales, con lo cual para k = N para garantizar la resolubilidad se ha de cumplir que:

X(N)~ X(N) € C-c(X) = X(N) € Co(X) (5.4-50)

tal y como se analiz6 para el caso sin observador. Todo esto se da para un N finito y
conocido, ya que como:

x*(k) = Hyep(0) (5.4-51)
basta tomar:
N = argmin {k: [|Hy|| - max ||z]| < e} (5.4-52)
k ze&p(X(0))

Una vez obtenida la condicion (5.4-50) para el instante N hay que obtener la condi-
cion de resolubilidad correspondiente al instante anterior N — 1. Dicha condiciéon supone
imponer que los estados observados en N —1 han de pertenecer al conjunto robustamen-
te controlable de un paso para el sistema variante (5.4-41) actualizado para el instante
N — 1 tomando como perturbacion a ep(0) y obligando a que los estados observados
alcancen el conjunto €/ (X):

K1 (X9, €L, (X), Ep(%(0))) (5.4-53)
siendo:
Cl (X)) 2 x D XECu(X), X =0 (5.4-54)
x*
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Esta misma idea ha de aplicarse para el instante N — 2, para el cual sera necesario
imponer la condiciéon de que los estados observados pertenezcan al conjunto £; (X°,
K1 (X9, ¢, (X), Ep(%(0))) , En(X(0))). Y asi se repite hasta llegar al instante k = 0, calcu-
lando los sucesivos conjuntos robustamente controlables de un paso tales que llevan a
los estados observados en un paso al anterior conjunto robustamente controlable, para
cualquier error deterministico inicial. Por tanto, el paso previo a la aplicacion de este
esquema de resolubilidad es el computo de todos estos conjuntos robustamente con-
trolables'*. Finalmente, el problema de resolubilidad para el caso del observador tendra
solucion si el conjunto robustamente controlable para el instante k = 0 es no vacio, ya
que si lo fuese no seria posible encontrar estados iniciales para el observador tales que
para los instantes siguientes pudiesen alcanzar los sucesivos conjuntos robustamente
controlables de un paso satisfaciendo todas las restricciones, para alcanzar finalmente

el mayor conjunto invariante bajo control C,(X).

Para simplificar la notacion se usaran las siguientes definiciones:

Kn 2 () (5.4-55)
Kn-1 2 K1 (X0, K, Ep(R(0))) (5.4-56)
K2 K1 (X0, K41, Ep(R(0) j=0,1,....,N-1 (5.4-57)

Con estas definiciones y conocidos los sucesivos conjuntos robustamente controla-
bles, X j, se propone el siguiente algoritmo que garantiza la resolubilidad:

1. Se inicializa j = 0. Se toma un valor inicial para los estados del observador, X(0),
que pertenezca a Ky.

2. Se resuelve la ley de control del GPC imponiendo las restricciones correspondientes
sobre las acciones de control y la restriccion de que X(j + 1) € Kj41.

3. Se incrementa j y se vuelve al punto 2 si j < N — 1. En caso contrario a partir
del instante N se aplica la metodologia desarrollada para el caso sin observador,
tomando a los estados deterministicos observados como los verdaderos valores de
los estados del proceso.

Este esquema de resolubilidad es valido para cualquier tamaiio de los horizontes de
prediccion y control, con lo condicién de que el método de resolubilidad aplicado para
el caso sin observador también lo cumpla (ver proposicion 5.4.4).

En base a todos los desarrollos previos se puede enunciar el siguiente teorema:

TEOREMA 5.4.1 Para toda pareja de estados iniciales del proceso, X(0), y de estados inicia-
les de estimacion del observador, X(0), pertenecientes a Cs(X,), con X(0) € Ky, suponiendo

11Para ello se puede emplear, por ejemplo, la Invariant Set ToolBox.
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que KXo sea no vacio, el problema de optimizacion del GPC es siempre resoluble para
N, > 1, N, > N, cuando se emplea la restriccion de que X(j+1) € Xjy1 j=0,1,...,N-1,
aplicando a partir del instante j = N los resultados de la proposicion 5.4.4. La restriccion
impuesta sobre los estados observados por el observador asegura que éstos satisfardn las
restricciones impuestas sobre los estados, es decir, X(j + 1) € XO°.

EJEMPLO 5.4.4 Para el proceso inestable del ejemplo 5.4.1, se va a calcular el conjunto
Co(X,) con las mismas restricciones ya indicadas, y para el caso de que todos los polos del
observador se ubiquen en 0.5. La expresion de dicho conjunto se adjunta en el anexo A
ejemplo A.3.1.

Como la estimacion inicial de los estados del proceso siempre es conocida, X(0), a partir
del conjunto C.(X,) se puede determinar el posible conjunto de los estados iniciales del
proceso. Dicho conjunto se ha representado en la figura 5.10 cuando, por ejemplo, X(0) =
0, junto con el conjunto C(X), que contiene los posibles estados iniciales para el caso en
que los estados son medibles. Como se puede apreciar, éste ultimo contiene al conjunto
obtenido para el caso del uso del observador.

C_(X,)D.62
0.6

0.4

-3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURA 5.10: Mayor cojunto invariante bajo control para el caso en que los estados son medibles, y mayor

conjunto invariante bajo control cuando se estiman los estados y X(0) = 0, para el proceso inestable.

Si se aplica el algoritmo antes propuesto se pueden determinar los conjuntos X j, para
el caso en que X(0) = 0. Tras una serie de cdlculos se ha determinado que para todo
el conjunto de posibles perturbaciones, £p(0), el conjunto Xy es vacio, lo cual indica que
para todos los estados iniciales en Cs(X,) no es posible satisfacer las restricciones. Por
ello, se ha probado con conjuntos de menor tamario contenidos en él, obtenidos mediante
escalado de éste. En concreto, tras una serie de iteraciones, se ha observado que X, es no
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vacio para escalados inferiores o iguales a 0.483 (ver figura 5.10). Para dicho valor de
escalado en la figura 5.11 se han representado en dos dimensiones los primeros conjuntos
robustamente controlables de un paso junto con el conjunto C.(X), al cual convergen
conforme j alcanza el valor N, que para este proceso resulta ser de 68 cuando se toma
una tolerancia de 1019,

0.8

0.6

0.2

FIGURA 5.11: Conjuntos X j y mayor conjunto invariante bajo control para el caso en que los estados son medi-
bles.

La metodologia propuesta en el algoritmo anterior puede ser conservadora ya que asu-
me que la perturbacion puede variar de un instante a otro dentro del conjunto £p(0), lo
cual no es cierto, pues en realidad ésta toma un valor cualesquiera dentro de este con-
junto pero constante a lo largo de los sucesivos instantes. En concreto, para este ejemplo
resulta, tras una serie de iteraciones, que el esquema garantiza resolubilidad hasta para
un escalado de 0.62 (ver figura 5.10), aplicando perturbaciones constantes, empleando los
conjuntos X j obtenidos para el escalado de 0.483.

A modo de ejemplo, en la figura 5.12 se han presentado las evoluciones de la salida
real y de la predicha cuando se disefia un controlador GPC con N, = 5, N, = 15, Q; = I,
R; = 0, tomando como estado inicial el vértice (—1.1872,0.2818) del conjunto escalado
por 0.62. Como se aprecia, la salida predicha satisface en todo momento las restricciones,

mientras la real no.

Nota 5.4.3 Esta misma metodologia puede aplicarse si se deseara emplear el conjunto
estabilizable S;(X,, [EL.)O), en lugar de C(X,), siendo necesario obtener los conjuntos robus-
tamente controlables de un paso para poder alcanzar el conjunto estabilizable Si(X,E,)
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0.4

‘Salida real

0.2F

-0.4F .

Salida

Salida predicha

—12}

1.4 1 1 1 | |
5 10 15 20 25 30

Instantes de muestreo

FIGURA 5.12: Evolucion temporal de la salida predicha y la real bajo el control con GPC, partiendo del vértice
(—1.1872,0.2818).

en lugar del conjunto C(X). £, representa el punto de equilibrio del sistema aumentado
(5.4-26) asociado a wo, y Eg, lo mismo pero para el proceso real.

Nota 5.4.4 En el caso particular de que los polos del observador (v + n) se ubiquen en
cero, se cumple que tras v + n instantes de muestreo la estimacion del estado converge al
verdadero valor real de los estados del proceso. A partir de ese instante se puede, pues,
aplicar la misma mecdnica que para el caso de que todos los estados sean medibles.

5.5. Diseno estable de GPC con restricciones

En este punto se va a justificar, al igual que se hizo para el caso sin restricciones,
que, bajo ciertas condiciones, siempre se pueden encontrar tamafos para el horizonte

de prediccion y para el de control que garanticen la estabilidad del bucle cerrado.

5.5.1. Garantia de estabilidad

El resultado principal viene impuesto por el siguiente teorema, que emplea ideas
similares a las presentadas en [Primbs y Nevisti¢ 1997; Senent 1998; Lee 2000]:

TEOREMA 5.5.1 Supongase que se cumplen las condiciones de la proposicion 5.4.3, para
el caso en que los estados sean medibles, o las condiciones del TEOREMA 5.4.1, para el caso
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del uso del observador del capitulo 3. Dadas matrices Q; ¥y R; que verifiquen:
Q-Q1>0 Vi ; RR—-R_1>0 Vi (5.5-1)

sea s > 0 el minimo numero entero tal que Vk:

s s—1
H(k) = e()"Qie(k) + > e(k + ilk)" Qie(k + i|k) + > Aui(k + i|k)T Ry Au(k + i[k) > 0
i=1 i=0
X(k) # Xo (5.5-2)

siendo xg el valor del estado correspondiente al punto de equilibrio &g, ¥ n; el numero de
polos inestables del proceso, para todos los valores iniciales del estado y de la estimacion
de los mismos que pertenezcan al conjunto estabilizable S; (XO, [E{;,O) C Cx(X,) y para
Ny >max{j+1,n;+ 1} + s+ 1 existe Ny tal que para N, > Ny el bucle cerrado del proceso
mds GPC es asintoticamente estable con respecto del punto de equilibrio correspondiente
awy.

E;, representa el punto de equilibrio del sistema aumentado (5.4-26) asociado a .

w

Nota 5.5.1 EI conjunto estabilizable S..(X,, [Eg)o) es el mayor conjunto posible de valores
iniciales para los estados y de sus estimaciones iniciales para los cuales, ademds de ser
resoluble el problema de optimizacion, el controlador GPC puede llevar al proceso al punto
de equilibrio wgy. En general, Sy (X,, [E:;M) C Cx(X,), aunque si coinciden, para todos los
casos en los que el problema es resoluble ademas cabe la posibilidad de que el GPC lleve
el proceso a dicho punto de equilibrio.

Su demostracion se encuentra en el apéndice A teorema A.3.2.

Nota 5.5.2 Con las mismas ideas empleadas en esta demostracion se puede justificar que
la estabilidad es, ademads, exponencial. Este hecho se demuestra en la proposicion A.3.3
del apéndice A.

5.5.2. Método iterativo de eleccion de N, y N, para disefio estable

En la seccidén 5.3.2 se present6 una metodologia iterativa para el disefio de estable
de N, y N, para el caso sin restricciones. Dicha metodologia puede aplicarse, también, al
caso con restricciones, aunque en este caso, va a ser necesario presentar algian parametro

garantice la estabilidad cuando se presentan restricciones.

El parametro empleado en esta tesis es el cociente entre los valores 6ptimos conse-
cutivos del indice de coste del GPC*=:

Lo v (k+1) x(k)
* = : = 2w Vk Si XO, [E/- 5.5-3
v* = max {7 v T (B Az € Si(Xo, E,) ( )

12El mismo parametro que fue empleado en [Primbs y Nevisti¢c 1997; Senent 1998].
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Si 7* < 1 entonces el bucle cerrado del proceso mas GPC cuando hay restricciones es
asintoticamente estable.

A partir de esta definicion, el calculo del valor de «* requiere un enorme coste compu-
tacional, que en muchos casos va a ser practicamente imposible de abordar. No obstante,
es posible reformular esta definicién para facilitar su computo. Para el caso de que los
estados fuesen medibles, o de que todos los polos del observador se ubiquen en cero's,
el valor de este parametro también satisface esta relacion:

T

=2~ X(0) € Si(X,Eg,), U(jlO)EU j=0,--- N, =1 5.5-4
) X(0) € Si( ), u(jl0) e U j } ( )

7" = max {7 sy
Si se presentasen restricciones sobre los incrementos de las acciones de control en-

tonces se puede obtener una cota superior para el valor de 7*:

oo (1)
v <max{y : y ="M 2 (%(0),(-1)) € Si(XU, Eg,), Al(j0) € AU j=0,--- ,N,— 1
I, (0)

(5.5-5)

Este valor es una cota superior debido a que se incluyen en la optimizacién todas las
combinaciones posibles de estados pertenecientes a X y de acciones de control anterio-
res, i(k — 1), pertenecientes a U, lo cual no tiene porqué ocurrir, ya que el controlador
GPC no dara lugar, en general, a todas estas combinaciones.

Para el caso general de empleo del observador con polos no ubicados en cero, también
se puede obtener una cota superior para el parametro *:
B NS
I n,(0)

los conjuntos robustamente controlables de un paso X; corresponden al caso de alcan-

7 < maX{7 DY (%(0), X(0)) € Si(Xo, ES, ), R(1) € K1, X(2) € sz} (5.5-6)

zar el conjunto §i(%, Eg,) cuando j = N.
Esta expresion es generalizable al caso de presencia de restricciones sobre los incre-
mentos de las acciones de control:

Jo v (1)
¥* gmax{y Dy = NoNu 7

= X X i(—1 i(X 05 e )
N0 (%(0), %(0), ua(-1)) € Si(XU,, Ey, )

(%(1),1(0)) € K1, (R(2), (1)) € ch} (5.5-7)

Todos estos problemas de maximizacioén son, en general, no convexos debido a que
la funciéon a optimizar no lo es, aunque el recinto de optimizacion si es convexo (los con-
juntos invariantes son politopos convexos). Para su resolucion se emplea la metodologia
de optimizacion heuristica basada en algoritmos genéticos de codificacion real [Blasco
2000].

13En este caso como el observador tiene r + n polos, el valor del parametro se refiere a los instantes ¥+ n+ 2

Ronr+n+2)
=2t X(r+n+1)€ K Eyy) p-
JNZ,Nu(r+ n+1)

yr+n+1: 7*:max{7 Ty
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EJEMPLO 5.5.1 En este ejemplo se muestra el uso del pardmetro v* para realizar un dise-
Ao iterativo estable del proceso con dos entradas y dos salidas:

0 -035 0 0 -0.6 1
1 12 0 0 2 0 01 0O
A= = = (5.5-8)
0 0 0 -0.4629 0 -0.69 0 0 01
0 0 1 1.38 -0.5 2

sometido a las siguientes restricciones:

m Upax = (0.5 0.25)7 , tin=(0 0)".

" Viax = (1 l)T; Ymin = (0 O)T-

cuando el punto de equilibrio deseado es &y = (0.5 0.3)".

Para el disevio del controlador GPC se han empleado las siguientes matrices de ponde-

racion:
m Qi =1Vi, Ri=0YVi.

Ademdads, como no hay discrepancias entre modelo y proceso se ubican todos los polos del
observador en cero. Consecuentemente, para el cdlculo de v* se utilizard ecuacion (5.5-4),
Y, por ejemplo, el conjunto estabilizable de cuatro pasos S8;(%,Eg,), lo cual implica que
Ny>5yN, >5.

En las tablas 5.4 y 5.5 se muestran los valores para el pardametro de estabilidad v* para
diferentes tamarios de los horizontes de prediccion y control. En todos los casos analizados
el bucle cerrado, como se observa, es asintoticamente estable con respecto al punto de

equilibrio &g.

N, 5 7 9 11 13
v* 1 0.6355 | 0.6258 | 0.5998 | 0.6058 | 0.6089

TABLA 5.4: Valores del parametro v* para Ny = 5.

N> 6 8 10 12 14
7* 1 0.5985 | 0.5978 | 0.6058 | 0.5967 | 0.5988

TABLA 5.5: Valores del pardametro v* para Ny = 6.

Al igual ocurri6 para el caso sin restricciones, se ha utilizado este método para tratar
de garantizar estabilidad para valores inferiores de N, a los indicados por el teorema
5.5.1, aunque entonces no hay garantia de que se puedan encontrar valores para N> que

impliquen estabilidad, aunque en este caso si.
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5.6. Conclusiones del capitulo

. Para el caso sin restricciones se han presentado 3 métodos de estabilidad cuando

las referencias impuestas sobre las salidas sean todas constantes (problema de
regulacion). Ademas, uno de ellos es valido, mediante adaptacion, para aquellos
casos en los que el valor 6ptimo del indice de coste no sea funcion de Lyapunov .

. Se ha justificado que siempre existen tamanos de los horizontes de predicciéon y

control para los cuales el bucle cerrado es asintéticamente estable (exponencial-
mente estable).

. Estos resultados han permitido proponer un método iterativo para el disefio es-

table del controlador eligiendo de forma adecuada los tamafnos del horizonte de
prediccion y del horizonte de control.

. Para el caso con restricciones se ha empleado la Teoria de Conjuntos Invariantes

para garantizar la resolubilidad del problema de optimizacién del GPC. Esta meto-
dologia permite obtener determinado conjunto de posibles estados iniciales para
los cuales dicho problema siempre es resoluble. En particular, esta metodologia se
ha desarrollado en el caso de uso del observador, enunciado en el capitulo 3, para
la estimacion de los estados.

. Al igual que para el caso sin restricciones, se ha justificado que siempre existen

tamanos de los horizontes de prediccion y control para los cuales el bucle cerrado
es asintoticamente estable, sean cuales sean los polos del observador (con la con-
dicion de que éste sea estable). Ademas, también se cumple que el bucle cerrado es

exponencialmente estable.

. Finalmente, se ha extendido la metodologia iterativa de disefio de los horizontes de

prediccion y control al caso con restricciones, basada en el calculo del parametro
de estabilidad ~*.
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6.1. Introduccion

En este capitulo se van a presentar diversas metodologias de seleccion o6ptima de los
parametros del conjunto formado por el controlador GPC y el observador: horizontes,
matrices de ponderacion y polos del observador, que garanticen un disefio robusto del
mismo ante diferentes tipos de incertidumbre, dindmica no modelada y/o perturbacio-
nes, asegurando determinadas especificaciones sobre salidas y acciones de control.

Dichas metodologias de disefio robusto se fundamentan en dos aspectos:

1. Condiciones basadas en desigualdades lineales matriciales (LMIs) relativas a: esta-
bilidad asinto6tica, norma infinito, norma 2, norma 1, ubicacién de polos en bucle
cerrado y satisfaccion de restricciones, cuando se presentan diferentes diferentes
tipos de incertidumbre y/o dinamica no modelada.

2. Resolucion de los problemas de optimizacion, en general no convexos, asociados
a la seleccion optima de los parametros del conjunto formado por el GPC y el ob-
servador, mediante algoritmos genéticos. Estos problemas de optimizacion son, en
general, no convexos debido a que las funciones a optimizar dependen de forma no
lineal con respecto de los parametros del controlador y del observador. Esta afir-
macion puede constatarse, por ejemplo, observando la dependencia de las matrices
del controlador y del observador, presentadas en el capitulo 3, en términos de sus

parametros.

En la parte final del capitulo se estudiaran los procesos con incertidumbre variable
con el tiempo. Las metodologias que se presentan son una extension de los resultados
previos relativos a los casos con incertidumbre invariable. Estos resultados son el punto
de partida de las metodologias propuestas en el capitulo siguiente, dedicado al control
de sistemas no lineales, los cuales se trataran como sistemas lineales de parametros
variables con el tiempo [Scherer y Weiland 2000; Scherer 2001; El Ghaoui y Niculescu
2000].

A partir de este momento, al conjunto formado por el controlador GPC y el obser-
vador se le pasara a denominar simplemente controlador-observador GPC, siendo sus
parametros, por tanto, los horizontes de prediccion y control, las matrices de pondera-
cion y los polos del observador.
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6.2. Diseno robusto: caso nominal

En esta seccidén se va a realizar un analisis de robustez del bucle cerrado formado
por el proceso real y el controlador-observador GPC cuando se da la circunstancia de
que modelo y proceso coinciden. Dicho analisis se basa en el uso de las funciones de
sensibilidad asociadas a dicho bucle. A partir de este analisis se propondra un método
de disenio 6ptimo de los polos del observador, de tal forma que el bucle cerrado posea
unas funciones de sensibilidad lo mas ajustadas posible a unas prefijadas de antemano.
Los conceptos y términos que se emplearan a lo largo de la seccion han sido extraidos
de [Goodwin et al. 2001].

En primer lugar se procede a obtener una representacion interna para el controlador-
observador GPC. El controlador GPC presenta la representacion interna (3.5-7):

x(k)
X(k+1)=(I-c0)x(K)+(I-00)[ —eM oU —-oP || @(k)
y(k)
x(k)
(k) =+ oM oU —oP || @k 6.2-1)
(k)
y el observador de rango completo tiene la siguiente (3.6-1):
X(k+1) = [A - TIC] ®(k) + Bii(k) + ITy(k) (6.2-2)

Combinando ambas representaciones internas se obtiene la del controlador-observador
GPC:

A—TIC — BoM B BoU IT1 - BoP
GPC'=| -(I-00)cM I-060|(I-00)cU —(I-00)cP (6.2-3)
—-oM I ‘ oU —oP

El controlador-observador GPC se puede interpretar como un controlador de dos gra-
dos de libertad tipico, tal y como muestra la figura 6.1, en la que la matriz de transfe-
rencia # representa la parte que depende de los valores de la referencia, y la matriz de
transferencia R representa la parte que depende de la medida de la salida. Ambas ma-
trices de transferencia, presentan la siguiente representacion interna obtenida a partir
de la del controlador-observador GPC (6.2-3):

1Esta notacion indica que las matrices de su representacion interna son A, B, Cy Dy estan ordenadas asi:

EA
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A—-TIC - BcM B II - BoP
R=| - I-00)cM I-00|-(I-00)cP (6.2-4)
—oM I | -—oP
A—-TIC — BcM B BoU
H=| —-I-00)cM I-00|(I-00)cU (6.2-5)
—oM I | oU

En dicha figura, ademas, se consideran aplicadas perturbaciones a la entrada y salida
del proceso, d, y d, respectivamente, y ruido de medida dy,.

Jm

H(z)

G,(z) ﬁ»DiH y

A

d

m

FIGURA 6.1: Diagrama de bloques del bucle cerrado cuando el GPC se descompone en sus partes H y R.

Realizando algunas transformaciones sobre el diagrama de bloques 6.1 se obtiene
un nuevo diagrama de bloques (figura 6.2), que presenta la estructura de un lazo de
control multivariable clasico cuyo controlador es —R, mas una matriz de transferencia
de prefiltrado — R~1#.

d,
_|_

64’ ‘R —IH(Z) 4’@—» -R(z)

GO(Z) ﬁo——» ;’

FIGURA 6.2: Diagrama de bloques del bucle cerrado transformado a la estructura de un lazo cldsico de control

multivariable con matriz de transferencia de prefiltrado.

Siguiendo la nomenclatura presentada en [Goodwin et al. 2001], el bucle cerrado de
la figura 6.2 puede ser descrito mediante las siguientes matrices de transferencia:

= Sy(z) funcion de sensibilidad nominal. Relaciona d, con y.

» Tj(z) funcion de sensibilidad complementaria nominal. Relaciona &' con y.
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m S,0(z) funciéon de sensibilidad nominal con respecto a la entrada. Relaciona &’ con

u.

= Sjs(z) funcion de sensibilidad nominal con respecto a la perturbaciéon de entrada.

Relaciona dy con y.

Dando lugar a las siguientes relaciones [Goodwin et al. 2001]:

V(z) = To(2)w'(z) — To(2)dm(z) + So(2)dy(Z) + Sio(2)du(2)
z)

(z) = Sw(2)w'(z) — Suo(2)dm(z) — SuO(Z)dy(Z) — SuoGo(2)dy(2) (6.2-6)
siendo:
So(z) = (I - Go(2)R(z2)) (6.2-7)
Ty(2) = —Go(2)R(2) (I - Go(2)R(2)) "' = — (I - Go(2)R(2)) " Go(2)R(2) = I — Sy(2)
(6.2-8)
Su0(2) = =R(2) (I - Go(2)R(2)) ™' = = R(2)S0(2) = (Go(2)) ™' To(2) (6.2-9)

Si(2) = (I - Go(2)R(2)) ™' Go(2) = Go(2) (I - Go(2)R(2) " = So(2)Go(z)  (6.2-10)
Si ahora se sustituye el vector &'

Y(z) = —~To(2) RN (2) H(2)w(2) — To(2)dm(2) + So(2)dy(2) + Sio(2)du(2) (6.2-11)
U(z) = —Su(2) R U2 H(2)0(2) — Suo(2)dm(2) — Suo(2)dy(2) — Sy Go(2)dy(z)  (6.2-12)

Estas funciones de sensibilidad permiten analizar diferentes aspectos del funcionamien-
to del controlador [Goodwin et al. 2001]:

m Seguimiento de referencias.

Comportamiento ante perturbaciones.

Inmunidad al ruido de medida.

Robustez ante incertidumbre y/o dinamica no modelada.

Cuantificacion del esfuerzo de control.

de ahi su utilidad en el analisis de la robustez.

Ademas, en base a estas funciones de sensibilidad, se puede establecer el siguiente
resultado sobre la estabilidad interna del bucle cerrado de la figura 6.2:

Proposicion 6.2.1 El bucle cerrado de la figura 6.2 es internamente estable si 'y solo si

R-1H es estable y las cuatro funciones de sensibilidad anteriores son estables.
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Demostracion: Para justificar esta proposicion basta con emplear el resultado de

estabilidad interna presentado en [Goodwin et al. 2001] y el hecho de que R'# sea
estable. [ |

A partir de larelacion (6.2-11) se puede obtener la matriz de transferencia correspon-
diente al bucle cerrado formado por el proceso real y el controlador-observador GPC:

y(2) = -ThR (2)H(2)@(2) (6.2-13)
Y(2) = (I- Go(2)R(2)) ' Go(2) H(2)a(2) (6.2-14)

Hay que recordar que como proceso real y modelo coinciden esta matriz de transferencia
solo dependera de los horizontes de control y prediccion, y de las matrices de pondera-
cion, y no de los polos del observador, segun el principio de separacion ya comentado en
la Nota 4.5.2. Téngase en cuenta que los polos del observador son los iinicos parametros
del controlador-observador GPC que estan asociados al observador, por tanto, soélo el
resto influyen en la dindmica del bucle cerrado.

Un resultado analogo se obtiene para la matriz de transferencia que relaciona las
acciones de control con las referencias (6.2-12):

u(z) = —Sw(2)R N (2)H(2)a(2)
i(z) = R(z) (I - Go(2)R(2)) ' R-U2)H(2)o(2) (6.2-15)

Estos resultados muestran que es posible elegir los horizontes de control y predic-
cion, y las matrices de ponderacion para que las matrices de transferencia del bucle
cerrado y de las acciones de control con las referencias cumplan determinadas caracte-
risticas (tiempo de establecimiento, ancho de banda, etc.), independientemente de cual
sea la eleccion de los polos del observador.

El siguiente paso va a consistir en justificar, que a diferencia de las funciones de
transferencia del bucle cerrado y de las acciones de control, la dindmica de las funciones
de sensibilidad viene caracterizada, en parte, por los polos del observador. Como estan
interrelacionadas entre si (6.2-7), (6.2-8), (6.2-9) y (6.2-10), bastara con justificar que
una cualquiera de ellas lo cumple. Por ejemplo, se analizara la dinamica de la funciéon de
sensibilidad complementaria nominal T; (6.2-8) a partir de la matriz de transferencia en
bucle cerrado (6.2-13):

Gpe(z) = —To(2) R (2)H(2) (6.2-16)
To(2) = - Gac(2)H ' (2)R(2) (6.2-17)
Salvo que se produzcan cancelaciones, los polos de Tj son los polos del bucle cerrado

y los polos de #~1(z)R(z), y lo mismo ocurre con sus ceros. Por ello, a continuacion se
obtendran los polos y ceros de #~1(z)R(z), a partir de su representacion interna.
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Primero se obtiene #~! utilizando la representacion (6.2-5) y la expresion [Zhou y
Doyle 1998]:

Ay — ByD;'Cy | -By D3}
o= | | it (6.2-18)
D,'Cx | D,
Tras simplificar las operaciones:
A-T1IC 0 -B
HL = 0 0 —(I-00) (6.2-19)

~(eU) oM (oU) '] (oU)!
Para calcular el producto #~1(z)R(z) se utiliza la siguiente relacion [Zhou y Doyle 1998]:

A1 B G | DiD;
GG:=| 0 A | B (6.2-20)
G DG \ DD,

Después de realizar algunas simplificaciones:

[ A-1C 0 BoM -B BoP |
0 0 I-0c0)cM —-(I-00)| (I-00)ocP
H-Y2)R(z) = 0 0 A-TIC — BoM B II - BoP
0 0 —(I-00)cM (I-00) |—-(I—-0c0)ocP
| —@U) oM (cU)'  —(eU)'oM  (cU)"' | —(cU)'oP j
(6.2-21)

Esta representacion interna no es minima, pero para que se aprecie mejor dicha circuns-

tancia se introduce una transformacion lineal del estado con matriz de transformacion:

I 01O
0 I 01
T = (6.2-22)
0 0TI1O
0 0 01
que da lugar a la siguiente representacion:
[ A-uc 0 0 0 IT ]
0 0 0 0 0
H 1 (2)R(z) = 0 0 A—TIC — BcM B IT1— BoP
0 0 —(I-00)cM (I-00)|—-(I-0c0)oP
L —(eU) ' oM (cU)™! 0 0 —(cU)"'oP |
(6.2-23)
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Como se puede apreciar, los estados correspondientes a los dos ultimos bloques de filas
en los que esta dividida la matriz de estado no influyen sobre el valor de las salidas, por
tanto, no son observables y seran eliminados para obtener la representaciéon minima.
Ademas, los estados correspondientes al segundo bloque de filas de la matriz de estado
son siempre nulos, por tanto, también son eliminados. Finalmente, la representacion

interna minima es:

H N 2)R(z) = (6.2-24)

A-m¢c | &
- (O'U)_l oM ‘ - ((J'U)_1 oP

La matriz de estado de esta representacion coincide con la matriz de estado del obser-
vador, con lo cual, el término #~1(z)R(z) tiene los mismos polos que el observador.
En cuanto a sus ceros, es necesario determinar aquellos valores de z para los cuales la
matriz siguiente pierde rango [Zhou y Doyle 1998]:

A-TIC — zI I
» . (6.2-25)
—(ocU)y " "oM —(ocU) "oP
lo cual ocurrira cuando su determinante sea cero:
A—TIC - zI I
det 1 . =0 (6.2-26)
—(cU) " "oM —(ocU) oP

simplificando el determinante?:

det |A - TIC — zI - 11 (— (cU) GP)_l (— (cU) ™! oM)] det [— (oU)™" aP] =0
det [A —TC-T(oP) ' oM - zI] -0 (6.2-27)

por tanto, los ceros son los valores propios de la la matriz A — IIC — II (¢P)"! oM. En
general, los ceros dependen de A, IT, C, o, M y P, lo que implica que sean funcion tanto
de los polos del observador como de los horizontes de prediccion y control, y de las
matrices de ponderacion.

A partir de la ecuacion (6.2-19) se deduce que # tiene por ceros a los polos del ob-
servador y a m ceros en 0, y de la ecuacion (6.2-5) se deduce que tiene por polos los
del controlador-observador GPC. Siguiendo el mismo razonamiento, se deduce que R
tiene por polos también los del controlador-observador GPC (6.2-4), y si se calculase su
inversa se observaria que posee m ceros en 0 y otros ceros que dependen de todos los
parametros del controlador-observador GPC. El producto #~1(z)R(z) supone la cancela-
cion de los polos del controlador-observador GPC (tal y como se ha analizado) y de los
ceros m ceros en 0 de # con los m ceros en 0 de R. Ademas, el resto de ceros de # se

Ay AIZ) —1
2det =det (A;; — A1pAS, Ay ) det(App)
(AZI A2 ( “ )
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convierten en los polos del producto (polos del observador) y el resto de ceros de R se
convierten en los ceros de este producto.

Consecuentemente, los polos de T, salvo cancelaciones, son por un lado los del bu-
cle cerrado y por otro los del observador. Ademas, sus ceros son los del bucle cerrado
y otros que dependen tanto de los polos del observador como del resto de parametros
del controlador-observador GPC (salvo cancelaciones). Este resultado indica que selec-
cionando adecuadamente los polos del observador, una vez fijados los otros parame-
tros del controlador-observador, seria posible proporcionar determinadas caracteristi-
cas, con ciertas limitaciones, a la funcion de sensibilidad complementaria: rechazo de
perturbaciones, inmunidad al ruido de medida, etc., que contribuyan a aumentar la ro-
bustez del controlador-observador. Este hecho conecta con los resultados mostrados en
la seccion 4.4, los cuales atribuyen robustez a los polos del observador. Sin embargo, en
este capitulo el analisis se ha orientado hacia la robustez del bucle cerrado en lugar de
la robustez asociada a la estimacion del observador. No obstante, en ambos analisis se
llega a la misma conclusién: los polos del observador proporcionan robustez.

Estos resultados no son extrafios, pues al ser el controlador GPC interpretable como
un controlador de dos grados de libertad, es posible por un lado ajustar el bucle con
respecto al comportamiento deseado ante cambios en la referencia y, por otro, ajustar
el comportamiento con respecto a las perturbaciones y/o ruidos de medida [Goodwin et
al. 2001].

A partir de estos resultados se puede proponer la siguiente metodologia de disefio ro-
busto, basada en desintonizar el observador asignado a sus polos determinados valores
que aumenten la robustez:

1. Se disefian los horizontes y las matrices de ponderacion del controlador para ob-
tener una matriz de transferencia en bucle cerrado que cumpla con determinados
requisitos: tiempo de establecimiento, ancho de banda, etc, y una matriz de transfe-
rencia entre acciones de control y referencias que mantenga las acciones de control
dentro de unos limites razonables. La idea es garantizar un adecuado seguimiento
de la referencia dentro de su espectro de frecuencias con un esfuerzo de control
aceptable. Este primer paso no depende de la eleccion de los polos del observador,
como ya se ha comentado.

2. Seleccionar los polos del observador para conseguir determinada robustez ante
perturbaciones y/o ruidos de medida (atenuacion de su efecto en la salida, limitar
el esfuerzo de control, etc.). Este disefio puede hacerse imponiendo determinada
funcion de sensibilidad objetivo TO"bj , Sgbj , S%’j , Sl%bj , y obtener aquél conjunto de
valores para los polos del observador3 que proporcione una minima norma infini-

3En total hay r + n polos del observador, siendo r el nimero de estados del modelo del proceso y n su
numero de salidas. .
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to, norma 2 o norma 1 para la discrepancia entre dicha sensibilidad objetivo y la
obtenida con el controlador-observador GPC. Por ejemplo, si se impone una deter-
minada funcién de sensibilidad complementaria objetivo:

Polos Obs* =  argmin
Polos Obse[0,1)r+n

T — TOHZ, L (6.2-28)
Este problema de optimizacion es, en general, no convexo debido a que la funcién
a minimizar depende de forma no lineal con respecto de los polos del observador4.
Por ello, para su resolucion se pueden emplear algoritmos genéticos, tal y como se
ha propuesto en la introduccion de este capitulo.

En el método propuesto se exige que los polos sean reales positivos y de modulo
inferior a la unidad, aunque se podria realizar un busqueda sobre cualquier nimero
complejo de moédulo inferior a la unidad (con su correspondiente conjugado).

Esta idea de disefo esta basada [Goodwin et al. 2001] en la sintesis 6ptima de con-
troladores MIMO empleando la parametrizacion de Youla, tratando de minimizar la
norma 2 de la desviacion entre una funcion de sensibilidad objetivo y la obtenida
por el controlador estabilizante.

3. Una vez resulto el problema de optimizacion anterior habra que verificar el ajuste,
obtenido con los polos 6ptimos para el observador, de la funcién de sensibilidad
con respecto al objetivo propuesto. Se podra considerar que el disefio es adecuado
cuando la funcion de sensibilidad obtenida cumpla, aproximadamente, las especi-
ficiones de robustez impuestas por la funcion objetivo: ancho de banda, frecuencia
de corte, ganancia a altas frecuencias, ganancia a bajas frecuencias, etc.

4. Si el diseio no fuese adecuado entonces se deduce que con los horizontes y ma-
trices de ponderacion seleccionados para el controlador no existe ningtin conjunto
de valores para los polos del observador que garantice las demandas de robuestez
impuestas en la funcién de sensibilidad objetivo. En este caso se puede proceder
de dos formas: reduciendo alguna de las exigencias de robustez impuestas, o re-
ajustando los parametros del controlador. El segundo método supone modificar,
ademas, alguna de las caracteristicas de seguimiento de referencias del bucle cerra-
do.

Una propuesta alternativa consistiria en tratar de minimizar la discrepancia entre la
funcion de sensibilidad proporcionada por el controlador-observador GPC y la objetivo,
pero ahora tomando como incognitas, ademas de a los polos del observador, a los hori-
zontes y a las matrices de ponderacion (todos los parametros del controlador-observador

4Las matrices del controlador-observador dependen de forma no lineal con respecto de los polos del obser-
vador
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GPO):

Parametros controlador-observador GPC* = argmin
Polos Obse[0,1)+n

T - o (6.2-29)

2,001

Si este problema de optimizaciéon no proporcionase un buen ajuste entonces no seria
posible obtener un controlador-observador GPC que lograse obtener, aproximadamente,
la funcién de sensibilidad objetivo.

Nota 6.2.1 Es conocido que hay exigencias de robustez que pueden ser incompatibles en-
tre si [Sanchez Pevia y Sznaier 1998], siendo necesario, por tanto, relajarlas para que sea
posible obtener una solucion de compromiso entre ellas. Por ejemplo, atenuar el efecto
de perturbaciones aditivas a la entrada sobre las salidas, a la vez que se desea limitar el
esfuerzo de las acciones de control necesarias para atenuar dichas perturbaciones.

Para una adecuada seleccion de las funciones objetivo hay que partir de las ecua-
ciones (6.2-11)(6.2-12) y emplear la metodologia de analisis utilizada en [Skogestad y
Postlethwaite 1996; Goodwin et al. 2001]. Esta metodologia requiere utilizar la respuesta
en frecuencia de matrices de transferencia discretas, la cual esta basada en los valores
singulares minimo, ¢[-], y maximo, &[], correspondientes a su matriz de transferencia de

respuesta en frecuencia:
G(jw) £ G(2) y— pin7s (6.2-30)

que varian con la frecuencia. También se suele emplear el denominado ntmero de con-
dicion que se define como el cociente entre el valor singular maximo y el minimo:

a(G(jw))
a(G(jw))

Una definicion formal de todos estos conceptos se encuentra en el apéndice E.

K(G(jw)) £ (6.2-31)

En la tabla 6.1 se muestran los criterios a emplear para garantizar robustez segiin qué
circunstancia se dé. Esta tabla muestra criterios conservadores que no tienen en cuenta

dos aspectos muy importantes [Sanchez Pena y Sznaier 1998]:

= FEl caracter direccional de la respuesta en frecuencia de los procesos MIMO. Segun
la frecuencia el mayor valor singular esta asociado a diferentes combinaciones de
valores de las entradas. Esta direccionalidad puede suponer, en ciertos casos, que
la robustez demandada se consiga a pesar de que el criterio consevardor anterior

no se verifique.

m Separan las funciones de sensibilidad del bucle cerrado de la dinamica del proceso.
Si se analiza la robustez sin realizar esta separacién se obtienen criterios menos
conservadores, ya que el acoplamiento entre funciones de sensibilidad y proceso
puede dar lugar a que se produzcan cancelaciones de polos y/o ceros, y/o fenome-
nos de direccionalidad antes comentados.
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‘ Objetivo Criterio Rango w

Rechazo pertb. aditivas a la | 7(Sp(w)) € _; Banda frecs. pertb.
a(Go(w))

entrada

Rechazo pertb. aditivas a la | 7(Sp(w)) < 1 Banda frecs. pertb.

salida

Inmunidad ruido medida o(Th(w) « 1 Banda frecs. ruido

Limitar esfuerzo control ante | o(Tp(w)) = # Banda frecs. pertb.
K(Go(Ww))

pertb. aditivas a la entrada

Limitar esfuerzo control ante | o(Ty(w)) = a(Gy(w)) Banda frecs. pertb.
pertb. aditivas a la salida y/o y/o ruido de medida

ruido medida

TABLA 6.1: Criterios de de robustez para diferentes casos extraidos de [Goodwin et al. 2001]

Por ello, tras cualquier disefio es recomendable siempre realizar el analisis de robus-
tez sin separar funciones de sensibilidad y proceso real, con lo cual el fenomeno de la

direccionalidad también se tiene en cuenta.

6.3. Diseno robusto: caso general

En el control de procesos reales, ademas de la presencia de perturbaciones y/o de
ruidos de medida, siempre ocurre que el modelo del proceso y el proceso real no coin-
ciden, ya que el primero sélo es una representacion simplificada del comportamiento
de éste, provocando que entre ellos siempre existan discrepancias. Estas discrepancias
pueden ser debidas a la incertidumbre sobre el valor real de determinados parametros
del modelo: masas, coeficientes, etc.; o bien a comportamientos dinamicos del proceso
no contemplados en el modelo (no linealidades, reduccion del orden del modelo, etc).

Este importante aspecto debe tenerse en cuenta si se desea disefiar un controlador
robusto para el proceso real utilizando su modelo aproximado. Se han desarrollado di-
versas teorias para el disefio de controladores robustos. En concreto, en esta tesis se
presentan, en primer lugar, las ideas basicas de la teoria de Control robusto en H.,
[Zhou y Doyle 1998; Sanchez Pefla y Sznaier 1998], las cuales serviran de apoyo a la
Teoria de desigualdades lineales matriciales [Boyd et al. 1994], conocida con las siglas
inglesas LMIs5, para el disefio del controlador-observador GPC robusto.

El punto de partida para la aplicacién de las ideas antes referenciadas sera la re-
presentacion interna del bucle cerrado formado por el proceso real y el controlador-

5Linear matrix inequalities
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observador GPC (6.2-3). Se supondra que el proceso puede ser representado mediante
un modelo lineal incierto estrictamente propio, el cual es funcién de la incertidumbre
y/0 dinamica no modelada A presente al modelizar el proceso, y sobre el cual actian
una serie de sefales de perturbaciéon y/o ruidos de medida:

x(k + 1) = A(A)x(k) + B(A)(ia(k) + dy(k))
y(k) = C(A)x(k) + dy(k) ;  Ym(k) = Y(k) + dm(k) (6.3-1)
ym es la medida de la salida que recibe el controlador-observador GPC, afectada por el
ruido de medida d,.

La representacion interna del bucle cerrado formado por el controlador-observador
GPC y el modelo incierto anterior es:

Apc
~

Is ~

(x(k+1)) A(A)—B(A)JPC(A)‘ _B(A)oM B(A) (x(k))

= (IT — BoP)C(A) A—-TIC — BeM B

x(k+1) x¢(k)
—(I - 00)ocPC(A) —(I-00)cM I1-00
Bgc,r B Bgc,aym
[ B(A)oP ‘ |- B()A) -| [ —B(A)oP ‘
+ BoU w(k) + |- o J dy,(k) + II — BoP (dy(k) + dn(k))
(I -00)cU —(I -00)ocP
Cac.y Dgeya
k
y(k) = [ c(a) | ] (:c((k))) + 7T dy(k)
C’iﬁ’ N Dgc,ur Dgc,ud
T k
(k)= [ —oPC(A) | —oM 1] (:C((k))) + 70 a0 ToPdy(K) + du(k)  (6.3-2)

x¢ representa los estados del controlador-observador GPC. Para hacer referencia a esta
presentacion interna se hara uso de las matrices:

m Apc matriz de estado.

= Bpc, matriz de entrada asociada a la referencia.

= Bpc 4, matriz de entrada asociada a la perturbacion d,,.

= Bpc aym matriz de entrada asociada a la perturbacion dy y al ruido de medida dj,.
= Cpc,y matriz de salida asociada a y.

= Cpc, matriz de salida asociada a la accion de control.

» Dpc,q matriz de acoplamiento salida-perturbacion d,.
185
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= Dgc ,r matriz de acoplamiento accion de control-referencia.

» Djc g matriz de acoplamiento accion de control-perturbacion d, y al ruido de me-
dida d,;,.

En general, todas estas matrices son funciéon tanto de la incertidumbre A como de
los parametros del controlador-observador GPC: horizontes, matrices de ponderacion y
polos del observador.

6.3.1. Conceptos basicos del control robusto #,,

La metodologia de diseflo robusto basada en #., referenciada en esta tesis sigue
la nomenclatura y los conceptos presentados en [Zhou y Doyle 1998; Sanchez Pefia y
Sznaier 1998]. El punto de partida de esta teoria es la representacion del proceso real

como perteneciente a un conjunto de modelos de la forma:
Gmult = {(I+ AWA(2)) Go(2) : TlA]<1,A eC™"} (6.3-3)

donde a Gy(z) se le conoce como modelo nominal o promedio, a Wa(z) como la matriz
de transferencia que contiene las posibles incertidumbres y/o dinamicas no modeladas
en funciéon de la frecuencia y A es una matriz compleja que representa la acotaciéon de
la incertidumbre. Esta estructura de representacion de la discrepancia entre modelo y
proceso se denomina incertidumbre multiplicativa. Esta forma de representar la incerti-
dumbre y/0 dinamica no modelada es un caso particular del modelo incierto propuesto
antes para el proceso (6.3-1) [Boyd et al. 1994]. También es posible utilizar una repre-

sentacion con incertidumbre aditiva:

Gd 2 {Go(2) + AWa(2) : TlA] < 1,A € C™"} (6.3-4)

Ambas incertidumbres admiten las interpretaciones en diagrama de bloques que se
muestran en las figuras 6.3 y 6.4, respectivamente.

A uA
w.z) |72 A

GO(Z) +D—'

FIGURA 6.3: Diagrama de bloques correspondiente a la incertidumbre multiplicativa.

A,

=|
+
<

A este tipo de incertidumbre se le denomina no estructurada, pues la condicion de
pertenencia al conjunto de modelos esta basada en acotar en norma la desviacion con
respecto al modelo nominal, en lugar de emplear una determinada estructura para el

mismo.
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W,(z) Ya Al s

¥

] GO(Z)

+

FIGURA 6.4: Diagrama de bloques correspondiente a la incertidumbre aditiva.

Nota 6.3.1 Ademads de los tipos presentados de incertidumbres se pueden considerar otros
[Zhou y Doyle 1998; Sanchez Peria y Sznaier 1998] que pueden ser titiles en determinadas
circunstancias. Por ejemplo, los siguientes:

m [ncertidumbre multiplicativa a la entrada:

Gmutt_ent = {Go(2) (I+ AWA(2)) : TlA]<1,A €C™"} (6.3-5)

» [ncertidumbre multiplicativa inversa:

Gt 2 { (1 + AWA(2) ' Go(2) © TlA] <1, A € C™) (6.3-6)

Una vez descrita la posible incertidumbre del proceso real mediante incertidumbre
no estructurada, se emplean las denominadas transformaciones lineales fraccionales
[Sanchez Pena y Sznaier 1998] para representar de forma compacta al controlador y
al conjunto de modelos al cual pertenece el proceso real. De forma general, el diagra-
ma de bloques de la figura 6.5 representa la combinacion del conjunto de modelos y
del controlador mediante dichas transformaciones lineales fraccionales. P(z) contiene al
modelo nominal del proceso, la incertidumbre Wx(z) y la estructura asociada a la misma.
K(z) es el controlador que se aplica a dicho conjunto de modelos, que en este caso es
el controlador-observador GPC (6.2-3). La sefial vectorial e contiene todas las medidas
que se tienen en cuenta para determinar el adecuado comportamiento del bucle cerrado:
error de seguimiento, accion de control, etc. La sefial vectorial y contiene aquellas medi-
das que son utilizadas por el controlador K. La sefial vectorial p contiene todas aquellas
entradas aplicadas sobre el proceso: referencia, perturbaciones, etc. Las seflales ua e ya
estan asociadas a la matriz compleja A, para los casos de incertidumbre multiplicativa
y aditiva se han representado en las figuras 6.3 y 6.4.

A partir de este diagrama de bloques se pueden obtener las siguientes transformacio-

nes lineales fraccionales:

1. Realimentacion inferior de P(z) con K(z). Se la conoce como transformacion frac-
cional inferior % y se calcula suponiendo que la matriz A no esta conectada. Se
calcula con la expresion [Sanchez Pefia y Sznaier 1998]:

i [P(2). K(2)] = Pl,(2) + PL(2)K(2) [I - PL(2)K(2)] 'Bjj(2) =M(2)  (6.3-7)
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u, A Ya

P P2 |

1 K(z)

FIGURA 6.5: Diagrama de bloques correspondiente al esquema basado en transformaciones lineales fraccionales.
donde P(z) se ha descompuesto en la forma:
ya Ua ya . .
Pj,(2) Py)(2)
e |=P2)| p|= e

Un
PL(z) Pi(z) p (6.3-8)
I (z L(z
y u y 21 22

ya _ M(2) ua | _ Myi(z) Mi2(2)| [ua 6.3-9)
e p M (z) My(2) p

En la figura 6.6 se muestra el resultado de esta transformacion lineal fraccional

uAiAij

p—— M(z) ——e

inferior.

FIGURA 6.6: Simplificacion de la transformacion lineal fraccional inferior.

Esta transformacion fraccional es utilizada en control robusto #., para el disefio

de controladores K, ante una determinada incertidumbre.

2. Realimentacion superior de P(z) con A. Se la conoce como transformacién fraccio-
nal superior % y se calcula suponiendo que el controlador no esta conectado. Su
expresion viene dada por [Sanchez Pefia y Sznaier 1998]:

-1

F[P(2), Al = P5,(2) + P5,(2)K(2) [T - P, (2)A] ' PS,(2) = N(2) (6.3-10)

donde P(z) se ha descompuesto en la forma:

|_P231(Z) P}, (Z)J

N {e} (Ps(2) Pyy(2)] {p} 6311)
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|
e\ N(z) P\ _ |-N11(Z) N12(Z)-| p (6.3-12)
y u |_N21(Z) N22(Z)J u

En la figura 6.7 se muestra el resultado de esta transformacion lineal fraccional
superior. En concreto, el sistema N es justamente el modelo incierto presentado

antes para el proceso (6.3-1).

p—— N(z) ——e

u j y
K(z)

FIGURA 6.7: Simplificacion de la transformacion lineal fraccional superior.

Esta transformacion fraccional es utilizada en control robusto #., para realizar el

analisis de robustez dado un determinado controlador K(z).

La transformacion completa, es decir, realimentaciones superior e inferior, viene dada
por:

FilFs[P(2), A], K(2)] = %5 [Fi[P(2), K(2)], A] (6.3-13)

Ahora ya se esta en condiciones de dar a conocer, con los conceptos presentados,
los resultados sobre analisis robusto desarrollados en [Sanchez Pefla y Sznaier 1998]. En
primer lugar, la siguiente proposicion trata el tema de la estabilidad robusta:

TEOREMA 6.3.1 (ESTABILIDAD ROBUSTA) Si el proceso nominal Gy(z) es internamente es-
tabilizado por un controlador K(z), entonces todos los miembros de la familia de modelos
G serdn internamente estabilizados por este controlador siy solo si:

IM11(Z)]|o0 <1 (6.3-14)

Su demostracion se encuentra en [Sanchez Pefla y Sznaier 1998].

Para el caso del controlador-observador GPC y empleando incertidumbre multiplica-
tiva este resultado puede formularse de la siguiente forma:

COROLARIO 6.3.1 (INCERTIDUMBRE MULTIPLICATIVA) Si el proceso nominal Gy(z) es inter-
namente estabilizado por el controlador-observador GPC, entonces todos los miembros de
la familia de modelos G con incertidumbre multiplicativa serdn internamente estabiliza-

dos por él si y solo si:

| = Wa(2)Th(2)||s < 1 (6.3-15)
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Su demostracion se encuentra en el apéndice E COROLARIO E.3.1.

COROLARIO 6.3.2 (INCERTIDUMBRE ADITIVA) Si el proceso nominal Gy(z) es internamente
estabilizado por el controlador-observador GPC, entonces todos los miembros de la familia
de modelos G con incertidumbre aditiva serdn internamente estabilizados por él si y solo

Si:
[|WA(Z)R(2)S0(2)||c < 1 (6.3-16)

Su demostracion es analoga a la del colorario anterior.

Estos resultados indican, de nuevo, que los polos del observador juegan un papel
crucial en la robustez del bucle cerrado, ahora en el caso particular de existencia de
dindmica no modelada y/o incertidumbre. Esta conclusion se deriva del hecho de que
las condiciones de estabilidad robusta dependen de las funciones de sensibilidad.

En control #. el disefio de estabilidad robusta suele combinarse con el disefio de
inmunidad ante ruidos de medida y/o rechazo de perturbaciones presentando en la
seccion anterior, el cual se denomina de especificaciones nominales. A la combinaciéon de
la estabilidad robusta y a las especificaciones nominales se le denomina especificaciones
robustas, ya que garantiza la estabilidad y las especificaciones demandadas para todo el
conjunto de modelos.

Sin embargo, a diferencia del esquema presentado en la seccion precedente, en con-
trol H, €l disefio se realiza mediante el empleo de matrices de transferencia de peso
en frecuencia, que son seleccionadas para tener en cuenta cuales son las frecuencias
importantes de las sefiales y ponderarlas segiin el canal correspondiente [Skogestad y
Postlethwaite 1996].

Por ejemplo, si se desea realizar un disefio de especificaciones nominales para recha-
zar en la salida perturbaciones aditivas a la salida (figura 6.8) se introducen las matrices
de transferencia Wy, y W,. La primera tiene un compotamiento en frecuencia tal que solo
deja pasar sefiales en el rango de frecuencias al cual pertenecen aquellas pertubaciones
que se desean rechazar y en los canales de interés. La segunda tiene la misma mision
que la anterior pero sobre el rango de frecuencias de las salidas y segun el canal. Sus
ganancias se eligen para que la condicién de especificaciones nominales a alcanzar sea
equivalente a la siguiente condicion en norma 2:

Wyl <1 (6.3-17)
suponiendo que las perturbaciones cumplen:

lldyllz < 1 (6.3-18)
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Retomando las relaciones del bucle cerrado (6.2-6) y aplicando el principio de superpo-
sicion, se tiene que el efecto de las perturbaciones sobre las salidas es:

V(2) = So(2)Way(2)dy(2) = |IWy(2)So(2)Way(2)dy(2)]]2 < 1 (6.3-19)

como las perturbaciones tienen norma 2 menor o igual que 1, esta ultima condiciéon da
lugar a la siguiente como consecuencia de que la norma infinita de matrices de transfe-

rencia es la inducida de la norma 2 de vectores (apéndice E):

[|Wy(2)S0(2)Way(2)|]e < 1 (6.3-20)
dy
W, (z)
© + u G.(2) %—l y
H(z) %q% 0 O W) |
R(z)

FIGURA 6.8: Perturbacion aditiva a la salida

Si se desea que la anterior condicion sea ademas robusta, es decir, se cumpla para
todo el conjunto de modelos ¢ la funcion de sensibilidad nominal Sy debe sustituirse
por la correspondiente a todos estos modelos [Goodwin et al. 2001]:

||Wy(Z)S(Z)Wdy(Z)||oo <1 (6.3-21)

6.3.1.1. Incertidumbre estructurada. ;¢ analisis.

El empleo de incertidumbre no estructurada puede ser interesante en aquellas apli-
caciones en las que hay dindmica no modelada. Sin embargo, en aquellas en las cuales
solo se desconoce el verdadero valor de determinados parametros, aunque se sabe que
pueden variar en unos determinados rangos, el analisis basado en este tipo de incer-
tidumbre puede llegar a ser muy conservativo. Por ello, se desarroll6 una alternativa
denominada incertidumbre estructurada [Zhou y Doyle 1998; Sanchez Pefla y Sznaier
1998], que permite considerar que la incertidumbre A posee cierta estructura conocida
de antemano:

ne nF
A= {A:diag(qﬁllcl,...,¢nCICM,A1,...,Anp) DG €C, A eCHT N i+ Fi= n}
Jj=1 I=1

(6.3-22)
denominada incertidumbre estructurada compleja. Asi la matriz A ya no es completa
sino que presenta una estructura diagonal formada por bloques complejos diagonales
d;I.; y matrices complejas completas A;.
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Esta alternativa sigue siendo conservativa cuando existen parametros inciertos que
solo toman valores reales. En respuesta a este tipo de problemas se introdujo la siguiente
estructura para A conocida como incertidumbre estructurada mixta (real y compleja):

A= {A = diag(&llrl,...,(irlrm, ¢1IC],...,¢nCIC"C,A1,...,AnF) .

nr ne nF
GER ¢;€C, A €CTN Y i+ cj+y Fr=np (6.3-23)
i=1 Jj=1 =1

ahora aparecen bloques reales diagonales ;1.

Con la introduccion de la incertidumbre estructurada mixta o compleja, resulta que el
mayor valor singular deja de ser el parametro que permite analizar tanto la estabilidad
robusta como las especificaciones robustas pues no tiene en cuenta dicha estructura. En
su lugar se introduce el concepto de valor singular estructurado x4 que resulta ser una
generalizacion del mayor valor singular. Dada una matriz M € C"™" su valor singular
estructurado con respecto a la estructura A se define como:

A 1 i
nalM) = {7IA] : A€ A, detI — MA) = 0} (6.3-24)

a menos que no exista A € A que haga a I — MA singular, en cuyo caso (M) £ 0.

Nota 6.3.2 Se puede interpretar al valor singular estructurado (y, por tanto, al mayor
valor singular) como la inversa de la norma de la menor matriz perturbacion A € A que
es capaz de desestabilizar a la matriz M.

LEMA 6.3.1 ([ZHOU Y DOYLE 1998]) Dada M € C"<";

p(M) < pa(M) < 7[M] (6.3-25)
donde p representa el radio espectral de la matriz. Si A = {01, : ¢ € C} entonces:
pa(M) = p(M) (6.3-26)
Si A = C™™" entonces:
pa(M) = [M] (6.3-27)

Este resultado muestra que si se utiliza incertidumbre estructurada el uso del mayor
valor singular como parametro de analisis puede dar lugar, en algunos casos, a criterios

muy conservadores.

Tras la introduccion del concepto de valor singular estructurado se presenta el resul-
tado sobre estabilidad robusta para el caso de incertidumbre estructurada, que resulta

ser una extension del teorema 6.3.1:
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TEOREMA 6.3.2 (ESTABILIDAD ROBUSTA CON INCERTIDUMBRE PARAMETRICA) Si el proce-
so nominal Gy(z) es internamente estabilizado por un controlador K(z), entonces todos
los miembros de la familia de modelos G que emplea una estructura de incertidumbre A,

serdn internamente estabilizados por este controlador siy solo si:

pa(Mii(jw)) <1 VweR (6.3-28)

Su demostracion se encuentra en [Sanchez Pefla y Sznaier 1998].

Aligual que se hizo para el caso de incertidumbre no estructurada este teorema puede
aplicarse al controlador-observador GPC para los casos de incertidumbre multiplicativa
(corolario 6.3.1) y aditiva (corolario 6.3.2), sin mas que cambiar el mayor valor singular
presente en estos corolarios por el valor singular estructurado.

6.3.2. Diseno basado en LMIs

6.3.2.1. Ideas previas

De las ideas y resultados del punto anterior, relativo al control #.., cabe destacar que
en este punto seran de gran utilidad todos aquellos aspectos asociados a los diferentes
tipos de incertidumbre y/o dindamica no modelada ya presentados.

Las razones que justifican que en esta tesis se empleen métodos basados en LMIs en
lugar del p analisis son:

m Los problemas numéricos que existen cuando se computa el valor singular estruc-
turado real, es decir, cuando en la incertidumbre solo hay bloques diagonales reales
[Balas et al. 1998]. Esta circunstancia se da en aquellas aplicaciones que poseen s6lo

parametros inciertos reales.

m La posibilidad, como se vera mas adelante, de incluir restricciones en el dominio

del tiempo empleando LMIs.

m La capacidad de incluir especificaciones basadas en normas distintas a la infinito:
norma 2 y norma 1.

= La posibilidad mediante LMIs de asignar los polos del bucle cerrado en determi-
nadas regiones del plano complejo, garantizando la verificaciéon de determinadas

especificaciones dinamicas.
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6.3.2.2. Conceptos y definiciones

Una desigualdad lineal matricial es una expresion de la forma [Boyd et al. 1994]:

FX)£Fh+) xF>0 (6.3-29)

i=1
donde x € R™ es el vector de incognitas y las matrices simétricas F;, = FiT € R™n | =
0,..., m vienen dadas. El simbolo > de la desigualdad anterior quiere decir que F(x) es
una matriz definida positiva. Por definicion, la anterior LMI se denomina estricta, no
obstante también se pueden considerar LMIs no estrictas utilizando el simbolo > en
lugar de >.

Una de las principales propiedades de las LMIs es que definen un conjunto de restric-
cion convexo sobre el vector de incognitas x, es decir, el conjunto F £ {x: F(x) > 0} es

convexo.

Las LMI tienen una gran aplicacion en el disefio de sistemas de control [Boyd et al
1994; Zhou y Doyle 1998; Sanchez Pefia y Sznaier 1998]. Un ejemplo tipico viene asociado
a la ecuacion de Lyapunov de estabilidad para sistemas discretos:

ATXA-X <0 (6.3-30)

el sistema discreto zy,; = Az es asintOticamente estable si y solo si existe una matriz
X definida positiva que verifique la condicion anterior. Como puede observarse, la desi-
gualdad anterior puede considerarse como una LMI cuyo vector de incognitas contiene
los elementos no repetidos de la matriz X.

De este ejemplo se deduce que un problema de vital importancia asociado a las LMIs
es poder determinar si poseen solucion, es decir, 3 x* tal que F(x*) > 0. A este problema
se le denomina de resolubilidad. Si la LMI (6.3-30) fuese resoluble entonces el sistema
discreto z,,1 = Az seria asintOticamente estable, y viceversa.

Asociados a las LMIs se pueden plantear ademas problemas de optimizacion:

Minimizar: g(x) : R™ — R (6.3-31)
sujeto a:

F(x)>0 (6.3-32)

si la funcién g es convexa, como la LMI es convexa, el problema de optimizacién anterior
es convexo y, por tanto, tendra un tnico minimo global.

Segun la formulacion del problema de control a resolver pueden presentarse tanto
problemas de resolubilidad de LMIs como de optimizacion sujetos a determinadas LMIs.
En el entorno Matlab se han desarrollado diferentes toolboxes que permiten la resolu-
cion de ambos problemas asociados a LMIs, en concreto, en esta tesis se van a emplear
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la LMI toolbox [Gahinet et al. 1995] y Sedumi [Sturm 1999] que se puede obtener en
http://fewcal.kub.nl/sturm/.

Las LMIs permiten el analisis y el disefio de sistemas de control para procesos que
presentan incertidumbres de tipo politopico, afin y LFR (linear fractional representation).
Un proceso presenta incertidumbre politopica cuando el conjunto de posibles modelos
es de la forma:

Al B q q q q q
g= t A=Y WA, B=Y piBi, C=> pC, D=> pDi, > pi=1, 5 >0
C|D i=1 i=1 i=1 i=1 i—1

(6.3-33)

donde cualquier modelo es una combinacion lineal convexa de g modelos lineales A;, B;, C;
y D;, alos que se conoce como modelos vértice.

La incertidumbre afin viene caracterizada por la dependencia de las matrices de la
representacion interna de una serie de parametros inciertos J; que estan acotados:

Al B q q
g = ZA=A0+Z(5,‘A,',B=B()+Z(5,'B,',
¢|D i=1 i=1

C=0C+ i 0iCi, D = Dy + i oD, 6, <6<V 1} (6.3-34)
i=1 i=1

Estos dos primeros tipos de incertidumbre son equivalentes ya que es posible pasar de
un tipo de representacion a otro [Scherer y Weiland 2000]. Estos tipos de incertidum-
bre se denominan paramétricos reales ya que dependen de ciertos parametros que solo
toman valores reales. Por tanto, estos tipos de incertidumbre son ttiles cuando en el pro-
ceso hay determinados parametros fisicos que pueden variar dentro de un determinado
rango conocido, cosa bastante usual en la practica.

El tercer tipo de incertidumbre, la fraccional lineal (LFR), es mas general que los ante-
riores ya que los incluye como caso particular. En concreto, dicha incertidumbre supone
que el conjunto de modelos se puede representar mediante una interconexion LFT su-
perior entre un sistema M(z) y un bloque de incertidumbre A (figura 6.9) con la misma
estructura que el empleado en el apartado del x analisis:

A| By B
M(Z) = CA Da DA,V
C |D.a D
A={A=diag(0l,,...,0I, L., Inclo., A1, App)
nr nc nF
0i € R, ¢j€@, A[ECF’XF’, Zr,-+ZCJ-+ZFj=n} (6.3-35)
i=1 j=1 I=1
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La simplificacién de esta LFT da lugar a:

[ AlB Ba .
FM(z), A] = (?’?) + (DQ,A) (I-DsA) ' (Ca Day) (6.3-36)

u, A Ya

p—— M(z) [——e

FIGURA 6.9: LFT superior correspondiente a la representacion LFR

La importancia de este tipo de incertidumbre reside en que es bastante general y
tiene gran aplicabilidad a casos reales [Boyd et al. 1994; El Ghaoui y Niculescu 2000].
Cuando en el modelo incierto s6lo hay parametros reales acotados se puede demostrar
el siguiente resultado [Dussy y El Ghaoui 1998]:

TEOREMA 6.3.3 Para cualquier funcion matricial racional G(9) : Rk — R"*¢, sin singulari-
dades en el origen, existen enteros no negativos n, ..., r, y matrices M € R"™¢, L ¢ R™N,
ReRN*¢yDeRN*N con N =1 + ...+ Iy, tales que G tiene la siguiente LFR para todos
los ¢ donde esta definida:

T
G(d) =M+ LA (I—- DA) 'R, con A = diag (811, ..., ,I,) 6= (51 . 5,,) (6.3-37)

Este resultado sera de vital importancia para el capitulo 7 en el que se abordara el
estudio de sistemas no lineales mediante representaciones LFR.

Ademas, la incertidumbre de tipo LFR contempla como caso particular a las incerti-
dumbres no estructuradas multiplicativa y aditiva presentadas antes.

Nota 6.3.3 Si en el teorema anterior se toma D = 0 entonces G es una funcion afin, con

lo cual nos encontramos ante una incertidumbre de tipo afin.

6.3.2.3. Condiciones de estabilidad robusta

En este punto se van a presentar algunos resultados sobre estabilidad robusta de
sistemas discretos para los diferentes tipos de incertidumbre presentados, en términos
de LMIs. Estos criterios seran aplicados al bucle cerrado formado por el controlador-
observador GPC y el modelo incierto, para un adecuado disefio del controlador-observador
(horizontes, matrices de ponderacion y polos del observador).
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En la literatura hay una gran cantidad de articulos que desarrollan condiciones de
estabilidad robusta basadas en LMIs para el caso de sistemas continuos [Boyd et al. 1994;
Gahinet et al. 1996; Feron et al. 1996; El Ghaoui y Niculescu 2000; Scherer y Weiland
2000] y una menor cantidad para el caso de sistemas discretos [El Ghaoui y Niculescu
2000; Oliveira et al. 1999].

En primer lugar, se parte de la condicién necesaria y suficiente de estabilidad asint6-
tica para el sistema discreto:
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)
(k) = Cx(k) + Du(k) (6.3-38)

basada en el empleo de la funcion de Lyapunov cuadratica:
V(x(k)) = x(k)! Px(k), con P > 0 (6.3-39)
El sistema discreto anterior es asintoticamente estable si y solo si existe P tal que:
V(x(k+1))—V(x(k)) <0 V k>0, cuando u(k) =0 (6.3-40)
que equivale a:

x(k+1)TPx(k+1) - x(k)TPx(k) < 0
— x(k)TATPAx(k) — x(k)T Px(k) < O
— ATPA-P<O0 (6.3-41)

la ultima expresion puede considerarse como una LMI donde las incognitas son los coe-
ficientes no repetidos de la matriz desconocida P. Por tanto, dicha LMI es resoluble, es
decir, existe P > O tal que (6.3-41) se cumple, si y s6lo si el sistema es asintOticamente
estable. A esta condicion de estabilidad se la denomina estabilidad cuadratica ya que
es posible encontrar una funcién de Lyapunov cuadratica para el sistema. Para los sis-
temas lineales e invariantes con el tiempo la estabilidad asinté6tica y la cuadratica son
condiciones equivalentes.

No obstante, cuando hay presente incertidumbre en el modelo la condicién de es-
tabilidad cuadratica (6.3-41) es solo suficiente [Boyd et al. 1994]. Por ello, cuando se
estudia la estabilidad robusta de un sistema discreto con incertidumbre y/o dinami-
ca no modelada, como por ejemplo el bucle cerrado formado por modelo incierto y el
controlador-observador GPC (6.3-2), se habla de que éste es cuadraticamente estable si
existe una matriz P > O tal que:

Apc(A)TPA(A)—P<0 YAc A (6.3-42)

Apc es lamatriz de estado del bucle cerrado formado por el modelo incierto y el controla-
dor-observador GPC (6.3-2). El conjunto A contiene a todos los posibles valores de la
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matriz de incertidumbre A. El principal problema para verificar esta condicién es que
hay que comprobar la resolubilidad de una cantidad infinita de LMIs, cada una de ellas
correspondiente a un valor concreto de A.

Existen diferentes metodologias para transformar los problemas con un niimero in-
finito de LMIs en problemas con sélo un numero finito. Una de las técnicas empleadas
[Oliveira et al. 1999] se basa en el complemento de Schur [Boyd et al. 1994]:

LEMA 6.3.2 (COMPLEMENTO DE SCHUR) La LMI:

[aw sw)

[S(X)T RO J (6.3-43)
es equivalente a las LMIs:
Rx) >0, QX —SXRX) 'S >0 (6.3-44)
0 a las LMIs:
Q(x) >0, Rx-Sx®TQx)1S(x) >0 (6.3-45)

Partiendo de la condicién de estabilidad cuadratica (6.3-42) y como P es definida
positiva:

P>0, P- ABc(A)TPABc(A) >0
< P>0, P—Apc(A)PP 'PAz(A)>0

aplicando el complemento de Schur se obtiene la condicion equivalente:

P Apc(A)TP
PApc(A) P

>0 (6.3-46)

Suponiendo incertidumbre de tipo afin® para el modelo incierto del proceso sobre las
matrices A(A)y B(A) (6.3-1):

a a
A(A) = Ao + Z 0iAi ; B(A) =B+ Z 0iB;i ; C(A)=C (6.3-47)

la matriz de estado del bucle cerrado (6.3-2) también dependera afinmente de la incerti-

dumbre:
AB;E'O AEEJ
T Ao - ByoPC, | —BooM B ., | Ai-BoPC, | -BoM B
Apc(A)=| (I-BoP)C, |A-TIC-BoM B |+ 0 0 0
~(I-00)oPCy| —(I-00)oM I-00 ! 0 0 0
(6.3-48)

6E] caso de incertidumbre politopica es similar ya que ésta es equivalente a la afin.
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Sustituyendo esta dependencia afin en (6.3-46) se obtiene:

p (Agco + 3 ; 0iApc.i)T P
P(Agco + >, 0iAgc,i) P

>0 Vo (6.3-49)

El primer miembro de esta ecuaciéon es afin en los parametros inciertos ya que la depen-
dencia de Apc(A) es afin. En el apéndice F seccion F.2.1 se justifica que basta verificar
dicha LMI en los vértices del conjunto de posibles valores de los parametros para ob-
tener una condicién necesaria y suficiente de estabilidad cuadratica. Suponiendo que el
conjunto de posibles valores para los parametros es de la forma:

V:{§:5f§§,-§§i+ i=1,...,q9} (6.3-50)
el conjunto de sus vértices )), es:

W={0ev:ae (s 6 ={a" . 0} 1=20 (6.3-51)

1
Consecuentemente, la condicion necesaria y suficiente de estabilidad cuadratica para
este caso particular de incertidumbre es:

[PAP ) (ABC(;))TP} >0 VoeW (6.3-52)
BC

Este criterio, como ya se ha comentado, es conservativo ya que un sistema con incerti-
dumbre que es asintoticamente estable no tiene porqué ser cuadraticamente estable. Por
ello, diversos autores han propuesto alternativas basadas en emplear criterios menos
conservadores que el cuadratico. Una de las aproximaciones mas utilizadas es la deno-
minada estabilidad cuadratica paramétrica que emplea matrices P(§) que son funcion de
la incertidumbre presente en el modelo. Asi, por ejemplo, en [Gahinet et al. 1996; Feron
et al. 1996; Scherer y Weiland 2000] se desarrollan condiciones suficientes de estabili-
dad cuadratica con dependencia afin de P con respecto a los parametros, para el caso
de sistemas continuos. En la seccion F.2.2 se extienden estas condiciones suficientes pa-
ra garantizar estabilidad robusta con dependencia afin en la matriz P, para el caso del
bucle cerrado discreto formado por el modelo del proceso con incertidumbre afin y el
controlador-observador GPC.

Otros autores [Trofino y de Souza 1999, 2001] proponen condiciones suficientes (para
sistemas continuos y discretos) de estabilidad cuadratica paramétrica admitiendo depen-
dencia cuadratica de P(¢) respecto de los parametros, a la cual denominan estabilidad
bicuadratica. De nuevo, estos resultados se han adaptado para el bucle cerrado formado
por el modelo incierto y el controlador-observador GPC (véase seccion F.2.3).

Nota 6.3.4 Desde el punto de vista asociado a reducir al mdximo el conservadurismo, el
criterio de la estabilidad bicuadrdtica es el menos conservador. No obstante, cuando se
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emplea este criterio aumenta la complejidad de las LMIs asociadas y el numero de varia-
bles incognitas?, lo cual supone un incremento computacional importante en la resolucion
numérica de dichas LMIs.

Es importante destacar que la incertidumbre del bucle cerrado es afin en el caso que
se ha analizado®, sin embargo, en otros casos puede llegar a ser mas compleja. Por ello,
se hace necesario analizar el caso mas general de incertidumbre LFR. En concreto, la
técnica mas empleada para analizar este caso se denomina S-procedure [Yakubovich
1977; Boyd et al. 1994; Feron et al. 1996; Kothare et al. 1996] que establece un condicion
suficiente para cualquier estructura de A. Posteriormente, otros autores han propuesto
mejoras a dicho método para reducir su conservadurismo: basadas en el lema de Kalman-
Yakubovich-Popov [Helmersson 1999; El Ghaoui y Niculescu 2000] o en el denominado
full block S-procedure [Scherer 2001; El Ghaoui y Niculescu 2000]. Ambos métodos dan
lugar a resultados similares y, en esta tesis, se va a emplear el segundo de ellos por su
mayor sencillez de aplicacion a los casos que se tratan [Scherer 2001]. Por otro lado,
la mayor parte de los resultados analizados se refieren al caso de sistemas continuos,
por ello, éstos han sido extendidos al caso de sistemas discretos empleando los mismos
conceptos y técnicas.

A la funcion de Lyapunov se le proporcionara una dependencia LFR con respecto de
la incertidumbre de acuerdo a la formulacién presentada en [Helmersson 1999]:

PAA)2TATQTA)>0 VA€ A (6.3-53)

~ ~ N 1
T(A) 2 T, + TA (1 _ TDA) T

Se supondra que T(A) es prefijada de antemano? y la incognita es la matriz Q.

Partiendo de la condicion de estabilidad cuadratica (6.3-42) e incorporando la de-
pendencia LFR para P (6.3-53) e incertidumbre LFR para la matriz de estado del bucle

cerrado:

Apc(A)TP(A)Apc(A) —P(A)< 0 VAe AVAe A (6.3-54)
Apc(A) £ Apc + Bpe AA(I — Dpe aA) ' Cpeoa

se obtiene la condicion de estabilidad cuadratica con incertidumbre LER. Notese que se
supone que la estructura de la incertidumbre para P, A, no tiene que ser igual que la
de la matriz Apc, A, aunque deben depender de los mismos parametros inciertos (sean
reales o complejos). La LMI (6.3-53) puede ser suprimida bajo la hipotesis de que el
proceso nominal (A = 0y A = 0) sea asintoticamente estable. La demostracion de este
hecho puede consultarse en el apéndice F proposicion F.1.1.

7Como puede apreciarse al comparar las condiciones deducidas en la secciéon F.2.
8A(A)y B(A) tienen dependencia afin pero C(A) es constante.
9Las matrices Ty, T, Tc y Tp se eligen a priori.
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Ahora, se puede trabajar sobre la ecuacion (6.3-54) para obtener las siguientes equi-

I ! —-P(A) 0 I
. <0
(ABC(A)) ( 0 P(A)) (ABC(A)>
T ~ ~
I T(A)T (3 -Q 0 T(A) oA I <0 (63-55)
Apc(A) 0 T(A)T 0 Q 0 T(A)] \Apc(A)

salvo la matriz central el resto son dependientes de la incertidumbre LFR. Tras una serie

valencias:

de operaciones, indicadas en la seccion F.2.4, se llega a la condicion equivalente:

G(A) = T(A) OA I _ Ta N ; O 0 A{I—
0 T(A)) \Apc(A) TaApc 0 Tz TiBpca

-1

T, O 0 Tc
-1 0 Tp TcBeea|A TcApc
0 O Dge A Cgc.a

A = diag (A, A, A)

G(A)T <_Q 0) G(A) <0 VYA c A2 diag (A, A,A) (6.3-56)
0 Q

En este punto se aplica la técnica full block S-procedure [El Ghaoui y Niculescu 2000]:

LEMA 6.3.3 (FULL BLOCK S-PROCEDURE) Sea 8§ un subespacio de R", R € RI*" yna matriz
con rango completo de filas y U C R**! un conjunto compacto de matrices. Se definen los
siguientes subespacios:

Sy £ SNnucleo(UR)={x€ S : URXx=0}={x€ S : Rx e nucleo(U)} (6.3-57)

indexados por la matriz U € U. Sea N € R"™" una matriz simétrica fija, y & un subespacio
fijo de S con dim(&) > k. Entonces:

YUelU : NS = {0} y N <0 sobre & (6.3-58)
si 'y solo si existe un multiplicador simétrico V que satisface:

YVUeU : N+ RTVR< 0 sobre S y P > 0 sobre nucleo(U) (6.3-59)

Esta técnica puede aplicarse a la condicion (6.3-56) empleando los siguientes valores
para los parametros del LEMA anterior:

= {(-8) - aeap w=(7 0 )
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Ty T O 0 T O 0
TrAge O Ty TaBpca Ty TaBpca
0 I O 0 I O 0
S = Span 0 I 0 & = Span I 0
0 0 O I 0O O I
Tc T O 0 T, O 0
TcAge O Tp TeBpea 0 Tp TcBpea
Ceca 0 O Dpea 0 O Dpca
—Q 0 o
N=| o @ (6.3-60)

obteniéndose las siguientes condiciones necesarias y suficientes de estabilidad cuadra-
tica con dependencia LFR:

T
* Ts Tz O 0
* TrApe O Ty TaBpca
v o I 0 0
* 0 0 I 0 <0
* 0 0 O I
Tc T, O 0
TcAge O Tp TcBpea
Cecea 0 O Dpea

T
A A L.
\% >0 VAeA (6.3-61)
I I
Para verificar las infinitas LMIs correspondientes al multiplicador V [Scherer 2001; El
Ghaoui y Niculescu 2000] hay que emplear una técnica conocida con el nombre de mul-
ticonvexidad y suponer que el conjunto A viene determinado por la envoltura convexa

de un numero finito de matrices:

AZCO{XA} y XA = {Al,...,Ar} (63-62)
En la seccion F.2.4 se detallan todos los pasos a seguir hasta obtener la siguiente condi-

cion suficiente basada en un numero finito de LMIs:

ATVUA + VlgA + (Vle)T + V2 >0 VA € Xx (6.3-63)
Vi \%
Vii<0 ; v= |17 (6.3-64)
Vlg Vaz

202



Diserio robusto del GPC 6

En [El Ghaoui y Niculescu 2000] se justifica que estas condiciones son ademas nece-

T, O 0
sariassi | 0 Tp TcBpea | =0, es decir, cuando la incertidumbre de G(A) es afin.
0O O Da

Nota 6.3.5 Las condiciones suficientes de estabilidad cuadrdtica LFR se pueden adaptar
para diferentes tipos de dependencia paramétrica de la matriz P como ya se hizo para
el caso de incertidumbre afin. Basta con elegir adecuadamente las matrices Ty, T, Tc,
Tp y Q. Por ejemplo, para dependencia cuadratica [Helmersson 1999] y suponiendo que
P ¢ Rx1:

I,

0
n] ; T =

] ' Te=1I,; Tp=0,; Q=QT ¢ RZ™2n (6.3-65)

n

si se desea dependencia afin basta cambiar Q:

0n
o= %) 0u@uerm, Qu=af (6.3-66)
Q12 QZZ

v si se desea sin dependencia:

o= (% On (6.3-67)
On Q22

Finalmente, para un caso LFR general:

On In On
L= [ T= |7 Temermr o= [ 2 2% Qe erm, Qo =0l
In On Q12 Q22

(6.3-68)
Metodologia de disefio con garantia de estabilidad robusta

A partir de estos criterios suficientes de estabilidad, que se basan en problemas de
resolubilidad de LMIs, es posible verificar si un controlador-observador GPC disefiado
con determinados parametros para el modelo nominal es capaz de estabilizar al modelo
incierto del proceso. Si la respuesta es afirmativa se tiene un controlador valido, pero si
la respuesta es negativa va a ser necesario utilizar una metodologia de disefio robusto
de sus parametros para conseguir que estabilice a dicho modelo incierto.

En este sentido, se puede proponer un método basado en obtener los parametros op-
timos para el controlador-observador GPC: horizontes, matrices de ponderacion y polos
del observador, de tal forma que se maximice el tamafo del conjunto de posibles valores
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para los parametros inciertos que es capaz de estabilizar robustamente dicho controla-
dor. Por ejemplo, para el caso de incertidumbre paramétrica afin real empleando una
matriz P para la funciéon de Lyapunov también afin en los parametros, la condicion sufi-
ciente de estabilidad robusta es (seccion F.2.2):

P 6P, A ; 0iApc,i) (P i i
(Py+ Y, 6iP) (Apco + > ; 0iApc.i) (Py + 3, 6iP;) — S 02 My > 0
(Py+ >, 0iP)(Apc,o + Y_; 0iApc,i) (P +3; 6iP) i
Voe W =1{0: 6e{o 5}
0 _AT P
BCPH My >0 i=1,...,9 (6.3-69)
—PApc i 0

Esta condicion de estabilidad puede interpretarse de otra forma. Dado un controlador-
observador GPC que estabilice a la planta nominal (6§ = 0), las matrices Apco Y Apc.i
vienen fijadas y éste estabilizara robustamente al modelo incierto para un determina-
do conjunto de valores de los parametros. Este conjunto viene caracterizado porque los
parametros inciertos variaran entre unos limites diferentes, casi con toda seguridad, a
los existentes en el modelo incierto : §; " < §; < 517“ **. Dichos limites se pueden obtener
maximizando los valores de §;" y minimizando los de 4, de entre aquellos que garanti-
cen que las condiciones (6.3-69) son resolubles. Por tanto, se trata de un problema de
optimizacion sujeto a desigualdades matriciales.

La diferencia con respecto al caso de verificacion de estabilidad, es que ahora ademas
de tener como incognitas a las matrices P; también se tiene a los parametros ¢, y 5;“. Esto
implica que las desigualdades anteriores ya no son lineales debido a que hay productos
entre incognitas. Sin embargo, pertenecen a un tipo particular de desigualdades matri-
ciales no lineales denominado desigualdades matriciales bilineales (BMIs) [El Ghaoui y
Niculescu 2000; Goh 1995], ya que si se fijan las matrices P, o los parametros inciertos
éstas se convierten en LMIs. Los problemas de optimizacion que deben satisfacer BMIs
son no convexos ya que la region que éstas definen es no convexa, de ahi su dificultad
de resolucion. En esta tesis se va a emplear un paquete comercial denominado PENBMI
de la empresa PENOPT'°, que permite obtener Optimos locales para los problemas de
optimizacion sujetos a BMIs. En la literatura actual sobre disefio de controladores robus-
tos mediante LMIs [Tuan y Apkarian 2000; Fukuda y Kojima 2001] las BMIs tienen una
gran importancia, dado que muchos problemas de diseflo se reducen a minimizar una
funcion que esta obligada a verificar una determinada BMI. Sin embargo, a diferencia de
las LMIs, el problema de optimizacion con una BMI puede llegar a ser NP-hard [Toker y
Ozbay 1995]. Dado su interés, se han propuesto numerosos alogoritmos para tratar de
resolver problemas de optimizacion sujetos a BMIs, que pueden clasificarse en dos tipos:
[Tuan y Apkarian 2000; Fukuda y Kojima 2001]:

*oSu pagina web es www.penopt . com.
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m Métodos de optimizacion globales. Garantizan la obtencién de un optimo global
pero su tiempo de computo es muy elevado. Son so6lo aplicables a problemas con
un namero reducido de incégnitas.

» Métodos de optimizacion locales. Tienen el problema de que solo son capaces de
localizar minimos locales, pero tienen la ventaja de ser computacionalmente mucho
mas eficientes y ser aplicables, por tanto, a problemas con un namero elevado de
incognitas.

El paquete PENBMI pertenece al segundo tipo de algoritmos.

A raiz de la nueva interpretacion de la condicion de estabilidad, antes presentada,
dados unos parametros del controlador-observador GPC éste posee un rango maximo de
estabilidad robusta en términos de los parametros inciertos. De este analisis se deduce
que un método a seguir seria obtener aquellos parametros del controlador-observador
que maximicen el rango de estabilidad:

Parametros GPC* = argmax (—d;,4;",...,—0,,d,) (6.3-70)
Parametros GPC

sujeto a las BMIs** (6.3-69). En general, este problema de optimizacion podra ser no con-
vexo y multiobjetivo. Podra ser multiobjetivo ya que aumentar (5,7“, por ejemplo, puede
ser incompatible con aumentar (5;.“. La no convexidad se basa en las mismas razones ex-
puestas al principio del capitulo, cuando se presentaron los problemas de optimizacion
correspondientes al caso nominal. Consecuentemente, se pueden emplear algoritmos

genéticos multiobjetivo para la resolucion de este problema de optimizacion.

6.3.2.4. Condiciones de satisfaccion de especificaciones basadas en normas

Otro aspecto muy interesante de las LMIs es que permiten estimar cotas superiores
de diferentes tipos de normas para procesos con incertidumbre [Zhou y Doyle 1998;
Sanchez Pefia y Sznaier 1998]: norma infinito, norma 2 y norma 1. Estas normas permiten
cuantificar desde diferentes puntos de vista el efecto de las perturbaciones y referencias
sobre las salidas del proceso y las acciones de control.

Norma oo

La norma co de un sistema representa el valor maximo de la relacion entre las normas
2 de su senal de salida y de su sefial de entrada [Zhou et al. 1996] (inducida de la norma
2 para sefiales). Viene a indicar el caso de peor norma 2 de la salida (es decir, de mayor

11Estas BMIs pueden reformularse a un tipo de problemas conocidos con el nombre de autovalores generali-
zados (GEVP) descritos en [Boyd et al. 1994]. Este tipo de problemas pueden ser resueltos por la LMI toolbox.
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magnitud o energia) para todos los posibles valores de la seflal de entrada con norma 2
acotada. Este tipo de analisis es aplicable solo cuando las sefales de entrada presentes
en el proceso poseen energia finita (norma 2), ya que de lo contrario su norma 2 tendria
un valor infinito.

El lema real acotado para procesos discretos [Doyle et al. 1991; Gahinet y Apkarian
1994; Zhou et al. 1996; Sanchez Pefa y Sznaier 1998] es una de las metodologias que se
emplean para el calculo de normas infinito de sistemas discretos mediante LMIs:

LEMA 6.3.4 (LEMA REAL ACOTADO) Dado sistema discreto:

G(z) = 4’7 (6.3-71)
C|D

la condicion ||G(z)||» < 7 es equivalente a cualquiera de las siguientes:

1. 3 P> 0 tal que:

ATPA-P+CTC ATPB+CTD
- * <0 (6.3-72)
BTPA+ DIC DTD + BTPB — 121
2. AP > 0 tal que la funcion cuadrdtica V (k) = ka Pxy cumple:
V(k+1)=V(k) = yugug+y, yxk <0 Vk>0 (6.3-73)

El computo de la norma infinito se puede realizar, pues, minimizando el valor de ~
de entre aquellos que garantizan la resolubilidad de la LMI (6.3-72):

G(2D)||w =" = gﬂ;w (6.3-74)

sujeto a (6.3-72)

Un aspecto a tener en cuenta es que si un sistema posee una norma oo finita entonces
éste es asintoticamente estable (véase seccion F.3.1).

Para procesos con incertidumbre es mas util la segunda condicion del LEMA REAL
ACOTADO para formular el problema en términos de LMIs. Ademas, en este caso so6lo se
pueden obtener, en general, cotas superiores para la norma infinito ya que las condi-
ciones son soélo suficientes [El Ghaoui y Niculescu 2000]. Al igual que se realizé en la
seccion correspondiente a la estabilidad robusta, se van a presentar condiciones basa-
das en LMIs que permitan el calculo de cotas superiores para la norma infinito de un
determinado canal entrada/salida del bucle cerrado formado por el modelo incierto y el
controlador-observador GPC (6.3-2). Por ejemplo, partiendo de la segunda condicion del
LEMA REAL ACOTADO y suponiendo incertidumbre afin en el modelo del bucle cerrado y
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funcion de Lyapunov no parameétrica, es posible obtener una cota superior para la norma
infinito existente entre la salida y la referencia resolviendo:

y* = minvy
v,P
P Apc(O)TP  Cpey(0)T 0
PAp-(0 P 0 —PBgc (6
pc(0) O S0 voew (6.3-75)
Cpcy(9) 0 I —Dgcyr(0)
0  -BL.(O)P -DL () I

Para deducir esta LMI basta con aplicar varias veces el complemento de Schur. En la
seccion F.3.1.1 se resefian los problemas de optimizacion a resolver para otros tipos de
incertidumbre y otras dependencias de la funcién de Lyapunov.

Nota 6.3.6 El problema (6.3-75) puede extenderse fdcilmente a cualquier otra pareja en-
trada/salida (w/u, du/u, dy/y, etc.) sin mds que cambiar las matrices Bgc,r, Cpc,y ¥ Bpcyr
por las correspondientes al nuevo par entrada/salida.

Norma 2

La norma 2 de un sistema es mas compleja de interpretar que la norma infinito. Una
posible interpretacion esta relacionada con la cuantificacion del efecto de perturbaciones
aleatorias sobre el sistema. En concreto, representa el valor maximo de la varianza de
la sefial de salida para todos los posibles casos de sefiales de entrada asumidos a ser
ruidos blancos [Zhou et al. 1996; El Ghaoui y Niculescu 2000].

La forma habitual para el calculo de normas 2 de sistemas discretos se basa en el
empleo del gramiano de observabilidad Ly o de controlabilidad L¢ [Zhou et al. 1996;
Sanchez Pefia y Sznaier 1998]:

IG(2)||3 = Traza (BT LoB + DT D) = Traza (CLcCT + DDT) (6.3-76)
que son soluciéon de las ecuaciones de Lyapunov discretas:

ATILpA-Lo+CTC=0
AL;AT — Le+ BBT =0 (6.3-77)

No obstante, este método solo es util para sistemas sin incertidumbre. Para el caso con
sistemas con incertidumbre es mas interesante emplear un método equivalente basado
en LMIs [El Ghaoui y Niculescu 2000; de Oliveira et al. 2002]:
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LEMA 6.3.5 La desigualdad ||G(z)||2 < u se verifica siy solo si existen matrices simétricas
P y W tales que cumplen las LMIs*>:

Traza(W)<pu?>, W-B'PB-D'D>0

P>0, ATPA-P+C'C<0 (6.3-78)
O equivalentemente las LMIs:
w BTP DT -P ATP CT
Traza(W)<u?>, |PB P 0 |>0, |PA -P 0 [<0 (6.3-79)
D O I C 0o -I

Al igual que ocurria para la norma infinito, si un sistema tiene una norma 2 finita

entonces éste es asintoticamente estable.

A partir de las condiciones (6.3-79) es posible obtener condiciones suficientes para
determinar una cota superior para la norma 2 correspondiente a un determinado ca-
nal entrada/salida del bucle cerrado formado por el modelo incierto del proceso y el
controlador-observador GPC. En concreto, para el canal w/y suponiendo incertidumbre
paramétrica afin y funcion de Lyapunov también afin se tiene que:

[|G(z)||2 < p si se verifican LMIs:

w Bj. (O)P() Dj . (4)
Traza(W) <y*, | P(9)Bsc,(0)  P(6) 0 [-D FMi>0 Viel
DBC,yr((s) 0 I I
0 _BgC,r,iB 0
—PiBgc ri 0 O|+M2>0 i=1,....q9
0 0 0
—P(&) A (OP() Cje (0)
P(0)Agc(6)  —P(4) 0 +Y ZNi<0 Véen
Cpe y(0) 0 -1 !
0 AlP O
P Agc,i 0 0| +N;>0
0 0 0
W:WT, M,‘,‘ZO, N,‘,‘ZO i:l,...,q (63'80)

Nota 6.3.7 Es posible obtener condiciones para otros tipos de incertidumbre y/o depen-
dencia de la funcion de Lyapunov siguiendo las mismas ideas que las utilizadas para la
norma oo.

12Estas se basan en el empleo del gramiano de observabilidad. Analogamente, se pueden obtener LMIs basa-
das en el gramianio de controlabilidad.
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Norma 1

La norma 1 de un sistema representa el valor maximo de la relacion entre las normas
infinito de la sefial de salida y de la senal de entrada (inducida de la norma infinito de
sefales). Esta norma es util cuando se presentan perturbaciones persistentes, las cuales
dan lugar a variaciones acotadas de la salida y se desea acotar dichas variaciones. Para
este tipo de perturbaciones la norma infinito no es valida ya que éstas tienen energia
(norma 2) infinita.

Esta norma ha sido aplicada al disefio de controladores en menor medida y mas tarde
que las anteriores dada su mayor complejidad de computo [Dahleh y Boyd 1987a, b;
Bu 1997]. No obstante, el principal problema relativo al computo de la norma 1 es que
no se puede realizar via LMIs, pues, en general, hay que emplear métodos basados en
programacion lineal [Dahleh y Boyd 1987a] o aproximaciones basadas en optimizacion
convexa [Bu 1997].

Por esta razon, diversos autores [Abedor et al. 1996; Bu 1997] introdujeron una norma
que acota superiormente a la 1: la denominada norma estrella (*), que puede ser obtenida
mediante LMIs. Para el caso de sistemas discretos la norma * se define como [Bu 1997]:

oQ;! 0 ct
Vo= inf g sujetoa: 0 (p—0o)I DT |[>0 (6.3-81)
c>0,7>0
C D nl

siendo Q, la soluciéon de la ecuacion de Lyapunov:

LAQQAT - Q.+ 1ppr— 0
1l-a a
||G(2)|], = inf V., p()representa el radio espectral. (6.3-82)
0<a<l—p2(A)

Ademas, siempre se cumple la desigualdad:

1G(2)I11 < [1G(2)]]

El calculo de la norma * se basa, pues, en una resolucion iterativa de una ecuacion de
Lyapunov y de una minimizacion sujeta a una LMI para un valor fijo de « hasta encontrar

el valor de V,, minimo.

Es posible obtener la norma * mediante la minimizacion de un problema sujeto a
BMIs3 [Bu 1997; Scherer y Weiland 2000; El Ghaoui y Niculescu 2000]:

6@ = int

13También se puede analizar con LMIs si se fija un valor constante para a y se busca de forma iterativa cual
es el valor que hace minimo a 7.
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aP 0 cT
ATPA - (1 — )P ATPB
<0, 0 (p—MNI DT|[>0
BTPA BTPB - \I
C D nl
P>0, A>0, 0<a<l-p’A) (6.3-83)

Al igual que para las otras normas, esta condicion necesaria y suficiente se convierte
en so6lo suficiente (conservadora) para sistemas con incertidumbre. Por ejemplo, si se
desea obtener una cota superior para la norma * del canal w/y correspondiente al bucle
cerrado formado por el modelo incierto del proceso y el controlador-observador GPC,
admitiendo incertidumbre LFR para el modelo y empleando una funciéon de Lyapunov
con dependencia LFR, se puede utilizar el siguiente problema de minimizaciéon sujeto a
BMIs que se deduce a partir de (6.3-83):

P(A)= T(A)'QT(A) ; ( Ascl®) | Brerla) )=< Ac | Bicy )+

CBC,y(A) ‘ DBc,yr(A) CBC,y ‘ DBc,yr

N ( Bgc,a ) A (I—DBC,AA)_I ( Cpe.n ‘ Dgc ar )

Dgc ya
= Q, Vlrn‘l/zn A«
T
* Ta 0 Tz O 0
[ * | TxApc TaBpgcr O Tz TaBpca
* (1 0 0 0 I 0O O 0
- -1-a
. 0o |o 0 o I 0 o0
0 Q
* 0 0 0 I 0 <0
0 YR
* 0 0 0O O I
0 0 Vi
* Tc 0 T, O 0
* TcAgc TcBpey O Tp TeDpea
* Cpca Dpear O O Dpea
T
& Ts 0 T; 0
* 0 I 0 0
-aQ 0 0
* 5 Cscy Dpcyr 0 Dpcya
— —(n*=NI 0
% 0 0 0 0 I 0 <0
0 I
* 0 0 0 I
0 0 V,
% Tc 0 Tp 0
* Cgca Dpear O Dpea

AY (&
( ) V1<I)>0 VAlzdiag(A,A,A)E{Al,...,Ar}, V1,11<0
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~ !

A - ) y
vt | >0 v A" =diag(A,A) e {A],.. AL}, Vo <0
Q=Q", 2>0, 0<a<min(l-pXAs(A)) (6.3-84)

Es posible estimar la desviacion existente entre el valor de la norma * y la norma 1

del sistema. Para ello basta tener en cuenta la multiple desigualdad [Abedor et al. 1996]:
1G(2)||x < 1G(2)]11 < [IG(2)]]« (6.3-85)

la cual muestra que el error maximo cometido en la acotacion superior es siempre menor
o igual que la diferencia entre la norma * y la co. Esta relacion es 1util en la practica ya
que la norma oo puede obtenerse también mediante LMIs. Los autores de [Abedor et
al. 1996] comentan que, a partir la experiencia adquirida en aplicaciones reales, para

muchos sistemas la norma * y la norma infinito estan bastante proximas entre si.

Metodologia de diseiio con garantia de satisfaccion robusta de normas

Como se acaba de analizar, la existencia de una cota superior finita para las normas
antes tratadas implica que el proceso es asintoticamente estable. Con esta idea en mente
se pueden plantear diversos esquemas de diseflo robusto del controlador-observador
GPC. Por ejemplo:

= Obtencion del controlador-observador GPC que minimiza la norma infinito de un
determinado canal entrada(w)/salida(z) ||G, w||~ fijando un determinado modelo
incierto para el proceso. Desde el punto de vista del control robusto a este disefio
se le suele denominar diseno h,, de un controlador. Con este disefio, ademas de
garantizarse la estabilidad robusta se obtienen los parametros de disefio para el
controlador-observador GPC que proporcionan la minima norma para dicho canal:

Parametros GPC* = argmin ||G,.wl||c (6.3-86)

Parametros GPC

Se trata de un problema de optimizacion que puede resolverse mediante algoritmos
genéticos, ya que, en general, sera no convexo por las razones comentadas en la
seccion de estabilidad robusta.

Este mismo problema puede plantearse minimizando la norma 2 o 1 de un deter-

minado canal.

= Obtencion del controlador-observador GPC que optimiza un problema h.,/h,. Es-
te problema supone minimizar la norma infinito del canal entrada(w)/salida(z) y
garantizar una determinada norma 2 para otro canal entrada(p)/salida(g), para un
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modelo incierto del proceso concreto:

Parametros GPC* = argmin ||G, w||~ Sujeto a: |Gy pll2 < 7 (6.3-87)
Parametros GPC
Problemas similares son: h../L, ho/hy, ho/L, L1/hs v L1/hy. Todos ellos se pueden

resolver, también, mediante algoritmos genéticos.

m Otra clase de problemas mas complejos son aquellos en los que se pretende mi-
nimizar de forma simultanea diferentes tipos de normas asociados a diferentes
canales entrada/salida y/o maximizar el tamafio del conjunto de valores para los
parametros inciertos, que se ha de estabilizar. Estos problemas de optimizacion
son multiobjetivo y, casi seguro, no convexos. Por tanto, pueden ser resueltos con

algoritmos genéticos multiobjetivo.

EJEMPLO 6.3.1 Este ejemplo estd referido al proceso benchmark empleado en [Wie y Berns-
tein 1992; Kothare et al. 1996] formado por dos masas y un muelle (figura 6.10) cuyo

modelo es:
Xl 0 0 1 0O X1 0
X 0 0 0 1 X 0
NE 1+ u, y=(0 10 0) (6389
X1 —K/m1 K/mg 0 O X1 1/m1
X2 K/m;g —K/m;g 0 O X2 0

donde m;y = my =1 Kgy K € [0.5 10] N/m, es decir, hay incertidumbre en la constante
elastica del muelle. Se toma como valor nominal de K al valor medio de su intervalo de
variacion: 5.25.

Xl y=X2

LC

FIGURA 6.10: Sistema mecanico con dos masas acopladas mediante un muelle

La principal dificultad asociada al manejo de la incertidumbre proveniente de siste-
mas continuos aparece al aplicar la discretizacion basada en un retenedor de orden cero
(usual en control por computador) para obtener el modelo discretizado, ya que no es sen-
cillo obtener la expresion matemadtica de la incertidumbre resultante en discreto, la cual,
ademds, es mas compleja. Este hecho se puede apreciar mejor si se recuerdan las formu-
las que ligan las matrices de estado y de entrada continuas con las discretas tras aplicar
esta discretizacion [Astrom y Wittenmark 1997]:

T
Ay = AT Bd:/ A B dt (6.3-89)
0
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T es el periodo de muestreo. Estas relaciones muestran, por ejemplo, que una dependen-
cia afin de A. con respecto a algun pardmetro se traduce en A; en una dependencia
exponencial.

En esta tesis y en la literatura analizada la incertidumbre mds compleja empleada
es la LFR o racional, la cual es menos compleja que la exponencial. Para solventar este
problema se puede recurrir al desarrollo en serie de potencias de la exponencial*4:

2 3
A=At =14 A AT AR (6.3-90)

Basta, pues, elegir un periodo de muestreo T lo mds pequerio posible que sea asequible con
el hardware disponible y la complejidad del controlador, para emplear solo un numero
finito de términos del desarrollo que garanticen una cota de error maxima dada entre la
exponencial y el desarrollo truncado. Asi, si la incertidumbre de A, es LFR la de A, tras el
truncamiento también.

En [Kothare et al. 1996] se utiliza un periodo de muestreo T = 0.1s y un desarrollo
hasta primer orden, es decir, la discretizacion de Euler o del rectdngulo posterior. En esta
tesis, se va a utilizar un periodo de muestreo inferior T = 0.01 y también un desarrollo de
primer orden:

1 0 T 0 0
0 1 0T 0

Ag= , By= , Cd=(0100)
_KT/m; KT/m 1 0 T/m
KT/my —-KT/my 0 1 0

(6.3-91)

Para este caso se fija una cota mdxima de error en norma de 0.001 entre las matrices
exactas y las aproximadas. Para el valor nominal de K la norma de la diferencia entre las
matrices de estado y de entrada discretas obtenidas por el método exacto y el aproximado
de primer orden para T = 0.01 s es:

leAT — (I + A.T)||> = 5.3336 - 10~

T
||/ oA B.dt — TBe||, = 5.0013 - 1075 (6.3-92)
0

lo cual justifica la validez de la aproximacion. Como el valor de K varia en un intervalo
hay que analizar si esta aproximacion sigue siendo vdlida en todos los valores de dicho
intervalo. En concreto, se observa que la mayor desviacion se produce para K = 10, pro-
porcionando una norma de 0.001 para la discrepancia entre las matrices de estado, y
una norma de 5.0051 - 10> para la discrepancia entre las matrices de entrada, las cuales
siguen siendo validas de acuerdo con la cota maxima fijada.

14También puede emplearse la aproximacion bilineal de la exponencial.
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Para el caso de emplear la aproximacion de primer orden, si la incertidumbre de A,
es afin, como ocurre en este caso, la de A; también serd afin, tal y como se aprecia en
(6.3-91), lo cual simplifica la incertidumbre del modelo discreto.

Una vez presentado el modelo del proceso a controlar, el siguiente paso es plantear las
condiciones que debe de cumplir el GPC a disenar:

» Maximizar el rango de variabilidad de K alrededor del valor nominal que garantice
la estabilidad del bucle cerrado.

m Minimizar la norma infinito entre la referencia y la salida controlada. Esta condicion

garantiza que se minimiza el efecto de los cambios de referencia en la salida.

Estas condiciones son, en general, contrapuestas por lo que se trata de un problema de
optimizacion multiobjetivo no convexo, que serd resuelto mediante algoritmos genéticos
multiobjetivo.

El algoritmo genético multiobjetivo realizo esta optimizacion con las siguientes restric-

ciones:

" 1< N, <256.

1<N,<8

Polos observador € [0,0.99].

Matrices de ponderacion de los errores: Q; = 1.

Matrices de ponderacion de los incrementos de las acciones de control: R; = I,
0<1<100

K(0)=5.25+4.75-6, |5 < 1.

En la figura 6.11 se ha representado el frente de Pareto optimo correspondiente al
problema de optimizacion multiobjetivo anterior obtenido tras 300 generaciones con el
algoritmo genético. En dicha figura se aprecia que para valores bajos de ¢ la norma infi-
nito es prdcticamente 1, mientras que el valor mdximo de ¢ para el cual el bucle cerrado
es asintoticamente estable es de 0.916 con una norma infinito de 10.9001. Ambas situacio-
nes dan lugar a los controladores-observadores GPC limite: el de minima norma infinito y
el de mdximo rango de estabilidad.

De esta figura es posible extraer los controladores-observadores GPC que cumplan:

= Controlador-observador GPC con minima norma infinito fijando una determinada
incertidumbre. Basta con entrar en dicha figura con el valor de ¢ prefijado y prolon-

gar hasta que corte al frente de Pareto. El punto interseccion proporciona la norma
214
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FIGURA 6.1 1: Frente de Pareto optimo para el problema de optimizacion multiobjetivo correspondiente al sistema

mecdnico formado por dos masas y un muelle.

infinito minima y los pardmetros correspondientes al GPC, ya que cada punto del
frente de Pareto corresponde a un GPC distinto.

m Controlador-observador GPC con mayor rango para § que garantice una mdxima
norma infinito. El procedimiento es andlogo al del caso anterior, pero ahorva entrando
con la norma infinito mdxima indicada hasta cortar al frente de Pareto, obteniendo

asi el mdximo valor para 0 y los pardmetros del controlador-observador.

Por ejemplo, si se plantea obtener el controlador-observador GPC que garantice que
la norma infinito sea menor o igual que 1.1, del frente optimo de Pareto se deduce que
Omax = 0.8017 y que el GPC posee los siguientes pardmetros:

= N, =3, N, = 164, I = 0.0046.

m Polos del observador: 0.2049, 0.2800, 0.0530, 0.0368 y 0.3339.

el rango de ¢ obtenido implica que 1.4420 < K < 9.0580.

En la figura 6.12 se han representado las respuestas del bucle cerrado formado por el
modelo continuo del sistema mecdnico y el GPC elegido, para los casos § = 0, £0.4, +0.8.
Todos los casos presentan una respuesta simular salvo el correspondiente a 6 = —0.8
que posee un peor comportamiento. Tras una serie de simulaciones se ha comprobado
que este bucle cerrado es estable, aproximadamente, para —0.83 < § < 0.9, es decir,
1.3075 < K < 9.525, aunque en este rango no hay garantia de acotacion de la norma
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infinito por 1.1. En la figura 6.13 se han representado las respuestas para 6 = 0, 0.9
v —0.83, comprobandose que la correspondiente a 6 = —0.83 o K = 1.3075 tiene un

comportamiento dindmico mucho peor que las otras dos.
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05 / L\ T

0.4 al

Salida & Referencia

0.2 al

I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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FIGURA 6.12: Respuestas del bucle cerrado formado por el modelo continuo del sistema mecdnico y el GPC

elegido, para los casos 6 = 0, £0.4, £0.8.
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FIGURA 6.13: Respuestas del bucle cerrado formado por el modelo continuo del sistema mecdnico y el GPC

elegido, para los casos 6 = 0,0.9 y —0.83.
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6.3.2.5. Condiciones de asignacion de los polos en bucle cerrado

Hay que tener presente que la condicion de estabilidad robusta del bucle cerrado:
Aj(A)P(A)Apc(A) - P(A) <0 VA (6.3-93)

es equivalente a comprobar si todos los polos del bucle cerrado estan contenidos en el
disco unidad. Desde este punto de vista, seria interesante poder verificar si dichos polos
estan contenidos en otros subconjuntos del plano complejo. Esta idea esta intimamente
relacionada con la asignaciéon de especificaciones para el bucle cerrado: tiempo de esta-
blecimiento, sobreoscilacion, etc., las cuales se traducen en la ubicacion de los polos del
bucle cerrado en determinadas regiones del plano complejo [Blasco et al. 2000].

Uno de los primeros trabajos que tratan el disefio de controladores garantizado la
asignacion de los polos del bucle en una determinada region convexa empleando LMIs
fue [Chiali y Gahinet 1996]. Este trabajo se desarrolla para sistemas continuos sin incer-
tidumbre, y establece un resultado basado en LMIs y funciones de Lyapunov que permite
determinar si el bucle cerrado posee sus polos en una determinada region convexa del
plano complejo, la cual viene definida en términos de LMIs.

Para el caso continuo se pueden establecer las siguiente regiones de interés [Scherer
y Weiland 2000]:

» Garantia de tiempo de establecimiento maximo:
Re(s) < —a, a>0 & s+35§+2a<0 (6.3-94)
$ es el conjugado de s.

= Garantia de maxima frecuencia de oscilaciones f3:

Im(s)| <3 ,6>0 & (__Zﬂ S_§> <0 (6.3-95)
S—s =20

= Garantia de sobreoscilacion maxima o minimo coeficiente de amoriguamiento ¢:

_|Im(s)|
Re(s)

arctg (
(§—s)cosf (s+3S)send

)<9,£=Cos(0),0§§<1 & (“*939119 (S—f)cosf}) 0
S

(6.3-96)

Todas las condiciones de la derecha son LMIs en las variables sy $.

Las condiciones anteriores pueden ser trasladas al caso discreto [Astrom y Witten-
mark 1997] mediante la ecuacion que relaciona el plano sy el z, z = T, siendo T el
periodo de muestreo:
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» Garantia de tiempo de establecimiento maximo:
Izl <e T o zz—e2T <0 (6.3-97)
s Garantia de maxima frecuencia de oscilaciones, se basa en la condicién de perte-

nencia al sector:

—(z+2Z)sen(BT) (z—2Z)cos(BT)
(z—2z)cos(BT) —(z+ Z)sin(BT)

| Im(2)|

Re(2) <0 (6.3-98)

arctg ( ) <pBT

= Garantia de sobreoscilacion maxima. Esta condicion da lugar a una region no con-
vexa en el plano z y, ademas, compleja de expresar matematicamente. Su forma
grafica se muestra en la figura 6.14.

()

FIGURA 6.14: Region en el plano z correspondiente a los casos en que la sobresocilacion es menor igual que un

determinado valor.

La condicion de sobreoscilacion maxima, a pesar de su compleja descripciéon, no com-
plica en exceso el planteamiento basado en LMIs ya que, en general, suele venir acompa-
fnada de otras. Por ejemplo, si se proponen las siguientes condiciones:

m Tiempo de establecimiento maximo: Re(s) < —a.

= Maxima frecuencia de oscilacion: | Im(s)| < 5.

| Im(z)|
~ Re(2) ) <

= Maxima sobreoscilacion: arctg (

en la figura 6.15 se muestra la region de especificaciones correspondiente al caso con-
tinuo y su equivalente en discreto. Como se observa, la region resultante en el plano z
es convexa y, por tanto, puede ser expresada con arbitraria precision [Chiali y Gahinet
1996] mediante conjuntos convexos definidos mediante LMIs.

Un vez descrita la region deseada mediante LMIs es posible emplear la condicion de

pertenencia de los polos del bucle cerrado a dicha regién. En [Peaucelle et al. 2000] se
218
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Plano s Plano z

e/

FIGURA 6.15: Regiones en los planos s y z correspondientes a las especificaciones indicadas.

desarrollan condiciones de pertenencia de los polos en bucle cerrado a determinadas
regiones del plano complejo para sistemas discretos, partiendo de las ideas de [Chiali y
Gahinet 1996]. En primer lugar se presentan las siguientes definiciones:

Definicion 6.3.1 (Region Dg) Sea R € R29%2d yna matriz simétrica particionada como
sigue:

Ri1 Ri
R, Ry

] ; Rip =Rl e R4 Ry, = RL, € R*4

Se define la region Dg del plano complejo como:
Dr2{z€C : Riu+Ri2z+R],Z+ Rypzz < 0} (6.3-99)

Como se aprecia, las regiones Dy vienen definidas mediante una BMI en las variables z y
Z, es decir, un caso mas general que aquellas que vienen definidas con una LML

Definicion 6.3.2 (Dy estabilidad) Una matriz A € R"™" es Dy estable siy solo si todos sus
valores propios esta contenidos en la region Dg.

Y finalmente, el resultado que permite garantizar la pertenencia de los polos a una

region Dg:

TEOREMA 6.3.4 Una matriz A € R"™" es Dy estable siy solo si existe una matriz definida
positiva P € R"™" tal que:

Ri1® P+ Ri2 ® (PA)+ R}, ® (ATP) + Ry, ® (ATPA) < 0 (6.3-100)

donde @ representa el producto de Kronecker de dos matrices.
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El producto de Kronecker de dos matrices X € R"™*"y Y € RS*$ se define como sigue:
XY £ [)(i,thSi,j,SV (6.3-101)

el cual da lugar a una nueva matriz de dimensiones r- s x r - s.

Por ejemplo, para el caso de fijacion de un de tiempo de establecimiento maximo la
condicion del teorema 6.3.4 aplicada sobre la region Dy (6.3-97) produce:
_e—2aT 0

R = 0 ) ;. —e 2 TpL ATPA< O (6.3-102)

la cual coincide con la condicion de estabilidad si o = 0.

Finalmente, estas ideas se pueden extender para el caso del bucle cerrado incierto
formado por el modelo incierto del proceso y el controlador-observador GPC:

Definicion 6.3.3 La matriz incierta Agc(A) es Dy estable siy solo siVA la matriz Agc(A)
es Dy estable.

A partir de esta definicion se deduce que la condicion del teorema 6.3.4 es solo
una condicion suficiente para sistemas con incertidumbre, ya que utiliza una matriz
P constante. En general, esta condicion puede ser mejorada introduciendo dependencia
en la matriz P con respecto de la incertidumbre, tal y como ya se ha analizado en los
puntos anteriores, proporcionando asi condiciones suficientes menos conservadoras.

Siguiendo las mismas ideas del apartado relativo a las normas, es posible proponer
metodologias de disefio robusto para el controlador-observador GPC que garanticen el
cumplimiento de determinadas especificaciones en el dominio del tiempo, por ejemplo:

» Fijar unas determinadas especificaciones en el dominio del tiempo, o lo que es lo
mismo, una determinada region en el plano complejo donde han de ubicarse los
polos del bucle, y buscar los parametros del controlador-observador (horizontes,
matrices de peso y polos del observador) tal que se consiga la inclusién de todos
los polos en dicha region, maximizando el tamafio del conjunto de posibles valores
para los parametros inciertos del modelo.

= Minimizar la norma h., de un determinado canal entrada/salida bajo la restriccion
de que todos los polos del bucle cerrado estén localizados en una region determi-
nada del plano complejo (especificaciones) y para un determinado modelo incierto
del proceso.

A partir de estas ideas pueden proponerse muchas otras combinaciones para plantear
otros problemas de interés.
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EJEMPLO 6.3.2 En este ejemplo se va a diseviar un controlador-observador GPC que ga-
rantice para el proceso formado por dos reactores quimicos en serie [Marlin 1995], cuyo
modelo alrededor del punto de funcionamiento (20 moles/m3, 50 % apertura) es:

Ky moles .
=—— K,=01 ———— |, 7=0.5min 6.3-103
§ (s +1)2 b m3 %apertura g ! ( )

las especificaciones dindmicas siguientes:
t.<15min 6§<10% w, <5 rad/min (6.3-104)

teniendo en cuenta que la ganancia estdtica del proceso tiene una incertidumbre alvededor
de su valor nominal K, = 0.1 + 0k, con |dg,| < 5}2"" que habra que maximizar.

En primer lugar se obtiene un modelo discretizado del proceso aplicando ZOH con un
periodo de muestreo de T = 0.05 min:

10-2. K,(0.4679z + 0.4377)
Ga(z) =
z2 —1.8097z + 0.8187
Como se aprecia, al existir solo incertidumbre sobre la ganancia del proceso el modelo

(6.3-105)

discretizado con ZOH depende afinmente de la incertidumbre de la ganancia, al igual
que el modelo continuo. Consecuentemente, para este ejemplo no es necesario plantear la

aproximacion empleada en el ejemplo 6.3.1.

Las especificaciones dinamicas al traducirse al plano z dan lugar a la region que se
muestra en la figura 6.16. Los puntos (a)= 0.8067 + 0.206j, (b)= 0.8464 + 0.1716j y
(c)= 0.8606 + 0.1585j constituyen la aproximacion que se realiza para la curva limite de
la mdxima sobreoscilacion permitida, mediante las dos rectas que unen dichos puntos. Esta
aproximacion conservadora puede mejorarse tomando mds puntos de la curva, aunque,
en este caso, la aproximacion es bastante buena.
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FIGURA 6.16: Region de especificaciones para el ejemplo 6.3.2

La expresion matemadtica de esta region Dy viene dada por las desigualdades:
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» Condicion de tiempo de establecimiento mdximo:

77 — e 21T (6.3-106)

= Condicion de mdxima frecuencia de oscilaciones:

—sen(14.33°)(z+ z) cos(14.33%)(z — 2) <0 6.3-107)
cos(14.33%)(z—-z) —sen(14.33°9)(z+ 2)
m Condicion de mdxima sobreoscilacion:
0.4332(z + Z) — 0.9050 0.5(z-2)
0.5(Z - 2) 0.4332(z + z) — 0.9050
0.4613 7) —0.9524 0.5(z -z
(z+2) (z-2) (6.3-108)
0.5(Z - 2) 0.4613(z + z) — 0.9524

la primera desigualdad corresponde a la recta que une los puntos (a) y (b) (v su
simétrica respecto del eje real) y la segunda a la recta que une a los puntos (b) y (c).

Estas expresiones se transforman en condiciones suficientes de verificacion de especi-
ficaciones robustas basadas en LMIs aplicando el teorema 6.3.4. En este ejemplo se ha
optado por emplear una funcion de Lyapunov no dependiente de la incertidumbre.

El objetivo es, pues, disefiar un controlador-observador GPC tal que el bucle cerrado
verifique las especificaciones dindamicas propuestas (LMIs correspondientes a las especifi-
caciones (6.3-106), (6.3-107) y (6.3.2)) y que maximice el valor de 5;;“". Este problema de
optimizacion va a ser resuelto aplicando algoritmos genéticos, con las siguientes restric-

ciones:

" 1< N, <256.

m ] <N, <8

Polos observador € [0,0.8752].

Matrices de ponderacion de los errores: Q; = 1.

Matrices de ponderacion de los incrementos de las acciones de control: R; = I,
0<I<0.1

La razon que justifica que los polos del observador no puedan ser mayores de 0.8752 es
que el tiempo de establecimiento mdximo admisible obliga a que los polos tengan modulo
inferior a e—4/1.5+0.05 — () 8752,

El algoritmo genético tras 500 generaciones proporciono la siguiente solucion:

s N, =162, N, =2,1=0.0014.
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m Polos del observador: 0.0109, 0.1682 y 0.8497.

= 0P = 00202

En la figura 6.17 se han representado las respuestas del bucle cerrado formado por
el proceso continuo y el controlador-observador GPC obtenido, para el valor nominal de
Ky = 0.1 y los valores extremos correspondientes a og™: K, = 0.0798 y K, = 0.1202.
Como se aprecia, el caso mds desfavorable es el que corresponde a K, = 0.0798, ya que
su tiempo de establecimiento, aproximadamente, es de 30 muestras, es decir, 1.5 min, el

mdximo tiempo de establecimiento admisible.

212
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’
2
4
4 N
4 N
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FIGURA 6.17: Respuestas del bucle cerrado formado por el proceso continuo y el controlador-observador GPC
obtenido, para Ky = 0.1, Kp = 0.0798 y Kp = 0.1202.

Por otro lado, todas las respuestas presentan una sobreoscilacion prdcticamente nula
Yy una frecuencia para las oscilaciones mucho menor que 5 rad/min. Esto muestra, que
la condicion que ha limitado el mdximo valor de 5};2“" es la correspondiente al tiempo de

establecimiento.

6.3.2.6. Inclusion de restricciones

Una de las ventajas que presentan las LMIs frente al control #., es la posibilidad de
incluir condiciones (suficientes) que aseguren que el bucle cerrado verifique restricciones
tanto sobre las salidas como sobre las acciones de control, pero manteniendo en todo

momento la linealidad del bucle.
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La idea consiste en obtener el elipsoide de mayor tamafo contenido en el espacio de
las variables de estado que garantice que en bucle cerrado [Kothare et al. 1996; Boyd et
al. 1994]:

1. a partir de cualquier estado inicial perteneciente a dicho elipsoide la trayectoria
descrita por el bucle cerrado esté siempre contenida en éL

2. Para cualquier estado de dicho elipsoide se cumplan las restricciones sobre las
salidas y las acciones de control.

A este tipo de elipsoides se les denomina invariantes o inescapables.

Para el analisis que se va a realizar se recupera la representacion interna del bucle
cerrado formado por el modelo incierto del proceso y el controlador-observador GPC
(6.3-2) suponiendo que no se presentan perturbaciones ni ruidos de medida:

x(k+ 1) = Apcx(k) + Bpc (k) ,  y(k) = Cpe yx(k) + Dpc yrw(k)
(k) = Cpc,uX(k) + Dpc,urw(k) (6.3-109)

Se supondra que se han impuesto las siguientes restricciones*s:

YU < yiR) < Y =1, it < up(k) < ut j=1,...,m (6.3-110)

Caso de referencias constantes y ausencia de perturbaciones

En un primer caso se va a suponer que la referencia es constante: w(k) = @wg. Con esta
hipotesis, suponiendo que no hay incertidumbre en el modelo del proceso y que el bucle
cerrado es asintOticamente estable, éste tendera al punto de equilibrio correspondiente
a y(k) = w, (x(k) = X y u(k) = #y), siendo posible introducir el siguiente cambio de
variables:

dando lugar a la siguiente representacion para el bucle cerrado:
X'(k) = Apcx'(k) . y'(k) = CpcyX'(k), u'(k) = CpcuX'(k) (6.3-111)

y a las nuevas restricciones:

min’ _ ,min . max’' max
Y =Yy - W, Y -

_ . min' _ ;,min . max' _ ,,max .
=] wpj, UM =uT"—u i, uf™ =u™~up;

(6.3-112)

15Si aparecen restricciones sobre los incrementos de las acciones de control basta con considerar un proceso
aumentado que contenga por estados a los originales mas el vector de acciones de control anterior
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El método que se va a aplicar solo es valido cuando las restricciones son simétricas, es
decir, ymaX' = —ymin' Como esta condicion, en general, no se tiene porqué verificar, se va
] y] - y] - 3y g ] p q )

a realizar un nuevo cambio de variables para lograrlo:

max’ min' max’ _
s Y J Yy J

. Y y L N T

)/j:f, d)/jé%, y=()/1,---,)/r)T, dy:(d)’la---ad)’r)
un_mx’ +umin’ un_mx’ _ ur_m'n’

ﬂjé J J dujé4, ﬂ:(ﬂla'--aﬂm)Ta du:(dula---adum)T

2 bl
y (k) 2 y'(k) =y = CpeyX'(k) =y, u*(k) = u'(k) — i = Cpc uX'(k) — U (6.3-113)

Una ver presentada la formulacion, el siguiente paso va a consistir en deducir la
condicion que va a permitir obtener un elipsoide inescapable [Abedor et al. 1996; Boyd
et al. 1994]. El elipsoide £ que contiene al origen (punto de equilibrio):

E={X(k) e R": (X (k)" PX'(k) + 2(x'(k))"b—1 < 0} (6.3-114)
es inescapable para el sistema:
X' (k+1) = ApcX'(k)
si cumple que:

(X' (k+1)"PX(k+ 1) + 2(xX(k+ 1) b~ 1) — (X (k)" PX(K) + 2(X(K)) B~ 1) < 0
VX (k) @ (X(k)TPX'(k)+2(x'(k)'h-1>0 (6.3-115)

es decir, que la funcion de Lyapunov basada en dicho elipsoide presente un incremento
negativo en los puntos exteriores a dicho elipsoide. Esta condicioén implica que si se esta
dentro del elipsoide es imposible salir de él.

Antes de continuar es necesario presentar la técnica conocida como S-procedure
[Boyd et al. 1994]:

LEMA 6.3.6 (S-procedure) SeanF; i =0,...,q funciones cuadrdticas de la variable ( € R™:
EO=¢"Ti¢+2ul ¢+vi, i=0,...,q

Entonces, k > 0 para todo ¢ tal que F; > 0, i=1,...,q siexisten Ay,...,A; > 0 tales que
para todo (:

R(O)=> AE() >0 (6.3-116)
Para el caso q = 1 esta condicion es ademds necesaria.

Volviendo a la condicion del elipsoide inescapable (6.3-115) y aplicando sobre ella S-
procedure se deduce que es equivalente a la existencia de A > 0 tal que:

(X'(k+1))"PX'(k+ 1) + 2(X'(k+ 1)) b — (X' (k)" PX'(k) — 2(X'(k))" b+
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+A (X (k)T PX' (k) + 2(X'(k))Tb-1) <0 V X'(k) (6.3-117)
Utilizando la dinamica del bucle cerrado y simplificando:
(X' (k))! (AjPAgc — (1 = MP) x(k) + (X' (k)T (Ajcb— b(1 = X)) + (b Agc — BT (1 = M)X' (k) = A < O

(rn™ 1)

AT PAge —(1- NP Alb— b(l - /\)] (x’(k)

<0 (6.3-118)
bTA-b"(1 -1 -A 1

esta condicién se verificara si se cumple la siguiente condicion suficiente:

A>0,

(6.3-119)

AjePAsc ~(L-NP Afb-b1-N| _
bT Age — bT(1 - )) -2

En el apéndice F se justifica que esta condicién es ademas necesaria.

El siguiente paso es deducir la condicion que garantiza la satisfaccion de las res-
tricciones en todos los puntos del elipsoide, en concreto, se va a desarrollar para una
componente cualquiera del vector de salidas. La condicion que garantiza la verificacion
de las restricciones de la componente j del vector de salidas, se basa en imponer que su
valor maximo dentro del elipsoide nunca supera el valor de las restricciones simétricas:

* / ~\T / ~
xflggggbﬁ(kﬂz = max (Cacy. X' (k) = ¥j) " (Coe.y jX (k) = y;) < dy? (6.3-120)

Si vuelve a aplicarse la técnica del S-procedure se obtiene la siguiente condicion equiva-
lente:

(Coey i X (K) = 9) " (Coey i X (K) = ¥5) — o (X (k)T PX(K) + 2(X'(K)Th - 1) < dy;, ;20

(6.3-121)
que tras ciertas operaciones da lugar a:
cl. . C i—oiP -CI . yi—oib "(k
((xl(k))T 1) BC~,)/,J BCy.j = 0j ~ZBC,Y=Jy; 7 X' (k) <0 (6.3-122)
—)/jCBC,y,j—bTUJ' Vi —d)/j +0j 1
Esta condicién se cumple si se da la condicion suficiente:
T oD _CT v
7 >0, |Gl Cocns= 0P =Cle, 3= aib] <0 (6.3-123)

~ViCcy.j—bloj Vi —dyj+o; J

Esta expresion habra de aplicarse a todas las componentes del vector de salidas y del
vector de acciones de control. Ademas, en en apéndice F se justifica que la condicion de

verificacion de las restricciones es ademas necesaria.

Para obtener el elipsoide de mayor tamafo que cumple la condicion de ser inescapa-

ble (6.3-119) y todas las condiciones de verificaciones de restricciones (6.3-123), existen
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varias posibilidades [Boyd et al. 1994]. La que suele dar mejores resultados es la basada
en obtener el elipsoide de mayor volumen6. El volumen del elipsoide £ es proporcional
a det(P~1), por tanto, se deberia de resolver un problema sujeto a las condiciones ante-
riores y que maximizase dicho volumen. Sin embargo, el volumen del elipsoide no es un
funcién convexa de P ya que la funcion determinante no lo es. Por ello, diversos autores
[Boyd et al. 1994; Wu et al. 1996; El Ghaoui y Niculescu 2000] formularon este proble-
ma de maximizacion de un determinante como un problema de minimizacion convexo

denominado maxdet:

Minimizar : —logdet G(x)

sujeto alas LMIs: G(x) >0, F(x)>0 (6.3-124)

Este problema se ha convertido en convexo debido a que se aplica la funcion logaritmo
sobre el determinante. EI caso que nos ocupa, al aplicar el logaritmo queda:

maxlog det(P~!) = min — log det(P~!)

Para que se pueda considerar como un problema maxdet es necesario introducir la va-
riable Q = P~1, lo cual obliga a conseguir que las condiciones (6.3-119) y (6.3-123)
dependan de Q en lugar de P, lo cual no es posible lograr en este caso. Estas circuns-
tancias dificultan la resoluciéon del problema como maxdet. Por ello, se ha optado por
resolver las condiciones anteriores minimizando la traza de la matriz P. Al minimizar
su traza se reducen su valores propios y, por tanto, su determinante, lo cual provoca un

aumento del volumen del elipsoide al aumentar el determinante de su matriz inversa.

Otro detalle importante a destacar es que las condiciones (6.3-119) y (6.3-123) no son
LMIs ya que hay productos entre variables, tratandose, por tanto, de BMIs. Este aspecto
no dificulta su resolucion ya que ésta se puede realizar con el paquete PENBMI.

EJEMPLO 6.3.3 Sea el sistema discreto de segundo orden:

P R -

Se va a diseriar un controlador-observador GPC para este sistema con los siguientes pard-
metros:

m N, =20,N,=1,Q=1,R=0.

= Los tres polos del observador se ubican en 0.7.

Este controlador resulta ser de orden 3.

16También es posible maximizar el semieje mayor del elipsoide que es proporcional al mayor valor propio
de p-!
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Una vez obtenido el controlador se procede a determinar el elipsoide inescapable de
mayor volumen dentro del cual se verifican las siguientes restricciones:

" Vmin = 0, Ymax = 0.5.

L] umin = 01, urnax = 04.

cuando la referencia impuesta sobre la salida es de 0.3. Para hallar tal elipsoide se mi-
nimiza la traza de la matriz P sujeta a las BMIs (6.3-119) y (6.3-123). Hay que tener
en cuenta que al ser el proceso de orden 2 y el controlador de orden 3 el bucle cerrado
resultante es de orden 5, lo cual implica que el elipsoide que se obtenga pertenezca a R>.

Desde un punto de vista prdctico, resulta mds util determinar el elipsoide perteneciente
a R? y contenido en el anterior que proporciona el posible conjunto de condiciones iniciales
del sistema discreto para las cuales el bucle cerrado satisfard las restricciones para cual-
quier instante posterior. En concreto, en la figura 6.18 se ha representado dicho elipsoide
bidimensional correspondiente al elipsoide de mayor volumen perteneciente a R>.

0.5 T T

Mayor elipsoide

0.45

0.4 B
Elipsoide mas

0.35F hacia la derecha g

0.3F B

0251 il

0.2 7

0.15[ - Elipsoide mas
hacia la derecha

0.1

0.05

-0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1

FIGURA 6.18: Elipsoides inescapables para el sistema discreto de segundo orden.

Otra idea a considerar es que, en principio, existen infinitos elipsoides £ que satisfacen
las BMIs (6.3-119) y (6.3-123), lo cual muestra que seria interesante obtener otros dife-
rentes al de mayor volumen para ampliar, con su union, el conjunto de estados para los
cuales el bucle cerrado satisface las restricciones. Siguiendo esta idea, en la figura 6.18
se han representado en dos dimensiones los elipsoides correspondientes a aquél que se
localiza mds a la devecha y a aquél que se encuentra mds a la izquierda, que pueden ser
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considerados como los extremos de los posibles elipsoides. Consecuentemente, si se obtiene
un numero suficiente de elipsoides intermedios entre el de mayor volumen y los extremos
anteriores se podria conseguir, de forma aproximada, la envolvente de su union, la cual
daria lugar al conjunto de estados para el que se cumplen las restricciones. Dicha idea
se ha representado en la figura 6.19. Para establecer comparaciones entre este método
y el basado en los conjuntos invariantes del capitulo 5, en esa misma figura se ha re-
presentado el mayor conjunto invariante bajo control C.,. Como se aprecia éste contiene
estrictamente a la envolvente o union de elipsoides. Este hecho era de esperar, ya que el
método basado en los elipsoides supone que se mantiene en todo momento la linealidad
del bucle cerrado, mientras que el basado en conjuntos invariantes permite la saturacion
de la ley de control.

0.5

T
Mayor élipsoide

0.45

0.4

0.351

0.3

0.2+

0.15-

0.1

0.05-

0.4

FIGURA 6.19: Comparacion entre Cx y la envoltura de los elipsoides inescapables para el sistema discreto de

segundo orden.

Al igual que en todos los apartados precedentes, las condiciones para garantizar la
satisfaccion de restricciones pueden extenderse al caso de sistemas con incertidumbre.
Por ejemplo, suponiendo incertidumbre paramétrica afin para el bucle cerrado y fun-
cion de Lyapunov constante las condiciones suficientes que garantizan la verificacion de
restricciones son:

min Traza (P)
P.bAoj.c}V;

—(1=-XMP A;C((ﬂb— b1 - )) A;C((”P
bT Apc(6) — bT(1 - N) -2 0 <0Vvdoen
PAgc(9) 0 -P
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j=1,....m (6.3-126)

Notese que la principal complicacion del caso con incertidumbre se debe a que el valor
del vector de acciones de control en el equilibrio, iy, es funcion de la incertidumbre ¢,
lo cual provoca que los términos #i; también lo sean. Esta dependencia, en general, ya no
va a ser afin sino LFR a pesar de que la del modelo sea afin. Es facil verificar, a partir de
su definicion, que los términos du; no dependen de la incertidumbre. Esta situacion no
se da para el caso de las salidas controladas, ya que sea cual sea la incertidumbre si el
controlador estabiliza asintoticamente al bucle cerrado el valor de las salidas iguala al de
las referencias. Ademas, hay que tener en cuenta que el estado en equilibrio x, también
depende de la incertidumbre, lo cual implica que el elipsoide inescapable depende de la
incertidumbre ya que xy es justamente su centro. Por tanto, la interseccion de todos los
elipsoides inescapables correspondientes a los diferentes valores de la incertidumbre
generara el conjunto inescapable donde el bucle cerrado satisfara las restricciones.

EJEMPLO 6.3.4 Supongase que el sistema discreto del ejemplo 6.3.3 posee la siguiente

incertidumbre afin sobre la matriz de estado:

wn=assld O] o 63127

Empleando el mismo controlador disefiado en el ejemplo 6.3.3, resulta que para esta incer-
tidumbre el vector de estados y de acciones de control en el equilibrio dependen afinmente
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de la incertidumbre y no de forma LFR:

"—0.2950} "—0.0150}
0.3 0
ip(0) =0.22 +460.16 ; xo(0)= [-0.2950| +4 | -0.1 (6.3-128)
0.3 0.1
0 | [-0.3333]

Resolviendo las condiciones (6.3-126) se obtienen todos los elipsoides inescapables de
menor traza, o equivalentemente, de mayor tamario. Dichos elipsoides se han represen-
tado bidimensionalmente en la figura 6.20 de forma que representen el posible conjunto
de estados iniciales del sistema para los cuales el bucle cerrado satisfard en todo instante
las restricciones. Como se aprecia, en este caso particular su interseccion no supone una
pérdida excesiva de estados iniciales con respecto al caso sin incertidumbre (figura 6.18).

0.5+

0.45

0.3F
025
0.2+

0.151

0.1

0 | | | | | | | | J
-0.55 -0.5 -0.45 -0.4 -0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1

Xy

FIGURA 6.20: Elipsoides inescapbles de mayor tamano para el sistema discreto incierto.

Caso con referencias y perturbaciones acotadas

Este caso es mas general que el anterior, pero su planteamiento se basa en las mismas
ideas de éste: obtener un elipsoide inescapable y acotar los valores de salidas y acciones
de control para garantizar la satisfaccion de las restricciones. Ahora se va a asumir que
w(k) aglutina tanto a referencias como a las perturbaciones y que esta acotado:

k) Tok) <1 (6.3-129)

231



6.3 Diserio robusto: caso geneval

Para el modelo discreto (6.3-109) y suponiendo restricciones simétricas'7, las condicio-

nes suficientes para garantizar la existencia del elipsoide inescapable y la verificacion de

las restricciones son:

Al PAgc —(1-NP  AL.PByc,
B]?(‘,VPABC B]?(‘,,/PBBC,V - ,uI
bT Agc — bT(1 = \) b" By,

T ) ) T .
Cgcy, jCocy.j — 0P Cpe.y. jPBcyr.j

T . T .
DBC,yr,jCBC,y,J DBC,yr,jDBC,yr,J pil

—bTO'j 0

j=1,...

CT

L u
5c.u, jCBCus = 0P

T .
CBC,u,J'DBC,m’,J

T ; T . _ plu
DBC,ur,jCBCs“sJ DBC,ur,jDBCs“”sJ ij

—bTU}‘ 0

j=1,...

Al b—b(1 - )

B]?C,rh <0 A>0 wu>0
n—=A
—O'J'b
0 <0, ¢;20, pj>0
Uj+pj—)/;“ax2
¥
—UJ‘.‘b
0 <0, 0;20, p}‘>0
2
of +pf —uj™
,m (6.3-130)

Nota 6.3.8 Las condiciones anteriores pueden ser obtenidas para otros casos interesantes:

s Cuando la acotacion de cada componente de w(k) sea distinta. Basta introducir una

matriz diagonal J tal que dicha acotacion se exprese con la condicion w(k)T Jw(k) < 1.

» Cuando la acotacion de las componentes de &(k) sea no simétrica. Basta introducir

una nueva variable &'(k) tal que si posea una acotacion simétrica. Esta idea ya se

utilizo para convertir restricciones no simétricas en simétricas.

» Cuando se presenten componentes en w(k) que sean constantes y el resto acotadas

en magnitud. Hay que aplicar una mecdnica mixta entre la de este apartado y la del

anterior.

» Cuando las restricciones sobre salidas y acciones de control sean no simétricas. Basta

aplicar el método utilizado en el apartado anterior.

Nota 6.3.9 Finalmente, es también posible aplicar estas condiciones de verificacion de

restricciones para el caso de sistemas con incertidumbre.

6.3.2.7. Condiciones para el caso de sistemas con parametros variables con el tiempo

Todas las condiciones expuestas anteriormente han sido desarrolladas suponiendo

que los parametros inciertos del sistema son constantes a lo largo del tiempo. No obs-

tante, es posible extender estas condiciones para el caso en que los parametros inciertos

max — min max _ min
VY = Yy up = U
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puedan variar. Para realizar dicho analisis se va a suponer que ademas de que los pa-
rametros permanezcan a un determinado conjunto, su variacion con el tiempo también
pertenezca a un conjunto conocido [Gahinet et al. 1996; Trofino y de Souza 1999; Hel-
mersson 1999]:

WEV, Oja1— 2B edV=CofB,.... 0k} (6.3-131)

el cual se supondra que es un politopo convexo8.

Con esta novedad, las condiciones suficientes de estabilidad robusta ya presentadas,
por ejemplo, pueden ser reformuladas para obtener nuevos criterios suficientes para el
caso de incertidumbre variable. Para el caso de incertidumbre afin en el bucle cerrado
y funcién de Lyapunov no parameétrica, la condicion suficiente de estabilidad cuadratica
es valida también en este caso ya que permite variaciones arbitrariamente rapidas de los

parametros inciertos [Gahinet et al. 1996; Trofino y de Souza 1999].

Donde si se puede tener en cuenta la acotacion de la variacion de los parametros, por
ejemplo, es para el caso de incertidumbre afin en el bucle cerrado y funciéon de Lyapunov
con dependencia afin siguiendo las ideas de [Gahinet et al. 1996]:

P(6x) >0, P(&) — Apc(0p) T P(0p1)Apc(d) >0, Vk>0 (6.3-132)
P(os) =P+ GixiiP=R+> 6xPi+ ) BirPi = P() + OP(Gi)

Aplicando el complemento de Schur a las desigualdades matriciales anteriores:

| Pl Anc(3)" (P(6) + OP(3)| >0 VKV &eEVYGedy
| (P() + OP(B) Ac(d)  (P(&) +OP(B) |

(6.3-133)

Este conjunto de infinitas LMIs no es afin en d, por tanto, hay que aplicar nuevamente
el procedimiento de la multiconvexidad*9para reducirlo a un nimero finito de LMIs:

P(9) Apc(9)T (P(0) + OP(B))
(P(0) + OP(3)) Apc(9) (P(d) + OP(B))

=Y #ZM;i>0 VieEW,VBeE I
i

A 0 —A;CIP,- :
oW ={b,....5s} , PA 0’ +M; >0, M;>0 i=1,...,q (6.3-134)
—FLjApc,i

Nota 6.3.10 Con estas ideas es posible extender cualquiera de las condiciones sobre esta-
bilidad, normas, especificaciones y/o restricciones suponiendo incertidumbre LFR variable
con el tiempo en el bucle cerrado.

18Si no lo fuera siempre se puede contener dentro de un conjunto que si lo sea
19Ya empleado en la secciones F.2.2 y F.2.4.
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En concreto, en el proximo capitulo van a ser empleadas las condiciones para el bucle
cerrado suponiendo que éste presenta incertidumbre LFR variable. Como ya se ha comen-
tado antes, si se utiliza una funcion de Lyapunov sin dependencia (estabilidad cuadratica)
el criterio resultante es vdlido para variaciones arbitrariamente rdpidas de los pardme-
tros. De la condicion de estabilidad para incertidumbre LFR (6.3-61) se puede derivar el
caso particular de estabilidad cuadrdtica:

TA)=1,
* I 0
“Q 0 T
* 0 Apc  Bpca A

A
<0, \% >0, Vii<0,VAeA
ko 1 J I I

Cgc.a Dpea
(6.3-135)

Evidentemente, para este caso se requiere el menor coste computacional para analizar la
estabilidad, aunque es el mds conservador. Es posible obtener las expresiones correspon-
dientes a la estabilidad con funciones de Lyapunov afines, cuadrdticas y LFR, las cuales
requieren un mayovr coste computacional pero a cambio son menos conservadoras, ya que

entre otros aspectos, tienen en cuenta que la variacion de los pardmetros estd acotada.

6.4. Conclusiones del capitulo

1. Se ha justificado que las funciones de sensibilidad, para el caso nominal, dependen,
salvo cancelaciones, de los polos del observador y de los polos del bucle cerrado.
Esto indica que una adecuada seleccion de los polos del observador puede conferir
robustez al bucle cerrado ante perturbaciones, ruidos de medida, incertidumbre
y/0 dinamica no modelada.

2. Para el caso nominal, se ha propuesto una metodologia de selecciéon Optima de
los polos del observador que trata de garantizar la consecucion de unas determi-
nadas funciones de sensibilidad objetivo para el bucle cerrado, en base a minimi-
zar la diferencia en norma entre la sensibilidad deseada y la que proporciona el
controlador-observador GPC.

3. Basandose en el empleo de LMIs, se han propuesto varias metodologias de disefio
optimo de los parametros del controlador-observador GPC (horizontes, matrices de
ponderaciéon y polos del observador) que garantizan diferentes aspectos para el bu-
cle cerrado formado por el modelo incierto del proceso y el controlador-observador:
estabilidad robusta, acotaciéon de normas, asignaciéon de especificaciones y/o veri-

ficacion de restricciones.
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4. Por ultimo, se ha tratado el diseio del GPC para procesos con incertidumbre va-
riable con el tiempo. Los resultados asociados a este caso serviran como punto de
partida para el disefio de controladores-observadores robustos GPCs para sistemas

no lineales, que se realizara en el capitulo siguiente.

235






CAPITULO 7

Control de sistemas no lineales

7.1.
7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.
7.7.

7.8.

Introduccion . . . .. ... .. i i e e e e 238
Sistemas LPV . . . . i it ittt e e e e e e e e e e 238
7.2.1. Inclusion de un sistema no lineal dentro un sistema LPV . . . . . .. 239
7.2.1.1. Caso particular: sistemas no lineales identificados en dife-
rentes puntos de funcionamiento . ............... 241
Disefio del controlador-observador GPC para sistemas LPV . . . ... ... 246
7.3.1. Aplicacion a una unioén flexible . .. ... ... ... .. ... ...... 248
Controladores LPVrobustos . .. .. ... ... i i nrnennnn 252
7.4.1. Controlador-observador GPC-LPV . . . . ... .. ... . ... ...... 253
Disefio del controlador-observador GPC-LPV . ... .............. 256
Condiciones suficientes de estabilidad robusta. . . . ... ... 256
Condiciones de satisfaccion de restricciones basadas en nor-
TNAS « o v v e e e e e e e e e e 258
Inclusion de restricciones . . . . .. ... Lo L. 260
7.5.1. Caso de sistemas LPV obtenidos por identificacion . .. ... .. ... 262
Aplicacion: vaporizadorde gases . . . .. .. ...ttt u 264
Aplicacion: motor diesel sobrealimentado . . . .. ... ............ 271
7.7.1. Introduccion . . . .. .. ... e 271
7.7.2. Modelodel motor . .. ... ... ... .. .. ... ... 272
7.7.3. Disefno del controlador GPC-LPV . . ... ... ... ... .. ...... 273
Conclusiones delcapitulo . . ............ ... ... 280

237



7.2 Introduccion

238

7.1. Introduccion

En este capitulo se va a abordar el control de sistemas no lineales cuyas trayectorias
dinadmicas puedan ser incluidas dentro de las trayectorias dinamicas de un sistema lineal
de parametros variables con el tiempo (LPV) [Boyd et al. 1994]. Esta idea ya ha sido
considera en trabajos anteriores [Liu 1968; Packard 1994; Kothare et al. 1996; Dussy
y El Ghaoui 1998; Scherer 2001]. La principal ventaja de este método es que permite
utilizar todos aquellos resultados que son validos para sistemas LPV como, por ejemplo,
los presentados al final del capitulo anterior basados en LMIs. La principal desventaja
de este método es el conservadurismo adquirido al trabajar sobre el sistema LPV cuya
dinamica incluye la del sistema no lineal, en lugar de directamente sobre el no lineal, ya
que el LPV puede presentar trayectorias no existentes en el no lineal.

En una primera parte del capitulo se presenta la nomenclatura relativa a los sistemas
LPV que sera empleada en el resto del mismo, asi como la forma de asegurar la inclu-
sion de trayectorias de un sistema no lineal dentro de un LPV. Tras esto, se utilizan los
resultados e ideas presentadas al final de capitulo anterior para disefar el controlador-
observador GPC que garantice determinadas especificaciones para el sistema LPV vy, por

tanto, para el sistema no lineal.

Seguidamente, se presenta la metodologia general del disefio de controladores por
planificacion de ganancia o de parametros variables basada en LMIs. Estos controladores
se caracterizan porque utilizan la medida en linea de determinadas sefiales: salidas con-
troladas, perturbaciones, etc., para mejorar el comportamiento del bucle cerrado. Dicha
metodologia sera aplicada de forma particular al controlador-observador GPC presenta-
do en esta tesis, dando lugar al denominado controlador-observador GPC-LPV.

Finalmente, se ejemplifica el disefio del GPC-LPV para diferentes sistemas no lineales.

7.2. Sistemas LPV

La nomenclatura que se va a emplear es bastante general, pero se basa, fundamental-
mente, en la empleada en [Scherer 2001]. En primer lugar se va a asumir una dependencia
LFR para la incertidumbre, y que ésta se caracteriza por que la matriz de incertidumbre
A pertenece a un conjunto admisible A tal que:

AcCC  con:0ec A
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es importante destacar que A depende tanto del tamano de las incertidumbres como de
su estructura. Dado el conjunto A, la incertidumbre variable con el tiempo esta formada
por todas las secuencias:

AK) : k={0,1,2,..1 > A (7.2-1)

Tal y como se present6 en el capitulo anterior, un sistema posee incertidumbre LFR
si se establece una LFT superior entre un sistema lineal e invariable con el tiempo (LTI) y
la matriz de incertidumbre A(k), que en este caso es variable con el tiempo. En concreto,
un sistema con incertidumbre LFR variable tiene la estructura:

X(k+ 1) A BA B Bu x(k)
D D D
yYa _ CA A A, p A, u Ua JUA = A(k))’A (72'2)
e C DQ,A D De,u p
)_) Cy DY,A Dy,p Dy,u ﬁ

las sefiales de entrada p representan a las posibles sefiales de referencia y/o de perturba-
cioén que actian sobre el sistema. Las sefiales de entrada # representan a las acciones de
control actuantes sobre el sistema. Las sefiales de salida e representan las salidas sobre
las que se ha establecido algun tipo de especificacion a verificar: norma infinito, restric-
ciones, etc. Finalmente, las sefiales de salida y son aquellas cuya medida esta disponible
para el controlador.

El modelo LPV anterior puede reducirse si se simplifica su LFT superior asociada:

A| B B, Bs
IPV=| C| D Dey |+| Des |AK{I-DsAK}Y ' ( Ca|Dsy Dau)
C)’ D)’JJ D)’a“ Dy,A

(7.2-3)

La principal diferencia entre el analisis del capitulo anterior y el presente es que
se incorpora la posibilidad de que los valores de la matriz A(k) puedan ser medidos
en linea y, por tanto, puedan ser utilizados por el controlador para mejorar el control,
suponiendo que dependen de ciertas sefales (salidas, perturbaciones, etc.). En el capitulo
anterior eran desconocidos y s6lo se sabia que pertenecian a un determinado conjunto.
Este concepto asociado a la capacidad de medida de la incertidumbre variable, es el
que proporciona el nombre de controladores basados en planificacion de ganancia o de
parametros variables con el tiempo a aquellos controladores que emplean esta medida
en linea para el control del sistema.

7.2.1. Inclusion de un sistema no lineal dentro un sistema LPV

Una gran variedad de sistemas no lineales se caracterizan porque sus trayectorias
pueden incluirse dentro de las trayectorias de un sistema LPV. Por ejemplo, en [El Gahoui
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y Scorletti 1996] se analizan sistemas no lineales continuos con dependencia racional con
respecto del estado y afin con respecto al control. Este analisis es posible extenderlo al
caso de sistemas no lineales discretos con la estructura:

x(k+1) = f(x(k),u(k)), y(k)= g(x(k), (k)

siendo fy g funciones racionales del vector de estados y afines en el vector de acciones
de control. En dicho articulo se present6 como ejemplo un sistema de Van der Pol:

V+(1 -=y)y+y=-u (7.2-4)
Para obtener el correspondiente sistema discreto se discretiza la ecuacion diferencial

anterior aplicando la aproximacion de Euler:

vk 1) =y . y(k+2) = 2y(k+ 1) + y(k)
= - , V= =

proporcionando:

yk+2)=2 = T)y(k+ 1)+ (=1 4+ T = T?)y(k) — T?u(k) + Ty(k)>(y(k + 1) — y(k)) (7.2-5)

Es habitual en la literatura de control predictivo obtener modelos discretizados mediante
la aproximacion de Euler [Kothare et al. 1996; Angeli et al. 2000]. Tomando como vector
de estado a (y(k + 1), y(k))T:

_ 2 _ _ 2 _ 2 _ T2
x(k+1) = (2 T+1Ty (k) —1+T g Ty (k)) x(k)+< (;r)u(k) (7.2-6)

Como se aprecia, la no linealidad en este sistema viene dada por el factor y?(k) que
aparece en la matriz de estado. Para convertir este sistema en un sistema LPV la parte
no lineal se expresa mediante dependencia LER respecto de y(k):

_ _ _ 2 12 _ T2
x(k+1):<2 ro-i+T T)x(k)+T< i) y("))x(k>+< T)u(k)

1 0 0 0
x(k+1):(2_T 14T - TZ) ( )
1 0

yalk) = (0 0 ) x(k)+( )uA( ). stk = yOEya(k) (7.2-7)
T —T 00
Finalmente, si se expresa en la forma de (7.2-2):
(7.2-8)
[2-7 —14T-12] [[1 o] [-7?]
[Mk+D) | | 1 0 1[0 o] o] | [x)
k va )= [0 o] o 1] o] kuA)
y |_T —TJ 00 |_0J u
0 1] 0 0 0

240



Control de sistemas no [ineales 7

usr = AlKya , Ak) = y(KL (7.2-9)

Aqui se aprecia muy bien el hecho de que la matriz de incertidumbre sea medible en
linea, ya que, en este caso, depende de la salida, la cual es medida. Otro aspecto a des-
tacar es que la incertidumbre LFR representa la parte no lineal del modelo discreto con
dependencia racional: Ty(k)2(y(k + 1) — y(k)).

En otros articulos [Dussy y El Ghaoui 1997, 1998] se comenta que esta metodologia
sigue siendo valida para sistemas con dependencia irracional con respecto al estado.

Es posible considerar sistemas LPV [Dussy y El Ghaoui 1997, 1998] en los que parte
de la matriz de incertidumbre sea medible, A,,;(k), v el resto esté acotada pero no sea
susceptible de ser medida A,

A 0
A = mm (72'10)
0 Ay

Se trata de un caso mixto entre el planteamiento del capitulo anterior y el de los parrafos
anterioes. A los controladores diseflados para este tipo de sistemas LPV se les denomi-
na controladores de planificacién de ganancia robustos o controladores de parametros
variables robustos.

7.2.1.1. Caso particular: sistemas no lineales identificados en diferentes puntos de
funcionamiento

Por otro lado, en la practica existen gran cantidad de sistemas no lineales para los
cuales so6lo es posible obtener modelos, que representen con cierto grado de aproxima-
cién su comportamiento, a partir de su identificacion experimental en diferentes puntos
de funcionamiento. Esta metodologia de trabajo puede utilizarse debido a que, por ejem-
plo, el modelo resultante basado en ecuaciones de primeros principios sea enormemente
complejo, o, por ejemplo, a que las ecuaciones teoéricas conocidas no representan de for-
ma fiel su comportamiento. Para estos casos, la metodologia propuesta de inclusion del
sistema no lineal dentro de uno LPV sigue siendo valida [Bodenheimer y Bendotti 1995;
Bodenheimer et al. 1996]. La idea consiste en tratar de ajustar un modelo LPV con in-
certidumbre LFR que dé lugar a los diferentes modelos linealizados en cada uno de los

puntos de funcionamiento.

Por ejemplo, en [Bodenheimer y Bendotti 1995] se identifican modelos para un reactor
nuclear en diferentes puntos de funcionamiento. Estos modelos son de primer orden
para las diferentes salidas. Asi, para cada salida Ay;* se busca ajustar un modelo LPV en
funcién del vector de entradas Aii(k) con la siguiente estructura:

Ax(k+1)=a-Ax(k)+ b - Au(k) + ba - ua

*Los modelos identificados dependen de los incrementos de las sefales
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Ayj(k) = c- Ax(k) +d - Au(k) + dy A - Ua
Ya = cAAX(K) + da - A(K) + da - Ua , Ua = dya, con |0 <1 (7.2-11)

El parametro incierto ¢ representa el cambio en el punto de funcionamiento, que en
este ejemplo es la potencia del reactor, que es una seflal que se mide. Asi pues, a cada
punto de funcionamiento p; le corresponde un determinado valor ¢§; tal que el sistema
LPV para dicho valor sea justamente el sistema LTI identificado para dicho punto de

funcionamiento:

a; | b alb ba -1
Gi = = + 0i (1 — dad; C d Y pi (7.2-12)
( d,.) ( d) (d) (oo d)

que para cada matriz de la representacion interna queda asi:

ai=a+badi(1 —dadi) ca, bi=b+bad(l —dad) tday
Ci=C+ dy,Aé,-(l - dAJ,-)‘ch R d=d+ dy,A(Si(l - dA(Si)_ldA,u Y pi (7.2-13)

En la referencia indicada, la obtencion de a, b, ¢, d, ba, dy a, ca, da .y 'y d; se realiza cal-
culando la solucién minimocuadratica de las ecuaciones (7.2-13), es decir, minimizando
el error cuadratico existente entre los valores identificados para aj, b, etc. y los valores
proporcionados por (7.2-13).

El ajuste del sistema LPV asi obtenido al sistema no lineal cabe que sea mejor, en
principio, cuanto mayor nimero de puntos de funcionamiento hayan sido identificados.
Otro aspecto importante viene dado por la complejidad de la representacién LFR, es
decir, por el tamaio de la matriz A que va a ser funcion de los valores de las salidas
en los puntos de funcionamiento. Es obvio que a mayor tamano de esta matriz mas
grados de libertad se presentan y, por tanto, es posible lograr un mejor ajuste a los
modelos identificados. Notese que en el ejemplo anterior dicha matriz se ha tomado
como un escalar (minimo ntiimero de grados de libertad), a pesar de lo cual el ajuste que
se obtiene es bastante bueno [Bodenheimer y Bendotti 1995].

Este problema de ajuste minimo cuadratico es conocido en la literatura matematica
como Least squares curve fitting, es decir, ajuste minimocuadratico de funciones. El al-
goritmo usualmente empleado en la practica es el de Levenberg y Marquardt, disponible
en la toolbox de optimizacion de Matlab. Dicho algoritmo ha sido utilizado en esta tesis.

Hay que tener cuenta, ademas, la necesidad de obtener los valores de salidas (y;) y
entradas (u;) en los puntos de funcionamiento donde se ha identificado el sistema no
lineal real. Dicho valores son funcion, por tanto, de d;. Para poder aplicar la metodologia
que se propone en este capitulo va a ser necesario ajustar dichos valores en los puntos
de funcionamiento mediante ecuaciones con dependencia LFR con respecto de 4;, tal y
como se ha hecho con los modelos identificados:

eq,i __

-1
Yi"'=yjo+yi10i(1-y;20)  yi3
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= g0+ g0 (1 - uy20) " Uy (7.2-14)

Una vez que han sido ajustados los diferentes modelos identificados y los puntos de
equilibrio el sistema no lineal puede ser representado por [Rugh y Shamma 2000]:

X(k+ 1) = x°9(8) + a(d) (x(K) — x°9(8)) + b(8) (u(K) — u®(8))
Yi(k) = y2U(8) + ¢(8) (x(K) — x°(6)) + d(6) ((K) — u*(3)) (7.2-15)

donde x°¢9(4) es el valor del estado del proceso en equilibrio que, en principio, cuya
dependencia respecto de § puede ser fijada de forma arbitraria [Rugh y Shamma 2000].

De la ecuacion (7.2-15) se puede deducir que para que este sistema LPV represente
coherentemente al sistema no lineal identificado, deberia de existir alguna relacion entre
el ajuste realizado para los modelos lineales identificados y el realizado para los puntos
de equilibrio correspondientes, ya que cualquier combinacion de ambos no tendria que
proporcionar un sistema no lineal valido. Esta idea de buscar coherencia entre ambos
ajustes minimocuadraticos requerira, probablemente, que ambos ajustes minimocuadra-
ticos se realicen de forma simultanea y coordinada. Una posible forma de realizar ambos
ajustes coordinadamente, se basa en obtener los estados del proceso en equilibrio x¢4
[Rugh y Shamma 2000] de tal forma que el modelo linealizado de (7.2-15) en cada pun-
to de funcionamiento se corresponda con el modelo identificado y ajustado para dicho
punto (7.2-11). Este requerimiento garantiza, ademas, que el modelo LPV (7.2-15) sea
coherente con los modelos identificados. En la referencia [Rugh y Shamma 2000] se de-
duce, para un caso general de un sistema LPV, que el estado en equilibrio debe satisfacer

un conjunto de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Seguidamente, se va a particularizar este resultado para el caso de un sistema LPV
ajustado a partir de modelos identificados, correspondientes a un caso general de sis-
tema no lineal. Una vez obtenidas las ecuaciones en derivadas parciales, se analizara
cuando éstas poseen solucion, y en caso afirmativo se obtendra ésta. Como se vera mas
adelante, las condiciones que garantizan que dichas ecuaciones en derivadas parciales
posean solucion, establecen que debe existir una coordinaciéon entre los modelos identi-
ficados ajustados y los puntos de equilibrio ajustados.

Sea y el vector de salidas del proceso no lineal, y i el vector de entradas. Se va a pro-
pone realizar la identificacion de cada una de las salidas, y;, por separado con respecto
a todas las entradas empleando un modelo en representacion interna. Dicha identifica-
cion se realiza mediante la System Identification Toolbox de Matlab. Posteriormente, este
modelo en interna se transforma a la estructura del modelo MISO en espacio de estados
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presentado en el capitulo 3:

[0 0 ... 0 -—a,
1 0 0 aO’J W boji  hoj2 - bojm
_ap
! bl,j,l bl,j,Z bl,j,m
Aj=0 1 - 0 -a; Bj= .
) ' b I b 1 b 1
0 1 —anjfl,jjnjxnj b T LI L e
Cj:(o 01 )m, (7.2-16)

este modelo tiene la principal ventaja de que requiere un menor nimero de parametros
a ajustar mediante minimos cuadrados, a diferencia del modelo en interna inicialmente
identificado, que, en general, poseera unas matrices A; y C; llenas de coeficientes. Al
agrupar estos modelos correspondientes a todas las salidas se obtiene el modelo com-
pleto identificado en un determinado punto de funcionamiento:

AL 0 - 0 B,
0 A2 BZ
A=| B=| .
. .0
o - 0 Ap rxr Bn rxm
G 0 .. 0
0o ¢ . 1
c=| r=> n, (7.2-17)
. 0 j:1
0o .- 0 G,
nxr
Axp(k + 1) = AAxp(k) + BAu(k) ; Ay(k) = CAxp(k) (7.2-18)

Una vez obtenidos los modelos identificados en los diferentes puntos de funcionamiento
de interés, se realiza el ajuste minimocuadratico para obtener el modelo con dependen-

cia LFR respecto de las salidas:
Axp(k + 1) = A(y)Axp(k) + B(y)Au(k) ; Ay(k) = C(y)Axp(k) (7.2-19)

Este modelo LPV correspondiente a los linealizados se convierte en el del sistema no

lineal al incorporar el valor de las sefiales en el punto de funcionamiento:

xp(k + 1) — x57(y) = A(Y)(xp(k) — x3(¥)) + B(y)(ia(k) — u*(y))
(k) — y = C(y)(xp(k) — x;7()) (7.2-20)

los valores de las entradas en equilibrio son funcion de las salidas, y su dependencia
se obtiene al ajustar minimocuadraticamente los valores de éstas correspondientes a
los puntos de funcionamiento analizados. El estado del proceso en equilibrio posee, a
priori, una expresion desconocida. No obstante, en [Rugh y Shamma 2000] se propone su
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obtencion imponiendo la condicién de que el modelo linealizado de (7.2-20) alrededor
de cada punto de funcionamiento coincida con el modelo linealizado ajustado (7.2-19).
El modelo linealizado de (7.2-20) es:

i) ax(y) o auea(y)
Axplk-+ 1) = EEAVK) = AN Ax(R) - SE AR + BE)NAG() - 2 Ap(K)
dAx%(y
AP(K) — AP(K) = COP)NAxp(K) — "g y_(y N (7.2-21)

Para que este modelo coincida con (7.2-19) Yk es necesario y suficiente que:

L dxpiy) o duei(y)
I- (A()’)) dy B(y)T)_’
eq /o
C( ‘)dx” _(Y) =1 (7.2-22)
dy

O equivalentemente a:

(I-Ay)
C(y)

') _ (B =55 (7.2-23)
dy , '

Es importante darse cuenta de que esta ecuacion diferencial vectorial es en derivadas
parciales, ya que tanto el estado en equilibrio como las entradas en equilibrio estan
derivadas con respecto a todas las salidas. Es posible, pues, tratar de obtener la expresion
de los estados en equilibrio para que estas ecuacion vectorial en derivadas parciales se
satisfaga, ya que tras el ajuste de modelos y puntos de equilibrio se obtienen A(y), B(y),
C(y) y #°4(y), luego son ya conocidos.

Esta ecuacion vectorial esta compuesta por r + n ecuaciones escalares, r filas de A(y)
y n filas de C(y), y r incognitas correspondientes a cada una de las componentes de
x,?. Por tanto, hay mas ecuaciones que incognitas. Para que el sistema tenga solucion, es
necesario que, al menos, n ecuaciones sean linealmente dependientes de las otras r para
todo y. En el apéndice G seccion G.1 se justifica para el caso de dos salidas (n = 2), n
ecuaciones son dependientes del resto si y solo si:

1
iasB(y) 1°49(y
1- Z?:lgl ai1(y) 2-sias B ouy) _ (1)

_ 0
Zfilas By (y) 7 0
1
2 Bo(Y) 74(
1= ai(y) 2otias B2V a';q(”) - (1) (7.2-24)
Zfilas By (y) y2 0

Estas condiciones no son mas que dos ecuaciones en derivadas parciales donde se esta-
blece una relacién entre los modelos ajustados y los puntos de equilibrio ajustados. Si
los modelos y los puntos de equilibrio son ajustados de forma independiente, entonces,
casi con toda seguridad, estas ecuaciones no se verificaran. Para garantizar que se cum-

plan sera necesario imponerlas como condicién durante la fase de ajuste, lo cual implica
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que el ajuste de modelos y puntos de equilibrio deba realizarse simultaneamente y forma
coordinada imponiendo (7.2-24). Estas condiciones, como se puede apreciar, establecen
una relacion entre los modelos ajustados y las derivadas de los puntos de equilibrio, es
decir, proporcionan informacién adicional a la que estaba disponible durante el ajuste
independiente, ya que ahora se aporta cuanto deben valer las derivadas de los puntos de
equilibrio.

Volviendo a las ecuaciones en derivadas parciales que permiten obtener xf,q (7.2-23),
para garantizar la existencia de soluciones, ademas de haber exigido que el numero de
ecuaciones coincida con el de incognitas, al tratarse de ecuaciones en derivadas parcia-
les, es necesario que se cumplan las condiciones de Cauchy-Schwarz para que exista
solucion:

82 X;Ul 62 XW/I

% ki1 n (7.2-25)
oyivk 0wy #J

Las cuales adquieren la forma:

T g PEID) e 289
— B - B
5 (I A_(y)) ) e (I A_(y)) ) ay;
) Vi ) v, L
ay; - Vi FI=boon
(7.2-26)
T ) i=1
Vi= () - Vi) 5 Vi) =
0 i#l

Finalmente, para garantizar la existencia de xf,q es necesario que durante la fase coordi-
nada de ajuste de modelos y puntos de equilibrio se impongan las condiciones (7.2-24)
y (7.2-26).

Si se desease obtener la expresion de x,’ bastaria con integrar las ecuaciones en deri-

vadas parciales (7.2-23). Dicha integracion se resuelve en el apéndice G seccion G.1.

7.3. Diseno del controlador-observador GPC para sistemas
LPV

En esta seccion se presenta la metodologia a seguir para el diseflo del controlador-
observador GPC para sistemas LPV. En concreto, la idea es emplear los criterios basados
en LMIs presentados al final del capitulo anterior para el caso de sistemas con parame-
tros variables con el tiempo.

El punto de partida, es pues, obtener, a partir de las representaciones en espacio
de estados del sistema LPV (7.2-3) y del controlador-observador GPC (6.2-3), una repre-
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sentacion en espacio de estados del bucle cerrado que incluya al vector de acciones de
control, bajo la hipotesis de que la matriz D, , sea nula:

A+B,DC, B.C® | B,DS B+B,DD,,
BCy Ac B BD,,
BC=| C+DeuDSCy DouC | DouD: D+ D,uDSDy, |+
Cy 0 0 Dy,l;
DsG, ce D DiD,,
Ba + B,DSDy A
BDy »
+| Dea+DeuDDys | A{I—(Da+DsuDiDya) A}
Dy’A
DiDy
-( Ca+DauDSCy DsuC®| DauDS Day+DauDiDy, ) (7.3-1)
siendo:
A€ — A-T1IC - BoM B . B = BoU ; B)C,: IT1 — BoP
—(I-00)cM 1-00 (I -00)cU —(I-00)cP
C=(-oM I) ; Di=oU ; Di=-oP (7.3-2)

La hipotesis de que la matriz D), , sea nula se basa en que los procesos reales suelen
caracterizarse porque las salidas medidas que se emplean para control no estan acopla-
das directamente con las acciones de control. No obstante, es posible obtener también
la representacion del bucle cerrado cuando dicha matriz es no nula, aunque esta resulta
mucho mas compleja.

Una vez obtenida la representacion del bucle cerrado el siguiente paso es utilizar las
condiciones basadas en LMIs deducidas en el capitulo anterior. En concreto, para verifi-
car la estabilidad robusta utilizando una funcién de Lyapunov cuadratica sin dependen-
cia se dedujo la condiciéon (6.3-135). Si se aplica dicha condicién al caso particular del
bucle cerrado formado por el sistema LPV mas el controlador-observador GPC (7.3-1) se
obtiene la condicion:

* I 0

* 0 Apc  Bpca

— <0

* 0 I

* Cpca Dpea

A+ B,D‘C,, B,C¢ B B, D¢ D.

ABC _ + y Py tu u , BBC,A — A+ utsy vV, A
BG, A B:D, o

Cics = (Ca + DauDiCy DauC) , Dica = (Da + DauDSDy s
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T
A A
(I) V(1>>0,V11<0,VA (7.3-3)

Es posible emplear, también, condiciones relativas a: normas, especificaciones en el
dominio del tiempo y/o restricciones, tal y como ya se ha analizado en el capitulo pre-
cedente. Finalmente, en base a estas condiciones es posible plantear el disefio de los
parametros del controlador-observador GPC (horizontes, matrices de ponderacion y po-
los del observador) con las mismas ideas propuestas en el capitulo anterior:

m Maximizar el tamafio del conjunto de valores para los parametros inciertos del
modelo del proceso que estabiliza el controlador-observador.
= Disenos M., hy/hy, etc. fijado un determinado modelo incierto.

= Asignar especificaciones al bucle cerrado maximizando el conjunto de valores de

los parametros inciertos.

s Etc.

7.3.1. Aplicacion a una union flexible

En este punto se van a diseflar controladores-observadores GPC para el sistema no
lineal constituido por una union flexible entre un motor y una barra en rotaciéon [Perez
y Berna 1998] que se muestra en la figura 7.1.

1

L 7

Eje Motor

FIGURA 7.1: Union flexible entre motory barra

El modelo de este sistema no lineal es:

16, = —mglsen 6, — k(6 — ) — c16; (7.3-4)
Jb> = k(6 — 62) + u— c26, (7.3-5)

con m = 0.5 Kg, k=0.2 N/rad, ] = 0.03 Kg-m?, I = 0.008 Kg - m?, 1 =0.03m, g=9.8
m/s?2yc¢; = ¢ =0.01 N-s/m.
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En este sistema no linealidad viene impuesta por el término sen 6;.

Para obtener una representacion LPV que incluya a este sistema no lineal se obtiene
una representacion interna del modelo anterior tomando como variables de estado a 6,

b, 61y b

0 0 1 0 0
A= 0 0 0 1 ; B= 0 (7.3-6)
—-mgl/I-senb, /6, —k/I k/I —ci/I 0 0
k/J -k/J 0 -] 1/

Para obtener la dependencia LPV se toma como parametro variable con el tiempo a § =
sen ¢, /6;, el cual siempre pertenecera al intervalo [min (sen §/"%/¢/"%X sen §"in/gmin) 1],
siendo 6" y #"" Jos valores maximo y minimo, respectivamente, que toma 6;. Con
la introduccion de ¢ la matriz A depende afinmente de él mientras que la matriz B es

constante.

Este modelo LPV es continuo y hay que discretizarlo. Para ello se obtiene una aproxi-
macion de la exponencial de la matriz A tomando un desarrollo de hasta orden 2 [Astrom
y Wittenmark 1997]:

AdzeA'T%I-FA'T-FlAZ-TZ:

2
kT2 kT2 o T?
1-5F T T -5 0 2
kT’ kT? ol
_| 5 1-%r o S +
T | _kr 4 ka? kT _ kaI’ | _al _ k2, 4T’ kT
1 212 1 21I° 1 21 21I° 21
KT _ @kT® KT | ckT’ kT? 1 — @l _ kr2  dr
J 2] J 2J? 2] J 2] 22
mgl T?
20 0
0 0 5 0\ (1 0 O O
_ mglT + mgle T mglT? 0 & 001 0 (7.3-7)
1 212 21
0 0
0
1 T
B, ~ (1- T+=A- T2> B= 2] (7.3-8)
2 0
T _ C2T2
J 2J?

El utilizar un desarrollo de segundo orden se debe a que para conseguir una buena
aproximacion entre la matriz exacta y la aproximada con un desarrollo de primer orden
es necesario tomar periodos de muestreo muy bajos (T < 0.001s). Sin embargo, con el
desarrollo de segundo orden se pueden utilizar periodos del orden de T = 0.01s. Por
otro lado, a pesar un de ser un desarrollo de segundo orden la dependencia de A; con
respecto de ¢ es afin y la matriz B; es constante, al igual que ocurria con el modelo

continuo.
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En este sistema no lineal la salida a analizar es el angulo 6;, por ello el resto de
matrices del modelo discretizado son:

Ca=(1 00 0) ; D=0 (7.3-9)

A partir de esta representacion interna discretizada se obtiene la siguiente represen-

tacion LPV discreta:

x(k+1) A| Ba B\ (xk sk o0
ya =| Ca| Drn Day U | , ua = A(Kya, A(k) = 0 6k
01 Cy Dy,A Dy u u

(7.3-10)
kT? kT2 T?
1= or T - % 0 Z
kT? kT2 T
Ao o 1-57 0 T =5
T | kg kaT? kT kaT? T k2, oof kT?
I 212 1 212 I 21 212 21
KT _ kI _KT | ckT” KT? 1 &l _ k2 oI’
T 2 T 2 27 T 27 T2
_ I1’lglIT2 0 0
0 0 Vi 1 000
B = 2 2 ; By= 27 ;i Ca =
1T ey T 1T
—mgll 4 mala 1 _mgl 0 0010
T T
0 0 T

Di=0; ; Dau=02q ; G=(1 00 0) ; Dya=012 ; Dyu=0

Para esta representacion LPV se van a disefiar controladores-observadores GPC para
un periodo de muestreo de T = 0.01s con las siguientes especificaciones:

L] -ﬂl’"i” = 6" = 45°, lo que implica que d(k) € [0.9003, 1].
= La accion de control u debe estar entre -10 y 10.

= El tiempo de establecimiento en bucle cerrado debe de ser inferior al 90 % del tiem-

po de establecimiento correspondiente al bucle abierto.
= Se ha de minimizar la norma infinito entre la sefal de referenciay 6.

= Se ha de maximizar el conjunto de posibles estados iniciales para los cuales se
verifiquen todas las condiciones anteriores.

Las dos ultimas especificaciones parecen, en principio, contrapuestas, por ello para
poder resolver este problema de disefio se utilizara un algoritmo genético multiobjetivo.
En concreto, tras 30 generaciones de este algoritmo genético se obtuvo el frente de Pareto

que se muestra en la figura 7.2.

Si se desea utilizar la solucién de minima norma infinito, a partir de este frente se ob-

tiene que el controlador GPC correspondiente proporciona una norma infinito de 1.1257
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1.55

15F

145
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Norma o
=
w
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1.15F
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FIGURA 7.2: Frente de Pareto para el problema de optimizacion multiobjetivo asociado al diserio del GPC para

la junta flexible
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FIGURA 7.3: Respuesta de 6, en bucle cerrado empleando el GPC de minima norma infinito.
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y un angulo maximo inicial de 0.5438 rad, es decir, 31.1574 °. En las figuras 7.3 y 7.4 se
han representado, respectivamente, la evolucion temporal del angulo 6, y de la accion de
control cuando se controla la junta flexible con este GPC tomando como estado inicial
aquel en que ésta se encuentra en equilibrio y 6,(0) = 0.5438. En ellas se observa, en
primer lugar, que ambas sefiales no violan las restricciones impuestas, y que el tiempo
de establecimiento resultante es de aproximadamente 250 muestras, es decir, 2.5 s el
cual es muy inferior al tiempo de establecimiento en bucle abierto (23.51 s).

-3+ 4

—4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Muestras

FIGURA 7.4: Accion de control aplicada sobvre la junta flexible cuando se emplea el GPC de minima norma infinito.

7.4. Controladores LPV robustos

Un controlador robusto de planificacion de ganancia o de parametros variables con
el tiempo (LPV) para el sistema LPV (7.2-2)(7.2-10) posee la estructura [Apkarian et al.
2000]:

x¢(k)
x(k+1) Ac| B, B B )
u
Y4 =| ¢ | DY D%, D%, Al ul = A (An(R)ys  (74-1)
_ ’ ' w
i Cce|Di, D¢ D 5

Obsérvese cOmo la matriz de incertidumbre del controlador s6lo depende de la parte
de la incertidumbre del sistema LPV que es medida en linea. Una forma trivial de elegir
dicha dependencia es tomar: A°(A;;) = A

Existe una gran variedad de trabajos [Becker y Packard 1994; Packard 1994; Helmers-
son 1995; El Gahoui y Scorletti 1996; Scorletti y El Ghaoui 1998; Apkarian y Tuan 1998;
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Scherer 2001; Wang y Balakrishnan 2002] que proponen diversos disefios de controlado-
res de parametros variables con el tiempo basados en LMIs. Las principales diferencias
entre ellos estan relacionadas con: el tipo de dependencia paramétrica adoptado y las
condiciones suficientes basadas en LMIs que permiten el disefio del controlador. La ma-
yor parte de los trabajos analizados en la literatura estan referidos al caso de sistemas
continuos, aunque es posible encontrar alguna referencia que trabaja el caso discreto
[Apkarian et al. 2000].

7.4.1. Controlador-observador GPC-LPV

Un objetivo importante de este capitulo es el disefio de controladores-observadores
GPC que incorporen la medida en linea de la incertidumbre para el control de sistemas
no lineales cuyas trayectorias estan incluidas dentro de las de un sistema LPV. Esta idea
va a dar lugar al controlador-observador GPC-LPV, que es una version ampliada del GPC
desarrollado anteriormente (6.2-3), al cual se le incorpora la capacidad de modificar las
acciones de control en funcion de la medida disponible de la incertidumbre. Asi pues,
combinando las ecuaciones (6.2-3) y (7.4-1) se obtiene la siguiente estructura para el
GPC-LPV:

A—TIC — BoM B . BoU IT1— BoP x¢(k)
x°(k+1) BS
. —(I-00)cM I-00 (I-00)cU —-(I-00)ocP uy
AT cs Dy  Di, D, &
i : :
—oM I 1N oU —oP y
ui = A (Am(k) y§ (7.4-2)

en este controlador-observador las matrices A, B, C, M, O, P, U, I1 y o son fijadas una
vez seleccionados los parametros del controlador-observador GPC: horizontes, matrices
de ponderaciéon y polos del observador; tal y como ya ocurria en capitulos anteriores.
La principal novedad es la aparicion de unas nuevas matrices que corresponden a la
parte variable con el tiempo del controlador-observador: B, C4, Dy, Dy ,, D} ,, Y Dj, 5.
Estas matrices son nuevos grados de libertad afiadidos y tendran que ser disefiadas para
garantizar, al menos, la estabilidad robusta del bucle cerrado formado por el sistema
LPV y el GPC-LPV.

En la figura 7.5 se ha representado graficamente el diagrama de bloques correspon-
diente el bucle cerrado formado por el sistema LPV y el controlador-observador GPC-LPV.
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u, A Ya

e

P o P@z) ——
GPC

GPC-LPV

FIGURA 7.5: Bucle cerrado conformado por el sistema LPV y el controlador GPC-LPV.

Para desarrollar la metodologia de disefio del GPC-LPV se va a simplificar su estruc-
tura (7.4-2) resolviendo su correspondiente LFT, la cual da lugar a:

Al Be Bt < _
GPC-LPVz( r y)+< = )AC{I—DZA“}I(CZ

C|D¢ Dy D

Dy, D5, )
(7.4-3)

Hay que tener en cuenta que el controlador-observador GPC-LPV (7.4-3), en general,
no poseera efecto integral, ya que aunque la matriz de estado del controlador-observador
GPC, A¢, tenga un numero de polos en 1 igual al nimero de salidas controladas, esto no
garantiza que la matriz de estado variable con el tiempo del GPC-LPV:

AC+ BSAS (I- DSAY) ™' 5 (7.4-4)

también los tenga. Este hecho puede producir que el GPC-LPV no pueda garantizar, a
priori, el seguimiento de referencias constantes.

Para solventar este problema se propone la siguiente metodologia de seleccion de las
matrices del GPC-LPV (7.4-3). En primer lugar se obtiene una transformacion lineal, T,
de los estados del controlador-observador GPC que garantice la obtencion de la siguiente
estructura para la representacion transformada:

A Z BS",
AS =T AT = , BS¢=T 'Bt= r
0 I X

BS‘
V) . CS =CT
X

c _ -1 —
BS, =T B;_<
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nrepresenta el nimero de salidas controladas, Z y X pueden ser cualquier matriz con las
dimensiones apropiadas. Esta transformacion siempre existe ya que la matriz A¢ tiene n
polos en 1, como ya se ha comentado.

Realizando el cambio de variables de estado asociado a la matriz T el GPC-LPV (7.4-2)
tiene la siguiente representacion interna alternativa:

/ i I
AT Z) | pee BS“,| |BS,
0 I, X -X
GPC-LPV = - (7.4-5)
CSA DCA DCA,r DCA,y
Ccs* |D,, D¢ Dy

de esta ultima representacion se deduce que el efecto integral del GPC se mantendra en
el GPC-LPV si la matriz BSY es de la forma:

BSS'
BS, = ( f)A> (7.4-6)

donde la matriz nula debe tener un niimero de filas igual a n.

De este analisis se concluye que antes de disefar el GPC-LPV se ha de obtener esta
transformacion T. Una vez realizado el cambio de variables de estado, a partir de (7.4-5)
el GPC-LPV toma la estructura:

BSY'
AS‘ | BS¢ BS¢ A‘ 1
- — y c _Nnc A€ c
GPC-LPV = ( A )+ 0 A{I - DA (CSA Dy » DZ,y)
g 1279
(7.4-7)

Tomando las representaciones en espacio de estados del sistema LPV (7.2-3) y del
controlador-observador GPC-LPV (7.4-7) es posible obtener una representacion en espa-
cio de estados del bucle cerrado que incluya al vector de acciones de control, bajo la
hipotesis de que la matriz D, , es nula:

A+B,DSC, B,CS° | B,D B+BD:D,,
BS:G, AS¢ | BSS BS!D,,
C+ DeuDiCy DeuCS | DouDS D+ Do uDSDy,, |+
G 0 0 D,,
DiCy Cs¢ D¢ DDy,

By +B,DSDy s BuDS,

0 A 0 I D ,Dy.a D5

BS; 2 BS, A 0 I 0 Da + Da yDSD Dy D5,
+
t| Dea+DeuDiDya DeuD; 5 ( ) {( ) - ( AT HAauyHyA MAautya

DY,A 0
D{Dy A Dy o

) |
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1
[a o Ca + DauD5Cy DA yCS® | DauDi  Da p+ Da uDyDy (7.4-8)
0 A DL, 6 Csy | DS, DS, Dy |

7.5. Diseno del controlador-observador GPC-LPV

En este punto se van a proponer diversas metodologias de disefio para el controlador-
observador GPC-LPV basadas en las condiciones de estabilidad y de especificaciones
presentadas en el capitulo anterior para sistemas con incertidumbre LFR variable con el
tiempo.

Condiciones suficientes de estabilidad robusta

En concreto, para verificar la estabilidad robusta utilizando una funcién de Lyapunov
cuadratica sin dependencia se dedujo la condicién (6.3-135). Si se aplica dicha condicion
al caso particular del bucle cerrado formado por el sistema LPV mas el controlador-
observador GPC-LPV (7.4-8) se obtiene la condicion:

T

* Q0 0 ( I 0 \
a 0 A B
o ) BC BC,A <0
* 0 I
* Cgc,a Dpea
A + B))D)L;Cu BMCSC BA + BMD;D))’A BMDE A
Apc = . ¢ | » Beca= . ¢
Ca + DA,MD)C,C); DA,uCSC Da + DA,uD)C,Dy,A DA,uDLC, A
Cpea = . , Dpca = ’
~ T ~
A A o .
! \% I >0, Vi1 <0, VA, A =diag(A,A°) (7.5-1)

Ha llegado el momento de tratar la dependencia de A€ en funcion de A,,. En esta tesis se
propone una dependencia LFR, lo cual supone admitir una dependencia bastante general:

A =AY+ ASA, (I - ASA) A (7.5-2)

siendo Ay, Aj, A}y Ay matrices incognitas. Evidentemente, como caso particular es
posible realizar la eleccion A¢ = A,, con lo cual los criterios que se derivaran seran
menos costosos computacionalmente, aunque seguramente mas conservadores.

Volviendo a la condicion (7.5-1), es importante observar que la primera desigualdad
matricial no es una BMI ya que hay variables que estan multiplicadas consigo mismas.
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Para solventar este problema es necesario aplicar el complemento de Schur para derivar

una nueva condicion que si dependa de BMIs. Tras las operaciones necesarias y admi-

tir dependencia LFR para A° se obtiene la siguiente condicion suficiente de estabilidad

cuadratica para el bucle cerrado:

-Q 0
0 0
M| 0 Q M-mim, (2 MM, Mim, (2
0| Vazo
<0
Q 0
0| Varoo
I 0
(A B 0 B b0 0
M = s rea ) Ml = pea ) M2 = 0 0nd><ndc 0 (7-5'3)
0 I Cpc.a Dpca
0 0 L,
Cgc.a Dpeoa
-V10 -V1|0 -V10
(Nt + N)T [ ——— | Ny + N N, N
0O |wW w 0o |\w
-V10 V;
N, 11,22
0o |w 0 ‘—sz,zz
0 0I O O 0 0 o
0000 0 A5, 0 A¢
I 0 0 O 0O 0 O o
0100 0 0 0 0 0 A, 0 AS
le ,NZZ 5N3: ¢ c
0010 0 0 0 0 0 AS 0 AS
0 0 0 1I 0O 0 O o
I 0 0 O O 0 0 o
0000 0 AS 0 A
T
(A 0\ (A 0\
0 A 0 A
ow 1SS0, W1 <0 VA
I 0 I 0
0 I 0 I

Voo 11 ‘ Voo 12

T
V22,12 ‘ V22,22

Vit ‘ Vit

T
V11,12 ‘ V11,22

(ki) - (e

Wi | W, W, W,
W 1; 12 Wy = 2;,11 ‘ 22,12 (7.5-4)
W, | Wap W10 ‘ W2z 22
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npe s el namero de estados del bucle cerrado, n; la dimension de A2y n,. la dimension
de A°. Las matrices Vij 11, Vo211 Y Waz11 tienen el mismo tamafo que la matriz A, las
matrices Vi1 22 y Vo222 tienen el mismo tamafo que A°y la matriz Wa; ;, tiene el mismo
tamano que la matriz A,,. Las condiciones (7.5-4) pueden simplificarse considerable-

mente si se toma A€ = Ay,.

Esta condicion suficiente de estabilidad se basa en detectar si existe solucion factible
para un conjunto de BMIs.

Una aplicacion directa de esta condicion es que una vez fijados los parametros del
GPC (horizontes, matrices de ponderacion y polos del observador) y disefilando el mismo
para el sistema LTI correspondiente a fijar un valor concreto de la incertidumbre en el
sistema LPV (por ejemplo A ominal), Permita obtener las restantes matrices del GPC-LPV
BS,, CSy, DY ,, Dy ,, Dy y D; , (matrices A) con la condicion de que se satisfagan
las BMIs (7.5-3) (7.5-4). Si dichas BMIs son resolubles entonces se habra obtenido un
GPC-LPV que estabiliza al sistema LPV y, por consiguiente, al sistema no lineal.

Como ya se comentd en el capitulo anterior, una alternativa mas interesante es la
que emplea la condicion de estabilidad (7.5-3) (7.5-4) para obtener los parametros del
controlador-observador GPC-LPV: horizontes, matrices de ponderacion, polos del obser-
vador y matrices A, maximizando el conjunto de posibles incertidumbres A. Este proble-
ma de maximizacion suele ser multiobjetivo y no convexo, y puede ser resuelto mediante

algoritmos genéticos multiobjetivo, tal y como ya se analiz6 en el capitulo anterior.

Nota 7.5.1 Es posible obtener condiciones de estabilidad menos conservadoras utilizando
funciones de Lyapunov dependientes de la incertidumbre. La principal desventaja de estas
alternativas es que su formulacion en términos de BMIs se vuelve mucho mds compleja
que (7.5-3) (7.5-4).

Condiciones de satisfaccion de restricciones basadas en normas

Este punto sigue las mismas lineas que el correspondiente al capitulo anterior pero
aplicado a sistemas LPV. Combinando todas las ideas expuestas hasta ahora en este
capitulo y las ideas relativas a a sistemas con incertidumbre variable con el tiempo se
puede deducir, por ejemplo, la siguiente condicion suficiente que acota superiormente

2Se supone que es cuadrada, aunque se puede extender al caso rectangular.
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la norma infinito para el canal p/e por 7:

T T
0 L2 Ly Ll L 0

I

0 lzTLl

—_ Q 0
0 0
0 Q
-
L - 2 Im 0
0 0
0 I
0 0 v
Q| o
o | I
o| o
I 0 0
Apc Bpe.p Bpc A
0 I 0

Cpce Dpc, pe Dpc oA

0 0 1

Cgc,.a  Dpc,ap  Dpe,a

B+ByD{,Dy, p
Bpc, p=
BS;Dy, p

V22,22

0

s L= 0

0

0

V22,22 0

V22,22

<0

Ir

Bpc,a

L=
Dpc,en 2

Cgc,A  Dpc,ap  Dpe,a

Cpe,e= <C+DE,MD§,C,,

Dpc oA =De, A+De.uDiDy A

Ir

V22,22

Ongxng,

0 I”dc

De,,,csf> Dgc, pe=D+De,uDDy, p

DA, p+Da uDyDy,p

Dpe A p=

C
DA ,yDy,p

mas las BMIs (7.5-4). m es el tamano de py r el de e.

(7.5-5)

Expresiones similares permiten calcular cotas superiores paralanorma 1 o 2 del canal

p/e.

Nota 7.5.2 La condicion (7.5-5) se ha basado en una funcion de Lyapunov sin dependen-
cia. Es posible reducir su conservadurismo utilizando funciones de Lyapunov dependientes

de la incertidumbre.

Con las condiciones de acotacion de las normas se pueden utilizar las mismas pro-

puestas del capitulo anterior para el disefio de controladores-observadores GPC-LPV:

= Obtencion del GPC LPV que minimiza la norma infinito de un determinado canal
entrada (p) /salida (e) fijado un determinado modelo incierto para el proceso. Este
mismo problema puede plantearse minimizando la norma 2 o 1 de un determinado

canal.

= Obtencion del GPC LPV que optimiza un problema h.,/h;. Este problema supone
minimizar la norma infinito de algiin canal y garantizar una determinada norma 2

para otro canal entrada(p)/salida(e), para un modelo incierto del proceso concreto.
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Problemas similares son: ho/L, ho/hs, ho/hL, i/ hse ¥ L1/ 2. Todos ellos se pueden
resolver mediante algoritmos genéticos.

= Otra clase de problemas mas complejos son aquellos en los que se pretende mi-
nimizar de forma simultanea diferentes tipos de normas asociados a diferentes
canales entrada/salida y/o maximizar el tamano del conjunto de valores para los
parametros inciertos, que se ha de estabilizar.

Nota 7.5.3 Los problemas relativos a asignar los polos del bucle cerrado en determinadas
regiones del plano complejo, se basan en las mismas ideas desarrolladas en el aparta-
do correspondiente del capitulo anterior, pero teniendo en cuenta el caracter LPV de los
sistemas, tal y como se viene realizado en el presente capitulo.

Inclusion de restricciones

Al igual que para el caso de sistemas lineales, la satisfaccion de restricciones también
es muy importante en sistemas no lineales. Sin embargo, para los controladores LPV hay
otrarazon que justifica la necesidad de incluir restricciones: garantizar que la evolucion
temporal del bucle cerrado jamas abandone la zona de operacién definida por el con-
junto A. Esta condicién es vital, ya que si durante el control el sistema LPV abandona
dicha zona no hay garantia alguna de que el bucle cerrado sea estable, pues el disefio
solo asegura estabilidad dentro de esta zona de operacion.

Este problema solo ha sido considerado en algunas publicaciones [El Gahoui y Scorlet-
ti 1996; Dussy y El Ghaoui 1998; El Ghaoui y Niculescu 2000], y la solucién del mismo se
basa, simplemente, en incorporar restricciones sobre las variables que integran A para
que éstas no abandonen la zona de operacion definida de antemano. La incorporacion
de restricciones se basa en la obtencion de elipsoides inescapables para el bucle cerrado,
tal y como se hizo en el capitulo anterior.

Partiendo de las condiciones asociadas al elipsoide inescapable y la verifiacion de
restricciones sobre las salidas (6.3-119) (6.3-123), se puede obtener una condiciéon su-
ficiente para que las salidas del sistema en bucle cerrado (7.4-8) (incluidas las acciones
de control) verifiquen las restricciones cuando se aplica una referencia constante wy,
adoptando un elipsoide con matriz Py vector b constantes, mediante la aplicacion de la
técnica full block S-procedure. La condicion de existencia del elipsoide inescapable es:

min Traza(P)
P,b,)\,V,V] ,Vz,a'j,lf}‘



Control de sistemas no [ineales 7

* I 0 0 0
* A 0 B 0
|+ | (1—MP 0 BC BC,A
% 0 0 0 0 b 0 0
0 P A 0 0 B
*
|+ | 0 1 BC BC,A
% 0 0 0 I 0 0 0
I 0O <0
* 0 1 0 0
— 0 —(1-XAb
% 0 0 0 0 0 I 0
—(1 =X\)bT Y
* 0 0 0 I
0 0 0 Vv
* Cgca O Dpea 0
* Cgen O 0 Dgc.a
. T -
A O A O
0o A 0 A N
A>0, Vv >0 Vi1<0 , A =diag(A, A9 (7.5-6)
I O I O
0 I 0 I

para las salidas controladas del sistema LPV la condicién de verificacién de restricciones

dentro del elipsoide inescapable es:

T
* 0 0 1 0
7j—ay; 5

| * 0 1 0 0 [Cy’i) 0] );: [DV’A(’)j 0]

*

0 O'J'I < 0

* 0 0 I 0 0
— O'J'I —O'J'P 0 0 I

*

0 0 Vi
* Cgc,a 0 Dgc A
T
. A A
O'J'ZO J=1,....n, I Vi I >0 V1,11<0 (7.5-7)
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las matrices Cy j y D, a,; representan la fija j-é¢sima de las matrices C, y Dy o, y nes el
numero de salidas controladas.

La condicion de verificacion de restricciones para las acciones de control y para el vector
de salidas auxiliares, e, es mucho mas compleja debido a que los valores de ii; y é;
son dependientes de la incertidumbre, a diferencia de y; que es constante. Esta misma
circunstancia ya se presento en el capitulo anterior al extender las condiciones a sistemas

con incertidumbre. Por ejemplo, para las acciones de control la condicion suficiente es:

T

* 0 1 0 0
i c —du? 0 CBC,M,J’ KA,j DBC,uA,j KB,j
* ! ! 0 0 0 b 0 0
0 1
* I 0 0 0
— 0 ouI <0
* 0 J 0 0 0 I 0
o4l —oUP
* s 1 0 0 0 I
0 0 \%
* Cpcen O Dgc.a 0
* 0 Kc,j 0 Kp, j
. T .
A 0 A 0
sU>0 j=1,....m O A 1% A0 wi<o (7.5-8)
j < - 4, ) ) 2 2,11 < .
I O I
0 I 0 I

las matrices K4 j, Kg j, Kc.j v Kp, j corresponden a la representacion LFR de ii; siendo A’
su matriz de incertidumbre asociada, que es funcion de A. m es el nimero de acciones

de control. Las matrices Cpc u,j Y Dgc,ua,j son las filas j-ésimas de las matrices:
Crcw= (DG, C€S¢)  Dicus=(DiDya DS,) (7.5-9)

Las condiciones (7.5-6), (7.5-7) y (7.5-8) no son BMIs, pero pueden transformarse de
forma sencilla a BMIs aplicando el complemento de Schur tal y como ya se ha realizado

en los puntos anteriores de esta seccion.

Nota 7.5.4 Otras situaciones adicionales, como por ejemplo, veferencias acotadas, pertur-
baciones acotadas, etc., pueden ser tratadas con las mismas ideas que las presentadas en

el capitulo anterior.

7.5.1. Caso de sistemas LPV obtenidos por identificacion

Si el modelo LPV se ha obtenido tras aplicar las ideas de la seccion 7.2.1.1, la forma
en la que se disefia el controlador GPC-LPV no se ve modificada. La diferencia reside en
que ahora todas las seflales que aparecen en el controlador son los incrementos de las
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sefales con respecto a los puntos de funcionamiento:

Ax<(k)
Axe(k+ 1) Asc | BS{ BS¢ BS; )
u _
vs =| cs{| by D%, D%, AA_ , U = AC(p)ys  (7.5-10)
_ ' ' w
Au Cs<|D,, D¢ D Ay

y que la matriz A, es funcion del punto de funcionamiento.

El controlador GPC-LPV para cada punto de funcionamiento es tal que las matrices de
la representacion interna tienen una dependencia LFR con respecto a y:

Axc(k + 1) = AS(Y)Ax (k) + BS (y)Aw(k) + BS;(y)Ay(k)
Au(k) = CS“(Y)Ax.(k) + Dp(y)Aw(k) + Dy (y)Ay(k) (7.5-11)

Aplicando la misma metodologia que en la seccion 7.2.1.1 el controlador global sera:

X (k+1) = x(p) = AS(P) (x(k) — x:(¥)) + BSF(p) (@(k) — p(K)) + BS(Y) (Y(k) — y(k))

(k) — 1°(y) = CS“(Y) (xc(k) — x.(y)) + Dy(p) (@(k) — y(k)) + Dy(y) (v(k) — y(k))
(7.5-12)

Para garantizar que el controlador global coincida al ser linealizado en cada punto de
funcionamiento con el controlador local, el estado del controlador en equilibrio debera
satisfacer la ecuacion diferencial vectorial:

I-AS‘Y)| dx(y) _ dﬁquﬁ(y) S (7.5-13)
CS<(y) dy & Dy (y) - Dy(y)

A diferencia del caso de ajuste de modelos y puntos de equilibrio, en esta ecuaciéon
el tmico grado de libertad son los estados del controlador en equilibrio, ya que los con-
troladores locales ya estan calculados asi como ajustados los puntos de funcionamiento.
Por ello, en general esta ecuacion [Rugh y Shamma 2000] no tiene por qué tener solu-
cion, lo cual implicaria que el controlador global obtenido podria no conservar alguna de
las especificaciones obtenidas por los locales: estabilidad, verificacion de restricciones,
condiciones basadas en normas, etc. Lo cual lo invalida a efectos practicos, ya que no se

podria garantizar ninguna de sus caracteristicas.

Una posible solucion a este problema, es tratar de garantizar durante el proceso de
diseno del controlador GPC-LPV que esta ecuacion diferencial posee solucion. En el apén-
dice G seccion G.2 se justifica que las siguientes condiciones son suficientes para garan-
tizar la existencia de una solucion para los estados del controlador en equilibrio:
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1. Dy ,+Dj , =0.

[Bs<, +Bse, o]

2. Csgx—1 |70 T =0
Dj+D; L]
3. DS + CSSX~!BSS = 0.
0A4(Y) 0A4(Y)
4. DS —=-D¢ = D\ —————D¢.
A ay 4 2 0y a
donde:
_ ACl
xo |I-4° ~Z (7.5-14)

cse

A,4(y) es la matriz delta correspondiente a los puntos de equilibrio ajustados con de-
pendencia LFR:

1Y) = My + Lyl og(y) (I — Dyl og(y)) '

Ry (7.5-15)

Estas condiciones deben incorporarse a las BMIs correspondientes al dicho de los con-
troladores locales. Desde un punto de vista matematico, son restricciones matriciales de
igualdad. La primera y la segunda son lineales con respecto a las incégnitas, mientras
que la tercera es bilineal y la cuarta cuadratica. Las restricciones matriciales de igual-
dad pueden incorporarse sin problemas para ser resueltas por el programa comercial
PENBMI, sin mas que incluir, en su lugar, las dos desigualdades matriciales que equiva-
len a cada una de las restricciones de igualdad. Por otro lado, dicho programa admite
también restricciones con dependencia cuadratica con respecto a las incégnitas, no solo

bilineales como se habia comentado hasta el momento.

Finalmente, para poder aplicar el controlador global (7.5-12) es necesario integrar la
ecuacion diferencial vectorial (7.5-13) para obtener x.7, 1o cual se puede realizar siguien-
do el procedimiento descrito en la seccion G.1 del apéndice G.

7.6. Aplicacion: vaporizador de gases

Se va a aplicar la metodologia de disefio del GPC-LPV sobre un vaporizador de un
componente (figura 7.6), muy utilizado en la industria del petréleo para vaporizar gases
licuables, que en este caso va a ser propano liquido. El modelo no lineal de este sistema
ha sido extraido de [Perez y Berna 1998; Luyben 1994]:

) K [ eAi/T+A; RT
nene (S -5 )

T M

1 Q K\ (eA1/T+Az RT )]

T=— |E(T,-T)+ = -2 (& " p_=2.
VL[O(O : pCp  pCyp T M
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FIGURA 7.6: Esquema del vaporizador

En este modelo en espacio de estados las variables de estado son: T (°C) la tempera-
tura que presenta la fase liquida que se supone coincidente con la de la fase vapor, Vj
(m?3) el volumen que ocupa la fase liquida y p, (Kg/m?3) la densidad de la fase vapor. Las
senales de entrada son tres: F, (m3/seg) caudal de entrada manipulable de propano liqui-
do, Q (Kcal/seg) potencia calorifica manipulable que proporciona el intercambiandor de
calor y F, (m3/seg) caudal de extraccion superior de propano vaporizado, que se asume
constante e igual a 0.105 m3/seg. Durante la fase de modelado se ha supuesto que la
densidad de la fase liquida es constante e igual a p = 500 Kg/m3. El resto de sefiales que
aparecen en el modelo se asumen constantes durante la operacién, y sus valores junto
con los de las constantes fisicas se muestran en la tabla 7.1.

El siguiente paso es discretizar el modelo no lineal (7.6-1) a un periodo de muestreo
T; empleando un desarrollo de primer orden, ya que con periodos de muestreo entorno
a 0.5 s se consigue una buena aproximacion entre el modelo discretizado aproximado y

el que se obtiene con la expresion exponencial. Dicho modelo discretizado es:

Vi(k+1) Vi(k) (Fo(k))
T(k+1) | =Aa| T(k) | +Ba

Q(k)
pv(k+1) pv(k)
/T+A
. _KeMTHa KRT
p T pM
A= lo _K/\VeAl/”AZi.T KART 1
’ PCr L A‘CLT+AS pCM Vi
1 Py el 2 1 m\ RT
Kil-—]—— T, 1- E+K({l1l-—|— ] T
0 V_VL< p) T * V—VL<er ( p) M) 7

A1/ T+A
pv(Fo—Fv)+K(1—%")(eiz-"f—ﬂ-pv)] (7.6-1)
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‘ Nombre Descripccion Valor
\Y% Volumen del vaporizador 3.14 m3
T, Temperatura de la corriente de entrada 323 K
Av Calor latente de vaporizacion 75 Kcal/Kg
Cp Calor especifico del liquido 0.6 Kcal/(Kg- K)
Al -2359
Ap 10.165
R Constante de los gases perfectos 2 Kcal/(K- Kmol)
M Masa molecular del propano 44 Kg/Kmol
K Constante de vaporizacion 2.7554-107°> Kg/(seg- Pa)

TABLA 7.1: Tabla de parametros fisicos del vaporizador

Ts 0
l(T -T) T, 1 T,
B; = v s pCoV, (7.6-2)
Pv
- Ty 0
v-vy °°

Las matrices A; y B; dependen de forma no lineal de las tres variables de estado,
con lo cual habra que tomar como parametros variables con el tiempo a expresiones que
contengan a dichas variables con el objeto de obtener un modelo LPV discreto:

(51:1/‘/L, (52: T—To, (53 = pPv (7.6-3)

La justificacion de esta eleccion esta asociada a la forma en la que se obtiene el modelo
LPV a partir de A, y B,. Dicha obtencion se ha omitido dada la complejidad de las expre-
siones que se presentan y, por ello, solo se muestra el modelo LPV final.

Por otro lado, como aparece una dependencia exponencial con respecto de la tempera-
tura en A, es necesario utilizar un desarrollo de Taylor de la misma para que se pueda

obtener una incertidumbre variable de tipo LFR:
A/ T+A oy ag+ar - (T—Ty)+a - (T — To)z (7.6-4)

se ha elegido un desarrollo de orden 2 alrededor de T, ya que se consigue un buen ajuste
en el rango de temperaturas de trabajo. Con la introduccion de estas incertidumbres
variables con el tiempo y tomando como salidas a V; y a T se obtiene el siguiente modelo
LPV:

x(k +1) A| Bs B\ [(xk
ya =| Ca| Drn Day ux | , ua = A(k)ya
y Cy Dy,A Dy,u u(k)
A(K) = Diag (0(E, &(K), H(K), 2(0L) (7.6-5)
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_KayTs  KRTiT, KRT; KT; Ka, T, KanTs

1 0 0 0 0 -
pT, pM pM  pT, pT, pT,
A=y 1 0 Ba=11 0 00 0 0 0 0
0 0 1 0 -1 00 0 0 0 0
0 _KA\aoTs KARTT,
pCpTo pCpyM
o KaTi .. KRTLT,
T, Vs M
. 0 0 0 0
o _KaT KRT,T,
Bu: 0 0 CA: pTo pM
0 0 0 0 1
0  a)/T, 0
0 0 0
0 1 0
0 0 1 KMRT, KA, Khvae T Kha T
pCp,M  pT,C pCyT, pCyT,
oV o1 "KRT, KL, KT KT,
M Tg To TO
00 0O 0 0 0 0
KRT, KT, Ka, T, Kay T,
-10 0 0O - -
Da pM pTo plo pTo
00 0O 0 0 0 0
00 0O 0 -1/T, a/T, a/T,
0 0 00 0 0 0 1
0 0 00 0 0 0 0
0 T
PCp
0 0
—Ts 0
1 00
DA, = I 0 Cy = Dy A = 0243 Dy, = 0, (7.6-6)
0 0 010
0 0
0 0
0 0

Un adecuado funcionamiento del vaporizador exige que éste se encuentre en equi-
librio a una temperatura de T,;, = T, = 323 K y ocupando la fase liquida la mitad del
volumen del vaporizador Vi .; = 1.57 m3. En estas condiciones es posible extraer el va-
por también a una temperatura de 323 K. Siguiendo esta especificacion se va a disefar
un controlador GPC-LPV que garantice la estabilidad asintotica del vaporizador alrede-
dor de este punto de equilibrio suponiendo que la temperatura, el volumen del liquido
y la densidad del vapor fluctian dentro de los siguientes rangos: 300K < T < 350K,

0.3V <V; 0.7V y 20Kg/m? < p, < 30Kg/m3. Para el proceso real solo se dispone de la
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medida de la temperatura y del volumen del liquido, con lo cual el GPC-LPV so6lo podra
emplear estas medidas dentro de su parte variable con el tiempo:

Ac(k) = f(d1(k), 62(k)) (7.6-7)

En concreto, se optd por emplear la dependencia mas sencilla posible:

Ac(k) = (Mk) 0 ) (7.6-8)
0 &k

En primer lugar, se disefia un controlador-observador GPC para el modelo lineal ob-
tenido a partir del LPV fijando para el volumen y la temperatura los valores correspon-
dientes al equilibrio antes mencionado. Este modelo se puede considerar como el que
representa el comportamiento del vaporizador alrededor del punto de equilibrio. Los
valores empleados para los parametros del GPC han sido:

= Ni=1,N, =120 N, = 1.

1 1.
= Q= Nor=("™ Y v
0 2 0 001

= Polos del observador. Para la primera salida: 0.4, 0.5, 0.7 y 0.8. Para la segunda
salida: 0.2, 0.4 y 0.7.

Estos parametros fueron ajustados manualmente tras una serie de experimentos so-
bre el vaporizador, los cuales garantizan para el bucle cerrado formado por el modelo
LPV del vaporizador y el GPC estabilidad en los intervalos de variacion fijados para las
salidas. Dicha garantia se basa en la satisfaccion de las condiciones basadas en LMIs
presentadas en este capitulo.

En la figuras 7.7, 7.8, 7.9 y 7.10 se han presentado, respectivamente, la temperatura,
el volumen del liquido, el caudal F, y la potencia calorifica Q cuando se controla el
vaporizador con el GPC diseilado, suponiendo que éste parte del equilibrio para una
temperatura de 340 K y un volumen del liquido de 1.9 m3.

A partir de este GPC se ha disefiado un GPC-LPV con la matriz A¢ dada por la ecua-
cion (7.6-8), y obligando a que la norma infinito entre las sefales de referencia sobre V
y T y las acciones de control sea inferior a la proporcionada por el GPC originario. Dicho
disefio se basa en las BMIs presentadas en la seccion 7.5. En concreto, el GPC inicial pro-
porciona una norma infinito de 514.5597 mientras que el GPC-LPV obtenido proporciona
392.8146. Las matrices delta correspondientes al GPC-LPV son:
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FIGURA 7.7: Volumen de la fase liquida. Linea azul continua: GPC. Linea roja a trazos: GPC-LPV.
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FIGURA 7.8: Temperatura de la fase liquida. Linea azul continua:

GPC. Linea roja a trazos: GPC-LPV.
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FIGURA 7.9: Caudal de propano liquido. Linea azul continua: GPC. Linea roja a trazos: GPC-LPV.
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FIGURA 7.10: Potencia calorifica suministrada a la fase liquida. Linea azul continua: GPC. Linea roja a trazos:
GPC-LPV.
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~1.7537-1072  3.0914-10°3 25626 —0.5310
1.6954-10~*  —6.6281- 1075 20.1832  —21.4447
~1.8793-10~5  3.9026-10-6 _72.2428 —181.1467
~5.1626-1075  4.7361-10°6 118.1280  353.9015
BS, = | -1.2388-105 —7.6908-108| ; CS$'=| -54.0962 -365.9777
412581077 —1.9465-10~7 ~111.2757 —68.8352
~5.2850-10-7 6.9737-10-8 ~14.0149  —57.4931
0 0 ~11.8806  —42.3621
0 0 211.3161  36.0944
. (-04583 00208\ . (1255063 —26.0878
271 00573 00185] = 7 \300.6801 -3.8997

~55.2494 —11.6330
DS, = . D¢, =0, (7.6-9)
’ ~3.1525  0.8039 ’

7.7. Aplicacion: motor diesel sobrealimentado

7.7.1. Introduccion

En la actualidad los motores diesel con grupo turbocompresor disfrutan de mejor
rendimiento y de mayor potencia que los motores diesel atmosféricos. Sin embargo,
como consecuencia de la sobrealimentacion y de las temperaturas y presiones mas ele-
vadas dentro del motor, se produce el efecto desfavorable de produccion de 6xidos de
nitrogeno NOy en los gases de escape. La actual normativa sobre la producciéon de tales
oxidos es bastante restrictiva, por lo cual los fabricantes han optado por incluir en el
disefo la recirculacion de gases inertes (H, O y C; O) desde el colector de escape al colec-
tor de admision, dando lugar al circuito denominado EGR. Al gasto masico recirculado
de estos gases se le denomina Higgg, el cual puede modificarse mediante la valvula EGR
situada en el circuito EGR. El principal problema de este mecanismo es que reduce de
forma significativa las prestaciones del motor. Por otro lado, en un futuro préximo las
normativas seran mucho mas restrictivas y el sistema actual de gestion del aire con toda
probabilidad no podra alcanzar los niveles de 6xidos de nitrogeno que se exigiran.

Para poder contrarrestar la pérdida de potencia o de par del motor debida a los gases
recirculados, se puede modificar el grado de apertura de la turbina (turbinas de geo-
metria variable denominadas TGV), haciendo que la presion de los gases en el colector
de escape aumente o disminuya, y, en consecuencia, se consiga una mayor o menor po-
tencia mecanica en la misma, que se empleara para que el compresor genere mayores

0 menores presiones de sobrealimentacion. Conforme se aumenta la presion de sobre-
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alimentacion se consigue un mayor gasto masico de aire ri1, (qQue permitira emplear un

mayor gasto de combustible) y, por tanto, conseguir un mayor par motor.

El punto de funcionamiento definido por el fabricante para el motor turbodiesel viene
dado por las dos variables siguientes:

= Cantidad de combustible inyectada (ri1f), que viene impuesta por el pedal del acele-
rador.

m Régimen de giro del motor (N), que viene impuesto por el par motor y el par resis-
tente de la carretera.

Para cada punto de funcionamiento el fabricante posee un mapa en el que se indican
las cantidades de gasto de aire (r1,) y de presion en el colector de admision (P;) que se
requieren para evitar los humos y los 6xidos de nitroégeno, asi como para garantizar un
determinado par motor. Ambos valores son las referencias que han de emplearse para
poder fijar las posiciones de las valvulas de EGR y TGV mediante el algoritmo de control
que se implemente, y conseguir asi reducir la emision de contaminantes y la potencia

requerida por el usuario.

7.7.2. Modelo del motor

En colaboracion con el Departamento de Maquinas y Motores Térmicos de la UPV se
ha desarrollado una primera aproximacion a lo que seria un modelo simplificado del
conjunto compresor+motor+cirucito de EGR+turbina (véase figura 7.11). Esta colabora-
cion esta enmarcada dentro del proyecto FEDER-CICYT DPI2001-3106-C02-02 de titulo
Optimizacion del Control del Aire en Motores Diesel Sobrealimentados. Control Pre-
dictivo Multivariable.

Compresor Turbina

=

Intercooler v

Colector de
escape

FIGURA 7.11: Esquema de un motor diesel con turbocompresor
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Este modelo consta tanto de ecuaciones diferenciales, como de ecuaciones estaticas
asi como de tablas obtenidas a partir de experimentos realizados sobre el motor real.
Dada esta particular estructura, se plante6 su implementacion en el entorno Simulink de
Matlab con el objetivo de obtener un modelo de facil simulacion. El diagrama Simulink
resultante se muestra en la figura 7.12.

Para realizar las simulaciones existe la posibilidad de modificar ciertas variables se-

gun la situacion:

1. Régimen de giro del motor (N).

2. Gasto masico de cumbustuble (r1y).
3. % Apertura valvula EGR.

4. % Apertura valvula TGV.
5. Temperatura a la salida del intercooler (T;).

6. Temperatura del aire exterior (T7).

De todas las variables de salida que proporciona este modelo en Simulink cabe des-
tacar las siguientes:

1. Gasto masico de aire trasegado por el compresor (#1,).

2. Presion en el colector de admision (Py).

que son las dos salidas controladas del sistema.

La validacion del modelo obtenido corrié a cargo de los investigadores del Departa-
mento de Motores, los cuales llegaron a la conclusion de que se comporta de forma muy

similar a un motor real.

7.7.3. Diseno del controlador GPC-LPV

Antes de poder disefar el controlador es necesario disponer de un modelo LPV para el
motor. Como en este caso se dispone de un modelo en Simulink, se plantea un método
que consiste en identificarlo alrededor de determinados puntos de funcionamiento, y
en base a los modelos lineales identificados tratar de ajustar mediante optimizacion
minimocuadratica un modelo LPV tal y como se ha analizado en la secciéon 7.2.1.1. La
principal dificultad de esta metodologia reside en el ajuste por minimos cuadrados, ya
que, en general, a priori no se conoce la estructura de la matriz A que vaya a tener el
modelo LPV y el problema de optimizacion sera, casi seguro, no convexo.
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FIGURA 7.12: Modelo Simulink del motor
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Para la obtencion del modelo LPV se van a fijar los valores del régimen de giro y del
gasto de combustible siguientes: N = 1500 rpm y ri1y = 0.003 Kg/s. La idea consiste en
tener como acciones de control solo a%TGV y%EGR, asi se tiene un proceso con estas
dos entradas y como salidas a #1, y P,. Por otro lado, se va a acotar la zona de operacion
obligando a que i, varie ente 90 y 120 Kg/s y P, varie entre 1 y 1.2 bar. Esta zona
operacion pertenece a la zona de funcionamiento del motor.

Bajo estas condiciones, en primer lugar se obtuvieron los valores de la variables ma-
nipuladas (%EGR y %TGV) para los que el motor se encuentra en equilibrio para diversos
puntos dentro de la zona de operacion antes definida. En concreto, los puntos de fun-

cionamiento analizados se muestran en la figura 7.13.

120

Q0

115

110+ (o]

Ma (Kg/s)
=
&
T

0000 0

95

% I I I
1 1.05 11 115 1.2 1.25
Pa (bar)

FIGURA 7.13: Zona de operacion analizada para el motor diesel

Los puntos analizados tratan de representar aquella parte de la zona de operaciéon
que es alcanzable por el motor, ya que, aunque se dispone de dos variables manipula-
bles para controlar sus dos salidas, se observo, tras una serie de experimentos sobre el
modelo, que so6lo algunas combinaciones eran posibles para r1, y P, dentro de la zona de
operacion. Se podrian plantear mas puntos alcanzables, pero tras los experimentos pare-
ci6 razonable utilizar solo los mostrados. Hay que tener en cuenta que a mayor namero
de puntos mas modelos y, por tanto, mas complejidad computacional para la obtencion
del modelo LPV por ajuste.

Para determinar los valores de las variables manipuladas se emplearon dos PIDs para
estabilizar el motor en el punto de funcionamiento deseado. Estos fueron disefiados a
partir de un modelo linealizado del motor para el punto de funcionamiento P, = 1.2 bar
y m, = 100 Kg/s. El primer PID estabiliza P, mediante ¥TGV, y el segundo #1, median-
te XEGR. Este procedimiento es una metodologia habitualmente empleada para controlar
procesos multivariables.
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Los valores de las variables manipuladas para los diferentes puntos de equilibrio
han sido ajustados mediante dependencia LFR con respecto de P, y #1,. Esta tarea ha
sido realizada con la ayuda de la Optimization ToolBox de Matlab y, en concreto, con la
funcién Isqcurvefit que implementa el algoritmo de ajuste minimocuadratico no lineal
propuesto por Levenberg y Marquardt. Este ajuste requiere elegir la estructura de la
matriz A,,, siendo la mas sencilla que se puede proponer:

P, 0
Ay=|" (7.7-1)
0 ma

No obstante, tras una serie de intentos de ajuste para%EGR y %TGV se observo la necesi-
dad de incrementar la complejidad de A para garantizar un buen ajuste:

Py — 1.1278)I 0
Ay = | o ' _ (7.7-2)
0 (g — 103.0556)k

Los valores 1.1278 y 103.0556 representan, respectivamente, los valores promedio de P,
y n1, en los puntos de funcionamiento analizados. Su uso en el ajuste ha facilitado el

problema de optimizacion.

La identificacion de los modelos linealizados en los diferentes puntos de funciona-
miento se realiz6 siguiendo los siguientes pasos:

1. Generacion de las sefiales de entrada excitantes para %$EGR y%TGV. Se opt6d por em-
plear sefiales PRBS (Pseudo Random Binary Signal) con amplitud de 42 % en ambas
variables manipuladas. Fueron generadas mediante la System Identification ToolBox
de Matlab.

2. Simulacion del modelo Simulink sometido a estas sefiales PRBS y recogida de las
senales de salida, a un periodo de muestreo de 5 ms.

3. Identificacion de un modelo lineal mediante el interfaz grafico ident de la citada
ToolBox. Tras una serie de pruebas, se tomo6 la decision de identificar para todos
los puntos un modelo de segundo orden entre P, y las entradas, por un lado, y, por
otro, un modelo de segundo orden entre r1, y las entradas. Con este eleccion se
observo un buen ajuste en todos los puntos.

Una vez se han obtenido los modelos linealizados el paso final consiste en ajustarlos
a un modelo LPV mediante optimizacién minimocuadratica, siguiendo la misma metodo-
logia empleada para ajustar los puntos de funcionamiento. El ajuste se ha realizado, por
un lado, para los modelos de segundo orden identificados para P, y por otro los mode-
los de segundo orden identificados para r1,. Para los primeros, el modelo LPV ajustado
es:

0 -0.8683

(Apa(Au) Bpal Aw)) = (
1 1.8681

-1.2063-10=> 1.5134.107
1.2031-10=> -1.6317-107°
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3.3675  3.6314 -1.0461 0.0797 —-0.0270 0.3550
—-1.0506 -8.0678 —0.8572 -0.0828 0.0279 —0.3545 "

-1
0.5960 0.9246 -0.5833 0.4099 0.2969  0.0013

-0.1709 -0.5993 0.3231 0.2405 0.0402 0.1072
1.9570 22998 —4.1452 0.0195 0.2319 -0.2417
-0.0663 0.7888 —-0.8255 -0.0308 0.0666  0.0257
0.0484 -1.5073 -0.5309 -0.1389 0.1580  0.0436
-0.4513 -0.2079 -0.2525 -0.0198 -0.0106 -0.0011

0 0.1182 | -2.6591-10"> 1.7523.107°
0 0.0614 | -0.7453-10> 3.5521-107>
0 0.0058 | -1.4076-10—> -3.9178-10>
0 0.0012 | -0.6964-10—> -0.3396-10">
0 0.0054 | -1.0880-10"> -0.0465-10—>
0 -0.0089 | -0.0599-10-> —-0.7830-10"
P,—1.1278)L 0
Ay = | e )k (7.7-3)
0 (rig, — 103.0556) %
Para el caso de rig:
0 —-0.8721| 1.1337-1072 —0.72682.1049 - 102
(Avira(Am)|Brin,(Ay)) =
1 1.8721 |-1.1352.1072 0.7000 - 10—2

1.0677 —-1.5163 3.2300 -0.1295 0.1656  0.2362 A
-1.0999 1.7531 -3.2016 0.1316 -0.1583 -0.2358 "

-1
2.1071 -2.0461 -0.0833 1.3615 0.0366 —0.0883

—-3.8453 21076 —-1.3796 0.2788 -0.2140 -0.1767
- 3.1570 -5.8776 2.8766 0.4769 -0.5487 1.0598 Ay
-0.9692 -0.3370 0.2413 0.0343 0.1801 —-0.0283
0.1508 -1.0368 0.2809 0.0513 -0.0183 0.0065

-0.1332 -0.7943 0.5497 0.0145 -0.1361 -0.0794

0.2461 2.1049-1072 —3.40882.1049 - 10—
0.0954 | 0.63592.1049 1072 —-0.24142.1049 - 102
0.1074 | 2.88792.1049 -10=%2 —5.13132.1049 1072
—-0.0217 | =0.13372.1049 - 10=2  —0.40902.1049 - 102
—-0.0070 | —0.02682.1049 - 10-2 —0.18902.1049 - 102
0.0457 | —0.05972.1049-1072 1.41742.1049-1072

(7.7-4)

S O O O O O

A la vista de estos resultados, la complejidad de la matriz Ay, es una cuestion que solo

se puede dilucidar tras diversos intentos de ajuste con estructuras que comienzan por
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la mas sencilla posible, y que, ante fracasos de ajuste, serd necesario ir complicando
sucesivamente.

En la seccion 7.2.1.1 se mostré que los modelos y los puntos de funcionamiento
deben satisfacer determinadas condiciones (7.2-24) (7.2-26). Por ello, a nivel practico
se procede a reajustar los valores en los puntos de equilibrio, ya obtenidos de forma
aislada, para que se cumpla la primera condicion (7.2-24). Tras este reajuste se logro
que se verificase dicha condicion y se obtuvieron los siguientes resultados:

%EGR(A.q) = 67.6567 + (45.7295 -13.1682 —-2.5689 —1.8963) Aeg

-1
~9.3118 -17.5138 0.0902  1.1073 14.8849
91019  0.8676 —0.0508 —0.5492 7.2524
I - Aoy | - (7.7-5)
~1.2622 -2.2126 0.0036  0.0746 3.6351
~0.1330  1.4614  0.0211  0.0493 ~0.6077

%TGV(Aeq):43.9Sl7+(9.7142 ~2.7235 1.6473 —0.9210)Aeq-

-1
~6.9053 —6.3849 —0.0164 —0.3172 ~16.3780
—3.4293 -9.5395 0.7457  0.5598 10.4702
I - Aoy | - (7.7-6)
0.3089 —0.3053 0.1118 —0.0001 0.4342
—0.2381 -1.5791 0.1316 0.0324 0.4424

Ademas, la otra condicion (7.2-26) se cumple, tras este reajuste, de forma aproximada.

Una vez que se dispone de un modelo LPV para el motor en la zona de operacion
indicada, ya es posible disefiar un controlador GPC-LPV para el mismo. En primer lugar,
se disefia un controlador-observador GPC3 para el modelo linealizado ajustado para P, =
1.1278 bar y 1, = 103.0556 Kg/s. Los valores empleados para los parametros del GPC
han sido:

L] N1=1,N2=50Nu=1.

1000 O 1 0
[ ] i = f R = V l

= Polos del observador. Para la primera salida: 0.1, 0.3 y 0.5. Para la segunda salida:
0.2,0.7y0.9.

Estos parametros fueron ajustados manualmente tras una serie de experimentos sobre
el motor. A partir de este GPC se ha disefado un GPC-LPV con matriz A¢ dada por la
ecuacion:

P, — 1.1278)L 0
Ac= [T i (7.7-7)
0 (114 — 103.0556)14

3Al igual que se hizo para el vaporizador

278



Control de sistemas no [ineales 7

de tal forma que se estabilice al modelo LPV dentro de la zona de operacion mostrada en
la figura 7.13. Como el modelo LPV se ha obtenido por ajuste de modelos linealizados,
es necesario incorporar las condiciones (7.5-14) al disefo para garantizar el que se pue-
da obtener el estado del controlador en equilibrio y, por tanto, el controlador GPC-LPV
global. Las matrices delta correspondientes al GPC-LPV obtenido son:

0.0004 -0.0004 0.0003 0.0016 -0.0232 -0.0417 0.0030 0.0253

-0.0033 0.0022 -0.0034 -0.0021 -0.0624 0.0391 -0.0275 0.0613
-0.0041 -0.0027 -0.0034 -0.0011 0.0143 -0.0103 0.0056 -0.0118
BSS, = -0.0005 -0.0007 -0.0009 -0.0003 -0.0014 0.0045 -0.0012 0.0011
-0.0029 -0.0037 -0.0039 -0.0013 0.0013 0.0004 0.0003  0.0007
-0.0036 0.0018 -0.0009 -0.0005 -0.0009 0.0003 -0.0016 -0.0001

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
—-0.0072 0.4827 3.1882 19616 2.5940 0.8795 -1.5901 -5.9040
0.2070  0.0327 1.1639 4.0855 0.9584 0.4819 -0.0023 —-3.9088
0.0411 -0.1995 -0.8876 0.6546 —-1.3264 0.1612 —-5.6376 6.2872
st = 0.1962  0.3569 2.7059 3.8865 2.7663  2.0095 4.6505 6.4710
-0.1942 0.0224 -0.6755 -3.5286 -0.3655 -1.0796 1.8742 —-6.3032
0.3020 -0.1728 0.2140 5.0445 -0.0347 0.8959 —-1.6388 4.5960
-0.2100 0.4697 19916 -2.3982 1.7531 0.8289 -0.1669 3.2774
-0.2147 0.2687 0.8856 —-2.7476 0.6568 -0.1088 —-1.5288 —2.1455
—-0.0035 0.0113 0.0052 0.0015 -0.0048 -0.0005 -0.0041 -0.0034
-0.0027 0.0113 0.0054 0.0010 -0.0037 0.0009 -0.0046 -0.0013
-0.0059 -0.0237 -0.0183 -0.0056 0.0066  0.0012 0.0048  0.0079
D5, = 0.0445 0.0168 0.0361  0.0130 0.0035 -0.0044 0.0101 -0.0130

-0.0142 0.0064 -0.0040 -0.0018 -0.0053 0.0007 -0.0063 0.0001
0.0090 -0.0034 0.0028  0.0009 0.0037 0.0005 0.0034 0.0011
0.0163 -0.0019 0.0085  0.0040 0.0028 -0.0031 0.0069 -0.0051
-0.0067 —-0.0030 -0.0054 -0.0015 -0.0011 -0.0005 -0.0008 0.0003

—-0.0889 0.2160
0.0909 -0.4357
—0.1496 0.3885
O B BTSRRI
—-0.3007 -2.3081
—-0.2239 1.3952

0.0753  1.9878
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7.8 Conclusiones del capitulo

En las figuras 7.14, 7.15, 7.16 y 7.17 se muestran los resultados de la simulacion
del bucle cerrado cuando se aplica el GPC-LPV global disefiado, a lo largo de distintos
puntos de funcionamiento pertenecientes a la zona de operacion, partiendo del punto
de funcionamiento correspondiente a P, = 1.1 bar y n1, = 103 Kg/s. De estas figuras se
puede concluir, ante la ausencia de especificaciones de tipo dinamico, que el control se

ejerce de una forma aceptable.

122

Pa (bar)

4
muestras x 10

FIGURA 7.14: Presion en el colector de admision y su referencia en bucle cerrado bajo el control del GPC-LPV

global.

7.8. Conclusiones del capitulo

1. En este capitulo se ha abordado el disefio de controladores-observadores GPC para
sistemas no lineales cuyas trayectorias dinamicas se pueden contener dentro de las
trayectorias dinamicas de un sistema lineal variable con el tiempo (LPV). La parte
variable con el tiempo representa la parte no lineal del sistema, la cual puede de-
pende de los valores de las salidas y que, por tanto, puede ser conocida en linea por
el controlador si se dispone de sensores de medida para dichas salidas, situacion

habitual en control de procesos.

2. Estos modelos LPV pueden ser obtenidos de dos formas. Si se dispone de un mo-
delo no lineal basado en ecuaciones diferenciales, el modelo LPV se puede obtener

a partir del anterior introduciendo como parametros variables con el tiempo a los
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FIGURA 7.15: Gasto madsico de aire y su referencia en bucle cerrado bajo el control del GPC-LPV global.
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muestras 4

FIGURA 7.16: Apertura de la vdlvula de EGR resultante en bucle cerrado bajo el control del GPC-LPV global.
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% TGV
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FIGURA 7.17: Apertura de la valvula de TGV resultante en bucle cerrado bajo el control del GPC-LPV global.

términos no lineales presentes en dichas ecuaciones. Este metodologia ha sido apli-
cada sobre dos ejemplos: union flexible y vaporizador de gases.

. En otros casos solo es posible disponer de modelos lineales identificados alrede-

dor de diferentes puntos de funcionamiento. En estos casos una posible via de
obtencion de un modelo LPV es tratar de ajustarlo mediante optimizacién minimo-
cuadratica de tal manera que en cada punto de funcionamiento el modelo LPV dé
Iugar al modelo identificado. Este método es complejo debido a dos factores: elec-
cion de la estructura de la matriz A y la no convexidad, en general, del problema de
optimizacion minimocuadratico. Esta metodologia ha sido aplicada al motor diesel
sobrealimentado.

. Para la obtencion de los modelos LPV globales se incorpora a los LPV locales el

denominado estado del proceso en equilibrio. El analisis de la existencia de solu-
ciones para tal estado en equilibrio permite establecer condiciones que garanticen
un ajuste minimocuadratico coordinado entre los valores de las sefiales de entrada

en los puntos de funcionamiento y los modelos lineales identificados.

. En la primera parte del capitulo se aborda el disefio del controlador-observador

GPC para sistemas LPV. La metodologia de disefio se basa en la propuesta al final
del capitulo 6: condiciones basadas en LMIs para sistemas variables con el tiempo.
El disefio puede tener en cuenta: estabilidad, acotacién de normas, especificaciones
para el bucle cerrado y restricciones. En concreto, se han diseflado controladores-
observadores GPC para el modelo no lineal de una union flexible.
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6. En la segunda parte del capitulo se presenta el diselo de un controlador variable
con el tiempo basado en el controlador-observador GPC: el GPC-LPV. Esta propuesta
se basa en la idea de que para obtener mejores prestaciones en el control de sis-
temas no lineales es necesario emplear controladores también no lineales, ya que
los lineales podrian proporcionar unas prestaciones limitadas en algunas aplicacio-
nes. El1 GPC-LPV es un controlador cuyas matrices de estado varian con el tiempo,
dependiendo este cambio de la medida en linea de aquellas salidas del sistema que

estan presentes en la matriz A.

7. Al ser el GPC-LPV un sistema lineal variable con el tiempo, la metodologia de disefio
propuesta en la primera parte del capitulo para el GPC ha extendida sin dificultad
para realizar el disefio del GPC-LPV. La principal diferencia en el disefio de ambos
reside en que aparecen una mayor cantidad de BMIs para el caso del GPC-LPV, lo
cual complica enormemente su diseilo, pues los problemas basados en BMIs son no

convexos.

8. Para el caso de modelos LPV obtenidos a partir del ajuste de puntos de funciona-
miento y modelos lineales identificados, se analizan las diferencias en la forma de
disefiar el GPC-LPV. Fundamentalmente, el punto crucial es el de garantizar la exis-
tencia del estado del controlador en equilibrio y su calculo mediante la integracion
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. El resultado mas importante
establece la necesidad de incorporar de una serie de restricciones matriciales de
igualdad dentro de las BMIs para garantizar, a priori, la existencia del estado del

controlador en equilibrio.

9. Finalmente, se han realizado dos aplicaciones del GPC-LPV: una sobre un vaporiza-
dor de gases y otra sobre un modelo Simulink de un motor diesel sobrealimentado.

283






CAPITULO 8

Conclusiones de la Tesis y trabajos

futuros
|

8.1. Conclusiones

A lo largo del desarrollo de esta tesis se han logrado las siguientes aportaciones o
resultados:

1. En el capitulo 3 se ha propuesto una reformulacion del GPC en espacio de estados
que posee las siguientes caracteristicas:

= Un modelo Carima alternativo en espacio de estados equivalente al E/S presen-
tado en la literatura.

= Uso de un observador de rango completo alternativo al filtro de Kalman que es
disefiado mediante asignacion de polos.

m Si se desea establecer una equivalencia entre el observador propuesto y los
polinomios de filtrado de la version E/S es necesario modificar ligeramente la
estructura del modelo Carima anterior.

» Esta equivalencia permite atribuir las caracteristicas de robustez del GPC en
espacio de estados al observador, estando, por tanto, ligado su disefio al hecho
de conferir ciertas caracteristicas de robustez al controlador.

= Se ha realizado una comparativa entre el GPC propuesto en espacio de estados

y el entrada/salida deduciéndose que el E/S requiere una cantidad de memoria
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igual o mayor que el de espacio de estados, y , en general, un mayor tiempo
para calcular las acciones de control que el de espacio de estados.

2. En el capitulo 4 se han estudiado algunas propiedades del controlador GPC en es-

pacio de estados:

= Se ha analizado bajo que condiciones el modelo Carima propuesto es una rea-
lizacién minima, llegandose a la conclusion de esto se produce cuando el ob-
servador propuesto es estable y bajo una serie de condiciones no demasiado
restrictivas que se han verificado en los ejemplos presentados en la tesis.

= Se ha justificado el efecto de robustez del observador cuando se analiza la
repercusion de perturbaciones y/o discrepancias entre modelo y proceso sobre
la prediccion de las salidas. En concreto, una adecuada seleccion de sus polos
permite que la prediccion se acomode a la salidas reales y no a las del modelo.

3. En el capitulo 5 se ha presentado un disefio del GPC en espacio de estados que ga-

rantiza estabilidad y resolubilidad cuando se presentan restricciones duras sobre
salidas y acciones de control. La estabilidad se basa en el empleo como funcion de
Lyapunov del indice de coste del controlador. Se ha justificado, en base a esta elec-
cion, que es posible encontrar tamanos para los horizontes de prediccion y control
tales que el bucle cerrado es asintdéticamente estable. Para la adecuada eleccion de
dichos horizontes se ha presentado un método de disefio iterativo.

La garantia de satisfaccion de restricciones se ha basado en la aplicacion de la
teoria de conjuntos invariantes al GPC en espacio de estados. Dicha teoria persigue
obtener aquel conjunto de estados iniciales del proceso para los cuales en cualquier
instante posterior se verificaran las restricciones duras impuestas. Esta teoria es de
facil aplicacion para el caso en que todos los estados son medibles. Sin embargo,
dado que esta condicién no se verifica para el GPC, dicha teoria ha sido extendida
con éxito para el caso de utilizar el observador de rango completo propuesto.

. En el capitulo 6 se ha presentado un disefio robusto del controlador GPC propuesto

en espacio de estados. Dicho disefio tuvo como punto de partida la justificacion de
la dependencia de la dindmica de las funciones de sensibilidad del bucle cerrado
con respecto a los polos del observador. Este resultado muestra, nuevamente, la
influencia del observador en la robustez. Ademas, a partir de ese momento se va a
considerar en el disefio al conjunto formado por el controlador GPC y el observador
de rango completo, lo cual da lugar al controlador-observador GPC.

Empleando LMIs se han deducido condiciones que permiten el diseno de los pa-
rametros del controlador-observador GPC con vistas a garantizar para procesos

lineales:
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» Estabilidad robusta cuando se presentan dinamica no modelada y/o incerti-
dumbres en el proceso.

= Cotas superiores para la norma oo, 2 0 1 entre determinados canales entra-
da/salida cuando se presentan perturbaciones, ruidos de medida, dinamica no
modelada y/o incertidumbres.

s Determinadas especificaciones en bucle cerrado: tiempo de establecimiento,
sobreoscilacion, etc, cuando se presentan dinamica no modelada y/o incerti-
dumbres en el proceso.

= La verificacion de determinadas restricciones duras sobre salidas y acciones
de control cuando se presentan perturbaciones, ruidos de medida, dindmica
no modelada y/o incertidumbres.

Al final de dicho capitulo se extendieron estas ideas para sistemas lineales con
incertidumbre variable con el tiempo.

. En el capitulo 7 se han extendido las ideas presentadas en el capitulo anterior para
el diseno de controladores-observadores GPC para sistemas no lineales. Este dise-
no reside en obtener un sistema lineal variable con el tiempo cuyas trayectorias
dinamicas contengan a las trayectorias dinamicas del proceso no lineal. Este pro-
cedimiento se puede aplicar tanto en aquellos casos en los que se dispone de un
modelo no lineal o de modelos lineales identificados alrededor de diferentes puntos

de funcionamiento.

Para el caso de disponer los modelos lineales identificados y los valores de las sefia-
les en varios puntos de funcionamiento, se ha propuesto una metodologia para el
ajuste minimocuadratico de ambos conjuntos mediante funciones matriciales con
dependencia LFR. Se ha analizado la existencia del estado del proceso en equilibrio,
lo cual establece relaciones que permiten realizar un ajuste coordinado entre mo-
delos y puntos de funcionamiento. Tras todo esto se obtiene un modelo LPV que
representa aproximadamente el comportamiento del sistema no lineal.

Una vez que se dispone de un modelo lineal variable con el tiempo se puede apli-
car la metodologia propuesta al final del capitulo 6 basada en el empleo de LMIs
para obtener controladores-observadores GPC que verifiquen: estabilidad robusta,

acotacion de normas, restricciones, etc.

La principal limitacion de esta metodologia es que se disefia un controlador lineal
para un sistema no lineal, lo cual implica que, aunque éste este muy bien disefiado,
se reduzcan de forma importante las especificaciones que se pueden lograr en bucle
cerrado: tiempo de establecimiento, restricciones, region de estabilidad, etc. Para
solventar esta dificultad, se ha propuesto un controlador-observador GPC variable
con el tiempo, GPC-LPV, el cual presenta una dinamica cambiante segun el valor
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medido para las salidas del sistema no lineal. Este controlador, consecuentemente,
va a ser no lineal lo cual va a permitir alcanzar mayores prestaciones en bucle
cerrado. En este supuesto, controlador y modelo van a dar lugar a un bucle cerrado
lineal variable con el tiempo, con lo cual la metodologia de disefio del GPC-LPV se
basa también en LMIs y BMIs, las cuales son una extension de las empleadas para
el caso de un controlador-observador GPC lineal.

Para el caso particular de modelos LPV obtenidos para un sistema no lineal median-
te ajuste de modelos lineales identificados, el GPC-LPV representa un controlador
linealizado para cada punto de funcionamiento. Para extender el controlador de
forma global es necesario incluir el estado del controlador en equilibrio, de forma
analoga al proceso de introducciéon del estado del proceso durante de fase de ajus-
te. Este estado en equilibrio existe si se verifican ciertas condiciones, que para el
caso del GPC-LPV se traducen en unas restricciones matriciales de igualdad que han
de ser incluidas durante la fase de diseqo.

Finalmente, se ha ejemplificado este disefio sobre dos aplicaciones:

» Vaporizador de un s6lo componente. De este sistema se dispone de un modelo
no lineal conocido y a partir del cual se obtiene un modelo lineal variable con
el tiempo discretizado.

m Sistema de renovacion de la carga de un motor turbodiesel. Se trata de un
proceso real que se ha analizado a partir de un modelo disponible en el entorno
Simulink de Matlab. Para obtener un modelo lineal variable con el tiempo se
han identificado varios modelos lineales en algunos puntos de funcionamiento
y, posteriormente, se ha realizado su ajuste minimocuadratico para obtener un
modelo LPV que representa, aproximadamente, el comportamiento del motor
en dichos puntos de funcionamiento.

8.2. Trabajos futuros

Se han propuesto las siguientes lineas de trabajo futuras:

1. Extender el trabajo realizado sobre el modelo Simulink del sistema de renovacion

de la carga del motor turbodiesel, a todo el rango de operacion del motor para
desarrollar un controlador GPC-LPV valido para dicho rango que garantice una serie
de especificaciones demandadas por el fabricante de automoviles. Posteriormente,
esta metodologia debera ser aplicada al motor real.

. Mejorar las metodologias de optimizacion para el ajuste de modelos lineales varia-

bles con el tiempo a partir de modelos lineales identificados en diversos puntos
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de funcionamiento de un sistema no lineal, que garanticen un buen ajuste para un
numero elevado de modelos identificados. Este trabajo sera de vital importancia
para la linea anterior.

. Utilizando LMIs y/o BMIs proponer disefios alternativos para el GPC y para el GPC-
LPV que no requieran optimizar los parametros de los mismos (horizontes, matrices
de ponderacion y polos del observador) mediante el uso de algoritmos genéticos,
sino que el controlador se pueda obtener directamente a partir de dichas LMIs y/o
BMIs.

. Trabajar en nuevas técnicas de optimizacion numeérica que permitan obtener 6p-
timos globales para las desigualdades matriciales bilineales (BMIs) con un menor
coste computacional que las disponibles actualmente, con el objetivo de conseguir
que sean aplicables en el diseflo del GPC-LPV mediante BMIs.
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APENDICE A

Demostraciones
|

A.1. Demostraciones correspondientes al capitulo 3

Proposicion A.1.1 Silas matrices Q; son definidas positivas, las matrices R; son semidefi-
nidas positivas y la matriz N posee rango completo de columnas entonces el problema de

optimizacion (3.5-1) posee un unico minimo dado por:

Ad(k) = - (NTQN + R) ™ NTQT (Mx(K) + Otk - 1) + Py(k) - &(k)) (A.1-1)

Demostracion: Partiendo de la ecuacion (3.5-1), y definiendo a é.(k) como el error

de la respuesta libre a partir de k*:

é.(k) £ y(k) — &(k) — NAt(k) = Mx(k) + Oii(k — 1) + Py(k) — &(k) (A.1-2)
el indice de coste toma la forma:

J(Au(K) = (é.(k) + NAG(K) " Q (é.(k) + NAu(K)) + A" (k)RA(k) =
= el (k)Qé (k) + 2&l (k\QNAu(k) + Au' (k) (NTQN + R) Aii(k) (A.1-3)

El minimo de Ji(Aii(k)) se alcanza cuando su gradiente es igual al vector nulo:

dJk(Au(k))

_ _ TAHAH T A D -
AAT(R) =0=2N"Qé.(k)+2 (NT"QN + R) Au(k)

Finalmente el vector de incrementos de las acciones de control 6ptimo sobre el horizonte
de control es:

Ali(k) = = (NTQN + R) "' NTQé.(k)

tEquivalente al error bajo acciones de control constantes a partir de k
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Adi(k) = = (NTQN + R) ' NTQ(Mx(K) + Oii(k - 1) + Py(k) — &(k)) (A.1-4)
Para completar la prueba se emplean dos lemas adicionales:

LEMA A.1.1 Sea A una matriz real mxn entonces AT A es una matriz semidefinida positi-
va. Si ademads A tiene rango completo de columnas entonces AT A serd definida positiva.

Véase [Perez~Carreras 1989, pagina 408] para una prueba de este lema.

LEMA A.1.2 (CHOLEVSKI) Una matriz simétrica real Q nxn es definida positiva si y solo si
existe una unica matriz triangular inferior A con entradas positivas en la diagonal tal
que:

Q= AAT (A.1-5)

Véase [Perez~Carreras 1989, pagina 409] para una prueba de este lema.

Retomando la demostracion, la ley sin restricciones (A.1-4) sera el iinico minimo del
problema de optimizacion (3.5-1) siy solo sila matriz NTQN + R es definida positiva.

La matriz Q es simétrica y definida positiva ya que las matrices Q; son definidas posi-
tivas. Por el LEMA A.1.2 la matriz Q puede descomponerse en la forma AAT donde A es
una matriz triangular inferior con entradas positivas en su diagonal principal. Entonces:

NTQN = NTAATN = (ATN)TATN (A.1-6)

Por construccion A es una matriz no singular, y por lo tanto posee rango completo
tanto de columnas como de filas. Consecuentemente A”N posee rango completo de
columnas ya que A tiene rango completo de filas y N tiene rango completo de columnas=.
Aplicando el LEMA A.1.1 y tomando A = AN se deduce que NTQN es una matriz
definida positiva.

Finalmente la suma de una matriz definida positiva NT QN y una matriz semidefinida
negativa R3 es también una matriz definida positiva. [ |

Proposicion A.1.2 EIl numero de operaciones de multiplicacion (o productos) y de suma
requeridas para estimar los estados y para predecir las salidas en la formulacion de espa-
cio de estados es:

n
Numero de productos =(N, — Ny + 1) - n an+ n+N, m+m+n| +
Jj=1

2El producto de dos matrices tiene rango completo de columnas si ambas tienen rango completo de colum-

nas
3NoOtese que R es simétrica y semidefinida positiva ya que las matrices R; son semidefinidas postivas
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I
n [ n
+ an+n an+n+m+n (A.1-7)
Jj=1 | J=1

n
Numero de sumas =(N, — Ny +1)-n an+n+Nu-m+m+n—l} +
Lj=1

+(an+n) an+n+m+n—l} (A.1-8)
Jj=1

=1

Demostracion: La ecuacion de prediccion en la formulaciéon de espacio de estados

€es:
y(k) = Mx(k) + NA#(k) + Ou(k — 1) + P&(k) (A.1-9)

En esta ecuacion hay cuatro productos matriciales, de modo que el niimero total de
operaciones, asociadas so6lo a los productos, sera la suma del nimero de operaciones de
cada producto matricial por separado. Empleando LEMA 3.9.1:

Numero de productos = filas(M) - colum(M) - 1 + filas(N) - colum(N) - 1+
+ filas(O) - colum(O) - 1 + filas(P) - colum(P) - 1 (A.1-10)
Numero de sumas = filas(M) - (colum(M) — 1) - 1 + filas(N) - (colum(N) - 1) - 1+
+ filas(O) - (colum(0O) — 1) - 1 + filas(P) - (colum(P) — 1) - 1
(A.1-11)
colum(-) proporciona el nimero de columnas vy filas(-) proporciona el niumero de filas.
Recordando las dimensiones de estas matrices4:

Numero de productos =(N, — N; + 1) (Z n;+ n) + (N> —Ni+1)-n-N,-m+
Jj=1

+(N, —=N1+1) nm+(No—Ny+1)-n-n=

=(N, - N +1)- lZn1+n+N m+m+n] (A.1-12)

Numero de sumas =(N, — Ny + 1) ((Z nj+ n) - 1)

4+ (N> —Ny+1)-n-(Ny,-m—
+ (N> —N+1)n(m=-1)+(No, =Ny +1)-n-(n=-1) =

=(Na =N +1)- lZn1+n+Nu m+m+n—4 (A1-13)

j=1

Es importante contabilizar también el niimero de sumas que se requieren para sumar los
cuatro términos de la ecuacion de la prediccion (A.1-9). Todos ellos tienen (N, —N; +1)-n

4Véase seccion 3.3
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filas, y asi:
Numero de sumas = (N, — Ny +1)-n-3 (A.1-14)

Repitiendo este mismo desarrollo con la ecuacion del observador CARIMA (3.6-4):

x(k + 1) = [A - TIC] x(k) + Bi(k) + TIy(k) (A.1-15)

Numero de productos = filas [A — IIC] - colum [A — TIC] - 1+
+ filas(B) - colum(B) - 1 + filas(II) - colum(II) - 1 =

:(jz:;nj+n) : (J;nlnj+n) + (jz::lnj+n) - m+

+ (jz::lnj+n) n= (jz::lnj+n) [inj+n+m+n}

Jj=1
(A.1-16)

Numero de sumas = filas [A — IIC]| - (colum ([A - TIC] - 1) - 1+
+ filas(B) - (colum(B) — 1) - 1 + filas(II) - (colum(II)—1)-1 =

:(inﬁ-n) ((inﬁn) —1) + (inj+n) (m-1)+

+ (an+n> (n-1)= (an+n) lan+n+m+n—3]
J=1 Jj=1

Jj=1
(A.1-17)

El nimero de sumas requeridas para sumar los términos del observador CARIMA es:

Numero de sumas = (Z nj + n) 2 (A.1-18)
=1

Finalmente, el nimero de productos viene dado por la suma de las operaciones de
las ecuaciones (A.1-12) y (A.1-16), y el nimero de sumas viene dado por la suma de las
ecuaciones (A.1-13), (A.1-14), (A.1-17) y (A.1-18). [ |

Proposicion A.1.3 SiN1j=N1 j= 1,...,n,N2j =N, j=1,....wmyNi=N, i=1,...,m°,
el nuimero de productos y de sumas requeridas para obtener las sefiales filtradas y para
predecir las salidas en la formulacion E/S es:

n m
Niimero de productos =(N, =Ny +1) - n [N, - m+» Y max(1, | grado(B;;)| - 1) +
==

5Todos los horizontes de prediccion son iguales
6Todos los horizontes de control son iguales
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+> max(| grado(A;)| + 1,|grado(T))|) | +
Jj=1

+> |grado(T))| - (m+1) (A.1-19)

J=1

n
Niimero de sumas =(N> — Ny +1) - n [Nu -m+Y > max(1,|grado(B;)| — 1)+
J=1i=1

+ > max(| grado(A;)| + 1,| grado(T})|) - 1} +
Jj=1

(Z|grado )+ n) -(m+1)-n (A.1-20)

Demostracion: La ecuacion de prediccion en la formulacion E/S es:

y(k) = GAU(k) + TAul (k) + Fy' (k) (A.1-21)

En esta ecuacion hay tres productos matriciales, y por tanto el nimero total de opera-
ciones, relacionadas so6lo con los productos, sera la suma del nimero de operaciones

requeridas para cada producto matricial. Utilizando LEMA 3.9.1:

Numero de productos = filas(G) - colum(G) - 1 + filas(I") - colum(T") - 1+

+ filas(F) - colum(F) - 1 (A.1-22)
Numero de sumas =filas(G) - (colum(G) — 1) - 1 + filas(T") - (colum(T’) — 1) - 1+
+ filas(F) - (colum(F) —1) -1 (A.1-23)

Recordando las dimensiones de estas matrices7:

n

m
Numero de productos = (N;' = N/ +1)- > Ni+

j=1 i=1
n m

+ZNJ N/ +1)- )-> > max(1,|grado(B;)| - 1)+
J=1 Jj=1i=1

n n
+> (N} =N/ +1)- > max(| grado(A;)| + 1,| grado(T;)|)
Jj=1 Jj=1
(A.1-24)

n
Numero de sumas :Z(NJ N/ 4+ 1) (Z Ni— 1)
=1

+ Z(NJ N/ +1) (Z > max(1,|grado(B)| - 1) — 1)

Jj=1 Jj=1i=1

7Ecuaciones (2.2-12), (2.2-13) y (2.2-14)
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+> (Ny =N/ +1)- (Z max(| grado(A ;)| + 1, | grado(T})|) — 1)

Jj=1 Jj=1
(A.1-25)

ComoN/ =Ny j=1,....n, NJ=N, j=1,...,nyNi=N, i=1,....m:

Numero de productos =(N, — Ny +1)-n- N, - m+

n m
+(N =Ny +1)-n- Z max(1, | grado(B;)| — 1)+
J=1i=1

n
+(N2 =N +1)-n-y_max(| grado(A))| + 1,| grado(T)|) =

j=1
n m
=(N, —N1+1) - n|N, - m+ ZZmaX(l, |grado(Bji)| — 1) +
j=1i=1
+> max(| grado(A;)| + 1,|grado(Tj)|)] (A.1-26)
j=1

Numero de sumas =(No, — Ny +1)-n- (N, -m—1)+

n

+(N —=Ni +1)-n- (ZZmaX(1,|grado(Bj,-)| -1)- 1) +

Jj=1i=1

+(N2—=Ni+1)-n: (ZmaX(lgradO(Aj)l + 1, | grado(T})|) - 1) =

Jj=1
n m
=(N, —-N1+1)- n|N,-m+ ZZmax(l, |grado(Bj;)| — 1) +
j=1i=1
+> max(| grado(A))| + 1, | grado(T))|) - 3] (A.1-27)
Jj=1

El nimero de sumas requerido para sumar los términos de la ecuacion de prediccion es:
Numero de sumas = (N, — Ny +1)-n-2 (A.1-28)

Las senales de salida filtradas se obtienen empleando la ecuacion:

fon . Vilk) . )
yj(k)_—Tj(Z_l) j=1,...,n (A.1-29)

En esta operacion hay | grado(T;)| productos® y | grado(T;)| sumas. Teniendo en cuenta
todas las salidas, el nimero de operaciones es:

Numero de productos = | grado(T})| (A.1-30)
Jj=1

8Los polinomios de filtrado tienen siempre su primer coeficiente igual a uno y por tanto el producto por
este uno no se implementa
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n
Numero de sumas = Z | grado(T))| (A.1-31)
j=1

Los incrementos de las acciones de control filtradas se obtienen empleando:

_Auy(k)
- Tj(Z_l)

Aul (k) (A.1-32)

En esta expresion hay | grado(T;)| productos y | grado(T;)|+1 sumas?. Teniendo presentes
todas las entradas y todos los polinomios de filtrado el nimero de operaciones requerido

es:
n
Numero de productos = Z | grado(T;)| - m (A.1-33)
Jj=1
n
Numero de sumas = | Y |grado(T))| + n | -m (A.1-34)
j=1

Finalmente sumando las ecuaciones (A.1-26), (A.1-30) y (A.1-33) se obtiene el nimero
total de productos, y sumando las ecuaciones (A.1-27), (A.1-28), (A.1-31) y (A.1-34) se
obtiene el nimero total de sumas. [ |

A.2. Demostraciones correspondientes al capitulo 4

Proposicion A.2.1 El par (A, C) es observable silas matrices A y C se construyen de acuer-
do al LEMA 3.2.1.

Demostracion: Para demostrar este hecho hay que establecer que la matriz de ob-

servabilidad, Ob, tiene rango completo de columnas (r):

C
CA n
Ob=| , r=> n; (A.2-1)
. j=1
CAr—l
La matrix CA' es la de forma:
CA'= diag (C)) diag (A)) = diag (C;A!) (A.2-2)
Jj=1,..., n j=1,..., n j=1,..., n

9Se supone que en la implementacion del algoritmo solo se emplean las acciones de control y por tanto sus
incrementos han de ser calculados
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Consecuentemente la matriz de observabilidad es de la forma:

[ diag (C)) ]
Jj=1...,n
diag (C;A))

j=1...,n

Ob = (A.2-3)

Ljiiﬁgn‘éfAS_l)J

Como lo que interesa es determinar su rango, se realizan una serie de intercambios de
filas hasta conseguir la siguiente matriz Ob'

Ob' = diag (Ob1, Oby,..., Ob,) (A.2-4)
donde:
&
CjA;
obj=| " (A.2-5)
C,AT!

El calculo de su rango se puede descomponer asi:

n
Rango Ob = Rango Ob' = ) Rango Ob; (A.2-6)
j=1
Los pares (Aj,Cj) son observables, puesto que son las formas canonicas observables
correspondientes a cada una de las salidas por separado, con lo cual:

Cj
CjAj
Rango ) = n;j = Rango Obj, pues r > n;. (A.2-7)
cA} !

Tras esta expresion ya se esta en disposicion de calcular el rango de Ob:

n n

Rango Ob= RangoOb;=> n;=r (A.2-8)
Jj=1 Jj=1

Por tanto, la matriz de observabilidad posee rango completo de columnas y el par (A, C)

es observable. [ |

Proposicion A.2.2 Silas matrices del ruido, ¥, Q y I1;, se disefian en base a la ubicacion
de los polos del observador (seccion 3.6), entonces el par (A, C) es observable siy solo si
ninguno de éstos polos se ubica en uno.
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Demostracion: Aligual que en la proposicion anterior A.2.1, la demostracion se basa

en establecer que la matriz de observabilidad, Ob, posee rango completo de columnas:

_b: i (A-2'9)
C'Ar+n71

Empleando las expresiones de C y A, y desarrollando las sucesivas potencias de A, se
obtiene la siguiente expresion:

C Q
o CA CT +0Q
b= _ (A.2-10)
CA™" 1 cA™ "Iy 4 ... 1 C24+Q

Recordando que:

C =diag(Gy,---,Cy) = diag (Cj) ; Q2 =diag(Q1, -, = diag (Q;;) (A.2-11)
j j=1 n

I, = diag (I, M2z, ..., Myp) = diag ()

Jj=1,..., n
T .
;= [0 ;) - Tym)  j=1...n (A.2-12)
njx1
Y =152 = diag(II11Q11, -, ILnnQnn) = diag (I1;;Q ;) (A.2-13)
Jj=1,..., n
se llega a:
diag (C)) diag (2,;) W
Jj=1,..., n Jj=1,..., n
_ diag (C;Aj) diag (CjT1j5 +0,9)
b= =

j=1,..n J=1,., n (A.2-14)

diag (CjA;+n71) diag (CJA;+H72HJJQJJ+"'+CjHijjj+ij)
Jj=1,..., n j=1,..., n

El rango de la matriz de observabilidad, Ob, es igual al rango de la siguiente matriz ob
que se obtiene a partir de la primera intercambiando determinadas filas y columnas:

V1 0 0

— 0 WV : 0

ob=| _ (A.2-15)
0 0 V,
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Las matrices V; son de la forma:

C; Qjj
CiA; Gl + Q)
V= . :
CjA;+n71 CjA;+n72Hijjj+"'+CjHijjj+ij

De esta forma el rango de la matriz de observabilidad es:

n
Rango Ob = Rango Ob' = > RangoV; (A.2-17)
j=1
Las matrices V; tienen dimension (r + n) x (nj + 1). Para poder analizar su rango se

emplearan las siguientes submatrices Vi

Cj Qjj
CjAj CilljjQj+Qjj

Vi=

J (A.2-18)

n; nj—1
CA; CAY "TQ 5+ + IR 5+ Q5

que tienen dimension (nj+ 1) x (n;+ 1). Estas submatrices tienen rango siempre mayor o
igual que nj, pues contienen la matriz de observabilidad del par (A;, C;) que poseia rango
completo de columnas e igual a n;. Las submatrices V' poseen una fila y una columna
mas, con lo cual, su rango podria ser a lo sumo n; + 1. El lema A.2.1 muestra que su
rango es igual a n;j+ 1 siy solo si ningun polo del observador correspondiente a la salida

j-ésima se ubica en uno.

Si esta hipotesis se extiende a la totalidad de salidas:

n n
Rango Ob = Rango Ob = > RangoV; =) (mj+1)=r+n (A.2-19)
j=1 j=1
con lo que queda demostrado que el par (A, C) es observable. |

LEMA A.2.1 Las submatrices VJ?*:

Cj Q;
CjA;j CiIL; 8 + Q)

Vi=

(A.2-20)
C;AY CjAS-'jilnijjj +o+ GILQ i+ Qjj

tienen dimension (nj+1)x(n;+1). Su rango es nj+1 siy solo si ningun polo del observador
correspondiente a la salida j-ésima se ubica en 1.
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Demostracion: Estas submatrices tienen rango siempre mayor o igual que nj, pues

contienen la matriz de observabilidad del par (A;, C;) que poseia rango completo de
columnas e igual a n;. Las submatrices V' poseen una fila y una columna mas, con lo
cual, su rango podria ser a lo sumo n; + 1.

Para estudiar tal situacién, se analiza bajo qué condiciones la ultima fila es linealmen-
te dependiente de las otras nj primeras:

3 A1, A2,-++, Ay, DO todos nulos :
[CAY AT Iy0 4+ = MG ]+ X [CA; CILQ;+ 9]+ +

Ay [GAT AT T+ + 9y (A.2-21)
Para que se satisfaga esta relacion se ha de verificar que:

CiAY = \Cj+ N CjAj+ -+ Ay, CAY ™ (A.2-22)

CAY = C; (/\11+/\2Aj+---+/\nJ.A';’_1) (A.2-23)
Esta ultima relacion se verifica si:

/\1 :—a(),j /\2 :—al,j )‘nj :—anj,l,j (A2-24)

ya que la matriz A; anula a su polinomio caracteristico (A;(z)):

; -1
AVt an, 1 AT 4+ a0 I =0

A?’ _ —anj—l,jA?jil ——ag I (A.2-25)

La combinacién lineal de C;A" se establece en términos de un conjunto de vectores
J2j
linealmente independientes:

CI=Ci=[0 - 0 1]
CijAj= [0 o 001 _“”J—Lf]
CJ-A§=[0 o 001 —anj Xl]
CJ_A';J—IZ [1 —an 1 X1 Xp e anfz] (A.2-26)

Xj son coeficientes que dependen de los coeficientes no nulos de la matriz A;.
Entonces, los coeficientes de dicha combinacion son unicos, por tanto, no hay otra com-
binacion lineal de dichos vectores que dé lugar a C J-A';.’.

El siguiente paso consiste en analizar cuando se verifica que el otro término de la ultima
fila de Vies combinacion lineal del resto de filas:

-1
CIAY L0+ -+ Q5= —ao, j01 — @ (CTL;; Q5+ Q) — - —
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~an, 15 (CAY L0+ 4+ 9,)) (A.2-27)

Reagrupando términos:

I:CJ'A?J;LJ +(1+ anj—l,j)CjA;'j72 +(1+ ap;—1,j + anj—Z,j)CjA;lj73 +--+

+(1 +anj,1,j+---+a1,j)Cj] I1;;Qj; = —(1+ao,j+a1,j+---+an,71,j)ij (A.2-28)
En el LEMA A.2.2 del Apéndice A se justifica que:

[CAY 4 (Lt an, 1 PCAT P+ (L g1+ + @, )G =

=[111"---1] (A.2-29)
N’
nj
Con este resultado:
[1 11 --- ]_] Hjjﬂjj = —(1+ao,j+al,j+---+anj_1,j)ﬂjj (A.2-30)

En el disefio del observador se asignaban sus polos mediante la eleccion de las matrices
II; y 2, en particular, cada una de ella asignaba de forma independiente dichos polos. Si
vj j=1,---,nsonlos polos a asignar por €2, entonces Q;; =1 — v;.
Los polos a asignar por II; eran los valores propios de la matriz I'y:

I'n =A-1II,C =diag(A; — I1:Cy,- -+ , Ay — I1,,Cp) (A.2-31)
1 0 -0 —al,j—Hjj(Z)
Ljj=A;-IL;;Ci=0 1 : 0 -—@;-T;3) [=
o .- 0 1 —anj_l,j—Hjj(nj)
0 -« -+ 0 =Tjjo
1 0 - 0 -Tjj
=10 1 : 0 -Tyj (A.2-32)
0 - 0 1 —Tjn

Los coeficientes T'j;  corresponden al polinomio caracteristico de I'jj, los cuales vienen
determinados por los polos de I ;. En esta situacion:

Ljjo—ao,j

Ljji—aj
I = o : ! (A.2-33)

Ljjn—1— anj-1,j
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Volviendo a la ecuacion (A.2-30):

[]_ 11 --- ]_] Hjjﬂjj= —(1+ao,j+al,j+---+anj_1,j)ﬂjj (A.2-34)

La primera posibilidad de que se satisfaga es que Q;; = 0, lo cual se produce cuando
el polo v; del observador se ubica en 1, siendo esta posibilidad no valida pues en el
enunciado de la proposicion se exigia que ningun polo se ubicara en 1.

Suponiendo que esta condicion no se da se tiene que:

111 - U=~ +daoj+a;+-+an-1,) (A.2-35)
Ljjo—ao,j
Ljja—a
111 1] _ =-+apj+a;+- -+ an-1,;) (A.2-36)

Ljjn—1— anj-1,j

Fjj,o+Fjj,1+---+Fjj,nj,1—ao,j—al,j—---—anj,l,j:—(1+ao,j+a1,j+---+anj,1,j)
(A.2-37)
Ljjo+Tjja+-+Tjjn1=-1 (A.2-38)

Esta ultima condicion se verifica si y solo si el polinomio caracteristico de I';; tiene
alguna raiz en 1, es decir, si dicha matriz tiene algin valor propio en 1, tal y como
garantiza el lema A.2.3.

Consecuentemente, la tltima fila de la matriz Vj* sera linealmente independiente de las
otras n; siy solo si ninguno de los polos del observador asociados a la salida j-ésima se

ubican en uno. En tal caso se tendra:
RangoV; =RangoV; =n;+1 (A.2-39)

LEMA A.2.2

[CAY ™ 4 (Lt an, 1 GAT T 4+ (g 1+ + @, )G =
=[111---1] (A.2-40)

N——
nj

Demostracion: Las matrices C; son de la forma:

C;=[00 - 01] (A.2-41)
N ——
nj
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Consecuentemente, s6lo interesa la expresion de la ultima fila de las matrices A’j.. Con
tal fin se define r; = A;” _1(1 ,nj) como el elemento I dentro de la tltima fila de la matriz
Anj—l_

P

1 I=1
=3 i (A.2-42)
ket M=k ) 1>1

Esta formula recursiva se puede extender para 1" = A;” ™1, n i)

0 I<m
P = (A.2-43)
Nempr 12>2m

Estas formulas se deducen obteniendo las expresiones analiticas para la tltima fila de
las matrices A’;. Tras esto se tiene:

I:CJ'A;U_LJ +(1+ anj—l,j)CjA?j_z +-+ 0 +ap1+ -+ al,j)Cj] =

=nrr. - rml+
+(L+ an, 1 P rs - Ty 1+
+i+
(L4 an1j+-+a )’ - (A.2-44)
El primer término de esta suma es:
nt++an1) ¥+ +0+an1;++a)r =n=1 (A.2-45)
~~ ~~
0 0

El segundo término es:

o+ +an1)) 13+ +0+an 1+ +a))r =
~ ~

41 0

=rn+l+an-1)n=n(-an-1;))+0+an-1)n=n=1 (A.2-46)
El elemento p-ésimo es:

o+ U+ an-1)) 15+ + 0+ anorj+ -+ an-pp1) )+ + L+ +ar)) ry =
~— ~~ ~~
Fp—1 r 0
=rp+A+an_1.)rp-1+--+1d+an_1,+ -+ an,—pr1)n
Aplicando que: 1y = rp_1(=an;—1,j) + rp-2(=an;—2.j) + - + 1(=an;—ps1,j)  (A.2-47)

Fp—1 = rpr(_anjfl,j) + Vp—3(—an172,j) + -+ Vl(—anj,p+2,j) (A2-48)
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rp+ (L +an 1 )rp a1+ +04+an 1+ +an, pri)n=n=1 (A.2-49)

LEMA A.2.3 Dado el polinomio z"% + 7T jj 1z~  +---Tjj1z+ 1T jjo,

nj—l
Z I'jjx=-1 <= el polinomio posee al menos una raiz en uno. (A.2-50)
k=0

Demostracion: En primer lugar se demuestra en el sentido («):

Sean ry, 1y, - - -, Iy, las raices del polinomio. Por la formulas de Cardano-Vietta se conoce
que:

Cjjm-1=—(n+r+ - +r) (A.2-51)

Ujjnm—2=nr+rnrs+--+rn_1ty, (A.2-52)

(A.2-53)

Ujjo=nr2- ry(=1)" (A.2-54)

Supongase, sin pérdida de generalidad, que r,, = 1. Entonces:

Fjjo=nr2---ry_1-1(=1)" (A.2-55)

Tijo+Tji=nr-ty (D" +nrrm (D" 4 4 nr (=11
(A.2-56)
Cjjo+Tji=nm- (D" 4 pnrg o (-1)n! (A.2-57)

Como se aprecia, al sumar los dos primeros coeficientes se ha simplificado uno de los
términos del coeficiente correspondiente a la potencia de orden uno con el coeficien-
te del término independiente. Este hecho se repite al afiadir en la suma el coeficiente
correspondiente a la potencia de segundo orden, puesto que ahora se simplifican todos
los términos restantes correspondientes a la potencia de orden uno con otros tantos
correspondientes a la de segundo orden.

Este efecto se repite de forma similar hasta llegar a sumar todos los coeficientes del
polinomio, quedando, tras las correspondientes simplificaciones, el tnico término del
ultimo coeficiente, T'j;j »,—1, que no esta en el penultimo, T'jj »,—2, —Fn;:

nj—l

S k=t =1 (A.2-58)
k=0

El siguiente paso es demostrar el sentido (=):
Se empleara el procedimiento de induccion sobre el orden del polinomio n;. En primer
lugar se analiza el caso nj = 1:

Z4T 50 (A.2-59)
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Si Yo Tjjae= 1t

luego es cierto que hay una raiz en uno.
Ahora se trata el caso n; = 2:

22+Fjj,1z+l“jj,0

(A.2-60)

(A.2-61)

Se cumple que Y°;_,Tjjx = —1. Por las formulas de Cardano-Vieta:

Ljjo=nr Tji=-(n+nr)
luego:
Ljjo+Tjji=-l=nn-(n+r)
Supongase que r # 1:
hin-1)-n=-1 = rz=%

por tanto, siempre posee al menos una raiz en uno.

=1

(A.2-62)

(A.2-63)

(A.2-64)

Supongase ahora que la hipotesis es valida para orden n;— 1, y se tratara de justificar

para orden n;:
- i—1
Z% +Tjjn12%" +-Tjjiz+Tjjo
Las relaciones de Cardano-Vieta son:

Ljjm-1=—(n+rn+--+ry)

Ujjn—2=nr+--+ -1ty
Fjjo=D"nr -y,
Se verifica que la suma de los coeficientes es -1:

l’lj—l

Y Tjjx=-1
k=0

Si se construye un polinomio de orden nj — 1 con las raices ry, - -

coeficientes:

Uiino=—(n+r2+-+rn_1)

r/jj,an =nr 4+ n-2-1
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(A.2-65)

(A.2-66)
(A.2-67)

(A.2-68)
(A.2-69)

(A.2-70)

*, In,—1, €ste tendra por

(A.2-71)
(A.2-72)
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(A.2-73)
o= EDY"nr (A.2-74)
definiendo:
nj72
Sno1=y T +1 (A.2-75)
k=0
y aplicando desde la ecuacion (A.2-66) a la (A.2-74) se deduce:
=1 r;Sn14+Sn,-1=0 (A.2-76)
sir,r, -, -1 # 1 entonces Sy, _1 # 0, y por tanto:
Snjfl
==L =1 A.2-77
n; S ( )
luego el polinomio de orden n; siempre posee al menos una raiz en uno. [ |

Proposicion A.2.3 Si las matrices del ruido, ¥, Q y I1;, se diserian en base a la ubicacion
de los polos del observador (seccion 3.6), y las matrices K;:

Kj= [Hjj AL+ 100 - AT 4+ AT 4 + HJJQJJ] € R
j=1,.--,n (A.2-78)

poseen todas, o excepto una de ellas, rango completo de filas (n;), entonces el par (A, [B I1))
es controlable.

Demostracion: Se justificara que la matriz de controlabilidad, Co, posee rango com-

pleto de filas:
Co=|[Bmm) ABI) ... A\ (BID)] (A.2-79)
El término genérico de esta matriz es:

_[aB A s A-me 4 A0 + 0]

AB1I) = (A.2-80)
[ 0 I, J
con lo que toma la forma:
_ r+n—-1 r+n-1
- _ (B m AB Am +me ATEISIB AT 4 TR A2-8l)
|-0 In 0 In s 0 In J
Su rango es:
(B 1, AB AL +InQ ... ATIB ATTSI 4.4 ILQ|
Rango =
|-0 In 0 In st 0 In J
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AB
0

Artn-lp 11,
0 In

AIl; + 11, Q2

I

Intercambiando columnas en esta matriz:

= Rango

siendo:

@1Aml
B, AB

Bn Aan

r+n—1
Artn-lp,

r+n—1
Altn-lp,

AL By
0
0

K
0

0
1

01><(r+n)

01><(r+n)

K>

01><(r+n)
1

AH'”_II_I] + -+ ILQ

01><(r+n)

I,

K,
01><(r+n)

01><(r+n)

(A.2-82)

_ -1 P —
K;= [Hjj AL+ 1055 AT 4 4+ AT Q5 + Hjjﬂjj] J=1....n

1:h

1

1
1x(r+n)

(A.2-83)

Como las matrices K; poseen todas rango completo de filas, salvo a 1o sumo una, enton-

ces las filas de la matriz (A.2-82) correspondientes a cualquier matriz K; son linealmente

independientes de las correspondientes a cualquier otra matriz K; con i # j. Ademas,

bajo estas condiciones, se va a justifcar que las ultimas n filas de la matriz (A.2-82) son

linealmente independientes de todas las demas. En concreto, la fila j-ésima, dentro de

estas ultimas n, s6lo se puede obtener por combinacion lineal de las filas correspondien-

tes a la matriz K. Esta combinacion lineal depende de la matriz Co';:

cuyo rango
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€es:

Rango Co’; = Rango [B i AjB;j

= Rango Co; = Rango [BJ- AjB;

Co;=[B; A;B

A;+ n—1 Bj]

(A.2-84)

(A.2-85)
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Donde Co; es la matriz de controlabilidad asociada a la realizacion canonica observable
de la salida j-ésima, la cual posee rango completo de filas ya que se trata de una reali-
zacion que es ademas controlable. Este resultado indica que como la matriz Co’j posee
rango completo de filas la tnica combinacion lineal que podria dar lugar a dicha fila
Jj-ésima seria con todos los coeficientes nulos. Esto quiere decir que esta fila j-ésima es
linealmente independiente de las filas correspondientes a las matrices K. Por tanto, las
n ultimas filas de la matriz (A.2-82) son linealmente independientes de todas las demas.
Como consecuencia de todos estos analisis, el rango de la matriz de controlabilidad es:

n
RangoCo=n+Y nj=n+r (A.2-86)
Jj=1

por tanto posee rango completo de filas y entonces el par (A, [B II)) es controlable.

COROLARIO A.2.1 Siel par (A, B) es controlable entonces el par (A, [B 1‘[]) también es con-
trolable.

Demostracion: Retomando la ecuacion (A.2-82):

(Bl AiBi - AR K 0 0 W
B, AB, - A£+n_1B2 0 K, 0
Rango B, AuB, .-~ A;"'B, 0 v 0 Kn (A.2-87)
0 0 o 0 1 01x(r+n) S O1x(r4n)
0 0 0 01><(r+n) 1 01><(r+n)
LO 0 0 O1x(r+n) 01 (r4n) 1 J

Como el par (A, B) es controlable entonces su matriz de controlabilidad, Co, tiene rango
completo de filas:

Bi AB .- A'B
B, AB, --- A}'B
Rang0C0=[B AB ... Ar—lB]=Rang0 ) ) ) ) =r (A2-88)
B, AuB, - A, 'By
entonces:
Bi AB - AR
B, A)B, - A;+n7132
Rango ) . =RangoCo=r (A.2-89)
Bn Aan st A;—i—n_an
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Consecuentemente, sean cuales sean las matrices K;:

—Bl A1B; A’{+n7131 K; 0 0 W
B, AB A;+n7132 0 K> 0
Rango | B AuBy AlB, 0 0 Ko | _

0 0 S 0 1 01x(r+n) O1x(r4n)

0 0 0 01><(r+n) 1 01><(r+n)

0 0 0 O1x(r+n) O1x(rim) L
=RangoCo+n=n+r (A.2-90)
[ |

Proposicion A.2.4 (Caracterizacion de las matrices K;) La matriz K posee rango com-

pleto de filas si'y solo si el par (Aj,I1;;) es controlable.

Demostracion: Si el par (A, I1;;) es controlable entonces:

(A.2-91)

nj—1
Rango[l‘[jj AILj; AJ-J Hjj]=nj

Realizando las siguientes operaciones elementales sobre las columnas de esta matriz:

2%columna = 2% columna + 1? columna - Q;;

3%columna = 32 columna + (1* columna+2° columna) -

nj-ésima columna = nj-ésima columna + (1* + 2% + ... +(n; — 1)-ésima) columnas - Q;;

Se llega a:

ni—1
A} Hjj] =

Rango [Hjj AILj; Y

= Rango [H” AjILjj+ 109 AV 4 A0+ Hjjﬂjj] =N,
(A.2-92)
Consecuentemente:
Rango K = n; (A.2-93)

y por tanto, posee rango completo de filas si solo si el par (Aj,II;;) es controlable. |

310



Demostraciones A

LEMA A.2.4 En el caso de que no existan discrepancias entre modelo y proceso y no se
presenten perturbaciones, el valor que las salidas alcanzan a lo largo del horizonte de
prediccion es siempre el mismo independientemente de cudles acciones de control, de las
infinitas soluciones posibles (4.3-8), son aplicadas al proceso en el instante k. Esta misma
conclusion, sin embargo, no es cierta para los estados del proceso en k + 1.

Demostracion: El valor que las salidas alcanzan a lo largo del horizonte de predic-

cion viene dado por (3.3-11):

y(k) = Mx(k) + NA#(k) + Oui(k — 1) + Py(k) (A.2-94)
Si se sustituye la expresion de una cualquiera de las soluciones:
y(k) = Mx(k) + NAUu(K)part + Nz + Ou(k — 1) + Py(k) (A.2-95)
z pertenece al espacio nulo de NT QN, es decir, al espacio nulo de N, con lo cual:

(k) = Mx(k) + NAu(K)part + Out(k — 1) + Py(k) (A.2-96)

expresion que resulta ser independiente de cual soluciéon se aplique. Por lo tanto, los
valores que alcanzan las salidas son los mismos sean cuales sean las acciones de control
que se apliquen en k. [ |

Proposicion A.2.5 Supdngase que las matrices R y NT QN son semidefinidas positivas, es
decir,3x# 0,y #0 : x"Rx =0, yTNTQNy = 0, entonces la matriz NTQN + R es
definida positiva si y solo si los espacios nulos de R'/? y N no poseen ningun vector en
comun (salvo el 0).

Demostracion: Sean N (Rl/ 2) yN (N) los espacios nulos de R'/? y N respectiva-
mente. Por las condiciones del enunciado se sabe que:

N(R/2) n N (N) = {0} (A.2-97)
El conjunto de vectores que anula la forma cuadratica dada por R coincide con N/ (Rl/ 2):
Vx: x'Rx=0 < xeN(RV?) (A.2-98)

Como pone de manifiesto la siguiente descomposicion:
xXTRx=0 < x"R'/?R'’x= (Rl/zx/Rl/zx) =0 (A.2-99)

(-/+) denota el producto escalar. Y como se recordara el producto escalar de un vector
por si mismo es 0 siy solo si es el vector nulo:

(Rl/zx/Rl/Zx) =0 «— R/’x=0 xeA/(Rl/Z) (A.2-100)
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Analogamente para el caso de N:

Vy: yINTQNy=0 < yEN(N)

(A.2-101)

A continuacion se pasa a estudiar sila matriz NTQN + R es definida positiva. Se pueden

dar tres casos:

1. Que z # 0 no pertenezca a los espacios nulos de R'/? y N:

zT (NTQN+ R)z =z'NTQNz+z"Rz
N ;) N——
>0 >0
zT (NTQN+ R)z >0
2. Que z # 0 pertenezca al espacio nulo de R/2:
z! (NTQN+ R)z =z'NTQNz+z"'Rz
N e =~
>0 =0
z' (NTQN+ R)z >0
3. Que z # 0 pertenezca al espacio nulo de N:
zT (NTQN+ R)z =z'NTQNz+z"Rz
—— e~
=0 >0
z' (NTQN+ R)z >0
Finalmente se concluye que:
VZ#0 zT(NTQN+R)z >0

por tanto la matriz NTQN + R es definida positiva.

(A.2-102)

(A.2-103)

(A.2-104)

(A.2-105)

(A.2-106)

(A.2-107)

(A.2-108)

LEMA A.2.5 e(k+ 1) = y(k+ 1) — y(k + 1|k) es la salida del siguiente sistema dindmico:

A-TIC TIIC*
0 A*

Rk+1)) _ f() (B
xk+1)) xk) |0 B

dk+D=[-¢ ] (X(k“)) tdk+1)

d(k)
(k)

X(k+1)

Su correspondiente matriz de transferencia es:

L (Z—]_)Aj(z) [
€(z) = - diag ((Z — (1= Q;))(A;(2) + Ffj(Z))> awr

+ (C*(zI — A*)"'B* — C(zI — A)"'B) i1(2)
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Demostracion: La matriz de transferencia de esta representacion interna es:

_ _ -1 B
«z)=-1lc -] (Z" A e HC*) ln B] +[-1 0] (‘f(z))
0 A¥* 0 B* ii(z)
) G(z) g

(A.2-109)

En primer lugar se obtiene la siguiente matriz inversa:

(Z,_

Sustituyendo este resultado en (A.2-109):

A-TIC TIIC*

)_1 i <[ZI_(A_HC)]1 [21 - (A-10)] ' mcr [ZI—A*]1>
0o A

a 0 [z] — A*] !

II B

0 [z] — A"} 0 B

+[-1 0]}

{[- . ([zz_(A_no]—l [zI—(A—HC‘)]_IHC*[zI—A*]1)

operando:

Clz1-(A-T0) ' B+
G(z)={C [ZI - (A= I_IC_')]_1 Im-1 +C [ZI— (A - HC_')]71 IIC* [z] — A*]_l B —
—C* [zl - A*] ' B*

(A.2-110)
En primer lugar se analiza el primer término de esta matriz de transferencia:
_ - I-(A-FKC 0
zI—(A—HC):|-Z (4-RC) ]
| C 2L (1-9)]
su inversa es:
; L I-(A-FRQO) ! 0
(21— G110 = [zI - (A~ FO)
—ZI-(I-Q)] 'ClzZI - (A= RO)"! [zI-I-9Q)]"!

con lo que el primer término de G(z) queda asi:

Gi(2)=ClzZI-(A-TI0)] 'm-T=

_[C Q] [zl —(A-FRC)! 0
- —zI = (I - )~'C[zI - (A— RO)~' [zl - (I - )]~}

operando:

Gi(2)=ClzI - (A-FO)| 'R - Q[zI - I-Q)] 'ClzI - (A- FC)] " 'F+
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I
+QUzZI - I -Q) ' -1

Recordando la estructura de las matrices A y C (LEMA 3.2.1), de la matriz F; (ecuacion
(3.6-7)) y de la matriz © (ecuacion (3.6-16)), se deduce que G;(z) es una matriz de trans-
ferencia diagonal por bloques de la forma:

F! (2) Q) Fj;(2)
L D A A N JJ JJ
Gi(2) = diag (Aj(z) n Fjj(2)> jg%,e.l%n (Z —(1-9,)Aj(2) + F}j(2)> "

+ diag (%) — diag (1) =

j=1,.. 1-9;) j=1,...n
. (z-1)Aj(2)
= d A.2-111
A8, ((z— 0= 9)(A2) +F;j(z>)> ( :

Ahora se pasa a analizar el segundo término de G(z) (A.2-110):

Gy(z) = C [zl —(A—TIC)] ' B+ C [zI — (A—TIC)] ' TIC* [z — A" B* -
—C* [zl - A" ' B =
=Cla-(A-10)] B+ (ClzI-(A-TO) 'M-1)C [zl - AT B’

recordando la expresion de G;(z) (A.2-110):
Gy(z) = C [zl - (A-TIC)] By Gi(2)C* [zI - A*]"! B (A.2-112)
Tras esto se trabaja con el primer término de G,(z):
Gu(z)=ClzI-(A-TIC)] 'B=Clz2-A+TIC] 'B
aplicando el lema de inversion de matrices*°:
G (2)=C(zI - A) ' = (zI - A 'III + C(zI - A) ') 'C(zI - A" '] B
operando:

G1(z)=[I - C(zI - A)~'II(I + C(zI — A)~'11) " 11C(zI - A)"'B =

=[1- (€Cr-A~'my +1) | Gzt - A 1B =
=[1- (1+(Cz1- & 'm) )| Gzl - A)'B

aplicando nuevamente el lema de inversion de matrices:

G =[I-(I-1[C(zI - AT+ 1I"'1)] C(zI - A)~'B =
=[I-(I-[CzI-A)~'I+17")] C(zI - A)"'B =
= [CzI = A~ '+ 1] C(z1 - A)~'B =

19(A+ BCD)~! = A-1 — A-1B(C-! + DA-'B)-'DA-!
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= [I+ C(zI - A~'1] ' C(zI - A'B
aplicando una vez mas el lema de inversion de matrices:

Gy1(2) = [I - IC[(zI — A)+ IIIC) '] C(zI - A)'B =
=[I-ClzI - (A-TIC)) '] C(zI - A)"'B

recordando la expresion de G;(z) (A.2-110):

G211 = —-Gi(2)C(zI - A 'B
y volviendo a (A.2-112):
G:(2) = Gi(2) (c* [z — A*] ' B* — C(zI - A)—lia) (A.2-113)
Finalmente, utilizando esta ultima expresion, (A.2-111) y (A.2-109) se llega a:

(z-1)A;(2) [
Z— (- 0))A D)+ E j(z») A)

(C*(zI — A*)"'B* — C(zI — A) ' B) u(2)

Proposicion A.2.6 Si no existen discrepancias entre modelo y proceso, A = A*, B = B*
v C = C*, no hay presentes perturbaciones, todos los valores propios de la matriz T' del
observador estdn dentro del disco unidad y R = 0, entonces la representacion interna del
bucle cerrado proceso+GPC MIMO se puede reducir a las matrices dadas por (A.2-127).
Ademas, se verifican las siguientes relaciones:

o =Y(NTQN)"!INTQ = Y(Q'/2N)* Q1/? (A.2-114)
00 =1, Rangoo =RangoO=m (A.2-115)
(k) = —o (M + PC) X(k) + o(k) (A.2-116)

Demostracion: Se va a justificar que si R = 0 la representacion interna del bucle

cerrado aun se puede reducir mas. En primer lugar se analiza la expresion que adopta
la matriz o en este caso concreto. En la seccion 3.5 se establecio que dicha matriz esta
constituida por las m primeras filas de la matriz (N QN + R)~"INTQ:

o=Y(NTQN +R!NTQ (A.2-117)
siendo Y la matriz que obtiene las m primeras filas de la matriz (NTQN + R)"'NTQ:

y= (Im 0m><Nu(mfl)) (A.2-118)
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Para el caso en estudio:
o=YNTQN)"INTQ (A.2-119)
Si ahora se compara la expresion de la matriz O (véase seccion 3.3):
HN
HN1+1 ]
o=| . ; H'=[CB+-. +CA'B] (A.2-120)
HN:

con la expresion de la matriz N:

T 4T
( (C’B+ --+C'A'1i3>
RM
T
RNi+1 . (C‘B + ot C‘A"—ZB)
N = _ ; R = (A.2-121)
RN o o AT
L (CB ot CA"—NuB)
se deduce que O esta constituida por las m primeras columnas de N:
I,
O=NwW, W= (A.2-122)
Ny(m—1)xm

Empleando las ecuaciones (A.2-119) y (A.2-122), el producto de la matriz o por la matriz
O es:

Im

00 = y(NTQ_N)ilNTQ_NW =YW= (Im 0m><Nu(mfl)) ( ) =1I, (A.2-123)
)X m

0N,,(mfl

De este resultado se deduce que O es una inversa por la derecha de o, y que o es una
inversa por la izquierda de O. Como consecuencia, O posee rango completo de columnas
y o posee rango completo de filas, ambos iguales al nimero de entradas (m):

Rango O = Rangoo = m (A.2-124)

Aplicando este resultado a la matrices de la representacion interna del bucle cerrado
simplificado (4.5-16):

Ay | A Bo(Mi+PO B | _[A-Bo(Mi+PO) B A2-125)
—(I-00)o(M, +PC) (I-c0) 0 0
B |- Bo -| B |-Bo'-| B )
Byc = 00| |0 ]’ Cic = (C 0) (A.2-126)
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estas expresiones muestran que los estados de la acciones de control, x,, son siempre
nulos y, por tanto, se pueden eliminar para obtener una representacion atin mas reduci-
da:

Apc = A — BO’(Ml + PC), Bge = Bo, Cpc=C (A.2-127)

Nota A.2.1 La nueva representacion interna del bucle cerrado (A.2-127) indica que sobre
el proceso se ha aplicado la siguiente ley de control:

(k) = —o (M + PC) X(k) + o(k) (A.2-128)

lo cual justifica que en el caso en que R = 0 el GPC MIMO se reduce a una realimentacion
lineal del estado.

Nota A.2.2 Para el caso N, = 1 se cumple que N = O yY = I, con lo que la expresion de
o (A.2-119) es:

o=(0"Qo)y'o"Q (A.2-129)
si ademds se cumple que Q = I:
o=(0"o)y'o" (A.2-130)
esta ultima operacion proporciona la conocida inversa de Moore-Penrose**:

o=0" (A.2-131)

A.3. Demostraciones correspondientes al capitulo 5

LEMA A.3.1 (LASALLE) Sea V(x) > O una funcion escalar definida en un conjunto Q com-
pacto y positivamente invariante para el sistema x(k+1) = f(x(k)). Supongase que V (x(k+
1) = V(x(k)) <0enQ,yqueé ={xec Q/ Vx(k+1)) - V(x(k)) = 0} y sea M el mayor
conjunto invariante contenido en £. Entonces cualquier solucion del sistema con condicion
inicial en Q tiende a puntos de M.

Su demostracién, para sistemas continuos, puede consultarse en [La~Salle y Lefschetz
1961].
11 A+ = (ATA)_lAT.
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LEMA A.3.2 Para el caso R = 0, la matriz Agc posee valores propios en cero siy solo si la
matriz T'KT es semidefinida positiva, los espacios nulos de CAgc y Apc coinciden y Agc
es diagonalizable. Ademads, estos espacios nulos coinciden con el de T k1.

Demostracion: Si Apc tiene valores propios en cero, entonces existen estados AxX(k)

tales que (los que pertenecen al espacio nulo):
AX(k +1) = AgcAx(k) =0 (A.3-1)

esto implica que e(k + ilk) = 0 i > 1. Consecuentemente, J; = 0 obligando a que T'KkT
sea semidefinida positiva. Como los espacios nulos de CApc y Apc coinciden entonces
necesariamente coinciden con el de 7' K7

Si 7' KT es semidefinida positiva entonces existen estados Ax(k) # O tales que (aque-
llos que forman el espacio nulo de dicha matriz):

ek+ik)=0 i>1 (A.3-2)
por tanto:

e(k + ilk) = CAX(k + i|k) = CApcx(k+i—1]k)=0 i>1 (A.3-3)

lo cual implica que dichos estados pertenecen al espacio nulo de Apc. En concreto AX(k+
1|k) pertenece a dicho espacio nulo y como se tiene que cumplir que:

AX(k+ 1) = ApcAX(k) (A.3-4)

al ser Apc diagonalizable, los elementos del espacio nulo distintos del vector nulo (vec-
tores propios asociados al valor propio 0) no son alcanzables a partir de ningun estado
en k. No obstante, esta ecuacion si se puede verificar si AX(k) pertenece al espacio nulo
de Apc vy, por tanto, se tendra que Ax(k + ilk) = 0 i > 1. Esto implica que los espacios
nulos de 7' KT y Apc coinciden. [ |

Proposicion A.3.1 Para el caso R = 0 supongase que L es semidefinida negativa y T KT
es semidefinida positiva. Si ambas matrices poseen el mismo espacio nulo y se cumplen
las condiciones del LEMA A.3.2, entonces el sistema es asintoticamente estable con respecto
al punto de equilibrio wy.

Demostracion: Por aplicacion del LEMA de La Salle A.3.1 se deduce que el sistema en

bucle cerrado tendera hacia los estados que pertenecen al espacio nulo de £. Su espacio
nulo coincide con el de las matrices 7' K7 y Apc (LEMA A.3.2). Consecuentemente, una
vez que el bucle cerrado en su evolucion temporal alcance el citado espacio nulo, instante
J > 1, ocurre que:

AX(j+ 1) = ApcAX(j) =0 (A.3-5)

lo cual implica que el sistema en bucle cerrado es asint6ticamente estable. [ |
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LEMA A.3.3 El problema de optimizacion asociado al GPC con las restricciones terminales
de igualdad:

Vk+N, + jlk)=wg j=1,...,1 (A.3-6)

que garantizan que tras el horizonte de prediccion el sistema ha alcanzado el punto de
equilibrio asociado a &g, es resoluble si la matriz:

C
: (A.3-7)
CAI—Z

posee rango completo de columnas y N, > |. Ademds, dicha matriz posee rango completo
de columnas sil > r + 1, siendo r el tamario de la matriz A.

Demostracion: En primer lugar, dado que existen I ecuaciones de restriccion es

necesario que el nimero de grados de libertad para las acciones de control sea de al
menos I: N, > 1.

Partiendo de las restricciones terminales:
Vk+No + jlk) =CX(k+ N2 + jlk)=wo j=1,...,1 (A.3-8)
y desarrollando X(k + N> + j|k) en términos de X(k + N> + 1|k) y a(k + N> + j — 1 — i|k)
i=0,---,j—2 queda:

Jj—2
y(k+ N, + jlk) = CAT=Yk(k+ N + 11k) + Y CABii(k+ No + j—1—ilk) j=1,...,1
i=0

Tras el horizonte de control se mantienen constantes las acciones de control:
u(k+ N, +ilk) = u(k+ N, -1]k) i>0
y como siempre N, < No:
k+No+ j—1—ilk)=u(k+ N, —1|k) i=0,--,j—2 (A.3-9)

se obtiene que:

Jj—2
y(k+ Ny + jlk) = @o = CAITIR(k+ No + 11k) + Y CABii(k + N, —1]k) j=1,...,1
i=0

(A.3-10)
Representando esta ecuacion en forma matricial para todos los instantes j:
) C 0
0 cA CB [x(k+ N + 1100]
A . X el (A.3-11)
) : : |_u(k 4 Ny — 1|k)J
wo

CA-! CB+---+CA2B
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Para que se verifique (A.3-11) y se cumpla que el sistema haya alcanzado el equilibrio
correspondiente a wg, es suficiente con garantizar que los valores de X(k + N, + 1|k) y
i(k+ N, —1|k) correspondan a dicho punto de equilibrio. Por ello, se analizara qué valores
de [ hacen posible que (A.3-11) se cumpla solo para valores relativos al citado punto de
equilibrio. En el apéndice C se muestra que los estados y las entradas en equilibrio deben
verificar (C.1-3):

w0

0

Procediendo por reducciéon al absurdo, se supondra que dichos estados y entradas no

A—-I B/ |iu(k+N,—-1|k)

_ ( c o) lx(k+N2+1|k)] A312)

cumplen la condicion del equilibrio, es decir:

3d#0tal que: (A—Dx(k+ N, + 1|k) + Bu(k+ N, — 11k) =d (A.3-13)

Despejando Bii(k + N, — 1|k) de la ecuacion anterior y sustituyéndolo en (A.3-11) se
obtiene que:

) C 0
wo
CA | C )
D= _ X(k+ No + 1]k) + ] (—(A - Dx(k + Np + 1]k) + d)
“o CcAl-1 C+ - +CA-?
(A.3-14)
operando:
B} c 0
wo C
=1 x(k+ Ny + 11k) + ) d (A.3-15)
- C .
w0 C+ - +CA=2
como CX(k + N> + 1]k) = wo:
0 C
= : d (A.3-16)
0 C+:-+CAl?
realizando operaciones elementales sobre las filas de la matriz anterior:
0 C
| = : d (A.3-17)
0 CAl-2
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si setomal -2 > r— 1'2 como el proceso es observable (A.2.1), entonces la matriz
anterior posee rango completo de columnas y necesariamente d = 0, llegando a una con-
tradiccion. Por tanto, si [ > v+ 1 entonces se cumplen todas las restricciones terminales:

Vk+ N+ j)=wo j>1 (A.3-18)

pues X(k + N» + 1|k) y #(k + N, — 1|k) corresponden a un punto de equilibrio asociado a
@o-
Sin embargo, puede ocurrir que para valores menores de | dicha circunstancia sea

cierta, por ello, se define a I como el menor valor entero que produce que dicha matriz
posea rango completo de columnas. [ |

LEMA A.3.4 Dados horizontes N, > N, y N, > 1, haya o no restricciones duras, se cumple
que:

T (K) < TR (k) (A.3-19)

Demostracion: Si existiesen restricciones duras se supondra que los problemas

de optimizacién son resolubles y, por tanto, ambos valores 6ptimos existen. Como se
observa, las expresiones para ambos costes son las mismas ya que sus horizontes de
prediccion y control son los mismos. La diferencia reside en los valores éptimos para los
incrementos de las acciones de control y, consecuentemente, en los valores de los erro-
res. Supongase que Ati(k + ilk)* son los incrementos de las acciones de control 6ptimas
para el caso de restricciones terminales, entonces estos incrementos verifican también
las posibles restricciones duras para el caso sin restricciones terminales, dando lugar a
un coste suboptimo en dicho caso:

T (KD < I () = T F (R) (A.3-20)

lo que demuestra la afirmacion del lema. [ |

LEMA A.3.5 Dados horizontes N, > N, y N, > 1, haya o no restricciones duras, se cumple

que:
Tt e () < JEEEr (k) (A.3-21)

Demostracion: Si existiesen restricciones duras se supondra que los problemas de

optimizacion son resolubles y, por tanto, ambos valores Optimos existen.

Supobngase que:

Au(kk)* - Ak + Ny — 1]k)* (A.3-22)

12La matriz A es de tamafio ¥ x v
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son los incrementos de las acciones de control 6ptimas para el indice de horizontes N,
y Ny. Entonces los siguientes incrementos de acciones de control seran validos para los
horizontes N> + 1y Ny, + 1:

Aukik)* - Ad(k+ Ny—1]k)* 0 (A.3-23)

El valor del indice correspondiente a dichos horizontes con los incrementos anteriores

sera suboptimo:

Tor a1 (0 < TEER 1 (K)

No+1.N, +1,N+1
No+1 N,—1
<ek)Qek) + Y ek+ilkTQek+ilk)+ > Au(k+ i|k)T* R Au(k + ik)*
i-1 i=0
< TR R) + ek + No + 1K) Qa1 e(k + Ny + 1]k) (A.3-24)
il u N ,
=0
lo que demuestra la afirmacion del lema. [ |

TEOREMA A.3.1 Dadas matrices Q; y R; que verifiquen:
Q-Q_1>0 Vi ; R—-R_,1>0 Vi (A.3-25)

sea s > 0 el minimo numero entero tal que Vk:

s s—1
H(K) = e(k)T Qie(k) + >_ e(k+ ilk)T Qe(k + ilk) + >_ Au(k + i|k)T Riy1Au(k + i[k) > 0
i=1 i=0

AxX(K) £0 (A.3-26)

y n; el numero de polos inestables del proceso, para N, > max{l, n; + 1} + s + 1 existe Ny
tal que para N> > N el bucle cerrado del proceso mads GPC es asintoticamente estable con
respecto del punto de equilibrio correspondiente a &y.

Demostracion: En general, se puede garantizar que con s = [ — 1 se tiene que

H(k) > 0, ya que si H(k) = O el sistema estaria necesariamente en equilibrio de acuerdo
con el analisis realizado antes (A.3-18), implicando que Ax(k) = 0 y dando lugar a una
contradiccion.

Se define la funcion ¢, n,(k) para N, > I como sigue:

Ty = o (0
251N 2,1Nu A k 0
ono () = HR x(k) # (A3-27)

lim on, v, (K) AX(k) =0
AX(k)—0

En el apéndice A LEMA A.3.7 se demuestra la siguiente propiedad:
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LEMA A.3.6 Las funciones gy, .(k) convergen uniforme y monotonamente a cero, es decir,
dado ¢ > 0 existe Ny tal que para todo k, N, > N; y N, > max{l, n; + 1} constante:
T (k) = T, v, (K)
H(k)
donde n; es el numero de polos inestables del proceso en bucle abierto.

<e (A.3-28)

Si se parte de la siguiente expresion:
T+ D) =T k1) S TS (k1) = Ty (K4 1)1
< TRk + 1) = T (k1) (A.3-29)
aplicando ahora el resultado del lema anterior:
B v+ D) =T 1 (k+ D) < eHk+ 1) < el 1 (kK+1) (A.3-30)

se obtiene que:

J]f,zfl,er(k +1)> %“Jﬁz,Nu(k +1) cuando: N, > max{l,n;+ 1} +1 (A.3-31)

Ahora se trabaja sobre la expresion del indice de coste 6ptimo en k suponiendo que
e(k) # 0:

N, N,—1
Ton (k) = ek Qretk) + > ek +ilk)" Qe(k+ilk) + > Au(k+ i|k)" Ry Asi(k + k) =
i=1 i=0
= e(k)T Qe(k) + Au(k|k)T Ry Aui(k|k) + e(k + 1|1k)T Qe(k + 1|k)+
Ng NZ
+> ek+ik)T Qi 1e(k+ik)+ > e(k+ilk)(Qi - Qi 1)e(k + k) +
i=2 i=2
>0
N,—1 N,—1
+ > Au(k+ilk)"Riauk + ilk) + > Au(k+ ilk)T (R — R)Auk + k) (A.3-32)
i=1 i=1
>0
N>

T n(K) > e(k) Que(k) + e(k + 11k)" Qre(k + 1]k) + Z e(k + k)T Qi1 e(k + i|k)+
i=2
Ny—1
+ > Au(k+ ilk)" RiAdi(k + i|k) (A.3-33)
i=1
Si se aplica el principio de optimalidad de Bellman resulta que el coste 6ptimo en k + 1
con horizontes N, — 1y N, — 1 es (N, > 2):
No—1

Tocin-1k+1)=ek+1D)TQrek+1)+ > ek+i+1lk+1)" Qek+i+1lk+1)+
i=1

*3El LEMA A.3.4 muestra que Jy . (k+1) < J]\?Effu*(k+ 1).
ER, =

14F] LEMA A.3.5 muestra que NN, (k+1)< JNZEfi*er(k +1).
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N,—2
+ > Ak +i+ 1 k+ DR Am(k+i+ 1k +1) =
i=0

N, N,—1
=ek+1k"Qek+1k)+> ek+ik"Q_1e(k+ilk)+ Y Au(k+ilk)" Riau(k + ik)
i=2 i=1

(A.3-34)

vaque elk+i+1lk+1)=ek+i+1lk)parai=0,...,No —1yque Au(k+i+1k+1)=
At(k+i+1|k)parai=0,...,N, — 2.
Utilizando este resultado en (A.3-33):

T n () > e Quek) + J,_ ,_(k+1) cuando: Ny > 2 (A.3-35)
Como e(k)T Qe(k) > 0 se puede definir p* como sigue:
p* = max {p : e(k)T Qe(k) > p]]f,z,Nu(k)} (A.3-36)
cumpliéndose que 0 < p* < 1. Utilizando esta definicion:
T (K) 2 0" n, () + TR, 1 -1 (K + 1)
(1 =)y N, (K) 2 T8, 1 n,—1(k+ 1) (A.3-37)

utilizando ahora (A.3-31):

*) T 1 *
(1 —p )JNZ,Nu(k) > 1—+€JN2,N,,(k+ 1)

1+ = p)J% N, (K) > T3, n, (K+ 1) (A.3-38)

el factor (1+¢€)(1—p*) se puede hacer menor que 1 eligiendo ¢ lo suficientemente pequefo.
Por tanto, si N > Ny, Ny correspondiente a valor de ¢ elegido (LEMA A.3.7), y Ny >
max{l, n;+ 1} + 1 entonces:

TN, (K) > T N, (k+ 1) e(k) #0 (A.3-39)

con lo que I N, €8 funcion de Lyapunov del bucle cerrado si e(k) # 0.
Si e(k) = 0 no hay mas remedio que utilizar H(k), con lo que la expresion del indice de
coste Optimo en k queda asi (A.3-35):

Jon(K) > HK)+ 0, 5 1N, s 1(k+s+1) cuando: N, > s+2 (A.3-40)
si se repite la metodologia antes empleada:

ot = max {p L H(K) > p]]’\*b,Nu(k)} 0<pl<1
th’zaNu(k) 2 pTJITIz,Nu(k) + Jltfzfsfl,Nufsfl(k +s+1)
(L= PN, (K) 2 I g1 yyms—1 (K + 5+ 1) (A.3-41)
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utilizando ahora la misma metodologia empleada para obtener (A.3-31) basada en el
LEMA A.3.7 suponiendo que N, > max{l,n; + 1} + s+ 1 se obtiene que:

1
Jﬁg—s—l,Nu—s—l(k +s+1)> I__HJXTZ,Nu(k_F s+ 1) (A.3-42)

P 1 .
(1 _pl)JNz,Nu(k) > ]___|_6JN2,Nu(k+ s+ 1)

(1 + )1 = p"J 5, (K) > Jj (K +s+1) (A.3-43)

el factor (1 + €)(1 — p') se puede hacer, de nuevo, menor que 1 eligiendo ¢ lo suficien-
temente pequefio. Por tanto, si N> > Ny, Nj correspondiente al valor de ¢ elegido (LEMA

A.3.7),y Ny, > max{l, n; + 1} + s + 1 entonces:

I N, (K) > J%, N, (K + s+ 1) (A.3-44)

este resultado indica que I N, €8 funcién Lyapunov para saltos de tamano s + 1 en el
numero de muestras, con lo cual se sigue garantizando que:

lim J3, o (k) =0 (A.3-45)
k—o00 20U
siendo, por tanto, el bucle cerrado asintéticamente estable. |

LEMA A.3.7 Las funciones gy, .(k) convergen uniforme y monotonamente a cero, es decir,
dado ¢ > 0O existe Ny tal que para todo k, N, > N; y N, > max{l, n; + 1} constante:

e (k) = Ji, g, (R0
H(k)

<e (A.3-46)

donde n; es el numero de polos inestables del proceso en bucle abierto.

Demostracion: Antes de empezar con la demostracion es necesaria la definicion:

Definicion A.3.1 Convergencia puntual de una sucesion de funciones. Dada una suce-
sion de funciones { f;;} definida en el conjunto X se dice que converge en el punto X, si
converge la sucesion numeérica { fi,(xo)}:

lim fa(x0) = f(xo) (A.3-47)

n— o0

Si la sucesion converge puntualmente en todos los puntos de X entonces se dice que la
sucesion { f,,} converge puntualmente.

A parir de la definicion de ¢y, n,(k) se va demostrar que converge puntualmente a 0:

TeE R (k) = T, (K)
lim oy, 5, (k) = lim 22l N N
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cuando N, tiende a infinito los valores 6ptimos de los indices de coste con y sin restric-
ciones terminales se convierten en el valor 6ptimo del indice coste del GPC* [Scokaert
y Clarke 1993a, b; Scokaert 1997]. En dichas referencias se demostr6 que el GPC® tiene
un indice de coste con valor 6ptimo finito si N, > n; + 1, donde n; es el nimero de po-
los inestables del proceso en bucle abierto. Esta condicion se cumple de acuerdo con el
enunciado de este lema, con lo cual:

lim SONZ,Nu(k) =0 (A3-49)
N2~>OO
En segundo lugar se va a ver que ¢y, n,(k) €s monotona decreciente:

et ) = R0 i (K) = T v, (R0

H(k) - H(k)

on,+1.8,(K) = < o, N (K) (A.3-50)

Ahora se emplea una nueva definicion:

Definicion A.3.2 Una funcion f es semicontinua superior en y si el valor de la funcion
en ese punto existe y:

f(y) > lim f(x) (A.3-51)

X—=y

Una funcion es semicontinua superior cuando es semicontinua superior en todos sus

puntos.

Por construccion las funciones ¢y, n,(k) son semicontinuas superiores. El paso final

consiste en emplear el siguiente resultado:

Proposicion A.3.2 Sea {f,} una sucesion de funciones reales semicontinuas superiores.
Si para cada punto y la sucesion { f,,(y)} decrece mon6tonamente a cero, entonces { f,}

converge a cero uniformemente.

Su demostracion se encuentra en [Nevisti¢ 1997].

Como se verifican las condiciones de esta proposicion para las funciones ¢y, n,(k),
entonces se demuestra que éstas convergen uniformemente a cero. [ |

15Se ha utilizado que Jy "5y, (0) < JGPR5 (K y que iy ) (0> Ty (K).
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EJEmMPLO A.3.1

[—0.7442  —0.9349 0 0 0 ;
-0.6667 —1.0667 0 0 0 (1
-0.6839 -0.7787 0.0661  0.0826  —0.0083 i
-0.5116 —0.9349 -0.2326 0 -0.0581 )
0 —-0.7333 -0.6667 —0.3333 —0.1667 )
0.0976 —0.0390 —0.2439 —0.1951 —0.0244 )
0 —0.1865 —0.0674 0.0787 —0.0449
—-0.6895 —0.8871 0 0.0858 —0.0214 i
-0.5714 —0.2071 0.4643  0.2321  0.1161
—-0.5000 —0.2500 0.5000  0.2500  0.1250 1
0 0.7333  0.6667  0.3333  0.1667 .
—-0.5564 —0.2234 04266  0.2537  0.0865 )
—0.5462 —0.2454 04158  0.2758  0.0870 )
-0.2500 0 0.2500 0 0.0625 )
0 0.1250 0 —0.1250  0.0312 .
0.7442  0.9349 0 0 0 )
O (Xo) = (x(k)) C get2t1 . | 0:2500 0 -0.2500 0 -0.0625 (x(k)) <
%(K) 0.5714  0.2071 -0.4643 —0.2321 —0.1161| \&(k) )
0.6667  1.0667 0 0 0 )
0.5000  0.2500 —0.5000 —0.2500 —0.1250 )
0.6895  0.8871 0 —0.0858 0.0214
0.1800  0.1679 —0.1630 —0.1719  0.0022 i
0.5462  0.2454 —0.4158 —0.2758 —0.0870 )
0.2559  0.1840 —0.2154 —0.1934 -0.0163 )
05116  0.9349  0.2326 0 0.0581 )
0.6839  0.7787 —0.0661 —0.0826 0.0083
0.5564  0.2234  —0.4266 —0.2537 —0.0865 i
0 —-0.1250 0 0.1250  —0.0312 )
-0.1250 —0.1562 0.1250  0.1562 —0.0156 )
0.1250  0.1562 —0.1250 —0.1562  0.0156 )
0 1 0 0 0 )
0 -1 0 0 0 )
0 0 0 1 0.5000 Ll
| o 0 0 -1 -0.5000 | -
(A.3-52)
TEOREMA A.3.2 Dadas matrices Q; y R; que verifiquen:
Q-Qi1>0 Vi ; RR—-Ri >0 Vi (A.3-53)
sea s > 0 el minimo numero entero tal que Vk:
s s—1
H(k) = e(k)T Qe(k) + Z ek + ilk)T Qie(k + i|k) + Z Aut(k + i|k)T Rip1 Au(k + ijk) > 0
i=1 i=0
X(k) # xg (A.3-54)

siendo xg el valor del estado correspondiente al punto de equilibrio &g, ¥y n; el numero de
polos inestables del proceso, para todos los valores iniciales del estado y de la estimacion
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de los mismos que pertenezcan al conjunto estabilizable S; (XO, [EL.)O) C Cx(X,) y para
Ny > max{j+1,n;+ 1} + s+ 1 existe Ny tal que para N, > Ny el bucle cerrado del proceso
mads GPC es asintoticamente estable con respecto del punto de equilibrio correspondiente

awy.

E;, representa el punto de equilibrio del sistema aumentado (5.4-26) asociado a wy.

Demostracion: Para realizar la demostracion se empleara como funcién de Lyapu-

nov a:

Vi n () 2 5w (k) + ) eo(i)T Oeoli) (A.3-55)
i=k

donde O es una matriz definida positiva y el vector ey viene definido por:
k
eotly 2 | W (A.3-56)
—-x*(k)

Esta funcién siempre posee valor finito ya que el error en la estimacion de los estados
deterministicos y la estimacion de los estados del ruido tienen a cero.

Su variacion es:
Vi (0 = V3o (k1) = 5 (K) = T (K 1) + eo(K)T Oeo (k) (A.3-57)

En primer lugar se aborda la acotacion de la variacion del 6ptimo del indice de coste, de
la misma forma que se realiz6 en la demostracion del teorema 5.3.1. Se define la funcién
on, N, (k) para N, > j+ 1 como sigue:

TeERE (k) = Ty (K)
NZaNu NZaNu x"(k) # XO
on, N, (K) = H(k) (A.3-58)
lim SONZ,Nu(k) xX(k) = Xo

X(k)—xq

El resultado del LEMA A.3.7 se puede extender al caso con restricciones, ya que co-
mo el conjunto de estados iniciales para el proceso y de sus estimaciones iniciales es
Sj (XO, [Ew-o), entonces los problemas de optimizacion con restricciones terminales y de

horizonte infinito son resolubles. Consecuentemente, se tiene que:

LEMA A.3.8 Las funciones gy, .(k) convergen uniforme y monotonamente a cero, es decir,
dado ¢ > 0 existe Ny tal que para todo k, N, > Ny y N, > max{j+ 1,n; + 1} constante:

Ty (K) = T, (K)
H(k)

<e (A.3-59)

donde n; es el numero de polos inestables del proceso en bucle abierto.
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Operando de la misma forma que en el teorema 5.3.1 se llega a:

1 .
TN —so1n,—s—1(K+s+1) > 1—4_61;12,%(’("' s+1) Ny>max{j+1,nm+1}+s+1

(A.3-60)
Si se desarrolla la misma metodologia que para dicho teorema:
N N,—1
Ton (k) = e Qek) + > ek + ik Qe(k+ik) + > Ad(k + i|k)T Ry Aui(k + ilk)
i=1 i=0
N,
T n, (k) > H(K) + e(k + s+ 1K) Qie(k + s+ 1]k) + Z e(k + i|k)T Q;_s_1e(k + i|k)+
i=s+2
Ny—1
+ > Au(k+ ik)" R sAu(k + ik) (A.3-61)
i=s+1

Ahora aplicando el principio optimalidad de Bellman se obtiene que el coste 6ptimo en
el instante k+ s+ 1 con horizontes N, —s—1y N, —s—1 es:

Jo—sin-sak+s+1)=ek+s+1)" Qelk+s+1)+

No—s—1
+ > elk+i+s+1k+s+1)TQek+i+s+1k+s+1)+
i=1

N,—s-2
+ Z Au(k+i+s+1k+s+1)TRi1At(k+i+s+1k+s+1) (A.3-62)
i=0

en este caso debido al hecho de que los estados son estimados con el observador, ocurre
que e(k+i+s+1k+s+1) # e(k+i+s+1]k) yque ui(k+i+s+1|k+s+1) # td(k+i+s+1|k).
Este problema puede resolverse introduciendo las siguientes definiciones:
xk+i+s+1lk+s+1)Ex(k+i+s+1k+s+1)—x(k+i+s+1k) i>0 (A.3-63)
vik+i+s+1llk+s+D)2ak+i+s+1k+s+1)—ak+i+1k) i>0 (A.3-64)

estas nuevas variables miden la discrepancia entre los estados predichos y las acciones
de control 6ptimas cuando se dispone de la informacién de los instantes k + s+ 1y k.

En el LEMA A.3.9 del apéndice A se demuestran las siguientes relaciones basadas en
las nuevas definiciones:
ek+i+s+1lk=ek+i+s+1k+s+1)—Cx(k+i+s+1lk+s+1) i>0 (A.3-65)
Auk+i+s+1k)=Auk+i+s+1k+s+1)—vk+i+s+1lk+s+ 1)+
+o(k+i+slk+s+1) i>1 (A.3-66)
Au(k+s+11k) = Ak +s+1|k+s+1)—v(k+s+1|k+ s+ 1)+ v(k + s|k + )
(A.3-67)

sustituyendo estas relaciones en (A.3-61) se obtiene:
- 2
Ja N, (K) > H(k) + He(k+ s+1lk+s+1)-Cx(k+s+1|k+s+ 1)HQ +
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+ Z H (k+i+s+1lk+s+1)— C‘x(k+i+s+1|k+s+DH;Jr

Ny—
+ Z HAuk+1+s+1|k+s+1)—v(k+1+s+1|k+s+1)+v(k+1+s|k+s+1)’ +
i=1 i+1
2
+HAﬂ(k+s+1|k+s+1)—v(k+s+1|k+s+1)+v(k+slk+s) < (A.3-68)
1
teniendo en cuenta que ||x||§, = xPx.
Para continuar es necesario emplear la siguiente desigualdad:
1
lla+ Bl > (1 - ollall; + (1 - DIBll; >0 (A.3-69)
su demostracion se puede consultar en [Lee 2000].
En concreto, para 4; > 0 la ecuacion (A.3-68) toma la forma:
2
JK,Z,Nu(k)ZH(k)+(1—51)(He(k+s+l|k+s+1)H ;
Nu
+ Z H k+1+s+1|k+s+1)” + HAuk+1+s+1|k+s+1)‘R +
' i=1 i
1 - 2
+ HAﬁ(k+s+ 1lk+s+1) ) +(1-—=) (ch(k+s+ 1|k + s+ l)H +
Ry 01 Q
—s—1 2 2
+ Z HCX (k+i+s+1lk+s+1) HQ+H—v(k+s+1|k+s+1)+v(k+s|k+s)HR +
i 1
Ny,—s—2 2
+ 3 etk iv stk st D votkt it sk s+ D) > (A.3-70)
i=1 al

Si se emplea la ecuacion (A.3-62) se tiene que:

1 _ 2
Rom00 > HRO+ (1= 00,y (K s+ 1)+ (1= 5) (ch(k Fs+llk+s+ D+

+NZZ HCx k+i+s+1k+s+1) H;+H—v(k+s+ 1lk+ s+ 1)+v(k+s|k+s)H;+

2
+ E H—vk+1+s+1|k+s+1)+v(k+1+s|k+s+1)‘ > (A.3-71)
i Rit1

Aplicando de nuevo la desigualdad (A.3-69), se obtiene que para d;, > 0, d > 0:

1 - 2
T () 2 HOO+ (L= 00, gy s (ot s+ D4 (1= ) (HCx(k #s+llk+s+ D+

+ ZSIHCx(k+1+s+1|k+s+1)H_ (1—52)(Hv(k+s|k+S)H;+

+ Z H k+1+s|k+s+1)’;_+l>+(1—5iz)(Hv(k+s+1|k+s+1)Hil+

)) (A.3-72)
Ris1

+ Z H k+1+s+1|k+s+1)‘
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y simplificando:

1 _ 2
R 00 2 HOO+ (= 005,y s (Kt 54D+ (1= 5) |Cxtk+ s+ 1k +s+ 1)”@ +

—s—1
+(1—6l) HCx(k+1+s+ 1lk+s+ 1)” +(1—(sl)(l—t5z)Hv(k+s|k+S)H2 +
1 i i 1 R,
Nu—s—2 )
+(1—5—1)(1—52) ; otk + i+ sik 4+ 5+ 1) o+
1 Nu—S—Z 2
+(1—5—1)(1—5—2) g o+ i+ s+ 15+ 1, (A.3-73)

Se toma d; < 1 para que 1 — 4 > 0, con lo cual es posible aplicar ahora la desigualdad
(A.3-60):

1-6 1 - 2
Too (00> H() + ¢ - S)J;Z,Nu(k+ s+D+0-5) |Cxtkt s+ 1k + 5+ 1)HQI +
1 s 1 1 2
wa- L) HCx(k+1+s+ 1k + s+ 1)” + (1= ) =) okt sik+s)| L+
(5] _ i (51 R,
1 Ny,—s—2 2
+(1—5—1)(1—52) ; Hv(k+1+s|k+s+ 1)‘Ri+l+
1 1 Ny—s-2 2
- —)1-—= ' A.3-74
H1= 51 - 5) g ot i+s+ 1K+ s+, (A.3-74)
Si se define a p* como sigue:
p* = max {p T n, < H(K) Vk} 0<pi<l (A.3-75)

se obtiene que:

(1 d1)

1. = 2
Jﬁz,Nu(k)>p*J;szNu Tk s+ 1)+(1—(5—)HCx(k+s+ 1k+s+ 1)HQ+
1 s ! 2
wa- L > ex k+1+s+1|k+s+1)H ta-Ya-a [otk+ stk + 9]+
(51 =1 i (51 R
1 s 2
+(1——)(1—§2) Hv(k+l+s|k+s+1)‘ +
(51 =1 Riy
1 1 1 LS~ j ’ A.3-76
+( —5—1)( —5—2) > Hv(k+1+s+1|k+s+1)’R‘_+l (A.3-76)

i=0

si ahora se exige que & > 1 se tiene que (1 — 6%)(1 —5)>0y (1= 6%)(1 - 6%) < 0y, por
tanto:

1 1. - 2
%JNzNu(k+S+1) (1——)HCx(k+s+1|k+s+1)HQ+

1 N2

(1_6_) HCXk+1+s+1|k+s+1)H +
L=

(1= p" ), n,(K) >
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1 1 Ny—s-2 2
1—-—)1-— j A.3-77
H1= 51 = ) g Hv(k+l+s+1|k+s+1)’R‘_+l (A.3-77)
cuando 0 < §; < 1y & > 1. Tras esto se realizan algunas transformaciones:

» (1—-41) . (1—5%)_ T A 2
I, (K) > TN _p*)sz,Nu(k-l' S+ 1+~ — ACTQi0) Hx(k+ s+ 11k+s+ l)H +
(1_(%) Ng—S—l_ - _ 2

T _pl* > XCTQ0) Hx(k+i+s+ 11k + s+ 1)” +
i=1
(1= 5)A - &) M2 _ 2
— ; R ) vk + i+ s+ 1k + 5+ 1) (A.3-78)
En el lema A.3.9 del apéndice A se justifican las siguientes desigualdades:

2 2

Hx(k+ s+it1lk+s+ 1)H < kiy Heo(k)H Vs> 0,Yi> 0 (A.3-79)
2 2

Hv(k+ i+s+1k+s+ 1)H < f eo(k)H Vs> 0,¥i> 0 (A.3-80)

Si se aplican en la ecuacion (A.3-78):

T > =0 p ey 1)+(1_—5_11)X(CTQIC>H He (k)”2+
T -y xJ|eo
(1-5) pNes (- H -4 2 Nuzs2 _
T eoth]” Y MCTQO)+ I eotb Y M) (A3-81)
i=1 i=0
éXT>0 £X,>0
y se agrupan términos:
. (1-4a1) .
JNz,Nu(k) > mJNz,Nu(k-l_ s+ 1)+
A-P_ . (U-%H _ a-Ha-4 _ 2
+ < 1 _p* )\(C QlC)l‘sz + 1 _p* :‘iX/\l + 1_—/)*51;/\2 Heo(k)H (A3'82)
é—nn‘(;n>0)

Si ahora se retoma la ecuacion (A.3-57), pero para una variacion de s + 1 instantes, se
tiene que:

k+s
Vi (0 = Vi n (ks + 1) =% v (K) = Ty (k+ 5+ 1)+ eoi) Oeo(i)  (A.3-83)
i=k

y utilizando (A.3-82):

Vi n () = Vi (k+s+1) > (% - 1) T n(k+ s+ 1)=
et ka(O) leoth (A.3-84)
i=k
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Si se elige A(O) > ky:

Vi, (K) =V, (K + s+ 1) > (% - 1) I n (K + s+ 1)+
+ (M0) — ) [eotio]| + Z X0 eoti)| (A3-85)
>0

El vector ep(k) es no nulo ya que existe error entre el estado estimado y el real. Ade-

(1-4y) _
T o070

suficientemente pequenio. Bajo estas condiciones se cumplira que:

mas, el factor ( 1) puede hacerse positivo si se toma & < p* < 1 yacelo

Vion,(K) =V N (k+s+1)>0 (A.3-86)

con lo cual:
’}Lrgo Von (K =0 = ’}Lngojjf,z,]\,u(k) =0 (A.3-87)
luego el bucle cerrado es asintoticamente estable. [ |

Proposicion A.3.3 Bajo las condiciones del teorema 5.5.1 se cumple que el bucle cerrado
es exponencialmente estable con respecto de &y.

Demostracion: Se toma la ecuacion (A.3-82):

(1—101)
(1461 - p*)

T n, () > T k+s+1) - r, Heo(k)Hz (A.3-88)

y se despeja el coste 6ptimo en el instante k + s + 1:

(1+ )1 - p*) (1 + (1 = p)

J]>:I2,Nu(k+s+ 1)< (1_51) J]TIZ,Nu(k)-I' (1=0)

iy Heo(k)H2 (A.3-89)

Ahora se emplea la ecuacion (A.3-57):

k+s
Vim0 = Vi o k+ s+ 1) =T v () = T i (k+ 5+ 1)+ eo() Oeo(i)  (A.3-90)
i=k

V00— Vi ks 1) > (1= A0 g
(1 +e)(1 - p*) ks
- el + a0 feon] azon
Vim0 = Vi sy let s+ 1) > (1= 20D 1o
(1+e)1—-p*) 2 )
+ (A(O) - W) i ||eok)| (A.3-92)

eligiendo adecuadamente 0 < d; < 1, € y A(O) se obtiene que:

2
Vi (K) = Vi (K 5+ 1) > @, (0 + 8| eo(R)| (A.3-93)
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con a y 8 positivos. El coste 6ptimo NS n,(K) corresponde al caso con restricciones, y es
mayor o igual que el coste para el caso sin restricciones, el cual, es una funcién cuadratica
del estado estimado X(k) y del error en la observacion eqo(k), por tanto:

2 2 2
V(K = Vi, (K + 5 +1) > o (Hﬁ(k)H +|eot®)| ) +5 | eoth) (A.3-94)

esta ultima relacién y el hecho de que la funciéon de Lyapunov Vi, (K) es cuadratica
permiten afirmar que el bucle cerrado es exponencialmente estable [Willems 1970; Lee
2000]. [ |

LEMA A.3.9 Dadas las definiciones:

x(k+i+s+1lk+s+1)&2x(k+i+s+1k+s+1)—x(k+i+s+1lk) i>0 (A.3-95)
vik+i+s+1lk+s+D)=2uk+i+s+1k+s+1)—uak+i+1k) i>0 (A.3-96)

se cumplen las siguientes propiedades:

1.
ek+i+s+1lk)=ek+i+s+1lk+s+1)-Cx(k+i+s+1lk+s+1) i>0
(A.3-97)
Auk+i+s+1k)=Auk+i+s+1lk+s+1)—vk+i+s+1k+s+1)+
+uo(k+i+slk+s+1) i>1 (A.3-98)
Au(k+s+11k) = At(k+s+1lk+s+1)—v(k+s+1|k+s+ 1) +v(k+ s|k+s)
(A.3-99)
2.
2 2
[xtk+s+it1k+s+ 0| <nfeoti| vs>0vi>0 (A.3-100)
2 2
Hv(k+i+s+1|k+s+1)H < Ky eo(k)H Vs> 0,Vi > 0 (A.3-101)

Demostracion: Todas estas propiedades son facilmente obtenibles a partir de las

definiciones, siguiendo la metodologia propuesta en [Lee 2000] y teniendo en cuenta
que:

A-II;,C O
(I-9) -=-C

eolk+1)= eo(k) (A.3-102)
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APENDICE B

Analisis del rango de la matriz N

La forma de la matriz N es (véase seccion 3.3):

T 4T
( (CB+ -~+C’A'—1B>
RM
T
RN+ (cg S CAIZI';)
N = . Ri= (B.0-1)
RN . O \T
L <CB+ o CAiNuB>
En el analisis se asumira que N = 1:
°B 0 0 |
CB+ CAB CB :
NNz-anu-m: C_'B++CANM*1B C_'B (B.0'2)
CB+ ...+ CANB CB+ CAB
CB+-. +CAN-1B CB+ - + CAN-N.B|
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Realizando operaciones elementales sobre filas de la matriz N se llega a que su rango

[ CB 0 0 }
"AB CB :
Rango N = Rango |GAN-1B ... ... CB (B.0-3)
CANB ... ... CAB
(CAN-1B .. .. CANZ—NHBJ
Para el caso N = 1 su rango viene dado por:
CB
CAB
Rango N = Rango ) (B.0-4)
CAN-1B

Esta matriz tiene rango completo de columnas en los siguientes casos:

= Sila matriz CB posee rango completo de columnas. En este caso se cumple que el

rango de N es completo de columnas VN, si N, = 1.

Si la matriz anterior no tuviese rango completo de columnas, entonces se puede
garantizar que N si lo tenga, exigiendo en primer lugar que la matriz B tenga rango
completo de columnas y que el par (A, C) sea observable:

Rango N = Rango ) B (B.0-5)
CAN-1

Puesto que B tiene rango completo de columnas B también lo tiene. Ademas, al ser
el par (A, C) observable la matriz:

(B.0-6)

CAN-1
tendra rango completo de columnas si N, —1 > ¥+ n— 1. Por tanto, N tendra rango
completo de columnas si N> > r + n cuando N, = 1. Es importante destacar, que

dependiendo del modelo del proceso, N puede tener rango de columnas completo

para N, inferiores al anterior.
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La exigencia relativa a que B posea rango completo de columnas implica una buena
seleccion de los actuadores, ya que se supone que su efecto sobre el proceso es
independiente. La condicion de que el par (A, C) sea observable solo requiere que
ninguno de los polos del observador se ubique en 1.

Como CB € R™™ sj el nimero de salidas, n, es menor que el nimero de entradas,
m, entonces la matriz CB no podra nunca tener rango completo de columnas sea
cual sea la eleccion de los actuadores (B), ya que tendra mas columnas que filas.

Si Ny > 2 el rango de N viene dado por:

[ CB 0 0 }
“AB  CB :
Rango N = Rango |cAN-1R ... ... CB
CANB ... ... CAB
_CANZ*lB C_ANZ*NuBJ

si se cumple la condicion de que CB posea rango completo de columnas, entonces N
también tendra rango de columnas VN, ya que las matrices Z; poseeran rango completo
de columnas:

Zj= . J=1,... Ny (B.0-7)
CAN:-JB
y sus correspondientes columnas en la matriz N son linealmente independientes de las
correspondientes a cualquier otra matriz Z con k # j.

Si la matriz CB no posee rango completo de columnas, entonces ya no es sencillo
justificar cuando la matriz N posee rango completo de columnas. En tales casos, va a ser
necesario calcular directamente el rango de N.

Nota B.0.1 Para j > 0 se cumple que:

CA'B=CA’B (B.0-8)

Nota B.0.2 El producto CB = CB es de la forma (seccion 3.2.2 ecuacion (3.2-15)):

Cl 0 T 0 Bl C1B1
o G . o B; GB;
cB=| = (B.0-9)
TP : :
0 P 0 Cn Bn Can
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las matrices Cj son de la forma:
Cj= ( 0 .. 0 1 )1><nj (B.0-10)
con lo cual el producto queda asi:

uf(By)
CB = : (B.0-11)
uf(By)

donde uf(-) obtiene la ultima fila de una matriz. De este resultado se desprende que pa-
ra que el producto CB posea rango completo de columnas, la submatriz de la matriz B
que contiene todas las ultimas filas de las matrices B; ha de poseer rango completo de
columnas. La ultima fila de la matriz Bj se corresponde con la influencia directa de las
entradas sobre el ultimo estado de la salida j-ésima, o sea, justamente la propia salida
j-ésima. De este andalisis se deduce que la condicion de rango completo del producto CB
estd relacionada con la independencia de los efectos directos de las entradas sobre cada
una de las salidas del proceso.



APENDICE C

Calculo de puntos de equilibrio
|

C.1. Introduccion

Dado el sistema dinamico lineal:
X(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) (C.1-1)
tiene por puntos de equilibrio (wg, #y, Xy) aquellos que verifican las ecuaciones:
Xo = AXy + By
wo = CXy (C.1-2)

Si se desean obtener los valores de las entradas y de los estados en equilibrio fijando
determinados valores deseados para las salidas hay que resolver la ecuacion matricial:

HEA

este sistema tiene solucion si los valores fijados por las salidas son alcanzables por el

c 0 C 0 <
Rango = Rango “o (C.1-4)
A-1 B A-I1 B O

Si éste posee solucion, una particular para el punto de equilibrio se puede obtener asi:

m ) (AC: I g) m C1-5)

Uo

XO] (C.1-3)

sistema, es decir:
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El resto de soluciones se obtiene sumando a la particular cualquier vector del espacio
nulo de esta matriz.

EJEmMpPLO C.1.1 Este ejemplo muestra el andlisis previo para un sistema cuadrado n =
m = 2. En concreto se emplea el reactor agitado de la seccion 3.10. Para dicho sistema se

tiene que:
o 1 0 0 0 0
o o o 1 0 0
( c o): 0 —05769 0 0  —03743 —0.1479 16
A-1 B 1 15578 0 0 0.3935  0.2439
0 0 0 —0.7985 —0.0840 —0.2126
0 0 1 17873 00952 0.2350

Esta matriz posee rango completo y, por tanto, es invertible. Consecuentemente, cualquier
valor para las salidas es alcanzable en régimen permanente con solucion unica para los
estados y las entradas.

EJEMPLO C.1.2 En este ejemplo se emplea un sistema rectangular conn=1y m = 2. Su
modelo viene dado por:

1 1.1 1 -1

obteniéndose que:

c o 0 1 0 O
( ): -1 -0.2400 1 O (C.1-8)

A-1 B
1 0.1 1 -1

Esta matriz posee rango 3 (completo de filas). Esto quiere decir que cualquiera que sea el
punto de equilibrio se cumple la condicion (C.1-4) y, por tanto, éste siempre es alcanzable.
No obstante, la solucion para los estados y las acciones de control no es unica, ya que la
matriz no posee rango completo de columnas. En concreto, para el punto de equilibrio
wo = 1 una solucion particular es:

X0
7

{1
cC 0 r
- 0 =[—0.1533 1 0.0867 0.0333] (C.1-9)
A-1 B) |

El resto de soluciones se obtiene sumando a esta particular cualquier vector del espacio

/\/{( ¢ 0)}=(0.5 0 05 1)T (C.1-10)
A-I B

nulo de dicha matriz:
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EJEMPLO C.1.3 En este ejemplo se utiliza un sistema rectangular con n =2 ym = 1. Su
modelo viene dado por:

0 -024 0 O 0
1 1.1 0 O 1 01 0 O
A= B = C= (C.1-11)
0 0 0 0.05 -1 0 0 01
0 0 1 04 0

obteniéndose que:

0 1 0 0
o 0 0 1
cC 0\ |-1 -024 0 0
A-I B |1 01 0 o0
0 0 -1 005 -1
0 0 1 -06 0

(C.1-12)

= O O O

Esta matriz tiene rango 5 (completo de columnas). Como consecuencia, pueden existir
puntos de equilibrio para los cuales no se cumpla (C.1-4). En concreto, solo son alcanzables
los puntos de equilibrio que cumplen &y = (1 - 0.2545)T A, siendo \ cualquier niimero
real.

De estos ejemplos se deduce que el elemento crucial para el analisis de si es posible
alcanzar un determinado punto de equilibrio, es el rango de la matriz:

( ¢ 0) (C.1-13)
A-I1 B

de dimensiones (¥ + n) x (r + m).

Si su rango es completo de filas, entonces siempre existe solucion. Ademas, si su
numero de columnas es igual al de filas entonces la solucién es tnica.

Si su rango es completo de columnas, pero no de filas (n > m), puede ser que no
exista solucion dependiendo del punto de equilibrio a alcanzar.

La siguiente proposicion permite conocer el rango de esta matriz a priori:

Proposicion C.1.1 Supongase que para cada salida exista una funcion de transferencia
que la relacione con alguna entrada tal que no posea ceros en 1, entonces el rango de la
matriz (C.1-13) es min{r + n, r + m}.

Su demostracion es trivial empleando la estructura particular empleada para las ma-
trices A, By C, que fue presentada en el capitulo 3.
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Nota C.1.1 Del andlisis anterior se deduce que cuando n < m seguro que no hay solucion
unica. No obstante, dicho punto de equilibrio siempre existe, y viene impuesto por las
condiciones iniciales y los pardametros de diserio del controlador, siendo, por tanto, unico
para cada caso.

Nota C.1.2 Estos resultados siguen siendo vdlidos cuando hay presentes restricciones du-
ras bajo la hipotesis de que todas las variables en el régimen permanente satisfacen las
restricciones impuestas, pues de lo contrario no se podria alcanzar dicho régimen perma-

nente.

C.2. Ecuaciones para el controlador GPC asociadas a las

nuevas variables

En el capitulo 5 se introduce un cambio en las variables del proceso, del controlador
GPC y del observador, con la finalidad de que las nuevas variables alcancen valor nulo en
el régimen permanente, el cual viene impuesto por las referencias constantes deseadas

@p. Consecuentemente:

d"’] (C.2-1)

Las nuevas variables que se introducen son:

AX(K) = x(k) — X0 3 Axy(k) = xu(k) = xu0 ; Au'(k)=uk)—uy ; AyKk) =yk) —ao
(C.2-2)

El valor de x, o se obtiene a partir de las expresiones obtenidas en la proposicion 3.5.2:
Xu0 = (I — cO) Uy (C.2-3)
teniendo en cuenta que:
w(k)=Uoy ; yk)=Cx(k)=Cxy = wg (C.2-4)

A partir del modelo de prediccion (3.3-11) aplicado en régimen permanente se obtiene
que:

y(k) = U&g = (M} + PC)Xy + Oiig (C.2-5)

°Este analisis supone que dichas referencias son alcanzables por las salidas
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Con estos valores en régimen permanente se puede obtener la expresion para la repre-
sentacion interna del bucle cerrado para el caso sin restricciones y de coincidencia entre
modelo y proceso, en términos de las nuevas variables (4.5-16):

X(k+ 1) = (A— Bo(M; + PC))X(k) + Bx,(k) + Bow(k) (C.2-6)

AxX(k+ 1) 4+ % = (A — Bo(M; + PC))(AX(K) 4+ Xo) + BAX,(k) + Bxyo + BoUxo  (C.2-7)

AxX(k 4+ 1) = (A = Ba(M; + PC))AX(k) + BAx, (k) (C.2-8)

xu(k+ 1) = —(I — 0 0)a(M; + PC)X(k) + (I — 0 0)x,(k) + (I — 0 0)o&(k) (C.2-9)
Axy(k+ 1) + x40 = —(I — 0 0)a(M; + PC)(AX(K) + Xo)+

+(I — 0 0)(Axy(k) + Xy0) + (I — 0 0)a Uy (C.2-10)

Axy(k+1) = —(I — 00)a(M; + PC)AX(K) + (I — o O)Ax,(k) (C.2-11)

Para el valor del error de la respuesta libre también se puede deducir una expresion
reducida (5.2-12):

é:.(k) = (M1 + PC)(A - Bo(M + PC)) — Oc(M; + PC)] X(k — 1)+
+ ((My + PC)B + O) xy(k — 1) + [((My + PC)B + O) o — I] Uy
éc(k) = [(M; + PC)(A — Bo(M + PC)) — Oc(M; + PC)] (AX(k — 1) + Xo)+
+ ((My + PC)B + O) (Axy(k = 1) + Xu0) + [((My + PC)B+ O) o — I Udy
é.(k) = [(M; + PC)(A — Ba(M; + PC)) — Oc(M; + PC)] AX(k — 1)+
+ ((My + PC)B + O) Axy(k — 1) (C.2-12)

la cual da lugar al siguiente valor para el valor 6ptimo del indice de coste (5.2-17):

T
Ji = (Ax(k - 1)) FTK(Q. RT (Ax(k - 1)) (C.2-13)
Axy(k—1) Axy(k—1)
siendo:
T = (M, + PC)(A - Bo(M, + PC)) - Oc(M; + PC) (M, +PC)B+0]  (C2-14)
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APENDICE D

Teoria de conjuntos invariantes
|

D.1. Introduccion

En este apéndice se presentan los conceptos basicos relativos a la teoria de conjun-
tos invariantes. Dicha teoria es puede ser muy util en el disefio de sistemas de con-
trol que estén sujetos a restricciones sobre los estados y/o las salidas. Las definicio-
nes aqui presentadas han sido extraidas de [Kerrigan 2000]. Ademas, su autor ha de-
sarrollado una toolbox para Matlab que permite el computo de conjuntos invariantes
denominada Set Invariance Toolbox, 1a cual puede descargarse de la direccion web www-
control.eng.ac.uk/eck21.

Un problema fundamental en control es determinar el conjunto de los posibles es-
tados para los cuales es posible encontrar una secuencia de acciones de control que
permita llevarlos hacia un conjunto objetivo (por ejemplo, un punto aislado), bajo la
condicion de que se verifiquen todas las restricciones sobre los estados y las acciones
de control, y bajo todas las posibles perturbaciones actuantes sobre el sistema.

En este apéndice se asumira que los sistemas en estudio son discretos no lineales,

con incertidumbres y presencia de perturbaciones, de la forma:
X1 = [(x, Uk, Wi) (D.1-1)

siendo x; el estado, uy las entradas de control y wy perturbaciones actuantes sobre el
sistema:

Wi € W C R4 (D.1-2)
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Ademas, este sistema esta sujeto a restricciones sobre los estados y las entradas de
control:

U €UCR™ ; x € XCR" (D.1-3)

se supondra que tanto el sistema como las restricciones son invariantes con el tiempo.
Ademas, debe verificarse la hipotesis de que el estado es completamente medible.

Una accion de control (secuencia de acciones de control o ley de control) se dice que
es admisible si pertenece al conjunto U. Una secuencia de perturbaciones se dice que es
esperable si pertenece al conjunto W.

D.2. Conjuntos admisibles con respecto a la entrada y a la

salida

Un aspecto interesante es deducir cual subconjunto de uno dado es compatible con
las restricciones sobre la salida y la entrada. En relacion a ello se definen los conjuntos
admisibles en relacion con la entrada y la salida.

Definicion D.2.1 (Conjunto admisible con respecto a la entrada) Dada una ley de con-
trol u, = h(xy), y un conjunto Q C R", el subconjunto admisible de éste con respecto a la
entrada viene dado por:

Q"2 {x € 0/ hix) € U} (D.2-1)
Supodngase la salida del sistema dinamico discreto verifica las restricciones:
Yk = ¢(Xg, wi) €Y CRY (D.2-2)

Definicion D.2.2 (Conjunto admisible con respecto a la salida) El subconjunto admisible
de Q con respecto a la salida viene dado por:

Q% 2 {x €Q/ dxk, W) €Y,V wy € W} (D.2-3)

El subconjunto admisible con respecto de la entrada y de la salida viene dado por:

Qhd 2 qhnad (D.2-4)
D.3. Conjuntos robustos de un paso y conjuntos robustos

alcanzados

Definicion D.3.1 (Conjunto robusto de un paso 9(Q)) El conjunto 9(Q) es el conjunto de
estados de R" para los cuales existe una accion de control admisible que garantiza que el
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sistema serd conducido a Q2 en un paso para todas las perturbaciones esperables:

9(Q) = {xx € R" / Juy € U: f(Xy, U, wi) € Q,V wy € W} (D.3-1)

Una definicion alternativa es:

9Q) ={xx €R"/ Jui € U: f(x, uy,W) C 22} (D.3-2)
Proposicion D.3.1 Para cualesquiera 1, Qp, siQ; C Qy = 9(021) C O(Qy).

Definicion D.3.2 (Conjunto alcanzable R(Q)) El conjunto R(Q) es el conjunto de estados
de R™ a los cuales evolucionard en el siguiente instante cualquier x; € Q con cualesquiera
accion de control admisible y perturbacion esperable:

R(Q) = {Xpy1 €R" / Ixg € Q,up € U, Wi € W X1 = (X, Uk, Wi} (D.3-3)
Una definicion equivalente es:

R(Q) = {xk+1 € R™ / Xk+1 = f(Qa an)} (D'3_4)

Nota D.3.1 Si no hay presentes perturbaciones entonces:

() ={xx € R" / Jux € U: f(x, ux) € Q} (D.3-5)
R(Q) ={xx 1 €R"/Ax € Qup € U: X1 = [(Xp, Up)} (D.3-6)

que representan el conjunto de un paso y el conjunto alcanzable, respectivamente. Obsér-
vese que los conjuntos se denotan con sobrebarra cuando se consideran perturbaciones,
incorporando entonces la calificacion de robustos.

Proposicion D.3.2 Si Q viene dado por la union Q = |J; Q;, entonces 9(2) = |J; ().

D.4. Conjuntos positivamente invariantes robustos

Definicion D.4.1 (Conjunto positivamente invariante robusto) El conjunto Q@ C R" es
positivamente invariante robusto para el sistema X1 = (X, W) si y solo siVxy € Q y
VYwy € W, la evolucion del sistema satisface x, € , Vk € N.

Proposicion D.4.1 La union de dos conjuntos positivamente invariantes robustos es tam-
bién un conjunto positivamente invariante robusto.

Nota D.4.1 Este resultado no es cierto para la interseccion de conjuntos positivamente
invariantes robustos.
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Nota D.4.2 En general, cualquier conjunto Q no es positivamente invariante rvobusto. Por
ello, un problema tipico consiste en tratar de obtener el mayor conjunto contenido en
que si lo sea.

Definicion D.4.2 (Mayor conjunto positivamente invariante robusto) El conjunto O ()
es el mayor conjunto positivamente invariante robusto contenido en Q2 para el sistema
Xer1 = (X, wy) siy solo si O(Q) es positivamente invariante robusto y contiene todos los

conjuntos positivamente invariantes contenidos en Q.
Proposicion D.4.2 El mayor conjunto positivamente invariante es unico.

Nota D.4.3 El mayor conjunto positivamente invariante robusto para el sistema en bucle
cerrado X1 = f(Xx, h(xy), wy) se denotard como O!'(Q), y se define como el mayor con-
junto positivamente invariante robusto contenido en el conjunto admisible con respecto a
la entrada Q": 01 (Q) £ O, (QM)

D.5. Conjuntos invariantes robustos bajo control

También se puede plantear el problema de tratar de determinar si dado Q y un estado
inicial xo € Q existe una ley de control tal que la evoluciéon del estado permanece en Q
para todos los instantes posteriores, a pesar de la presencia de perturbaciones.

Definicion D.5.1 (Conjunto invariante robusto bajo control) El conjunto Q C R" es in-
variante robusto bajo control para el sistema Xx.1 = f(Xg, Ux, Wi) Si y solo si existe una
ley de control u, = h(xy) tal que Q es positivamente invariante robusto para el sistema en
bucle cerrado xx,1 = f(Xx, h(Xx), wi), y uy € U, ¥xi € Q.

En otras palabras, 2 es invariante robusto bajo control si y sélo si:

X €=U eV @ X € QYW eW (D.5-1)

Proposicion D.5.1 La union de dos conjuntos invariantes robustos bajo control también
es invariante robusto bajo control.

Definicion D.5.2 (Mayor conjunto invariante robusto bajo control) El conjunto C..(Q) es
el mayor conjunto invariante robusto bajo control contenido en Q para el sistema X, +1 =

(X, Uy, wi) si y solo si C»,(Q) es invariante robusto bajo control y contiene a todos los

conjuntos invariantes robustos bajo control contenidos en Q.

Proposicion D.5.2 El mayor conjunto invariante robusto bajo control es tinico.
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La siguiente proposicion justifica el por qué la teoria de conjuntos invariantes juega
un papel fundamental en el estudio de los sistemas con restricciones.

Proposicion D.5.3 Dado el sistema incierto (D.1-1), existe una ley de control admisible
tal que las restricciones sobre el estado pueden ser satisfechas, Xy € X, para todo instante
k € N y para todas las perturbaciones esperables siy solo si el estado inicial Xy € C»(X) C X.

Nota D.5.1 Una proposicion simular se puede establecer para sistemas en bucle cerrado
empleando el mayor conjunto positivamente invariante robusto O (X).

TEOREMA D.5.1 (CONDICION GEOMETRICA PARA LA INVARIANZA) El conjunto Q@ C R" es
invariante robusto bajo control siy solo si Q C O(Q).

Este resultado es utilizado por los algoritmos para verificar si se tiene un conjunto
invariante robusto bajo control.

D.6. Conjuntos robustamente controlables

En esta seccion se presentan definiciones que tratar de dar respuesta a la pregunta
de si es posible alcanzar un determinado conjunto objetivo de estados, a pesar de las

perturbaciones, en un numero finito de pasos.

Definicion D.6.1 (Conjunto robustamente controlable) El conjunto robustamente con-
trolable en i pasos Ki(Q,T) es el mayor conjunto de estados de Q para el cual existe una
realimentacion del estado variante con el tiempo para la cual un conjunto objetivo ar-
bitrario T C R" es alcanzado exactamente en i pasos, mientras se mantiene la evolucion
de los estados dentro de Q para los primeros i — 1 pasos, para todas las perturbaciones
esperables:

KiQ,T) 2 {x0 € R" / Hup = hexp) € U ¢ {xe € QYL xi e T,W{wp e W'} (D.6-1)

Si existe, se puede definir el conjunto robustamente controlable en tiempo infinito
como el limite:
Keo(Q,T) = lim £;(Q, T) (D.6-2)
I— 00
Nota D.6.1 Si el conjunto T es invariante robusto bajo control, entonces se puede probar

que existe una realimentacion del estado invariante con el tiempo que asegura que el
estado alcanza T tras exactamente i pasos.
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El calculo de los conjuntos robustamente controlables se puede realizar en base al
siguiente algoritmo:

Ko, T)=T (D.6-3)
Kin(@, D=0 (R(@T)NQ i>0 (D.6-4)

Proposicion D.6.1 (Determinacion finita) Si3Ji € N tal que K(Q,T) = Ki,1(Q, T) entonces
Kso(Q,T) = Ki(Q,T), y ademds el conjunto robustamente controlable en tiempo infinito es
invariante robusto bajo control.

Proposicion D.6.2

1. Para i > 0, si Ki(Q,T) es invariante robusto bajo control entonces Ki,1(Q, T) también
lo es.

2. Sixg € Kin1(Q,T) — Ki(Q,T) # 2, entonces existe una accion de control admisible tal
que garantiza que para todas las perturbaciones esperables el estado en el siguiente
instante alcanzard K;(Q,T).

3. Si Si x, € Ki(Q,T) — Ki1(Q,T) # @, entonces no existe ninguna accion de control
admisible tal que garantize que para todas las perturbaciones esperables el estado
en el siguiente instante seguird estando en K;(Q, T).

4. No existe ninguna ley de control admisible que asegure que sistema alcanzard T en i
0 menos pasos para todas las perturbaciones esperables siy solo si:

x. ¢ |J K, m (D.6-5)
Jj=0

D.7. Conjuntos robustamente estabilizables

Si el conjunto objetivo es invariante robusto bajo control, entonces, la definicion de
los conjuntos robustamente controlables adquieren propiedades especiales.

Definicion D.7.1 (Conjunto robustamente estabilizable) El conjunto Si(Q,T) es el con-
Jjunto robustamente estabilizable en i pasos contenido en Q para el sistema Xy, 1 = [(Xy, U, Wx)
siy solo si T es un subconjunto invariante robusto bajo control de Q, y contiene todos los
estados de Q2 para los cuales existe una ley realimentacion variante con el tiempo que con-
ducird al estado del sistema a T en un numero de pasos menor o igual que i, manteniendo

su evolucion dentro de Q para todas las perturbaciones esperables:
S(Q,T) 2 {x €R"/ Hux = h(xi) €Uy N <i: {x€Q}) " {xeTH,TCAM}
(D.7-1)
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Nota D.7.1 SiT es un subconjunto invariante robusto bajo control de Q se utiliza la nota-
cion §(Q, T), si por contra es un subconjunto cualquiera de R" entonces se utiliza Ki(Q, T).

Definicion D.7.2 (Mayor conjunto robustamente estabilizable) EI conjunto S..(Q,T) es
el mayor conjunto robustamente estabilizable contenido en Q para el sistema Xy,, =
f(Xy, Uy, wi) siy solo si 85, (Q,T) es la union de todos los subconjuntos robustamente es-
tabilizables en i > 0 pasos contenidos en Q.

Nota D.7.2 En general, el mayor conjunto robustamente estabilizable S..(Q, T) no es igual
al mayor conjunto invariante robusto bajo control C..(Q), incluso para sistemas linea-
les. $(Q,T) C Cx () para todo conjunto invariante robusto bajo control T. El conjunto
Cso () — 80(Q, T) contiene todos los estados que no pueden ser llevados de forma robusta
a la region estabilizable 8., (Q,T) (y por tanto a T). Equivalentemente, 8..(Q2,{0}) no es ne-
cesariamente equivalente a 8,,(,T) si 0 € T, ya que no es posible llevar algunos sistemas
al origen.

Proposicion D.7.1

1. Cada conjunto S;(Q, T) es invariante robusto bajo control.

2. Cada conjunto contiene a todos los anteriores:

Si1(Q,T) 2 8(2,T) i>0 (D.7-2)
3. Para cada i > 0 se cumple:
i
Si@,m= ]8T (D.7-3)
Jj=0

4. Sixg € 8i11(Q,T) entonces existe una accion de control admisible que lleva al estado
a 8;(Q,T) al instante siguiente para todas las perturbaciones esperables.

5. No existe una ley de control admisible que asegure que el sistema alcance T en i
pasos o menos para todas las perturbaciones esperables si'y solo si x; ¢ Si(Q,T).

Puesto que los conjuntos estabilizables son un caso particular de los controlables,
éstos se pueden calcular utilizando el mismo algoritmo para los segundos teniendo en
cuenta que:

Si(Q,T) = Ki(Q, T) (D.7-4)

Si §i11(0Q,T) = Si(Q,T), entonces S,,(2, T) = §(Q, T) (determinacion finita).
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D.8. Conjuntos robustamente admisibles y el calculo del

mayor conjunto invariante robusto bajo control

Definicion D.8.1 (Conjunto robustamente admisible) El conjunto robustamente admisi-
ble de i pasos Ci(Q) contenido en Q es el conjunto de estados para los cuales existe una
ley de control variante con el tiempo admisible tal que la evolucion del estado permanece
dentro de Q durante i pasos, para todas las perturbaciones esperables:

Gi(Q) 2 {xg € R" / H{uy = h(x)}§ " 2 {x € Q3L V{wi € Wi ! (D.8-1)

Proposicion D.8.1 (Determinacion finita) Si existe i € N tal que Ci.1(Q) = Ci(Q) entonces
Cxe () = Ci(Q)

Obsérvese que por la definicion de los conjuntos robustamente admisibles y del ma-
yor conjunto invariante robusto bajo control:

Coo(Q) = lim Ci(Q) (D.8-2)

i—00

Proposicion D.8.2

1. El conjunto robustamente admisible de i + 1 pasos estd contenido en todos los ante-

viores:

Ci+1(Q) C CGi(Q) (D.8-3)
2. Parai> 0:

C() = [ Ci(@) (D.8-4)
J=0

3. No existe una ley de control admisible que asegure que la evolucion del estado per-
manecerd dentro de Q durante i pasos para todas las perturbaciones esperables siy
solo si el estado x; ¢ Ci(Q).

4. Si el estado x; € Ci(Q) — C(Q) # @, entonces no existe una accion de control admi-
sible que asegure que el estado en el siguiente estado esté en Ci(Q) para todas las
perturbaciones esperables.

Ademas, es facil comprobar que Gi(Q) = Ki(Q,Q). Por tanto, el mayor conjunto inva-
riante robusto bajo control contenido en Q se puede obtener con el mismo algoritmo
que los conjuntos robustamente controlables. Dicho algoritmo se detendra cuando se dé
alguna de las siguientes circunstancias:

Si Gi(Q) = @ entonces C(Q) = @ (D.8-5)
Si Ci 1(02) = Ci(N2), entonces Co () = Ci(N) (D.8-6)
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Proposicion D.8.3 (Convergencia al mayor conjunto invariante robusto bajo control)
Se asume que el sistema es de la forma Xy, = fuu(Xx, Ux) + Wi y que Cx () es no vacio. SiQ
y U son compactos y la funcion fy, es continua, entonces dado cualquier conjunto abierto
acotado ® tal que C. () C @, existe un entero positivo i < oo tal que C»(Q) C Gi(Q) C ®.

En general, el mayor conjunto invariante robusto bajo control no se puede determinar
de forma finita.
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APENDICE E

Analisis en frecuencia de matrices de

transferencia discretas
|

E.1. Valores singulares

Una matriz A € C"™"™ de rango r puede ser descompuesta en la forma:

> 0

A=U |- r -| v (E.1-1)
Lo o]

siendo ¥, = diag(cy,...,04), con o > ... > o > 0, y U y V matrices unitarias. A los

coeficientes o; se les denomina valores singulares de la matriz A.

Al mayor valor singular de una matriz se le denomina &(A) = o7, y al menor valor

singular g(A) = a;.

Los valores singulares cumplen las siguientes propiedades:

G(A) = ,si existe A~ 1. (E.1-2)

1
a(A-1)
0i(A) — 6(B) < 0i(A+ B) < 0i(A) + ¢(B) (E.1-3)

La matriz pseudoinversa puede ser calculada a partir de su descomposicion en valo-
res singulares:

U (E.1-4)
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El niimero de condicién de una matriz se define como:
a(A)

K(A) = @ (E.1-5)
el cual cuantifica la relacién entre la maxima y la minima ganancia de A con respecto
a las diferentes direcciones asociadas al vector de entrada. Por ejemplo, las matrices
ortogonales poseen un numero de condicion igual a la unidad, por lo que se denomi-
nan esféricas, ya que amplifican por uno todas las direcciones. Por otro lado, estan las

matrices singulares cuyo numero de condicion es infinito.

E.2. Respuesta en frecuencia de sistemas discretos

Dado el sistema discreto G(z) estable su respuesta en frecuencia se define como la
coleccion de sus respuestas en régimen permanente ante entradas senoidales discretas
de frecuencias comprendidas entre 0 y +occ. Se puede justificar que las respuestas, en
régimen permanente, también son sefales senoidales de la misma frecuencia de que
senoidal de entrada, aunque con diferente amplitud y desfase que ésta. La funcion de

transferencia de respuesta en frecuencia, que se define como:
G(jw) £ G(2)| = piw1 (E.2-1)

es tal que su modulo para cada frecuencia representa la relacion entre las amplitudes de
la senoidal de salida y la de, y su fase el desfase entre dichas senoidales. Estas caracte-
risticas son las que le otorgan su nombre.

Para sistemas SISO el manejo de la respuesta en frecuencia es sencillo, ya que la fun-
cion de transferencia de respuesta en frecuencia es un nimero complejo y basta manejar
su moédulo y su fase. Para el caso MIMO la cosa se complica, ya que segin la combinacion
de las sefiales de entrada las respuestas del sistema son distintas. A este efecto se le de-
nomina direccionalidad. Para simplificar el analisis evitando la direccionalidad es posible
recurrir al mayor y al menor valor singular de la matriz de respuesta en frecuencia:

a(G(jw)) , a(G(jw)) (E.2-2)

que proporcionan la maxima y la minima ganancia de la respuestas para una frecuencia
dada. Estos parametros permiten establecer condiciones que a veces son conservado-
ras, ya que obvian la direccionalidad, aunque permiten una mejor interpretacion de la
respuesta en frecuencia.

Otra razon que justifica la importancia del uso de los valores singulares mayor y
menor es que lo norma infinito del sistema discreto se define en términos del mayor

valor singular de la matriz de transferencia de respuesta en frecuencia:

1G(2)|loo = sug a(G(jw)) (E.2-3)
we
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que viene a representar la maxima ganancia que presenta el sistema para todas las fre-

cuencias.

E.3. Normas inducidas

Definicion E.3.1 Sean dos espacios vectoriales normados V W con normas || - |lv ¥ || - |lw
respectivamente, y L. una transformacion lineal entre ellosI. : YV — W. La norma inducida
de la transformacion se define como sigue:

MLy 2 sup 1TV

(E.3-1)
wivzo VIV

E.3.1. Algunas normas inducidas importantes de sistemas

m Si se considera el espacio vectorial de las sefiales dotadas con norma infinito:

u(k)||oo = max (max|u,~(k)|) (E.3-2)

la norma inducida de una funcién de transferencia cuando las senales de entrada y

salida se ponderan por su norma infinito es la denominada norma 1:

16l & sup 1GUle (£3-3)
ullo0  |[Ulloo
m Si se considera el espacio vectorial de las sefiales dotadas con norma 2:
+0o0
lJu(k)||z £ Z traza(u(k)u(k)T) (E.3-4)
k=0

la norma inducida de una funcién de transferencia cuando las senales de entrada y

salida se ponderan por su norma 2 es la denominada norma oo:

Gu
IGll 2 sup Gl

(E.3-5)
lull#0  |lull2

s Lanorma 2 de funciones de transferencia también se puede interpretar en términos
de una norma inducida, aunque que los espacios de partida y llega son mas comple-
jos que hasta los ahora utilizados y, ademas, poco usuales en control. Para el caso
SISO se puede interpretar como la inducida entre el espacio vectorial de sefales de
entrada dotado con norma 2 y el de las salidas dotado con norma oc.
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E.3.2. Demostraciones

COROLARIO E.3.1 (INCERTIDUMBRE MULTIPLICATIVA) Si el proceso nominal Gy(z) es inter-
namente estabilizado por el GPC, entonces todos los miembros de la familia de modelos G
con incertidumbre multiplicativa serdn internamente estabilizados por él si y solo si:

[| = Wa(2)Th(2)]]e <1 (E.3-6)

Demostracion: Basta con calcular la expresion de M;;(z) a partir de la transforma-

cion lineal fraccional inferior y luego aplicar el resultado del teorema 6.3.1.

Para poder calcular la transformacion fraccional inferior se obtiene la matriz de trans-
ferencia P(z) (figura 6.5) a partir de las figuras correspondientes al bucle cerrado mas
GPC (6.2) y a la incertidumbre multiplicativa (6.3). En concreto se tienen las siguientes

relaciones:
p(z) = ©(2) (E.3-7)
yYa(z) = Wa(z)Go(2)ia(z) (E.3-8)
y(z) = d_)(z) (E.3-9)
y(2)
e(z) =y(2) (E.3-10)
Y(z) = ua(z) + Go(2)u(z) (E.3-11)
U(z) = Ho(z) + Ry(z) (E.3-12)
que dan lugar a (6.3-8):
ya 0 0 WAGO
_ Ua ZVN ; ; UAa
y _rn| o | = I 0 _ Pl_l(Z) P/, (2) B}
@ - 0 I - P (z) P,(2)| |\ —
u u
y I 0
(E.3-13)
La transformacion fraccional inferior es (6.3-7):
-1
00 Wa G I 0 0 0 I
I 0 Gy 0 I Go I O

Realizando estas operaciones:

WaGoR(I-GoR) ' Wa(I-GyR) 'GoH

M(z) =
(I-GyR)™! I-GyR) ' GoH

(E.3-15)
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Recordando la expresion de la funcion de sensibilidad complementaria Ty (6.2-8) se
obtiene que:

Mi1(z) = —WaTo (E.3-16)

lo cual demuestra el corolario. [ |
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APENDICE F

Resultados sobre LMIs
|

F.1. Demostraciones generales

Proposicion F.1.1 (P(A) > 0) Sea un proceso discreto con incertidumbre cuya matriz de
estado es A(A). Supongase que existe A' fijo para el que el sistema es asintoticamente
estable, es decir, existe P(A') > 0 que verifica la desigualdad:

AA)TP(ANAA) — P(A') < 0 (F.1-1)

entonces si dicha desigualdad se cumple para todo A entonces P(A) > 0 para todo A.

Demostracion: En primer lugar se demostrara este hecho para el caso continuo:

LEMA F.1.1 (P(A) > 0) Sea un proceso continuo con incertidumbre cuya matriz de estado
es A(A). Supongase que existe A' fijo para el que el sistema es asintoticamente estable, es
decir, existe P(A') > 0 que verifica la desigualdad:

AANTP(A") + P(AHYA(A') < O (F.1-2)

entonces si dicha desigualdad se cumple para todo A entonces P(A) > 0 para todo A.

En primer lugar se va demostrar que si se cumple la condicion (F.1-2) para todo A
entonces P(A) es no singular para todo A. Se va a proceder por reduccion al absur-
do, supongase que existe A* tal que es singular, entonces 3v # O tal que P(A*)v = 0.
Premultiplicando y postmultiplicando (F.1-2) por v y v:

vIA(A")TP(A*)V + VI P(A*)A(A*)V < 0
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0<0 (F.1-3)

lo cual es una contradiccion. En el enunciado del lema se ha afirmado que existe A’
para el que P(A’) > 0, o sea, que posee todos sus valores propios positivos. Como los
valores propios de P(A) son una funcion continua de A y P(A) nunca se vuelve singular
entonces se concluye que todos sus valores propios son siempre son positivos.

Una vez demostrado el caso continuo lo que se va a hacer es transformar el caso
discreto al continuo. Para ello se parte de la ecuacion estabilidad de discreta:

A(A)TP(A)A(A) — P(A) < O (F.1-4)
entonces existe Z(A) < 0 tal que:

A(A)TP(A)A(A) — P(A) = Z(A) (F.1-5)

Esta es la ecuacion de Lyapunov discreta que puede transformarse en la continua con el
cambio de variables:

Al(A)P(A) + P(A)A(A) = Z(A) (F.1-6)

verificandose que A.(A) es estable y Z.(A) es definida negativa para todo A sii lo son
A(A)Y Z(A).
De la ecuaciéon de Lyapunov continua se deduce que:

AT(AP(A)+ P(A)A(A)< O VA (F.1-7)

c

lo cual supone, aplicando el lema precedente, que P(A) > 0 para todo A. [ |

Proposicion F.1.2 El elipsoide £ que contiene al origen (punto de equilibrio):
E={x, eR":(x)"Px, +2(x)"h—1 <0} (F.1-8)
es inescapable para el sistema:
X1 = AX
siy solo si cumple que:

ATPA—(1- MNP ATh—b(1 -\
A>0, (1-2) b-bl-N} _, (F.1-9)
bTA - bT(1 - \) A
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Demostracion: La parte correspondiente a la suficiencia ya fue probada en el capi-

tulo 6. Ahora se va a probar la necesidad. Supongase que £ es inescapable, en primer
lugar se va a justificar que:

AX]Px, +2b"x, +1) <0 sixPx, +2b"x, >pyp, 0<pp <1, x, €E (F.1-10)
Se va a proceder por reduccion al absurdo, supongase que 3 x| € £ tal que:
A(x{)TPx6+2bTx6+1)>0con x{)TPx{)+2bTx6 > po (F.1-11)
Si se expresa el elipsoide £ en la forma alternativa:

(X) — X)TP(x) — X)) <1conx.=—-P'b (F.1-12)
N — N —’
X5 X5

se da origen a un nuevo elipsoide £*:

& ={x:xTpx <1} (F.1-13)
que es inescapable al serlo £.
Tomando ahora:
% =0 0> 0tal que ] P = 1 (F.1-14)

Se llega a que:
0 < A(X) PXo) = X) AT PAXy — %] PX) = X] ATPAR) — 1
X) ATPAX) > 1 (F.1-15)
lo cual implica que £* no es inescapable, 1o cual es una contradiccion.
Tras el desarrollo anterior se tiene que:
A(X,"Px, +2b"x,) < 0si X,  Px, +2b"x, > po (F.1-16)
Esta condicion es equivalente a la siguiente tras aplicar S-procedure:
X PX  +2b"X, | — X,  PX, +2b"X, + Ax,/ PX, + 2b"X, —p) <O A>0 (F.1-17)
que se cumple para O < pgp < 1. En concreto, para py = 1 se tiene que es equivalente a:
X,"(ATPA — (1 = MP)X, + 2b" (A — (1 = )DX}, - A < 0 (F.1-18)

esta ultima condicion se cumplira para todo x; siy solo si el maximo de la funcion del
primer miembro también lo cumple. Su valor maximo, calculando las derivadas primera

y segunda de la funcién, debera cumplir:

—2bT(A— (1 = VINATPA—- (1 -N)P)"{(A-=(1-MNDTh-A<0, ATPA-(1-ANP <0
(F.1-19)

Finalmente, aplicando el complemento de Schur se obtiene la LMI del enunciado. [ |
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Proposicion F.1.3 La condicion que garantiza la verificacion de las restricciones de la
componente j del vector de salidas, se basa en imponer que su valor mdximo dentro del
elipsoide nunca supera el valor de las restricciones simétricas:

w12 _ o -\T Vv 5 2 _
rizggqyj,ﬂ = r}ggg( (Cix — V) (Cix—y)) < dy; (F.1-20)
Esta condicion se cumple si y solo si:

C}Cj-O’jP —CJ.T)'/J-—ajb

0'j>0, N _
~yiCj—bToj ¥;-dy;+o;

<0 (F.1-21)

Demostracion: En el capitulo 6 se justifico la suficiencia de la condicion basada en

la LMLI. Para justificar la necesidad hay que recuperar la condicién equivalente (6.3-121):
(Cin—)_/j)T (Cin—yj) —0j ((X;<)TPX2+2(X;<)TI9— ].) < dyf , Oj > 0 (F.1-22)

La idea es seguir la misma técnica de la demostracion anterior, basada en obtener el
maximo del primer miembro y garantizar que se cumpla también para él. Tras aplicar la
técnica de obtencioén del maximo, basada en las derivadas primera y segunda:

T -1
— (7€l +a;b) (CICj=0a;P)  (7,CT +ayb) + V2 + ;- dV2 <0, CIC= ;P <0
(F.1-23)

Finalmente, aplicando complemento de Schur se obtiene la condicion basada en la LMI
del enunciado. [ |

F.2. Condiciones de estabilidad robusta

F.2.1. Incertidumbre afin en el bucle cerrado

Suponiendo incertidumbre de tipo afin* para el modelo incierto del proceso sobre las
matrices A(A)y B(A) (6.3-1):

q q
AA)=Ac+) GAi ; BA)=By+) B ; CA)=G (F.2-1)

la matriz de estado del bucle cerrado (6.3-2) también dependera afinmente de la incerti-

dumbre:
A}iE‘YO Afg'l
Ay~ BoPCy |  —ByoM By . [ Ai-BioPG | -BoM B,
Apc(A)=| (I-BoP)C, |A-TIC-BoM B |+ 0 0 0
—(I-00)oPCy| —(I-00)eM I-0c0 ' 0 0 0

(F.2-2)

*El caso de incertidumbre politopica es similar ya que ésta es equivalente a la afin.
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Sustituyendo esta dependencia afin en (6.3-46) se obtiene:

P (Apco + Y 0iApc.i)T P
P(Apc,o + >, 0iAgc,i) p

>0 Vo (F.2-3)

El primer miembro de esta ecuacion es afin en los parametros inciertos ya que la de-
pendencia de Apc(A) es afin. Por tanto, basta verificar dicha LMI so6lo en los vértices del
conjunto de posibles valores de los parametros para obtener una condicion necesaria y
suficiente de estabilidad cuadratica. El conjunto de posibles valores para los parametros
es:

v={0:6 <6<4" i=1,...,q} (F.2-4)
siendo )4, el conjunto de sus vértices:
V={i¢ v:(s,-e{5i—,5i+}}={5v1,...,5v1} [ =24 (F.2-5)

Lo que parece obvio que es que si se cumple (F.2-3) entonces también se cumple en )3,
lo cual justifica la necesidad. Ahora se va a verificar la suficiencia, supongase que:

P Apc(8)TP
AscONTP 0 vsen (F.2-6)
PAgc(9)
la matriz incierta Apc(d) € R™" es de la forma:
Apca
Apc(0) = Apco + Z 0iApc,i = Apc,o + [(ﬁln . 6qln] : (F.2-7)
l ABC,q

y cualquier 0 € V se puede obtener como combinacion lineal convexa de los vértices:

§=> wo" > =1 pi>0 (F.2-8)
i i
con lo que:
Apc Apc
Apc(9) = Apco+ [(51111 . §qln] = Apco + Zui [(51"i1n . (5;iln] =
ABC,q l ABC,q
Agc.1
= wi| Ao+ [0, .. SE] | || =3 mAmc(0™ (F.2-9)
i i
ABC,q
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si ahora se toma la expresion (F.2-6) para el vértice ¥ se multiplica por y; y se suma
desde i = 1 hasta i = I se recupera la condicion de estabilidad cuadratica:

Z” (Apc(6¥)TP
" PAg( 5W) P

. vinT
l P (S, 1 Asc(8¥1)) P] o

>0

Py, 1iApc(8VY) P

p (Apc(0)TP
PAgc(0)

>0 VdeVy (F.2-10)

Por tanto, para analizar la estabilidad cuadratica bajo incertidumbre real afin basta em-
plear la condicion necesaria y suficiente (F.2-6).

F.2.2. Incertidumbre afin en el bucle cerrado con funcion de Lyapunov
parameétrica afin

En [Gahinet et al. 1996; Feron et al. 1996; Scherer y Weiland 2000] se desarrollan
condiciones suficientes de estabilidad cuadratica con dependencia afin de P con respecto
a los parametros, para el caso de sistemas continuos. En esta seccion se van a extender
dichos resultados para el caso discreto.

Partiendo de la condicion (F.2-3) y admitiendo dependencia afin para P(4) se tiene

que:

(Py+ Y ;6iP) (Apco + Y ; 0iAgc.) T (By + Y, 6iP)
(Po + > 0iP)(Apco + >_; 0iAgc.i) (Po+ >, 6iP)

>0 VieVy

(F.2-11)

A diferencia del caso cuadratico puro esta condicién no tiene un primer miembro afin
sino cuadratico en los parametros, lo que imposibilita aplicar la idea de la combinaciéon
lineal convexa empleada antes. No obstante, es posible, aplicando un criterio solo sufi-
ciente, denominado de multiconvexidad [Gahinet et al. 1996; Apkarian y Tuan 1998], ga-
rantizar la estabilidad cuadratica con dependencia afin verificando la condicion (F.2-11)
so6lo en )),.

Definicion F.2.1 (Multiconvexidad) Una funcion f(J) es multiconvexa con respecto a ¢ si

P
Zls0i=1,...a
902 q

i

LEMA F.2.1 Sea f(d) una funcion cuadrdtica en el vector de pardmetros § y multiconvexa,
entonces () <OV de Vsiysolosi f(§) <0V deN.
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Este resultado permite garantizar que (F.2-11) se verifique si se cumplen:

(Py+ Y ;6iP) (Apc.o + X ; 0iAgc. )T (By + Y, 6iP) S0 Vie W
(Po+%_; 0iP)(Agco + >_; 0iAsc.i) (Po+ 3, 6iP)
(F.2-12)
0 AT P,
BGEY >0 i=1,...,q (F.2-13)
—PAgc,i 0

donde f se ha tomado como el primer miembro de (F.2-11) tras multiplicarlo por -1 (asi
f es negativa), y siendo (F.2-13) la condicion de multiconvexidad.

Es posible obtener un criterio menos conservativo [Gahinet et al. 1996; Apkarian y

Tuan 1998] introduciendo unas matrices incégnita M;; > O i = 1,...,q para relajar la
condicion de multiconvexidad (F.2-13):
P . 0; P; A 0iApc.) L (P - 0; P;
(Py+ Y ;0iP) (Agco + > 0iApc,i)' (Po + > 0iP) —25,-2Mii>0 o e W,
(Po+ > 0iP)(Apco + i 0iAsc.i) (Py+ Y ;0iP) ;
(F.2-14)
0 _Agc iPi .
LM >0 i=1,...,9 (F.2-15)
—PAgc.i 0

F.2.3. Incertidumbre afin en el bucle cerrado y funcion de Lyapunov
con dependencia cuadratica

Siguiendo con la idea de obtener condiciones menos conservadoras, [Trofino y de
Souza 1999, 2001] proponen condiciones suficientes (para sistemas continuos y discre-
tos) de estabilidad cuadratica paramétrica admitiendo dependencia cuadratica de P(9)
respecto de los parametros, a la cual denominan estabilidad bicuadratica. El punto de
partida de estos resultados, para el caso discreto, es suponer, en el caso que nos ocupa,
que el bucle cerrado posee incertidumbre paramétrica afin que puede expresarse en la

forma:
Apc(0) = Apco + Z 0iApc,i = Agc.0 + Apc® (F.2-16)
i
Apc es una matriz n x p constante y ® es una matriz p x n que depende afinmente de

los parametros. En principio, hay multiples formas de eleccion de dichas matrices y de
la dimension p. Por ejemplo:

Apc = [ABCJ ABC,q] e = [511” 5q1n] ! (F.2-17)
La matriz P(¢) toma la forma:
PO =P+PO+O'PI +0'PO = [I @T] p [({)} . P& [11’? 2} >0 (F.2-18)
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Finalmente, la condicion suficiente para la estabilidad bicuadratica es [Trofino y de
Souza 1999]:

T
-P AP ® -I1|0 ® -I1|0
) 9 - ‘ + _ ‘ LT>0 Véien
PA(J) —P A(6) \ _I A(0) \ -1
T
P+M[@ _1]+[@ —1] MT>0 VéeW (F.2-19)
con:
M c R P)xp , Le [R2(n+11)><(2p+n) , A((j) — ABC’O Apc (F.2-20)
OApco OApc

La segunda LMI de la condicion (F.2-19) puede omitirse si el bucle cerrado es estable
para el caso nominal § = 0.

F.2.4. Incertidumbre LFR en el bucle cerrado

Una vez analizado el caso paramétrico afin se pasa a estudiar el caso mas general de
incertidumbre LFR. Este caso es mas complejo que el anterior. En concreto, la técnica mas
empleada para analizar este caso se denomina S-procedure [Yakubovich 1977; Boyd et al.
1994; Feron et al. 1996; Kothare et al. 1996] que establece un condicion suficiente para
cualquier estructura de A. Posteriormente, otros autores han propuesto mejoras a dicho
método para reducir su conservadurismo: basadas en el lema de Kalman-Yakubovich-
Popov [Helmersson 1999; El Ghaoui y Niculescu 2000] o en el denominado full block
S-procedure [Scherer 2001; El Ghaoui y Niculescu 2000]. Ambos métodos dan lugar a
resultados similares, y, en esta tesis, se va a emplear el segundo de ellos, junto a la de-
pendencia LFR para la funcion de Lyapunov presentada en [Helmersson 1999]. La mayor
parte de los resultados se refieren al caso de sistemas continuos, por ello, éstos han sido
extendidos al caso de sistemas discretos empleando los mismos conceptos y técnicas.

Partiendo de la condicion de estabilidad cuadratica (6.3-42) suponiendo que P posee
dependencia LFR y que el modelo incerto del proceso presenta incertidumbre LFR:

Apc(A)TP(A)Apc(A)—P(A) <0 YAecAVAcA (F.2-21)
PA)=TA)TQT(A)>0 VYA€ A (F.2-22)

~ ~ N 1
T(A) = T, + TA (1 - TDA) T (F.2-23)

se obtiene la condicion estabilidad cuadratica con dependencia LFR. Notese que se su-
pone que la estructura de la incertidumbre para P (o T) no tiene que ser igual que la
de la matriz Apc, aunque debe depender de los mismos parametros inciertos (sean rea-

les o complejos). Se supondra que T(A) es prefijada de antemano? y la incognita es la

2Las matrices Ty, T, Tc v Tp son elegidas a priori [Helmersson 1999].
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matriz Q. La LMI (F.2-22) puede ser suprimida bajo la hipotesis de que el proceso nomi-
nal (A = 0y A = 0) sea asintOticamente estable. La demostracion de este hecho puede
consultarse en el apéndice F proposicion F.1.1.

Ahora, se puede trabajar sobre la ecuacion (F.2-21) para obtener las siguientes equi-

I —-P(A) 0 I <0
Apc(A) 0 P(A)) \ Apc(A)
T . R
I T(A)T (3 -Q O T(A) OA I <0 (F.2-24)
Apc(A) 0 T(A)T 0 Q 0 T(A)) \Agc(A)

salvo la matriz central el resto son dependientes de la incertidumbre LFR. En concreto,

valencias:

para simplificar la expresion se multiplican dichas matrices, teniendo en cuenta que son

LFRs:
T(A)O_TA0+TBO Ao I 0\
0 TA)) \0 T, 0 Tz;)\0o A 0 I
R -1
0 Tp 0 A 0 Tr

I = I + 0 A (I — DBC,A)_l Cse.a (F.2-26)
A(A) Apc Bpe A

Para calcular el producto de dos LFRs hay que emplear la formula [Dussy y El Ghaoui
1998]:

I
G(A) = Gi(A1) - G2(Ay) = MM, + [Ll Mng] (AI 0 ) { ( O) -

—1
Dy RyL A 0 R{M
B 1 1L2 1 1M (F.2-27)
0 D2 0 Az R2
siendo:
Gi(A1) =M, + LA {I-D1A} 'Ry
G2(Ay) =My + [, A {I - DA} 'Ry
A
A_ B O (F.2-28)
0 A

dando lugar a:

G(A) = T(A) OA I _ Ta N ; O 0 A{I—
0 T(A)) \Apc(A) TaApc 0 Tz TiBpca
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-1

T, O 0 Te
-0 Tp TcBpea |A TeApe
0 O Dpca Cpe.a
A = diag (A, A, A) (F.2-29)

Con este calculo la ecuacion (F.2-24) queda:

G(A)T (‘()Q g) G(A)<0 VA c A2 diag (A, A,A)

En este punto se aplica la técnica full block S-procedure [El Ghaoui y Niculescu 2000]:

LEMA F.2.2 (FULL BLOCK S-PROCEDURE) Sea S un subespacio de R", R € R'*" una matriz
con rango completo de filas y U C R¥*! un conjunto compacto de matrices. Se definen los
siguientes subespacios:

Sy 2 Snnucleo(UR)={x€S : URXx=0}={x€ S : Txcnucleo(U)} (F.2-30)

indexados por la matriz U € U. Sea N € R"™" una matriz simétrica fija, y & un subespacio
fijo de S con dim(&) > k. Entonces:

YUeld : $4N& = {0} y N <0 sobre Sy (F.2-31)
siy solo si existe un multiplicador simétrico V que satisface:

YUeU : N+ RTVR< 0 sobre 8§ y P> 0 sobre nucleo(U) (F.2-32)

Esta técnica puede aplicarse a la condicion (F.2.4) empleando los siguientes valores
para los parametros del resultado anterior:

={(-8) -aea) x= (0 0)

Ty T O 0 T O 0
TrAge O Ty TaBpca 0 Tz TaBpca
0 I O 0 I O 0
s_span| © O T 0 s —span| © 7 0
0 0 O I 0O O I
Tc T O 0 T, O 0
TcApe 0 Tp TeBpea 0 Tp TcBpea
Ceca 0 O Dpea 0 O Dpca
—Q 0 o
N=| 0o @ (F.2-33)
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obteniéndose las siguientes condiciones necesarias y suficientes de estabilidad cuadra-
tica con dependencia LFR:

% Tx Tz O 0
* TyAge O Tz TaBpca
v o I 0 0
* 0 I 0 <0
* 0 0 O I
% Tc T, O 0
* TcAge O Tp TcBpea
* Ceca O O Dpea

A (A o
(I) V(I)>O VA € A (F.2-34)

para verificar las infinitas LMIs correspondientes al multiplicador V [Scherer 2001; El
Ghaoui y Niculescu 2000] hay que emplear, de nuevo, la condicion de multiconvexidad
presentada en la seccion F.2.2 y suponer que el conjunto A viene determinado por la

envoltura convexa de un numero finito de matrices:
A=Co{X} ; X2{A ... A} (F.2-35)

V se descompone en la forma:

IV V2
Vlg Va2
dando lugar a las LMIs:
~ T ~
A Vit V A .
11 V2 S0 AcA
I VL Ve I
ATVIIA + VoA + (V125)T+V22 >0 (F.2-36)

que son cuadraticas en la incertidumbre y, por tanto, son no convexas. Sin embargo,
imponiendo multiconvexidad estas LMIs se cumplen si se verifican las siguientes condi-
ciones suficientes basadas en un ntmero finito de LMIs:

A"VIIA + VipA + (VigA) 4+ Vi >0 VA € x4 (F.2-37)
Vi1 <0 (F.2-38)
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F.3. Condiciones de satisfaccion de normas

F.3.1. Norma oo
Un aspecto a tener en cuenta es que si un sistema posee una norma oo finita entonces
éste es asintoticamente estable. Este hecho puede deducirse de la LMI (6.3-72) cuando

I 0
se premultiplica por (0 0) y se postmultiplica por la traspuesta de esta matriz:

T
I 0\ [ATPA-P+C'C ATPB+C™D I O <0
00 B'PA + D'C D'D+BTPB-+%1I) \O 0
ATPA-P+CTC 0
<0
0 0

ATPA-P+C'C<0
como CTC > 0 se obtiene:

ATPA-P <0 (F.3-1)

que es la condicion de estabilidad cuadratica para procesos discretos.

F.3.1.1. Calculo de la norma ~o

En esta seccion se presentan las LMIs que permitiran obtener cotas superiores para la
norma infinito para diferentes tipos de incertidumbre y funciones de Lyapunov. Por bre-
vedad se omitira su deducciéon y sélo se presentaran los resultados finales. La deducciéon
de estos resultados es analogo al caso de las condiciones de estabilidad robusta cuando
se emplea la expresion (6.3-73).

» Incertidumbre paramétrica afin real con funcién de Lyapunov constante:

Apc | Bpc, 1 a
g = . : Apc = Apco + E 0iAgc.i» Bec,r = Bpcro + E 0iBgc r i
CBC,y DBc,yr i=1 i=1

q q

Cscy = Cscyo+ Y _ 0iCscyis Dpcyr = Dpcyro+ »_ 0iDpcyri, 07 <0< 6 ¥ i}
i=1 i=1

(F.3-2)

calculandose su norma infinito asi:

y* = minvy
v,P
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p Apc(O)TP Cpey(0)T 0
PAz-(6 P 0 —PB 0

3c(9) serO S0 voen (F.3-3)
CBC,y((s) 0 71 _DBC,yr((s)

0  -BlL (P -DL (6 I

= Incertidumbre paramétrica afin real con funcion de Lyapunov afin:

*

LY
P(9) Apc(0)TP(6)  Cpey(0)T 0
P()Apc(0) P(9) 0 —P(0)Bgc(0) | Zd?M-- S0 Vée
Cac.y(0) 0 71 —Dic yr(9) il
0 ~BJ. (HP(S) —Dh. ,(8) I
0 -Al.h O O
—PApc 0 0 PB i
1“ABC,i iDBC,r,i +Mii20 i:l,...,q
0 0 0 0

0 BgcriPi O 0
M;>0 ; PO)=P+ Z 0iPi (F.3-4)
i

s Incertidumbre parameétrica afin real con funcion de Lyapunov cuadratica:
El modelo incierto se asume con la estructura:
x(k+ 1) = (Apc + Apc©) X(k) + (BBC + BBC,,@B) w(k)
Y(K) = (Cacy + Coc.y®) X(K) + (Dc.yr + Dicyr®F) wik)
Cec.ys Decyr € R7*P, ¥ es el numero de salidas
Apc, Bgcr € B*P . © € RP*™ ©% € RP*™  m es el namero de entradas (F.3-5)
las matrices de incertidumbre © y ®® dependen afinmente de los parametros ;.

Con este modelo y dependencia cuadratica para la funcién de Lyapunov, una cota

superior para la norma infinito entre w y y viene dada por:

*

7=
-P+C CD ATp
- © —-I| o
cp’ D-|T™ BTP|+L| o |e® —_1]|0 |+
0 0 - _
] ] A B | -1
PA PB _P

+ 0 e _1|0 L"<0 Véen
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T
P+M[o -Ij+[® -1 MT>0 Vie
A- Apc  Apc . B= Bgcr  Bper
®Apc OApc ©Bpc,r ©OBpc,r

E: (CBTC,YDBC,yr CBTC’YDBC,yr) D— (DEC,YVDBCJ/V Dlgc,yrDBC,yr)

T T T T
CBC,VDBC,)/F CBC,)/ DBC,yr DBC,)/VDBC’VV DBC,)/I’ DBC,yr

M e Rmtpxp [ ¢ REnimt3p)x@pinm  p — pT ¢ Rn+p)x(ntp) (F.3-6)

= Incertidumbre LFR con funcién de Lyapunov con dependencia LFR.

Hay que recordar el modelo con incertidumbre LFR (6.3-36):

A B B _
( BC ‘ BC,¥ )+( BC,A) A (I - Dycad) I(CBC,A DBC,M) (F.3-7)

Cgc,y ‘ Dgc yr Dgc ya

Para esta incertidumbre y empleando la técnica full block S-procedure se obtiene:

*

= min
Y %Q’V'Y
T

* Ta 0 Tz O 0
[ * TyApc TaBpcyr O Tz TaBpea
* 0 I 0O O 0

N R B C D 0 0 D
*
| ™ ] 0 Q 0 olo BC,y BC,yr BC,yA
* 0 0 I O 0

0 0|-92L, 0|0 <0
* 0 0 0 I 0

0 0 0 IL|O
* 0 0 0O O I

0 0 0 0|V
* Tc 0 T O 0
* TcApc TpBpeyr O Tp TeBpea
* Ceca Dpcar 0 0 Dpea

~ T ~
A A N N -
(I) V(I) >0 VAE{Al,...,Ar} , Vi1 <0 (F.3-8)



APENDICE G

Resultados sobre modelos LPV

identifcados

G.1. Existencia y calculo del estado del proceso en equili-
brio

En el capitulo 7 se ha justificado que la existencia de x,’ esta asociada a la resolucion

de la ecuacion diferencial vectorial:

- dy (G.1-1)

[((1-ap)| ax') (BT
| con | @ |

Como ya se comento, se trata de un sistema de n + r ecuaciones con r incognitas.
Dicho sistema tendra solucion si hay, al menos, n ecuaciones dependientes del resto, o

equivalentemente:

rango dy = rango (G.1-2)
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Para el caso de dos salidas, dada la particular estructura de las matrices A(y) y C(y), la
cuestion reside en justificar que en la matriz siguiente hay n = 2 filas dependientes del

resto:
_.ou% _ 09
( I, — A1(n1) 0 Bi(y) Bi(y)
N By dE) i e
I-A(y B(y)————— o Y, Y,
( ) y dy _ 0 I, — A2(y2)  Bx(y) a, 2(Y) 9,
C(y) I 0o --- 0 1 0 1 0
o 0. 01 0 _
(G.1-3)

Para el caso de que los modelos identificados no tienen integradores, entonces es facil

justificar que hay exactamente dos filas dependientes del resto si y sélo si:
[— S tias B1Y)
- — 2_filas D1
1=yt tany) —

dui(y) _ (1)
Zfilas B, ()_) ) a)/I 0

- 1
B paeary
T, an Y| 2 (1)
Zfilas Bi(y) Y2 0

(G.1-4)

Estas condiciones son facilmente extensible al caso de mayor nimero de salidas.

Para el caso particular de que alguno de los modelos correspondientes a una salida

tuviese algtin integrador, por ejemplo, la nimero 1, entonces su correspondiente condi-

ous(y) (0
o \o

Posteriormente en el capitulo 7 se analiza que para que el sistema de ecuaciones

cion seria:

|:Zfilas Bi(y) (G.1-5)

Zfilas By(y)

en derivadas parciales tenga solucion se deben de cumplir las condiciones de Cauchy-
Schwarz relativas a las derivadas segundas. Una vez, que se ha justificado que la solucion
existe, hay que integrar dichas ecuaciones. Se va a esbozar como obtener una solucion
para el caso de tener solo dos salidas, n = 2, aunque el método es perfectamente valido

para un mayor nimero.

Sea el sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

] i oy 2UU(Y)
oxt [a-amy] [P o
r - 1 = fin,)2)
o1 Cy)
) ) 0
. _ ou®i(y)
i 1t [ BOY)
oxyT [ (I-AW) 9%,
— = s G.1'6
3y, c) 0 f2(v1,y2) ( )
) ) 1
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Es importante observar que las funciones f; y f> presentan una dependencia LFR con
respecto de y; e y,.
Si se integra la primera ecuacion con respecto de y; se obtiene que el estado en equilibrio
debe tener la forma:

Xp! = / fily1,y2)dyr + g(y2) (G.1-7)

donde g puede ser cualquier funcion arbitraria de y». Si esta formula se sustituye en la
segunda ecuacion diferencial:

0 dg
—_— Y dyr + — = , G.1-8
9, / filyi, y2)dy D, f>(y1,y2) ( )

lo cual permite obtener la funcion g integrando con respecto de y, esta ultima ecuacion:

g()/z)z/fz(yl,yz)dyz —/ (aiyz/fl()’la)’Z)dYI) dy» (G.1-9)

Con lo que una soluciéon del sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
es:

anq:/fl(yl,yz)dyl +/ f2(v1,y2)dy, —/(0%2/ fl(YIaYZ)dYI) dy, (G.1-10)

Es posible justificar que todas las soluciones de este sistema de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales se diferencian en una constante arbitraria. La féormula presenta-
da proporciona una de ellas, cualquier otra se puede obtener sumando una constante

cualquiera.

De este resultado se deduce que para resolver dicho sistema de ecuaciones diferen-
ciales en derivadas parciales basta con saber integrar y derivar funciones matriciales con
dependencia LFR. La derivacion es el procedimiento mas sencillo, y se puede deducir la

siguiente formula para la misma:

1

G(A(z) =M+ LA(z) (I- DA(2)) "R

dG _ ,dA@) p [L LdA(z)D] (A(Z) 0 ) .

dz ~— 7 dz

dz 0 A2
dA(z) L dA(z)
1= |P D=y, bl (A® 0 D=7 R (G.1-11)
0 D 0 A2 R

como G depende fraccionalmente con respecto de z entonces A(z) sélo puede depender
afinmente de z, con lo cual se garantiza que la derivada vuelve a ser una representacion
LFR con respecto de z.

La integracion resulta un tanto mas compleja, y tiene como principal caracteristica,

que, en general, no conduce a una representacion con dependencia LFR:

/ G(A(2)dz = / (M +LA®@) (I- DA) ' R) dz (G.1-12)
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Si la matriz D es invertible, es decir, todos sus valores propios son distintos de cero,
entonces se puede mostrar que la integral tiene la expresion:

/G(A(z))dz:/(M+L(—D—1 + D! (I- DA(2) ") R) dz =
- (M—LD‘lR)Z+/(D_1 (I- DA(z) ™' R) dz =
R

= (M - LD'R) z - D~*logm (I — DA(2)) (G.1-13)

donde el ultimo paso requiere conocer que la primitiva de —D (I — DA(z)) ~! esla funcion
logaritmo matricial logm (I — DA(Z)). En todo el desarrollo se ha supuesto que A(z) = Iz,
lo cual no resta generalidad al resultado.

En el caso de que D no sea invertible, es decir, tenga algtin valor propio en cero,
entonces la cosa se vuelve mas complicada. En primer lugar se debe calcular su descom-
posicion de Schur real que se puede obtener con la funcién schur de Matlab, y ordenar
los elementos de la matriz* de tal forma que ésta adopte la estructura siguiente:

D; Di; D D2\ (Tif

7T ’ — ’

D=T T=(1] T) (G.1-14)
0 D 0 Dy ) \Tif

siendo Dy una matriz que solo tiene valores propios en cero, es decir, una matriz nilpo-
tente, y D; una matriz invertible. Con esta descomposicion, se obtiene lo siguiente:

-1
A(z) (I - DA(Z))_1 —TT, (I_ Dz —DLQZ> T

0 I—D()Z

=Tl z(I-Di2) ' Tip+ TTz(I- Dyz) ' Dipz(I - Doz) ' Top + TLz(I - Doz) ' Tyy
(G.1-15)

Como la matriz Dy es nilpotente entonces existe k > 0 tal que D’(j #0y D’S“ = 0. En tal
caso se tiene que:

(I-Dyz)"' =1+ Doz + D3z* + D} Z° + --- DKz (G.1-16)
Tras todos estos calculos se obtiene que:

G(z) =M+ LT T z(I-Diz) ' Ty(R+ LT. (I - D;z)"' D1 > (IZ°+
+ Do7} + -+ DY) Ty R+ LT (12 4+ Doz? + D373+ D7) TR (G1-17)

como ahora Dy es invertible se puede aplicar el método expuesto para el caso en que D
es invertible. La tnica salvedad es que hay que tener en cuenta que:

ZI(I-Dyz)y"' = -D; 'z~ =D ?z/"? —... = D;/ + D; ' (I - Dy2)™* (G.1-18)

*Con la funcién orschur so6lo disponible en Matlab 7.0.1.
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G.2. Existencia del estado del controlador en equilibrio

Para garantizar que el controlador global coincida al ser linealizado en cada punto de
funcionamiento con el controlador local, el estado del controlador en equilibrio debera
satisfacer la ecuacion diferencial vectorial:

I-AS(y)
CS(y)

dx%9(y) _BSﬁ()_’) + BS;(y)
v D by - pey)
5~ DI -Diy

(G.2-1)

Esta ecuacion vectorial tiene r. incognitas, las componentes del vector x¢9, mientras
que hay un total de r. + m ecuaciones escalares, donde m representa el nimero de entra-
das manipulables en el proceso. Cuando se disefia el controlador GPC-LPV se garantiza
que el numero de integradores coincide con el nimero de salidas controladas n, pero
de forma implicita se ha realizado la suposicion de que m > n, ya que de lo contrario
el GPC-LPV no podria poseer n integradores. En el resto de la seccién se va a suponer
que n = m, y solo al final se realizara un breve comentario acerca de las diferencias que
tienen lugar cuando m > n. Como ya se analiz6 en la seccién anterior, para que este

sistema tenga solucion debe de cumplirse que:

I - AS(p) I - AS<(y) BS;(y) + BS;(y)
rango = rango B died . } (G.2-2)
C5<(y) CS<(y) d_)7 - Dg(y) - D)f,(y)

En el capitulo 7 se justifico que la matriz de estado del controlador GPC-LPV tiene la

estructura:
A (y) Z(y
Ascy) = (A7) 2D (G.2-3)
0 I,
y que las matrices BS;(y) y BSS(y):
BS<. (y BS< (y
BSi(y) = r_(y : , BSy(y)= V(_y : (G.2-4)
X(y) -X(y)
lo cual supone que la condicion anterior sea equivalente a:
I1-AS(y) —Z(y) I-AS“(y) -Z(y) (BS“.(7))| _[BS)
rango 0 0, | =rango 0 On X(y) -X(y)
, ; ducq ; ;
CS4(y) CS(y) ;}_} — DX(y) - DS(Y)
(G.2-5)
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Esta condiciéon es pues equivalente a:

I1-AS(y) -Z(y) I-ASC(y) -Z(y) BS.(¥)+BS(y)
rango =rango . diiea ) )

(G.2-6)

Como ambas matrices tiene el mismo numero de filas, y, ademas, la primera es cuadrada
(m = n), basta con justificar que la primera tiene rango completo para que la condicion
anterior se cumpla. La matriz AS¢’ no tiene nunca valores propios en uno por construc-
cion, por tanto I — AS¢ tiene rango completo. Por otro lado, la matriz CS° tiene rango
completo de filas ya que cada una de ellas se corresponde a una entrada manipulable dis-
tinta, y que es logico suponer, a priori, que cada entrada afecta de forma independiente

al sistema. Finalmente, de una forma general no se pude garantizar que la matriz:

I1-AS(y) —Z(y)
Cse(y)

(G.2-7)

tenga rango completo, pero parece bastante razonable suponer que asi sea. En todos los
ejemplos desarrollados en esta tesis se ha comprobado que esta hipotesis es correcta.
De este resultado se deduce que el sistema de ecuaciones (7.5-13) siempre tiene solucion
para m = n, y, ademas, esta es Uinica y viene dada por:

-1

o Aoy 7 BS<,(y) + BS°,(Y)
ax.(y) _ |I-AS (y)_ Z(y) e N (G.2-8)
dy CS°(y) Iy — Di(y) — Dy(y)

El siguiente paso para garantizar la existencia de solucion para este sistema de ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales es exigir el cumplimiento de las condiciones
de Cauchy-Schwarz sobre las derivadas segundas:

-1

P I- ASC’()") —Z()_’) agg]dr()_’)col j + BSC;;()_’)COI Jj
CSC()_’) 6)’1 - D,L:()_’)col j— D)e()_’)col J
6)’1 =

|-I — ASY(p) —Z()7)-| ! BS®,(¥)col k + BS,(Y)col k
’ |. CS(y) J o Di(Y)col k = D§(P)col k
y a)’k r\JYJco y\WYJco

= i#k=1,---,n (G.2-9)
Yk #

Para poder deducir qué condiciones se han de cumplir para satisfacer esta equivalen-
cia entre derivadas parciales segundas, va a ser necesario obtener, en primer lugar, la
expresion mediante dependencia LFR de:

~ [ BSU(p) + BS(7)
L (G.2-10)
Ay v(¥) — Dj(y)

I1-AS9(y) -Z(y)
CSe(y)
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Una vez disponible esta dependencia se pude aplicar la férmula deducida antes para la
derivada de una LFR, e imponer la igualdad entre derivadas. El desarrollo es bastante en-
gorroso y presenta expresiones de gran tamano que no han sido incluidas en el apéndice
por cuestiones de simplificacion. Las condiciones suficientes deducidas que se requieren
para que se verifique la igualdad entre derivadas parciales son:

1. D, +D5, =0.

2. CS{X!

! !
BSC, + BS©), 0] o
D+ DS I,

3. D + CS5X'BSS = 0.

e 080q(Y) . 0A(Y) .
4. DS o DS = D 3y, Ds.
donde:
xo [I-4° -2 (G.2-11)

cse

Ac4(y) es la matriz delta correspondiente a los puntos de equilibrio ajustados con de-
pendencia LFR:

1°9(9) = My + LuAeq(¥) (I = Duleg(¥) " Ry (G.2-12)

Finalmente, queda comentar que ocurre en los casos en que m > n. En primer lugar, en
el capitulo 4 se justificé que cuando hay mas acciones de control que salidas controladas,
puede ocurrir que la ley de control no tenga solucion tnica y sea necesario elegir alguna
solucion concreta. Este hecho puede generar dudas a la hora de obtener un GPC-LPV a
partir del GPC LTI, ya que no hay forma sencilla de elegir aquella solucién que pueda
ser "mas favorable". En lo que corresponde a la existencia de soluciones para x:?, la

condicion necesaria:

I1-ASC'(y) —-Z(y) I-AS(y) -Z(y)  BS(¥)+ BS,(y)
rango =rango dued
CS(y) CS<(y) o5 Di(y) — D5(y)

(G.2-13)

puede ocurrir que no se cumpla, ya que ahora la primera matriz so6lo tiene rango comple-
to de columnas (r.), puesto que el namero de filas es mayor (r. + m— n). Esto permite que
el rango de la segunda matriz pueda ser mayor que 7., ya que tiene un mayor numero de
columnas (r. + n). Por tanto, de forma general y a priori no hay forma de garantizar que
exista solucion. Lo que si se puede hacer es tratar de imponer durante la fase de disefio

que esta condicion se cumpla, lo cual se conseguiria se es posible encontrar una matriz
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H funcion de y tal que:

BS€,(Y) + BSC,(y) —ASC(Y) —Z(y
A T gy |[TASTD) -2 (G.2-14)
5~ D) - D) CS(y)

Este ultima condiciéon es muy compleja para ser introducida de forma sencilla en el

diseno.
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