
 

www.revista-riai.org 
Revista Iberoamericana de Automática e Informática Industrial 20 (2023) 13–24

____________________ 

*Autor para correspondencia: jmgarcia@unet.edu.ve 
Attribution-NonCommercial-ShareAlike 4.0 International (CC BY-NC-SA 4.0) 

Resumen 

El uso de remolques permite a los robots aumentar su capacidad de carga para realizar múltiples tareas, pero su uso conlleva 
múltiples riesgos. En esta investigación, se desarrollan tres métricas para evaluar la navegabilidad de robots con remolques 
acoplados cuando se mueven a bajas velocidades sobre superficies inclinadas: un índice que predice el inicio del vuelco en el 
robot o los remolques; otro índice que estima el inicio del deslizamiento total debido a las inclinaciones del terreno, ya sea en 
el robot o los remolques; y finalmente, un índice que cuantifica la capacidad del robot para direccionarse y seguir una 
trayectoria. Estas tres métricas fueron desarrolladas con base en las fuerzas de reacción de las ruedas con el suelo y fueron 
validadas a través de simulación y pruebas experimentales utilizando un robot Skid Steer llamado Lázaro, demostrándose su 
efectividad al estimar la condición de riesgo para la cual fueron diseñados. 

Palabras clave: Navegabilidad, robots móviles, estabilidad al vuelco, direccionamiento, deslizamiento hacia abajo, tractor-
remolque, terreno inclinado, superación de pendientes. 

Evaluation of navigability in skid-steer mobile robots with passive trailers moving on sloping terrain 

Abstract 

The use of trailers allows robots to increase their load capacity to perform multiple tasks, but their use carries multiple risks. 
In this research, three metrics are developed to assess the navigability of robots with coupled trailers when moving at low 
speeds on inclined surfaces: an index that predicts the initiation of rollover in the robot or trailers; another index that estimates 
the start of the total slip due to the slopes of the terrain, either in the robot or the trailers; and finally, an index that quantifies 
the robot's ability to address itself and follow a path. These three metrics were developed based on the reaction forces of the 
wheels with the ground and were validated through simulation and experimental tests using a Skid Steer robot called Lázaro, 
demonstrating their effectiveness in estimating the risk condition for which they were designed 

Keywords: Navigability, mobile robots, tip-over stability, steerability, slide-down, tractor–trailer, inclined terrain, slope 
negotiation. 

1. Introducción

El uso de remolques acoplados a vehículos trae gran
cantidad de beneficios para el transporte de bienes y 
materiales puesto que la capacidad de traslado terrestre se 
incrementa sustancialmente a través de este medio. De 
manera que, es común observar aplicaciones de vehículos con 
remolques acoplados para traslado de carga en carretera, 

equipajes en aeropuertos, transporte dentro de almacenes 
(Amezquita-Semprun et al., 2018), aplicaciones de 
agricultura como ayuda en la recolección (Shojaei, 2021) y 
traslado de cosechas (Guevara et al., 2020), fumigación de 
plantas (Martínez et al., 2008); transporte de fuentes de 
energía para impulsar el vehículo e incluso, trasporte de 
humanos en aplicaciones como vehículos de turismo 
(Morales et al., 2013a).  
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Estas aplicaciones dependen de los conductores que 
manejan los vehículos que halan los remolques (llamados 
“Tractores”) pero, la robótica ha permitido que varias de las 
aplicaciones listadas previamente las lleven a cabo robots 
móviles que actúan como tractores autónomos. Para lograr 
que esto suceda, se han venido estudiando diversos temas 
dirigidos a garantizar la capacidad del robot móvil de 
desplazarse de manera segura para cumplir una tarea asignada 
mientras hala uno o varios remolques acoplados. 

Así, algunos investigadores se han enfocado en el 
modelado dinámico de robots mientras halan tráileres, ya que 
los fenómenos asociados a la fricción y fuerzas inerciales 
influyen en la capacidad de movimiento del robot. Estos 
modelos permiten crear sistemas de control más eficientes 
para el seguimiento de trayectorias (Amezquita-Semprun et 
al., 2018), tales como: Controlador no lineal predictivo que 
toma en consideración los límites de saturación de los 
actuadores y la autocolisión entre tractor y tráiler (Kassaeiyan 
et al., 2019); controlador fundamentado en un algoritmo de 
jacobiana transpuesta modificada (MTJ) el cual es un 
controlador no basado en modelo (Khalaji & Moosavian, 
2015); controlador adaptativo paso atrás (back-stepping) que 
incluye una capa para compensar el efecto del deslizamiento 
sobre las ruedas (Khalaji & Jalalnezhad, 2019); y controlador 
predictivo robusto basado en modelo destinado a vehículos 
agrícolas sometidos a deslizamiento significativo y terrenos 
rugosos e irregulares (Wang et al., 2016). 

Dentro de este tema, también cabe resaltar el desarrollo de 
controladores para el seguimiento de trayectorias en retroceso 
o marcha atrás, donde el tractor en vez de halar los
remolques, debe empujarlos de una manera efectiva que les
permita seguir una trayectoria dada. En este campo se pueden
mencionar controladores desarrollados con base en el modelo
cinemático del conjunto robot tráiler (Li et al., 2020) y otro
enfoque implementado sobre remolques fuera de eje (off-
axle), donde se define al último trailer como un tractor
virtual; luego, sobre este se implementa un controlador de
movimiento hacia adelante considerando limitaciones de
direccionamiento que evita la colisión entre unidades y
permite el equilibrio entre remolques; posteriormente se
utilizan relaciones cinemáticas para trasladar los comandos de
movimiento entre el tractor virtual (último remolque) y el
tractor real (Morales et al., 2009). Este concepto es extendido
posteriormente para trailers en eje (on-axle) (Morales et al.,
2013b).

Otros trabajos han sido dirigidos no solo al seguimiento de 
trayectorias, sino a su planificación. En este caso se pueden 
mencionar planificadores que permiten generar trayectorias 
libres de obstáculos para evitar colisiones en el tractor y los 
remolques (Yuan, 2017) (Zhao et al., 2020), así como otros 
planificadores que utilizan algoritmos como A* para generar 
trayectorias que aseguran la estabilidad dinámica del vehículo 
– trailer (Abroshan, 2021), sabiendo que estos sistemas son
estables dinámicamente hablando cuando no hay una
desviacion apreciable de la trayectoria deseada (Bako et al.,
2021) ya sea por exceso de velocidad o por efectos del
deslizamiento (Korayem et al., 2020) (Kotur, 2019); y en el
caso de los remolques, cuando no existen movimientos
indeseados tales como serpenteos y movimientos de navaja
donde la rodadura en los remolques puede quedar bloqueada.

Finalmente, otros investigadores se han enfocado en el 
estudio de la estabilidad al vuelco, que permite estimar la 
propensión al vuelco cuando el robot se enfrenta a 
inclinaciones de terreno, o cargas y efectos inerciales. En este 
tema resalta el trabajo de Morales et al., (2013c) quienes 
utilizaron el principio del polígono de soporte (SP) para 
estimar la estabilidad estática del tractor y los remolques 
acoplados. Pero, considerando que el SP solo toma en cuenta 
factores geométricos, crearon un polígono de soporte alterado 
(ASP) que permite transformar las dimensiones del polígono 
de soporte al tomar en cuenta el efecto las cargas generadas 
en los enganches.  

En este artículo se definen un conjunto de métricas para 
evaluar la navegabilidad de robots móviles Skid Steer con 
remolques acoplados; dichas métricas pueden utilizarse en 
algoritmos para la planificación de trayectorias seguras. A 
nivel general, la navegabilidad puede definirse como la 
habilidad del robot para direccionarse y atravesar un terreno 
de manera segura (Go et al., 2006). Específicamente, la 
seguridad al atravesar el entorno se obtiene si se desplaza sin 
volcamiento (García et al., 2020b) y sin un deslizamiento 
total que lo desvíe de la trayectoria a seguir. Con base en este 
concepto, se definieron tres métricas para cuantificar la 
navegabilidad del sistema tractor-remolques, estas son: un 
índice de estabilidad, que mide la propensión al vuelco ya sea 
del tractor o los remolques; un índice de direccionamiento 
que estima la capacidad del tractor para seguir una trayectoria 
y finalmente, un índice de deslizamiento, que en el caso del 
tractor, permite estimar la propensión al deslizamiento total 
por efecto de las inclinaciones del terreno, mientras que en 
los remolques permite estimar su deslizamiento lateral.  

Los aportes de este trabajo se centran en las métricas 
definidas: respecto al índice de estabilidad, este se 
fundamenta directamente en las fuerzas de reacción de las 
ruedas sobre el terreno, a diferencia de los trabajos de otros 
investigadores quienes centran sus métricas en el concepto 
del polígono de soporte. Por otra parte, la definición de un 
índice que estima la propensión al deslizamiento total frente a 
terrenos inclinados, ya sea del robot o de los remolques 
constituye el principal aporte, ya que este tema no ha sido 
mayormente considerado por investigadores quienes centran 
su atención en el deslizamiento por efectos inerciales, grandes 
velocidades o fricción entre las ruedas y el suelo, pero 
considerando al sistema tractor-remolques moviéndose sobre 
terrenos horizontales. 

2. Consideraciones iniciales

El estudio de la navegabilidad en vehículos terrestres ha
 sido un tema de amplio estudio, en especial para los vehículos 

con remolques acoplados, ya que los fenómenos como el 
vuelco pueden traer consecuencias devastadoras, por ejemplo, 
accidentes en las carreteras con alto costo en vidas humanas. 
En estos casos, los efectos inerciales son preponderantes y 
requieren mayor atención; pero en este trabajo, se considera 
un estudio para sistemas tractor-remolques donde el tractor es 
un robot móvil que se desplaza a bajas velocidades. De 
acuerdo con esto, se despreciarán los efectos inerciales 
(Morales et al., 2013c), y se considerarán solo los factores 
estáticos que influyen sobre el sistema. Asimismo, se 
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considerará que durante el desplazamiento, las ruedas no 
poseen un deslizamiento importante sobre la superficie (hasta 
que se produzca el fenómeno de deslizamiento total). 

Adicionalmente, en cuanto a los remolques se analizarán 
aquellos que poseen dos ruedas, con enganche localizado en 
una posición central, es decir, ubicado en el eje longitudinal 
del tractor y de cada remolque. Asimismo, se considerará que 
los enganches no estarán sometidos a condiciones de fricción. 
Ahora, respecto al tipo de articulación en el enganche, se 
considerarán dos: articulación esférica y cilíndrica. Aunque 
en las condiciones reales de operación sobre terrenos 
irregulares o inclinados se prefiere la articulación esférica ya 
que permite una mejor conformidad de los remolques con el 
terreno sin la transmisión de torques en la articulación, 
también se analizó la articulación cilíndrica ya que es 
utilizada en algunas aplicaciones, en especial cuando el 
movimiento se produce en dos dimensiones (suelo plano). 

Por otra parte, se utilizará como caso de estudio al robot 
Lázaro (Figura 1) (García et al., 2017c), el cual es un robot de 
cuatro ruedas mediano (Tabla 1) tipo Skid Steer cuyo sistema 
de locomoción posee dos grados de libertad al igual que los 
robots diferenciales, pero con una mayor cantidad de puntos 
de contacto con el suelo lo que produce una mejora en 
robustez mecánica y la estabilidad del robot a expensas de 
mayores pérdidas de energía debido a la fricción (García et 
al., 2020a). Además, este robot posee un brazo articulado con 
una rueda como efector final, el cual fue diseñado 
especialmente para propiciar un punto adicional de contacto 
con el suelo, pudiendo ser utilizado para mejorar su 
estabilidad al vuelco y para superar obstáculos.  

Adicionalmente, para este trabajo se anexaron dos 
remolques al robot Lázaro: el primero “fuera de eje” (off 
axle) cuyo enganche permanece detrás del eje de las ruedas 
traseras del tractor que lo precede; y el segundo “en eje” (on 
axle), ya que el enganche está sobre el eje de las ruedas del 
primer tractor (Morales et al., 2013a) (Figura 1 y 2).  

3. Análisis de estabilidad al vuelco y direccionamiento

Se han desarrollado múltiples métodos para la estimación
de la estabilidad al vuelco en vehículos y robots móviles. En 
este trabajo se utilizaron las fuerzas de reacción (Hatano & 
Obara, 2003) del robot y sus remolques para estimar su 
estabilidad estática frente a inclinaciones de terreno; además, 
estas fuerzas también fueron utilizadas para estimar la 
capacidad de direccionamiento del robot Skid Steer.  

Figura 1: Robot Lázaro con remolques acoplados 

Tabla 1: Parámetros dimensionales y peso de Lázaro y sus remolques 

Parámetro Magnitud
Peso robot Lázaro (W0) 255 N
Dimensiones de Lázaro (Ancho x largo) 398 x 400 mm 
Peso del remolque 1 (W1) 4 N
Peso del remolque 2 (W2) 21.5 N

A continuación se explica la obtención de dichas fuerzas 
de reacción tanto en el tractor como en los remolques. En 
primer lugar, se definió la numeración que identifica a cada 
remolque, designando como 1 al remolque acoplado 
inmediatamente al tractor hasta llegar al remolque n (Figura 
2). De igual manera se identificaron las articulaciones en los 
enganches, siendo ܣଵ la articulación que vincula al remolque 
1 con el tractor, hasta ܣ௡ para n cantidad de articulaciones. 
Asimismo, se definieron los sistemas de referencias locales 
en los remolques, comenzando con ଵܺ ଵܻܼଵ para el remolque 1 
hasta ܺ௡ ௡ܻܼ௡ para n remolques. Dichos sistemas de 
referencia se ubicaron en el punto medio de la línea que une 
los puntos de contactos de las ruedas con el terreno en cada 
remolque (Figura 2). En el caso del tractor (robot Lázaro) se 
estableció el sistema de referencia local del robot ܺ଴ ଴ܻܼ଴ en 
el centro geométrico del polígono delimitado por los cuatro 
puntos de contacto de las ruedas con el terreno. 
Adicionalmente, se identificaron las ruedas de cada remolque, 
donde ݓଵଵ y ݓଶଵ pertenecen al remolque 1; luego, ݓଵ௡ y ݓଶ௡ 
corresponden a las ruedas del remolque n. En el caso del 
tractor, el orden en la numeración de las ruedas se muestra en 
la Figura 2. 

Por otra parte, cabe destacar que si el robot y los 
remolques transitan por una superficie inclinada, sus sistemas 
de referencia locales tendrán una inclinación respecto al 
plano horizontal, definida por los ángulos de navegación roll 
 y pitch (߶௜), donde i corresponde a 0 para el tractor y (௜ߙ)
desde 1 a n para los remolques. Con base en esta 
nomenclatura, se puede definir adicionalmente el vector de 
peso para el tractor y los remolques utilizando a (1). Dicho 
vector está localizado en el centro de gravedad (CoG) de cada 
elemento.  

Figura 2: Representación de Lázaro con remolques y sistemas de referencia 

A partir de esto, se definirán las ecuaciones para las 
fuerzas de reacción en el tractor y remolques, considerando el 
último remolque del tipo on axle mientras que el remolque 
intermedio se consideró off axle; a pesar de esta limitación, es 
sencillo deducir las reacciones para otras combinaciones de 
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remolques utilizando la formulaciones de mecánica estática, 
tal como se describe para este caso. Finalmente, considerando 
que se estudiarán dos tipos de articulaciones diferentes 
(esféricas y cilíndricas) se hace necesario separar el cálculo 
de las reacciones por cada articulación. 

ሬܹሬሬԦ௜ ൌ ቎
௫ܹ೔

௬ܹ೔

௭ܹ೔

቏ ൌ ௜ܹ ൥
cos߶௜ sin ௜ߙ
െ sin߶௜

cos߶௜ cos ௜ߙ
൩ (1) 

3.1. Fuerzas de reacción en remolques con enganche esférico 

Una articulación de tipo esférica o de bola posee tres 
grados de libertad rotacionales sin transmisión de momentos, 
lo cual permite a cada uno de los cuerpos de la cadena 
cinemática tener una orientación propia. Para el análisis y 
deducción de cargas del tractor y remolques acoplados, se 
comenzó analizando el remolque final n. La Figura 3 muestra 
todas las componentes de carga en dicho remolque definidas 
con base en su sistema de referencia ܺ௡ ௡ܻܼ௡. Cabe destacar 
que las componentes longitudinales de las reacciones en las 
ruedas (dirección y) fueron despreciadas ya que los 
remolques por ser elementos guiados, sometidos a rodadura 
pura y considerando poca deformación en las ruedas, poseen 
reacciones longitudinales en las ruedas con una magnitud 
muy pequeña, las cuales pueden ser omitidas. 

Figura 3: Último remolque con enganche esférico 

 En primer lugar, utilizando una sumatoria de momentos 
en la articulación (∑ܯሬሬԦ஺೙ ൌ 0) y sumatoria de fuerzas

considerando el equilibrio estático (∑ܨԦ ൌ 0), se encontró a 
(2) que define las componentes de la fuerza ܣറ௡

௡  que actúa en
la articulación n; cabe resaltar que el superíndice a la
izquierda en la expresión ܣ௡

௡ , indica el sistema de referencia
desde el cual están definidas dichas componentes. Las
variables geométricas utilizadas en (2) y en las ecuaciones
sucesivas, se definen en el Apéndice A.

റ௡ܣ
௡ ൌ ቎

௡ܣ ௫೙

௡ܣ ௬೙

௡ܣ ௭೙

቏ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ܺ஼௢௚೙ ௬ܹ೙ െ ஼ܻ௢௚೙	 ௫ܹ೙

஺ܻ೙	
െ ௬ܹ೙

஼ܻ௢௚೙ ௭ܹ೙ ൅ ൫ܼ஼௢௚೙ െ ஺ܼ೙൯ ௬ܹ೙

஺ܻ೙ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

(2) 

Asimismo, se encontraron las fuerzas de reacción en las 
ruedas. Las componentes en dirección ܼ௡ se obtienen a través 
de (3) y (4). Por otra parte, las componentes en dirección ܺ௡ 

no pueden determinarse de manera individual, por tanto, en 
(5) se presenta la suma de las componentes en ambas ruedas.

௭ೢభ೙ܨ ൌ
൬
೉೟೙
మ ା௑಴೚೒೙൰ௐ೥೙ା௓಴೚೒೙ௐೣ ೙ା௓ಲ೙ ஺೙ ೣ೙ି

೉೟೙
మ ஺೙ ೥೙

௑೟೙

(3) 

௭ೢమ೙ܨ ൌ
൬
೉೟೙
మ ି௑಴೚೒೙൰ௐ೥೙ି௓೎೚೒೙ௐೣ ೙ି௓ಲ೙ ஺೙ ೣ೙ି

భ
మ௑೟೙ ஺೙ ೥೙

௑೟೙

(4) 

௫ೢభ೙ܨ ൅ ௫ೢమ೙ܨ ൌ
௫ܹ೙൫ ஺ܻ೙ െ ஼ܻ௢௚೙൯ ൅ ௬ܹ೙ܺ஼௢௚೙

஺ܻ೙
 

(5) 

Una vez analizado el último remolque, se hace un proceso 
análogo para los remolques intermedios i (en este caso, un 
único remolque off axle) desde n-1 hasta 1. Pero, en cada 
remolque i es necesario adicionar las reacciones del enganche 
 .௜ାଵ provenientes del remolque siguiente i+1 (Figura 4)ܣ
Dichas reacciones deben ser transformadas desde el sistema 
de referencia i+1 al sistema i; esta operación se realiza a 
través de (6), donde ܴ௜ ௜ାଵ es la matriz de rotación del 
sistema i+1 respecto al sistema i mostrada en (7), además, 
∗ߠ ൌ ௜ߠ െ ∗߶ ,௜ାଵߠ ൌ ߶௜ െ ߶௜ାଵ y ߙ∗ ൌ ௜ߙ െ  ,∗ߠ ௜ାଵ siendoߙ
߶∗ y ߙ∗ los ángulos relativos entre los sistemas i e i+1, 
específicamente en los ejes Z, X e Y respectivamente. 

Figura 4: Remolque intermedio con enganche esférico 

௜ାଵܣ
௜ ൌ ൦

௜ܣ ௫೔శభ

௜ܣ ௬೔శభ

௜ܣ ௬೔శభ

൪ ൌ ܴ௜ାଵ
௜ 	 ௜ାଵܣ

௜ାଵ (6) 

ܴ௜ାଵ
௜ ൌ 

൥
∗߶ܥ∗ߠܥ െܵ߶∗ߙܥ∗ ൅ ∗ߙܵ∗ߠܵ∗߶ܥ ∗ߙܵ∗߶ܵ ൅ ∗ߙܥ∗ߠܵ∗߶ܥ

∗ߠܥ∗߶ܵ ∗ߙܥ∗߶ܥ ൅ ∗ߙܵ∗ߠܵ∗߶ܵ െߙܵ∗߶ܥ∗ ൅ ∗ߙܥ∗ߠܵ∗߶ܵ

െܵߠ∗ ∗ߙܵ∗ߠܥ ∗ߙܥ∗ߠܥ
൩

(7) 

Una vez definidas las reacciones en la articulación ܣ௜ାଵ, se 
pueden definir las reacciones en la articulación ܣ௜ utilizando 
la formulación de mecánica estática (∑ܯሬሬԦ஺೔ ൌ 0 y ∑ܨԦ ൌ 0)
para el remolque i, de acuerdo al diagrama de fuerzas 
mostrado en la Figura 4. Las reacciones en la articulación ܣ௜ 
quedan expresadas en (8). Posteriormente se pueden 
encontrar las reacciones en las ruedas, cuyas componentes en 
ܼ௜ quedan definidas por (9) y (10), mientras que las 
componentes horizontales en dirección ௜ܺ, no se pueden 
determinar individualmente, pero se presentan la sumatoria 
de estas componentes a través de (11).  
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റ௜ܣ
௜ ൌ ൦

௜ܣ ௫೔

௜ܣ ௬೔

௜ܣ ௭೔

൪ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

௑಴೚೒೔ௐ೤೔ି௒಴೚೒೔ ௐೣ ೔

௒ಲ೔

݅ܣ ൅1݅ݕ
െ ௬ܹ೔
	

ቀ௓ಲ೔ି௓ಲ೔శభቁ ஺೔ ೤೔శభା௒಴೚೒೔ௐ೥೔ାቀ௓಴೚೒೔ି௓ಲ೔ቁௐ೤೔
௒ಲ೔ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

(8) 

௭ೢభ೔ܨ ൌ
െ ஺ܼ೔శభ ௜ܣ ௫೔శభ ൅

݅ݐܺ
2 ௜ܣ ௭೔శభ ൅ ܼ஼௢௚೔ ௫ܹ೔ ൅ ൫ܺ݅ݐଶ ൅ ܺ஼௢௚೔൯ ௭ܹ೔ ൅ ஺ܼ೔ ௜ܣ ௫೔ െ

݅ݐܺ
2 ௜ܣ ௭೔

ܺ௧೔

(9) 

௭ೢమ೔ܨ ൌ
஺ܼ೔శభ ௜ܣ ௫೔శభ ൅

݅ݐܺ
2 ௜ܣ ௭೔శభ െ ܼ஼௢௚೔ ௫ܹ೔ ൅ ൫ܺ݅ݐଶ െ ܺ஼௢௚೔൯ ௭ܹ೔ െ ஺ܼ೔ ௜ܣ ௫೔ െ

݅ݐܺ
ଶ ௜ܣ ௭೔

ܺ௧೔

(10) 

______________________________________________________________________________________________________ 

௫ೢభ೔ܨ ൅ ௫ೢమ೔ܨ ൌ
ௐೣ ೔ቀ௒ಲ೔ି௒಴೚೒೔ቁାௐ೤೔௑಴೚೒೔ି ஺೔ ೣ೔శభ௒ಲ೔

௒ಲ೔

(11) 

Finalmente, también se determinaron las fuerzas de 
reacción en el tractor. En este caso, si se incluyeron las 
fuerzas en dirección ଴ܻ (Figura 5), ya que por ser el robot el 
elemento impulsor, se generan en esta dirección las fuerzas 
tractivas y de fricción que permiten el avance del robot. En el 
caso de la dirección ܼ଴ se determinaron las fuerzas de 
reacción para cada eje de vuelco del robot. Un eje de vuelco 
es la línea imaginaria que une dos puntos de contacto 
consecutivos de las ruedas con el suelo; por tanto, la fuerza 
de reacción en un eje de vuelco corresponde a la suma de las 
fuerzas de reacción de las ruedas que forman parte de dicho 
eje (Figura 5); no se consideró en este trabajo la aparición del 
quinto punto de contacto provisto por el efector final del 
brazo tocando al suelo y ejerciendo una fuerza sobre este. 

Figura 5: Robot Lázaro con enganche esférico para remolques 

Para determinar las fuerzas de reacción en los ejes de 
vuelco es necesario definir en primer lugar, la posición del 
CoG en el tractor, la cual es variable puesto que Lázaro posee 
un brazo acoplado. Dicha posición está determinada por (12) 
siendo ߠ௕ଵ y ݀ଶ las variables articulares del brazo mientras 
que a, b, c, d y r son constantes definidas experimentalmente 
para el robot (sin remolques). Adicionalmente, se deben 
tomar en consideración las fuerzas transmitidas desde el 
enganche que une el tractor con el remolque 1. Dichas cargas 
deben ser transformadas al sistema ܺ଴ ଴ܻܼ଴ a partir de las 
cargas en el enganche ya conocidas y representadas en el 
sistema ଵܺ ଵܻܼଵ. Esta operación se lleva a cabo utilizando a 
(6) sabiendo que para el tractor ݅ ൌ 0. A partir de esta
información, se obtuvieron las fuerzas de reacción en los ejes

de vuelco, las cuales se muestran en (13) donde ܨଵସ ൌ ଵ௭ܨ ൅
 ସ௭; esta nomenclatura se repite para las reacciones en losܨ
demás ejes de vuelco.  

቎

ܺ஼௢௚బ
஼ܻ௢௚బ
ܼ஼௢௚బ

቏ ൌ ൥
ܽ ൅ ݎ cos ௕ଵߠ
ܾ ൅ ݎ sin ௕ଵߠ
ܿ ݀ଶ ൅ ݀

൩ (12) 

ଵସܨ ൌ
൬
೉೟೔
మ ି௑಴೚೒೔൰ௐ೥೔ି௓಴೚೒೔ௐೣ ೔ା௓ಲ೔శభ ஺೔ ೣ೔శభା

೉೟೔
మ ஺೔ ೥೔శభ

௑೟೔

ଶଷܨ ൌ
൬
೉೟೔
మ శ೉಴೚೒೔

൰ௐ೥೔ା௓಴೚೒೔ௐೣ ೔ି௓ಲ೔శభ ஺೔ ೣ೔శభା
೉೟೔
మ ஺೔ ೥೔శభ

௑೟೔

ଵଶܨ ൌ
ି௓ಲ೔శభ ஺೔ ೤೔శభା௓಴೚೒೔ௐ೤೔ା൬௒಴೚೒೔ା

ೊ೟బ
మ ൰ௐ೥೔ି൬௒ಲ೔శభି

ೊ೟బ
మ ൰ ஺೔ ೥೔శభ

௒೟బ

ଷସܨ ൌ
௓ಲ೔శభ ஺೔ ೤೔శభି௓಴೚೒೔ௐ೤೔ା൬

ೊ೟బ
మ ି௒಴೚೒೔൰ௐ೥೔ା൬௒ಲ೔శభା

ೊ೟బ
మ ൰ ஺೔ ೥೔శభ

௒೟బ

(13) 

3.2. Fuerzas de reacción en sistemas con enganche cilíndrico 

En este caso se definió el modelo utilizando una 
articulación cilíndrica ideal, la cual permite únicamente un 
movimiento rotacional alrededor de un eje de giro común (ܼ௜) 
y un movimiento de traslación a lo largo dicho eje. Al igual 
que con el caso de la articulación esférica, el análisis de 
cargas inició por el remolque final n; luego, utilizando el 
procedimiento ya descrito se definieron las componentes de 
la fuerza ܣറ௡

௡ 	 que actúa en articulación ܣ௡ a través de (14). 
Adicionalmente, se determinó el vector de torques en la 
articulación ሬܶԦ௡ ஺೙ por medio de (15), sabiendo que la
componente en ܼ௡ ൌ 0 (Figura 6). Luego, las fuerzas de 
reacción en las ruedas del remolque también fueron 
calculadas y mostradas en (16) y (17). 

Figura 6: Último remolque con enganche cilíndrico 
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റ௡ܣ
௡ ൌ ቎

௡ܣ ௫೙

௡ܣ ௬೙

௡ܣ ௭೙

቏ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ܺ஼௢௚೙ ௬ܹ೙ െ ஼ܻ௢௚೙	 ௫ܹ೙

஺ܻ೙

െ ௬ܹ೙

0 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

(14) 

ሬܶറ஺೙
௡ ൌ ቎

ܶ௡ ௫	஺೙

ܶ௡ ௬	஺೙

ܶ௡ ௭	஺೙

቏ ൌ

ۏ
ێ
ێ
൫ܼ஼௢௚೙ۍ െ ஺ܼ೙൯ ௬ܹ೙ ൅ ஼ܻ௢௚೙	 ௭ܹ೙	

ܶ௡ ௬	஺೙

0 ے
ۑ
ۑ
ې

(15) 

௭ೢభ೙ܨ ൌ
൬
೉೟೙
మ ା௑಴೚೒೙൰ௐ೥೙ା௓಴೚೒೙ௐೣ ೙ା௓ಲ೙ ஺೙ ೣ೙ା ்೙ ೤	ಲ೙

௑೟೙
(16) 

௭ೢమ೙ܨ ൌ
൬
೉೟೙
మ ି௑಴೚೒೙൰ௐ೥೙ି௓೎೚೒೙ௐೣ ೙ି௓ಲ೙ ஺೙ ೣ೙ି ்೙ ೤	ಲ೙

௑೟೙
(17) 

Para el análisis de los remolques intermedios i (desde n-1 
hasta 1), es necesario adicionar las reacciones del enganche 
 .௜ାଵ provenientes del remolque siguiente i+1 (Figura 7)ܣ
Dichas reacciones deben ser transformadas desde el sistema 
de referencia i+1 al sistema i; esta operación se realiza a 
través de (6) para las fuerzas y (18) para los torques, sabiendo 
que en este caso ܴ௜ ௜ାଵ queda definida a través de (19). Una 
vez realizado este procedimiento, es posible determinar: las 
reacciones en la articulación ܣ௜ a través de (20), el vector de 
torques ሬܶറ஺೔

௜  en dicha articulación por medio de (21) y las
fuerzas de reacción en las ruedas, utilizando a (22) y (23). 

ሬܶറ஺೔శభ
௜ ൌ ܴ௜ାଵ

௜ ሬܶറ஺೔శభ
௜ାଵ

(18) 

ܴ௜ାଵ
௜ ൌ ൥

∗ߠܥ െܵߠ∗ 0
∗ߠܵ ∗ߠܥ 0
0 0 1

൩ (19) 

റ௜ܣ
௜ ൌ ൦

௜ܣ ௫೔

௜ܣ ௬೔

௜ܣ ௭೔

൪ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
௑಴೚೒೔ௐ೤೔ି௒಴೚೒೔	ௐೣ ೔

௒ಲ೔	
݅ܣ ൅1݅ݕ

െ ௬ܹ೔
	
0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

(20) 

Figura 7: Remolque intermedio con enganche cilíndrico 

Nuevamente, se determinaron las fuerzas de reacción en 
los ejes de vuelco del tractor. Se tomaron en consideración las 
cargas y torques provenientes de la articulación ܣଵ (Figura 8), 
que debían ser transformados al sistema ܺ଴ ଴ܻܼ଴ por medio de 
(6) y (18). Con esta información, se definieron las ecuaciones
para el cálculo de estas fuerzas en los ejes de vuelco, las 
cuales se muestran en (24). 

______________________________________________________________________________________________________ 

ሬܶറ஺೔
௜ ൌ ൦

ܶ௜ ௫	஺೔

ܶ௜ ௬	஺೔

ܶ௜ ௭	஺೔

൪ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
൫ۍ ஺ܼ೔ െ ஺ܼ೔శభ൯ ௜ܣ ௬೔శభ ൅ ஼ܻ௢௚೔ ௭ܹ೔ ൅ ൫ܼ஼௢௚೔ െ ஺ܼ೔൯ ௬ܹ೔ െ ܶ௜ ௫	஺೔శభ

ܶ௜ ௬	஺೔

0 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

(21) 

௭ೢభ೔ܨ ൌ
െ ஺ܼ೔శభ ௜ܣ ௫೔శభ ൅ ܼ஼௢௚೔ ௫ܹ೔ ൅ ൫ܺ݅ݐଶ ൅ ܺ஼௢௚೔൯ ௭ܹ೔ ൅ ஺ܼ೔ ௜ܣ ௫೔ െ ܶ௜ ௬ ஺೔శభ ൅ ܶ௜ ௬	஺೔

ܺ௧೔
(22) 

௭ೢమ೔ܨ ൌ
஺ܼ೔శభ ௜ܣ ௫೔శభ െ ܼ஼௢௚೔ ௫ܹ೔ ൅ ൫ܺ݅ݐଶ െ ܺ஼௢௚೔൯ ௭ܹ೔ െ ஺ܼ೔ ௜ܣ ௫೔ ൅ ܶ௜ ௬ ஺೔శభ െ ܶ௜ ௬	஺೔

ܺ௧೔

(23) 

______________________________________________________________________________________________________ 

ଵସܨ ൌ
൬
೉೟೔
మ ି௑಴೚೒೔൰ௐ೥೔ି௓಴೚೒೔ௐೣ ೔ା௓ಲ೔శభ ஺೔ ೣ೔శభା ்೔ ೤	ಲ೔శభ

௑೟೔

  

ଶଷܨ ൌ
൬
೉೟೔
మ శ೉಴೚೒೔

൰ௐ೥೔ା௓಴೚೒೔ௐೣ ೔ି௓ಲ೔శభ ஺೔ ೣ೔శభି ்೔ ೤	ಲ೔శభ

௑೟೔
  

ଵଶܨ ൌ
ି௓ಲ೔శభ ஺೔ ೤೔శభା௓಴೚೒೔ௐ೤೔ା൬௒಴೚೒೔ା

ೊ೟బ
మ ൰ௐ೥೔ା ்೔ ೣ	ಲ೔శభ

௒೟బ

ଷସܨ ൌ
௓ಲ೔శభ ஺೔ ೤೔శభି௓಴೚೒೔ௐ೤೔ା൬

ೊ೟బ
మ ି௒಴೚೒೔൰ௐ೥೔ି ்೔ ೣ	ಲ೔శభ

௒೟బ

(24) 

Figura 8: Robot Lázaro con enganche cilíndrico para remolques 
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3.3. Índice de estabilidad al vuelco 

Esta métrica permite estimar el momento cuando el robot 
o los remolques, experimentan el fenómeno del vuelco de
forma inminente. En este estudio, se utiliza la magnitud de las
fuerzas de reacción de las ruedas con el terreno para definir
este índice sabiendo que, cuando las fuerzas de reacción en
un eje de vuelco del robot se hacen cero, este experimenta un
fenómeno de vuelco inminente. Por lo tanto, una buena
estimación de la estabilidad está en cuantificar la magnitud de
las fuerzas de reacción en los cuatro ejes de vuelco y
seleccionar la mínima fuerza. Estas fueron definidas a través
de (13) para remolques acoplados utilizando articulaciones
esféricas, y por medio de (24) para enganches cilíndricos.

Sin embargo, es apropiado realizar un ajuste para alcanzar 
la normalización del índice, la cual se logra al dividir la 
mínima fuerza de reacción en un eje de vuelco entre la 
correspondiente cuando el robot está en la situación de 
máxima estabilidad, que ocurre cuando este se posiciona 
sobre suelo horizontal (ߙ଴ ൌ ߶଴ ൌ 0°). Una vez normalizado, 
el índice podrá alcanzar valores entre 0 (vuelco inminente) y 
1 (estabilidad máxima). Cuantitativamente, el índice para un 
robot con remolques acoplados se define a través de (25).  

௧బܫ ൌ
݉݅݊ሺܨଵସ, ,ଶଷܨ ,ଵଶܨ ଷସሻܨ

ሾ݉݅݊ሺܨଵସ, ,ଶଷܨ ,ଵଶܨ °ଷସሻሿ஑ୀథୀ଴ܨ
 (25) 

Cabe destacar que en (25) se incluyeron las fuerzas en los 
cuatro ejes de vuelco, a diferencia de otros investigadores que 
suponen solo el riesgo de vuelco lateral en el robot (Ejes 14 y 
23, ver Figura 8). En este caso, se considera oportuno incluir 
los cuatro ejes de vuelco principalmente en el caso del robot 
con remolques acoplados usando enganches esféricos ya que, 
aunque es poco probable un vuelco completo en dirección 
frontal o posterior, si es posible un estado de inestabilidad 
donde las ruedas de estos ejes (12 y 34) pierdan contacto con 
el suelo quedando el robot en una posición irregular que 
dificulta la tracción por la pérdida del agarre con el suelo. 

Por otra parte, cabe recordar que la articulación de tipo 
esférica permite la orientación relativa entre los cuerpos de la 
cadena cinemática; por tanto, cada remolque puede 
experimentar el vuelco de forma independiente a los demás. 
Esto se hace evidente cuando la fuerza de reacción de una 
rueda del remolque con el suelo se hace cero. A partir de este 
principio se definió el índice de estabilidad normalizado para 
los remolques: (26) lo define para el último remolque, 
mientras que (27) lo hace para los remolques intermedios. 

௧೙ܫ ൌ
݉݅݊ሺܨ௭ೢభ೙, ௭ೢమ೙ሻܨ

ቂ݉݅݊ሺܨ௭ೢభ೙, °௭ೢమ೙ሻቃ஑ୀథୀ଴ܨ
(26) 

௧೔ܫ ൌ
݉݅݊ሺܨ௭ೢభ೔, ௭ೢమ೔ሻܨ

ቂ݉݅݊ሺܨ௭ೢభ೔, °௭ೢమ೔ሻቃ஑ୀథୀ଴ܨ
(27) 

Finalmente, en el caso del enganche cilíndrico, aparecen 
las restricciones relacionadas con el tipo de articulación que 
no permiten el vuelco individual de cada componente de la 
cadena; entonces, no es necesario evaluar la posibilidad de 

vuelco para cada remolque; solo evaluando el índice de 
estabilidad del tractor por medio de (25), es suficiente para 
estimar el vuelco de la cadena de remolques. 

3.4. Índice de direccionamiento 

Esta métrica permite estimar la capacidad que tiene el 
robot para alterar su orientación de acuerdo con una 
trayectoria previamente definida. Al respecto cabe destacar 
que las fuerzas de reacción en el robot también pueden 
emplearse en este caso (Meghdari et al., 2005), ya que al 
tratarse de un robot Skid Steer, el direccionamiento será 
posible siempre y cuando exista fricción en las ruedas a causa 
del contacto de las mismas con el terreno. 

Cuantitativamente, este índice se define como el mínimo 
valor entre sumatorias de las fuerzas que actúan sobre los ejes 
de vuelco laterales del robot (Ejes 14 y 23, ver Figura 8), 
dividido entre el valor mínimo que pueden tener dichas 
reacciones cuando el robot se encuentra en su posición más 
estable, es decir, sobre un plano horizontal (28). 

௦బܫ ൌ
݉݅݊ሺܨଵସ, ଶଷሻܨ

ሾ݉݅݊ሺܨଵସ, °ଶଷሻሿ஑ୀథୀ଴ܨ
 (28) 

En investigaciones previas se ha estudiado la validez de 
esta métrica para robots Skid Steer y se ha encontrado que la 
respuesta al direccionamiento no se ve afectada cuando 
௦ܫ ൐ 0.5, mientras que para magnitudes más bajas ocurre una 
rápida degradación en la capacidad de direccionamiento 
(García et al., 2017a). Por otra parte, en el caso de los 
remolques, al ser cuerpos o agentes pasivos que son 
traccionados, no poseen un direccionamiento mas allá que 
seguir la trayectoria descrita por el robot tractor, por lo tanto, 
no es válido estimar su capacidad de direccionamiento. 

4. Análisis de deslizamiento

El fenómeno del deslizamiento en un vehículo con ruedas
en movimiento ocurre cuando la fuerza de fricción (ܨ௥) a la 
cual están sometidos todos los puntos de contacto de las 
ruedas con el terreno supera al producto de la reacción 
normal (ܨ௭) por el coeficiente de fricción estático (ߤ௦), es 
decir, cuando se rompe la relación ܨ௥ ൑  ௭. A partir de esteܨ௦ߤ
instante, se inicia un deslizamiento total que puede alterar de 
forma drástica la orientación del cuerpo, impidiendo que se 
siga una trayectoria preestablecida. 

Por otra parte, cuando se limita el libre movimiento de los 
cuerpos debido a la existencia de articulaciones que los ligan 
a otros cuerpos dentro de una cadena cinemática, se generan 
factores que pueden alterar la condición de deslizamiento 
individual, produciéndose distintos casos de deslizamiento 
según sea la cantidad, peso y tipo de cuerpos conectados. A 
continuación se describe un estudio hecho para remolques y 
tractor, que concluyen con la generación de una métrica para 
estimar la propensión al deslizamiento total en el tractor o los 
remolques cuando se desplazan sobre terrenos inclinados. 

4.1. Deslizamiento transversal en los remolques 

En este estudio se evalúa el efecto del deslizamiento en 
remolques principalmente en dirección transversal donde 
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estos pueden cambiar su orientación en dirección yaw de 
manera abrupta respecto al tractor, producto del 
deslizamiento. Por otra parte, no se estudia el deslizamiento 
en dirección longitudinal, ya que en este trabajo se asume que 
los remolques son más livianos que el tractor, por lo que el 
deslizamiento en esta dirección depende del desempeño 
propio del robot, que puede retenerlos o propiciar un 
deslizamiento prematuro de los remolques que son halados 
por el tractor.  

Cuando se evalúa la fricción en una rueda, se considera 
que no existe deslizamiento transversal mientras que ܨ௫ ൑
 ௫ la fuerza de reacción en dirección transversalܨ ௭ siendoܨ௦ߤ
(Figura 7) y asumiendo ܨ௬ ൌ 0. Ahora, considerando un 
remolque con múltiples ruedas, no existe deslizamiento 
transversal mientras se cumpla la condición dada por (29). Si 
este principio se aplica al remolque n con enganche esférico, 
donde la ∑ܨ௫ se obtiene de (5) y la ∑ܨ௭ se puede deducir a 
partir de (3) y (4), la condición límite de deslizamiento (29) 
fue redefinida para obtener a (30).  

௫ܨ∑ ൑ ௦ߤ  ௭  (29)ܨ∑

௫ܹ೙൫ ஺ܻ೙ െ ஼ܻ௢௚೙൯ ൅ ௬ܹ೙ܺ஼௢௚೙
஺ܻ೙

൑ ௦ߤ ቀܹ݊ݖ െ ݊ܣ
݊ݖ
ቁ (30) 

A partir de esta condición, se diseñó un índice de 
deslizamiento normalizado (31) para el remolque n cuya 
magnitud varía entre 0 y 1: si tiende a 0 se produce el 
deslizamiento total en dirección transversal. Luego, para el 
caso de la articulación cilíndrica se puede utilizar a (31) 
considerando a ܣ௡ ௭೙ ൌ 0.  

ௗ௡ܫ ൌ
ቚఓೞቀܹ݊ݖെ ݊ܣ ݊ݖ

ቁቚିอ
ೈೣ೙ቀೊಲ೙షೊ಴೚೒೙ቁశೈ೤೙೉಴೚೒೙

ೊಲ೙
อ

ቚఓೞቀܹ݊ݖെ ݊ܣ ݊ݖ
ቁቚ

(31) 

Por otra parte, la condición límite de deslizamiento dada 
por (29), fue redefinida para un remolque intermedio i. En 
este caso, la ∑ܨ௫ se obtiene de (11) y la ∑ܨ௭ se puede deducir 
por medio de (9) y (10) obteniéndose a (32). A partir de esta, 
se diseñó el índice de deslizamiento normalizado para 
remolques intermedios dado por (33). Finalmente, en el caso 
de remolques con articulación cilíndrica, se puede utilizar la 
misma ecuación pero considerando que ܣ௜ ௭೔ ൌ ௜ܣ ௭೔శభ ൌ 0.

ௐೣ
೔
ቀ௒ಲ೔ି௒಴೚೒೔ቁାௐ೤೔

௑಴೚೒೔ି ஺೔ ೣ೔శభ
௒ಲ೔

௒ಲ೔
	൑ ௦൫ߤ ௭ܹ೔ ൅ ௜ܣ ௭೔శభ െ ௜ܣ ௭೔൯ (32) 

ௗ௜ܫ ൌ  

ቚఓೞቀௐ೥೔ା ஺೔ ೥೔శభି ஺೔ ೥೔ቁቚିอ
ೈೣ೔ቀೊಲ೔

షೊ಴೚೒೔
ቁశೈ೤೔೉಴೚೒೔

ష ಲ೔ ೣ೔శభೊಲ೔
ೊಲ೔

อ

ቚఓೞቀௐ೥೔ା ஺೔ ೥೔శభି ஺೔ ೥೔ቁቚ

(33) 

4.2. Deslizamiento total en el tractor 

En trabajos previos, se definió un índice de deslizamiento 
solo para el robot (García et al., 2017b); Ahora, este índice 
fue redefinido para incluir el efecto de los remolques sobre el 
robot. Cuando el tractor transita sobre un terreno inclinado 
plano a bajas velocidades y considerando un ߤ௦ único en 

dirección longitudinal y trasversal (Song et al., 2018), la 
condición limite de deslizamiento para una rueda ܨ௥ ൑  ௭ܨ௦ߤ

se cumple sabiendo que ܨ௥ ൌ ൫ܨ௫
ଶ ൅ ௬ܨ

ଶ൯
ଵ/ଶ

௬ܨ)  ് 0 debido
a la tracción en las ruedas). Ahora, considerando que todas 
las ruedas están contenidas en el plano ܺ଴ ଴ܻ y que debido a la 
inclinación, las fuerzas de fricción en las ruedas tendrán 
aproximadamente la misma dirección, se puede utilizar un 
sistema equivalente para unificar la fricción de todas las 
ruedas como una única fuerza, con una condición límite de 
deslizamiento definida por (34), la cual puede ser reescrita 
para obtener a (35).  

௥ܨ∑ ൑ ௦ߤ  ௭ (34)ܨ∑

ට∑ܨ௫
ଶ ൅ ௬ܨ∑

ଶ ൑ ௦ߤ  ௭ܨ∑
(35) 

Ahora, aplicando las ecuaciones de mecánica estática 
sobre el tractor con enganche esférico (Figura 5), es fácil 
demostrar que: 

௫ܨ∑ ൌ ௫ܹబ െ 0ܣ
1ݔ

௬ܨ∑ ൌ 0ܣ
1ݕ
െ ௬ܹబ  

௭ܨ∑ ൌ ௭ܹబ ൅ 0ܣ
1ݖ

(36) 

Luego, si se sustituye (36) en (35), se puede reescribir la 
condición límite de deslizamiento para obtener a (37). A 
partir de esta, se definió el índice de deslizamiento 
normalizado mostrado en (38). En el caso de tractores con 
enganches cilíndricos se puede utilizar a (38) considerando a 
଴ܣ ௭భ ൌ 0.

ට൫ ௫ܹబ െ ଴ܣ ௫భ൯
ଶ
൅ ൫ ଴ܣ ௬భ െ ௬ܹబ൯

ଶ
൑ ௦൫ߤ ௭ܹబ ൅ ଴ܣ ௭భ൯

(37) 

ௗబܫ ൌ
หఓೞ൫ௐ೥బା ஺బ ೥భ൯หିቤට൫ௐೣ బି ஺బ ೣభ൯

మ
ା൫ ஺బ ೤భିௐ೤బ൯

మ
ቤ

หఓೞ൫ௐ೥బା ஺బ ೥భ൯ห

(38) 

El uso de este índice está limitado a entornos ya estudiados 
donde se conozca la magnitud de ߤ௦ para las ruedas del 
tractor y los remolques; aunque esta constante está 
plenamente definida para muchas combinaciones comunes 
como ruedas de goma sobre suelos de concreto; pero, también 
puede ser determinado experimentalmente de manera sencilla 
(Pérez et al., 2010). 

5. Validación de los índices de navegabilidad propuestos

Se realizaron un conjunto de simulaciones con el software
MSC ADAMS donde el modelo del robot Lázaro se 
desplazaba sobre diferentes entornos mientras llevaba 
acoplados dos remolques con enganches esféricos o 
cilíndricos. Los resultados se muestran a continuación.  

5.1. Validación de las ecuaciones propuestas 

Las simulaciones realizadas en este caso, tuvieron como 
propósito determinar la exactitud de los modelos propuestos 
tanto para las fuerzas de reacción como para los índices 
propuestos. Para el caso del robot acoplado con remolques a 
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través de articulaciones esféricas se colocó el robot a subir y 
bajar la plataforma irregular mostrada en la Figura 9a. En el 
caso del robot acoplado con articulaciones cilíndricas, el 
robot se desplazó siguiendo una trayectoria circular sobre el 
plano inclinado mostrado en la Figura 9b. 

Figura 9: Plataformas de prueba en MSC. ADAMS. Remolques con enganche: 
a) esférico; b) cilíndrico 

La Figura 10 muestra las fuerzas de reacción en las ruedas
del robot y de los remolques durante la prueba de ascenso 
sobre la pista mostrada en la Figura 9a. Asimismo, la Figura 
11a muestra los índices de navegabilidad para la misma 
prueba. A partir de esta experiencia y otras registradas, se 
observó que el modelo tiene un buen grado de precisión 
puesto que el error porcentual absoluto medio (MAPE) es 
menor a 7% en todos los casos, lo cual ratifica la validez del 
modelo, ya un valor porcentual menor a 10% corresponde a 
una validación de alta precisión (Lewis, 1982).  

Por otra parte, se debe analizar por separado el caso de los 
remolques con enganche cilíndrico (Figura 9b). Al deducir las 
ecuaciones para el cálculo de las reacciones en las ruedas, 
fuerzas y torques en las articulaciones, se encontró que estos 
elementos (remolques y robot) son sistemas hiperestáticos y 
no es posible determinar a través de ecuaciones, los 
momentos sobre las articulaciones en dirección ௡ܻ y ௜ܻ 
( ܶ௡ ௬	஺೙, ܶ௜ ௬	஺೔) utilizados en (15) y (21). Pero, se puede
considerar que antes de un proceso de vuelco, si los remoques 
están sobre una superficie plana y se consideran 
indeformables las ruedas y otras partes de los remolques, 
dichos momentos pueden aproximarse a cero. 

Ahora, al hacer las simulaciones en el software MSC. 
ADAMS, los contactos de las ruedas con el suelo fueron 
modelados utilizando la función IMPACT que toma en 
consideración una profundidad de penetración durante el 
contacto. Esta característica del software genera un 
desequilibrio geométrico en los remolques (una rueda puede 
ser milimétricamente más alta que la otra) propiciando la 
aparición de los momentos ܶ௡ ௬	஺೙ y ܶ௜ ௬	஺೔ ് 0. Por ello, en
la Figura 11b, se muestran tres curvas de los índices de 
navegabilidad para el tractor: los resultados de la simulación 
(rojo), el modelo considerando ܶ௡ ௬	஺೙ ൌ ܶ௜ ௬	஺೔ ൌ 0 (verde)

y nuevamente el modelo considerando ܶ௡ ௬	஺೙ ് ܶ௜ ௬	஺೔ ് 0
(azul) obtenidos a partir de la misma simulación. Se observa 
que, a pesar de existir una diferencia entre los resultados del 
modelo teórico considerando ܶ௡ ௬	஺೙ ൌ ܶ௜ ௬	஺೔ ൌ 0, y los
resultados de la simulación, el MAPE máximo obtenido en 
este caso está alrededor del 10% lo que implica que, a pesar 
de la consideración asumida, el modelo todavía es de buen 
pronóstico. De acuerdo con esto, es conveniente utilizar estos 
índices de manera  conservadora,  sabiendo  que puede existir 

Figura 10: Fuerzas de reacción: a) Robot; b) 1er remolque; c) 2do remolque 

Figura 11: Índices de estabilidad (It), direccionamiento (Is) y deslizamiento 
(Id) para Lázaro halando remolques con enganche: a) esférico; b) cilíndrico 

un margen de error en su obtención, por lo que se podría 
considerar un umbral mínimo de 0.1 en estos índices durante 
la navegación del robot, para garantizar un desplazamiento 
sin fallos. 

5.2. Efectividad del índice de estabilidad al vuelco 

Para evaluar si el índice de estabilidad al vuelco es capaz 
de predecir el inicio de un fenómeno de vuelco, se hicieron 
un conjunto de experiencias a nivel de simulación, donde el 
robot se situó sobre un plano cuya inclinación se iba 
incrementando en dirección roll (Figura 12a). Para evitar el 
deslizamiento del robot antes que se produjera el vuelco, se 
modeló el contacto de todas las ruedas con el suelo, 
utilizando un elevado coeficiente de fricción estático.  

Al realizar esta experiencia con remolques acoplados, ya 
sea con articulación esférica (Figura 12b) o cilíndrica (Figura 
12c), se encontró que al incrementar la inclinación de la 
superficie, ܫ௧ (obtenido a través de las ecuaciones) disminuyó 
tanto en el robot como en los remolques hasta alcanzar la 

García, J. M. et al. / Revista Iberoamericana de Automática e Informática Industrial 20 (2023) 13–24 21



magnitud de cero en el robot. En ese instante se evidenció el 
inicio del vuelco, ya que la fuerza de reacción ܨଵସ se hizo 
nula por el levantamiento de las ruedas 1 y 4 al momento del 
vuelco. También se evidenció que en el caso de los remolques 
con articulación esférica, el fenómeno se inició primero en el 
robot cuando ߙ଴ ൌ 39°, ya que este posee el centro de 
gravedad más alto que los remolques. En el sistema 
ensamblado con enganches cilíndricos, el fenómeno inició 
cuando ߙ଴ ൌ 41°, debido al vuelco simultáneo del robot con 
los remolques que ralentizó el inicio del fallo; cabe resaltar 
que en este caso, ܫ௧ predijo el inicio del vuelco aún cuando se 
consideró ܶଶ ௬	஺మ ൌ ܶଵ ௬	஺భ ൌ 0. Por último, no se hicieron 
pruebas con el robot real para garantizar su integridad física. 

Figura 12: Resultados de simulaciones para evaluar el índice de estabilidad 

5.3. Efectividad del índice de direccionamiento 

En este caso se implementó una prueba que buscaba 
observar la capacidad del robot para seguir una trayectoria 
curva mientras su índice de direccionamiento fuese constante. 
Para lograrlo, se hizo uso del brazo del robot en contacto con 
el suelo y ubicado hacia un costado del tractor (Figura 13a) 
de manera que al contactar el suelo, se pudiesen modificar de 
manera controlada las fuerzas de reacción ܨଵସ y ܨଶଷ. En este 
caso, dichas fuerzas se obtuvieron de la simulación para 
calcular índice de direccionamiento (ܫ௦) a partir de (28).  

La Figura 13b muestra los resultados cuando el robot está 
acoplado a los remolques con enganches esféricos, mientras 
que la Figura 13c muestra los resultados para el caso de los 
enganches cilíndricos. En ambos se exhibe la velocidad 
angular del tractor (߱) al seguir una trayectoria curva vs. ܫ௦. 
Se observa que la capacidad de direccionamiento del robot no 
se pierde mientras que ܫ௦ ൐ 0.5 aun cuando posee remolques 
acoplados (hay una disminución mínima de ߱ሻ; por debajo de 
este valor, la capacidad de direccionamiento se degrada 
rápidamente (߱ disminuye) aun cuando las velocidades 
angulares de las ruedas permanecen constantes.  

Por otra parte, se hicieron algunas pruebas reales con el 
robot siguiendo una trayectoria curva con los dos remolques, 
que se acoplan al robot con articulación cilíndrica, y sin ellos 
(Figura 14a). En este caso, se utilizó una superficie horizontal 
donde ܫ௦ ൎ 1 (Figura 14b) y se encontró que con o sin 
remolques el robot sigue la trayectoria curva solicitada; pero 
en el caso del robot con remolques, hay una mayor desviación 
de la posición final al completar una vuelta (Δ௫ ൌ 90݉݉) 
mientras que, el tractor sin remolques registró una desviación 
un poco menor (Δ௫ ൌ 10݉݉). Aunque ambas desviaciones 

se consideran muy pequeñas respecto al radio de curvatura de 
la trayectoria solicitada, es predecible que exista una mayor 
desviación con remolques ya que, en este caso ܫ௦ es un poco 
menor (Figura 14b)  

Figura 13: Resultados de simulaciones para evaluar el índice de 
direccionamiento 

Figura 14: Experimentos con el robot Lázaro para evaluar su índice de 
direccionamiento 

5.4. Efectividad del índice de deslizamiento 

Para verificar si esta métrica predice el inicio del 
deslizamiento total del robot o los remolques, se hicieron 
múltiples simulaciones. Entre ellas se muestra una donde el 
robot se desplaza sobre una superficie cuya inclinación en 
dirección roll va aumentando en la medida que este avanza 
(Figura 15a). Además, se modeló el contacto de las ruedas 
con el terreno utilizando una velocidad de transición entre 
fricción estática – dinámica de 100݉݉ ⁄ݏ  de manera que, si
la velocidad de deslizamiento ( ௦ܸ) o velocidad relativa entre 
las ruedas y el suelo es ௦ܸ ൐ 100݉݉ ⁄ݏ , la rueda habrá
perdido la rodadura y tendrá un deslizamiento total. 

La Figura 15b muestra los resultados de una simulación 
donde a las ruedas del remolque 2 se les asignó ߤ௦ ൌ 0.1, 
mientras que en el remolque 1 y el tractor, se asignó ߤ௦ ൌ
3,	esto con el propósito de observar el deslizamiento solo en 
el último remolque. Esta figura muestra que para este 
remolque, cuando ܫௗమ ൎ 0, ௦ܸ supera los 100݉݉ ⁄ݏ , lo cual
implica que el último remolque comienza a deslizar mientras 
el otro remolque y el robot permanecen sobre la trayectoria 
ya que ܫௗభ e ܫௗబ ൐ 0, mientras que ௦ܸ ≪ 100݉݉ ⁄ݏ .

Asimismo, la Figura 15c muestra los resultados de otra 
simulación donde las ruedas del remolque 1 poseen ߤ௦ ൌ 0.1, 
mientras que en el remolque 2 y el tractor, se asignó ߤ௦ ൌ 3	; 
en este caso solo el remolque 1 inicia el deslizamiento cuando 
ௗమܫ ൎ 0, aunque no se desvía de la trayectoria porque está 
situado entre el remolque 2 y el tractor quienes no deslizan. 
Por otra parte, la Figura 15d muestra los resultados de 
simulación cuando solo las ruedas del tractor poseen ߤ௦ ൌ
0.1; se observa que cuando ܫௗబ ൎ 0, 3 de las ruedas alcanzan 
la ௦ܸ ൐ 100݉݉ ⁄ݏ  comenzando el deslizamiento del robot.
En este caso, la rueda ݓସ no registra ௦ܸ después de 3.2 s, ya 
que por la forma del terreno, esta ha perdido contacto con el 
suelo. A pesar de ello, ܫௗబ predice el deslizamiento del robot 
soportado solo por tres ruedas. 
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Figura 15: Resultados de simulación en MSC. ADAMS para observar el 
deslizamiento total del robot o remolques 

Adicionalmente, se muestran algunas pruebas realizadas 
con el robot Lázaro. En este caso se determinó que para las 
ruedas de los remolques ߤ௦ ൌ 0.74 mientras que, para las 
ruedas del robot ߤ௦ ൌ 0.65 (ruedas de caucho sobre concreto 
pulido). Se muestran dos pruebas donde el robot, con dos 
remolques acoplados por medio de articulación cilíndrica, 
comienza a ascender sobre un terreno inclinado donde la 
inclinación del robot (߶ y ߙ) es obtenida en tiempo real a 
partir de una unidad de medición inercial (IMU) e ܫௗబ es 
calculado instantáneamente a partir de estos datos; la Figura 
16a muestra el ascenso solo en dirección pitch (߶) mientras 
que en la Figura 16b se exhibe el ascenso en diagonal de 
manera que existe una variación continua en roll (ߙ) y pitch. 
En ambos casos, dicha variación debe mantenerse mientras el 
robot progresa en su ascenso. Ahora, cuando ܫௗబ ൎ 0 en el 

caso presentado en la Figura 16a, se observa que ߶ se hace 
constante, esto debido a que se inició el fenómeno de 
deslizamiento y el robot no puede continuar su ascenso. De 
igual manera, en la Figura 16b se observa el mismo 
fenómeno, solo que en este caso, ambos ángulos (ߙ y ߶) 
permanecen casi constantes, lo cual indica el inicio del 
deslizamiento en el robot, que posteriormente se desplazaría 
hacia abajo. En estas pruebas, los remolques no deslizaron ya 
que ܫௗభ e ܫௗమ no alcanzaron el valor de 0 en ningún momento. 

Finalmente, estas métricas fueron incorporadas dentro de 
la arquitectura del robot Lázaro como herramientas para 
monitorizar en tiempo real, la navegabilidad del sistema 
robot-remolques, lo cual permite al robot, tomar decisiones y 
ejecutar estrategias variadas (evasión, anti-vuelco) cuando se 
presenten riesgos inminentes estimados por estos índices. 

Figura 16: Efectividad de Id estudiada a través de pruebas con el robot Lázaro 

6. Conclusiones

Se desarrollaron tres métricas que permiten evaluar la
navegabilidad del robot: un índice de estabilidad al vuelco 
que permite predecir el momento cuando el robot o sus 
remolques están a punto de volcar; un índice de 
direccionamiento útil para estimar la capacidad del robot para 
cambiar de curso y seguir una trayectoria; y finalmente, un 
índice de deslizamiento, que permite estimar el inicio del 
deslizamiento total en el robot tractor o en los remolques, 
debido a la inclinación del terreno. 

La obtención de estos índices se hizo con base en las 
fuerzas de reacción entre las ruedas con el suelo, y se hicieron 
simulaciones computacionales con el software MSC ADAMS, 
para comprobar la validez de las ecuaciones que definen las 
fuerzas de reacción y los índices. Al respecto, se determinó 
que el modelo propuesto es de buen pronóstico, pero a pesar 
de ello, se sugiere una magnitud mínima de 0.1 en estos 
índices durante la evaluación de la navegabilidad en entornos 
reales para garantizar un desplazamiento seguro. Por último, 
se comprobó la efectividad de los índices propuestos por 
medio de simulaciones y en algunos casos con pruebas reales.  
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Los trabajos futuros están dirigidos a estudiar la 
morfología de los sistemas robot-remolques y su efecto sobre 
la navegabilidad. Esto permitirá permita configurar estos 
sistemas de manera más eficiente, y lograr un mejor 
desempeño en cuanto a la navegabilidad se refiere. 
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Apéndice A. Nomenclatura 

ܺ஼௢௚೙ Coordenada X del CoG del remolque n en ܺ௡ ௡ܻܼ௡
ܺ஼௢௚೔ Coordenada X del CoG del remolque i en ௜ܺ ௜ܻܼ௜ 
ܺ௧೔ Distancia entre las ruedas del remolque i 
ܺ௧೙ Distancia entre las ruedas del remolque n 

஺ܻ೔ Coordenada Y de Ai en el sistema ௜ܺ ௜ܻܼ௜ 

஺ܻ೔శభ Coordenada Y de Ai+1 en el sistema ௜ܺ ௜ܻܼ௜ 

஺ܻ೙ Coordenada Y de An en el sistema ܺ௡ ௡ܻܼ௡ 

஼ܻ௢௚೔ Coordenada Y del CoG del remolque i en ௜ܺ ௜ܻܼ௜ 

஼ܻ௢௚೙ Coordenada Y del CoG del remolque n en ܺ௡ ௡ܻܼ௡ 

௧ܻబ Distancia entre ruedas delanteras y traseras del robot 

஺ܼ೔ Coordenada Z de Ai en el sistema ௜ܺ ௜ܻܼ௜ 

஺ܼ೔శభ Coordenada Z de Ai+1 en el sistema ௜ܺ ௜ܻܼ௜ 

஺ܼ೙ Coordenada Z de An en el sistema ܺ௡ ௡ܻܼ௡ 
ܼ஼௢௚೔ Coordenada Z del CoG del remolque i en ௜ܺ ௜ܻܼ௜
ܼ஼௢௚೙ Coordenada Z del CoG del remolque n en ܺ௡ ௡ܻܼ௡
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