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Abstract

This paper presents a practical session for university students to introduce them on the
fundamentals of reinforcement learning (RL). The difficulty of this technique means
that it is not studied, so a simplification of RL is presented, which is applied to the
solution of an optimization problem. In addition to this technique, we study how to
approach the optimization problem as a game, since this is a natural application of RL.
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Resumen

En este trabajo se presenta una sesion a modo de taller orientada al estudiantado
universitarios para que entiendan los fundamentos del aprendizaje por refuerzo (RL).
Esta técnica de inteligencia artificial no es comunmente estudiada por su dificultad, por
ello se expone una simplificacion del RL, que se aplica a la resolucion de un problema de
optimizacion. Ademds se analizard la manera de abordar el problema de optimizacion
como un juego, puesto que este es una aplicacion natural del RL.
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Aprendizaje por refuerzo para minimizar funciones

1 Introduccién

El impacto social y medidtico del Aprendizaje Automético (ML) es innegable. La ciudadania no
suele estar informada sobre las técnicas de ML y cuando lo estd solo lo es al respecto de las
consecuencias presentes y futuras que la implantacién de las mismas en los diferentes ambitos
(econémico, social, legal...) puede tener sobre su vida diaria. S{ que es cierto que cada vez més
podemos encontrar informaciones que ligan estas técnicas con las matematicas, mostrando a las
claras que su desarrollo y aplicacién pertenece al &mbito de las ciencias (no solo las matemadticas,
sino también la estadistica, la ciencia de datos...). Este es el marco general social en el cual nuestro
alumnado llega a los diferentes grados de las ensenanzas técnicas: podemos hablar de un cierta
curiosidad por saber qué son, como y dénde se aplican, etc. El hecho de su trascendencia social es
una oportunidad para su introducciéon como materia en el contexto de las asignaturas de Matemati-
cas. Esto tiene especial interés desde un punto de vista docente en una doble perspectiva. Por un
lado, encuadra los problemas relativos al ML dentro de la matematicas, dando trascendencia y
significado al quehacer mateméatico. Por otro, puede ser una oportunidad para abordar problemas
matematicos clasicos desde un puto de vista nuevo que aporte conocimiento y comprension del
problema.

Dentro de las técnicas de ML que se pueden introducir en los cursos basicos de Matematicas,
destaca con diferencia la del aprendizaje por refuerzo (RL). Este paradigma de aprendizaje permite
abordar los problemas mediante la “invencién” de un juego en el que el jugador realiza acciones
que reciben recompensa o penalizacién. Este planteamiento ya ha sido abordado por algunos de los
autores de esta comunicacién en el d&mbito de la Educacién Secundaria (Calabuig et al., 2021). Sin
embargo, y por ello el motivo de esta comunicacion, el ambito de la docencia en Matematicas en
los primeros cursos de los grados de ciencias y técnicos impartidos por las diferentes universidades
plantea, a priori, un entorno mucho mas rico en conocimiento y conceptos por parte del alumnado.
Este concepto, el de la resoluciéon de problemas matematicos a través de un juego, estd presente
en la literatura cientifica (véase por ejemplo (Mnih et al., 2013) donde se entrena un modelo que
aprende a jugar a juegos de la consola Atari 2600 o el reciente (Fawzi, 2022), donde se plantea la
multiplicacién de matrices como un juego en el que un algoritmo de RL ha conseguido encontrar
un forma de multiplicar ciertas matrices de forma més eficiente que los conocidos previamente) y
también educativa (véase (Garcia et al., 1999)).

En nuestro caso, ademés del RL, aprovecharemos la ocasién para introducir la redes neuronales.
Esta es otra herramienta de ML que resulta muy atractiva para el estudiantado dada su presencia
cada vez més importante en nuestra sociedad. Y, desde un punto de vista matematico, puede dar
pie a, desde un entorno amigable como es el disefio de un juego, entrar en cuestiones que son
realmente de calado como puedan ser qué es una funcién, qué forma tiene una funcién y cémo las
redes neuronales aproximan funciones.

.Y qué problema hemos seleccionado para abordar esto? Tiene que ser un problema lo suficiente-
mente complejo como para justificar en cierta manera el uso de estas herramientas pero, por otro
lado, suficientemente simple, claro y habitual en la clase de Matematicas como para que sea facil-
mente reconocible para el alumnado. Ello evitara que este pueda desviar su atencién en el objetivo
primordial, entender cémo se resuelve el problema desde el punto de vista del ML. Ademas, si se
trata de un problema conocido, podra comprobar facilmente la calidad numérica de la solucidn, el
nivel de aproximacion, etc. El problema seleccionado es el de minimizacién de una funcién de dos
variables. Este tipo de problemas se trabajan en el aula de Matematicas, admiten una representa-
cion gréafica y, por lo tanto, una visualizacién sencilla y, al mismo tiempo, su solucion es facilmente
comprobable, si la expresién de la funcién no es demasiado compleja, de forma analitica.
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2 Objetivos
La sesiéon a modo de taller que vamos a exponer tiene por objetivo principal

= introducir técnicas de Aprendizaje por Refuerzo en los primeros cursos de ingenierias sin
necesidad de un alto conocimiento en técnicas de inteligencia artificial.

Destacamos otros objetivos especificos del trabajo como:

= Guiar al alumnado a la hora de plantear un problema real como un juego.

= Enfrentarlo a un problema concreto a modo de trabajo, en el que tenga cierta libertad a la
hora de realizar modificaciones en el modelo.

= Motivarlo desde los primeros cursos en un campo en crecimiento como es la Inteligencia
Artificial.

» Comparar el método propuesto para optimizar una funcién con otros métodos (analiticos y
numéricos) conocidos por el alumnado por su formacién matemdtica anterior y que le son
familiares.

s Trabajar la competencia relativa a la comunicacién efectiva, como a la hora de exponer los
resultados a modo de presentacién.

Con los objetivos anteriormente descritos se pretende enfatizar el cardcter mateméatico de las técni-
cas de aprendizaje automatico, un caracter que en muchas ocasiones no estd explicitamente revelado
a través del uso de aplicaciones. Ademads esperamos que a través de un problema cldsico de ma-
tematicas nuesto alumnado sea capaz de abordar una cuestién que consideramos fundamental,
que es el hecho de que las técnicas de machine learning tienen un estatus matematico idéntico al
de cualquier otra técnica matemadtica para la resolucién de un problema, y por tanto deben ser
utilizadas con el mismo sentido y rigor.

Creemos que las técnicas relacionadas con el RL se suelen evitar por su elevada complejidad. Por
ello, lo que presentamos es una simplificacién de un modelo de RL concreto, el Deep Q-learning. Serd
necesario el uso de una red neuronal (aunque se podria cambiar por otra técnica de aproximacién
de funciones), lo que puede ser de utilidad para que los estudiantes vean una aplicacién de esta
técnica mas alla de los habituales ejemplos de predicciéon y clasificacion. Por lo tanto, se recomienda
un conocimiento previo de redes neuronales, aunque se podria explicar junto con este taller si se
pudiera trabajar en varias sesiones.

3 Desarrollo de la innovacion

En esta seccion vamos a introducir brevemente qué es el aprendizaje por refuerzo y las redes
neuronales, para luego aplicarlo al problema de minimizacién de una funcién. Se explicard de
una forma sencilla, haciendo hincapié tinicamente en las técnicas que sean necesarias utilizar en
esta practica, para que el estudiantado de primeros cursos de ciencias o ingenierias sea capaz de
entenderlo. Posteriormente, expondremos el algoritmo, que le servird como una introduccién no
solo al RL y la inteligencia artificial, sino como ejemplo de modelizacién de un problema real en
términos de un juego.
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3.1 ;Qué es el aprendizaje por refuerzo?

El aprendizaje por refuerzo (Reinforcement Learning en inglés, RL) es una técnica de inteligencia
artificial, basado en el aprendizaje que realizan los organismos naturales interactuando con el
ambiente. La base de este es la existencia de un entorno, con unas leyes que a priori se desconocen,
en el que un agente interactiia sucesivamente con el objetivo de maximizar las recompensas que
obtiene. El agente, por lo tanto, aprende continuamente las leyes que rigen el ambiente a partir
sus propias acciones y las consecuencias que estas tienen. Su objetivo final es realizar las mejores
acciones posibles que le permitan obtener mayores recompensas. En la Figura 1 se representa el
tipico diagrama que describe el RL.

Accion

e N e N

Estado observado Estado anterior + Accién
1 (politica) 1 (leyes del entorno)
Accién elegida Estado nuevo + Recompensa

N J N J

Estado
Recompensa

Fig. 1: Diagrama que representa la interaccion entre el agente y el entorno en el RL. En la parte izquierda, el agente
elige cdmo actuar a partir del estado actual. En la derecha, como afecta dicha accion al entorno, que volverd a ser
observado por el agente. Este proceso (un paso) se repite continuamente.

Vamos a explicar el diagrama con mas detalle. Cada vez que el agente tiene la posibilidad de realizar
alguna accion, este observa el entorno, del que solo reconoce el estado actual, que llamaremos e.
Denotaremos por £ el conjunto de los distintos estados que puede haber en el entorno. A partir
de esta informacién, tiene que elegir qué accién a realizar dentro de un conjunto de acciones
posibles, A. Para ello, se basa en su memoria (es decir, que acciones ha realizado anteriormente
y las recompensas que ha obtenido). El criterio o funcién que utiliza para elegir se llama politica
y se suele denotar por 7w. En general la politica puede ser estocéstica, es decir, fijado un estado,
diferentes acciones se pueden elegir, cada una con una probabilidad, P(accién = a | estado = e).
Aunque en nuestro caso consideraremos una politica determinista, en la que dado un estado, el
agente elige una accién sin intervencién del azar (de momento). Por lo tanto, denotamos la accién
elegida por la politica como

a = 7(e).
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Una vez escogida la accién, a, esta se realiza sobre el entorno. Esto provoca un cambio de estado,
que pasa de ser e a un nuevo estado, et y una recompensa r, que evalia lo buena o mala que
ha sido la eleccién de esa accién tras ver cémo ha modificado el entorno. En nuestro modelo,
supondremos que el azar tampoco interviene en el entorno, es decir, que dado un estado y una
accion, estos determinan totalmente el siguiente estado y la recompensa. Utilizando la notacién
habitual de grupos, lo denotaremos como

El proceso explicado en los dos péarrafos anteriores, lo denominaremos un paso, y lo repetiremos
sucesivamente. Por esta razén, solemos escribir las variables anteriores con un subindice, es decir,
€n, Gn, €}y 1, para el paso n. De este modo, el agente va obteniendo una experiencia de cémo es
el entorno, que servird para mejorar la politica 7. La funcién 7, que decide como actuar en cada
caso, puede estar basada en una red neuronal (ver por ejemplo (Mnih et al., 2013)), un proceso
de regresién (como es el caso de extensiones de funciones de Lipschitz, ver (Calabuig et al., 2020))
u otra forma de aproximar funciones, que pueda optimizarse mientras la memoria del agente se
amplia.

En cuanto a la recompensa, no solo estaremos interesados en que la accién a elegir maximice la si-
guiente recompensa, puesto que esto podria provocar que el modelo se atasque en maximos locales,
sino que también buscaremos maximizar las recompensas a largo plazo. Con este objetivo, defini-
remos el valor V. de un estado como la suma de las siguientes recompensas esperadas, aplicando
un factor de descuento a las recompensas futuras, :

o0

Va(e) = Z Y.

n=0

Donde 7y representa la recompensa que se obtendra, si el agente actia sobre el estado e y r,
representa la recompensa que se obtendra después de n pasos. Observemos que V. depende de
las acciones elegidas y, por lo tanto, de m. Como esta funcién es también desconocida, se ira
aproximando tras cada paso, para lo que utilizaremos una simplificacién de la ecuacion de Bellman,
resultando en

(o]
Vale) =ro+7 Y 7" ns1 =ro+V(eh). (1)

n=0

Notar que, en algunos casos, las leyes del entorno que rigen cémo afecta cada accién a un determi-
nado estado pueden se conocidas previamente por el modelo, parcial o totalmente. En ese caso, el
modelo se denomina model-based. En caso contrario, modelo tipo model-free, las leyes del entorno
se asumen desconocidas, y se iran aprendiendo a partir de la experiencia de acciones pasadas. Este
tltimo es el modelo que utilizaremos en nuestra propuesta.

Por lo tanto, en el RL, no es necesario tener un conjunto de datos sobre el que “aprender”, sino que
el modelo aprenderd interactuando con el entorno mediante una técnica de ensayo y error. Esto
hace que sea especialmente 1til para que robots o maquinas aprendan a realizar ciertas tareas,
ordenadores consigan encontrar estrategias ganadoras en juegos u otros muchos ejemplos en el que
un modelo tiene que realizar una tarea formada por una sucesiéon de eventos comportandose y
aprendiendo como lo harfa un humano. Para una explicacion mas detallada del RL, de los distintos
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tipos de modelos o politicas mds utilizadas, recomendamos consultar (Brunton & Kutz, 2022,
Capitulo 11).

3.2 Redes neuronales

Las redes neuronales artificiales son una técnica de inteligencia artificial que intenta, emulando
el funcionamiento de las redes neuronales naturales, ensenar a las maquinas a aprender de una
forma automédtica. Bésicamente una red neuronal (artificial) consiste de unidades de proceso muy
simples (neuronas) distribuidas paralelamente (en capas) y conectadas entre s{ a través de uniones
que estan moduladas por pesos.

En la Figura 2 se puede ver una representacién de rede neuronal como un grafo dirigido y ponderado
donde los nodos son las neuronas; las aristas, las conexiones entre ellas; y los pesos representa cémo
afecta una neurona a otra (los coeficientes de la combinacién lineal). La primera capa estd formada
por las entradas de la red. El valor de cada neurona (salvo las de entrada) se calcula como una
suma de las neuronas de la capa anterior multiplicada por los correspondientes pesos su salida se
calcula aplicando una cierta funcién (funcién de activacién) a dicho valor. Finalmente, la dltima
capa se considera la salida de la red.

Fig. 2: Ejemplo de red neuronal con dos entradas: a y b, una capa oculta formada por 8 neuronas y dos salidas:
z e y. Cada arista representa un peso y las funciones de activacion son f para la capa oculta y g para la capa de
salida. Cada ¥ representa una suma de las entradas de la neurona.

Las redes neuronales permiten:

= Predecir: dada una serie temporal de datos, estimar el valor del dato en un tiempo posterior.
= Aproximar funciones de varias variables.

s Clasificar patrones: asignar una entrada a una clase de entre un conjunto previamente esta-
blecido.

s Agrupar los datos en una serie de conjuntos por similitud entre patrones.

Desde un punto de vista de su funcionamiento, las redes neuronales se caracterizan por:

= Arquitectura: es la estructura o patrén de las conexiones entre las neuronas.

= Dindmica de la computacién: indica el valor que toman las neuronas que componen la red en
base a las funciones de activacién.

= Algoritmo de entrenamiento o aprendizaje: es el procedimiento para determinar los pesos
entre las diferentes conexiones a partir de los datos de entrenamiento,

2023, Universitat Politecnica de Valéncia
Congreso In-Red (2023)

138


http://creativecommons.org

R. Arnau, L.M Garcia-Raffi. J.M. Calabuig, E.A. Sdnchez Pérez

Las funciones de activacién que utilizaremos en la implementacion del modelo son dos de las mas
sencillas (aunque se pueden modificar por otras):

» Identidad: f(x) = x;

» ReLU: f(x) = maz(z,0), que no modifica los valores positivos, pero asigna 0 a los valores
negativos.

Con la funciones de activacién distintas a la identidad conseguiremos que la red final sea una
funcién no lineal, de modo que se podra aproximar mejor a nuestro objetivo.

Un breve conocimiento sobre redes neuronales es conveniente para que el alumnado se centre en
comprender la parte importante del RL, que es como el agente interactiia con el estado. Si este no
es el caso, se puede aprovechar la préactica para introducir las redes neuronales sin entrar en mucho
detalle, ya que, a la hora de programar el algoritmo se utilizara el paquete keras (Chollet et al.,
2015) y este se encargard de realizar los cdlculos y entrenamiento de la red.

3.3 El problema de minimizar de funcién

Dada una funcién real de varias variables y un dominio, el problema de minimizar (respectivamente
maximizar) la funcién consiste en encontrar el punto del dominio en el que la funcién alcanza su
valor minimo (resp. méximo). Este problema se estudia desde el bachillerato y sigue presente en
la universidad. Cuando la funcién a estudiar es diferenciable en un conjunto abierto y acotado, la
estrategia mas utilizada consiste en buscar sus puntos criticos, resolviendo el sistema de ecuaciones
que resulta de igualar las derivadas parciales de la funcién a 0. Posteriormente se clasifican estos en
minimos locales, méximos locales y puntos de silla para finalmente encontrar el minimo o maximo
global. Cuando el dominio es compacto, se utilizan también otras técnicas, como los multiplicadores
de Lagrange o las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

Dado que las funciones a optimizar no siempre son sencillas de derivar, o el sistema de ecuaciones
resultante puede no ser posible de resolver a mano, existen métodos heuristicos que permiten
encontrar al menos una aproximaciéon de los maximos o minimos de una funcién. En otros casos mas
generales, la funcién a optimizar, puede no cumplir las condiciones de diferenciabilidad necesarias
0 no ser una funcién conocida, como es el caso de algunas funciones provenientes de problemas de
la fisica. Un ejemplo de método numérico es el método del gradiente (descenso del gradiente), que
ya se estudia en algunos grados universitarios.

En este trabajo, vamos a estudiar c6mo resolver el problema de minimizar (el caso de maximizar
serfa equivalente) una funcién utilizando el RL desde un punto de vista académico. Para ello,
plantearemos el problema como un juego, en el que un agente deberd moverse por el entorno (el
dominio de la funcién) con el objetivo de resolver el problema. Esto presenta una estrategia sencilla
desde el punto de vista matematico para abordar el problema.
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3.4 Algoritmo de aprendizaje por refuerzo para optimizar una funciéon

Vamos a considerar, como ejemplo, una funcién sencilla, definida en X = [—10, 10] x [-10, 10] C R?
como ) ) ) ) )
flz,y) =min (2(z - 2)° + (y+2)%,20+3(z = 7)* + (y = 7)7),

con el objetivo de minimizarla. Esta funcién tiene un minimo local en (2, —2) y el minimo global
se alcanza en (7,7).

Para definir el modelo de RL, empezaremos por exponer el funcionamiento del entorno. El conjunto
de estados posibles, £, estard formado por una malla cuadrada de 21 por 21 puntos en X a distancia
1 entre ellos.

El conjunto de posibles acciones estard formado por 5 elementos: A = {0, —, 1, +, ]}, donde cada
uno representa un movimiento en la malla. Por lo tanto, dado un estado y una accién, el siguiente
estado vendrd dado (deterministicamente) por

Estado actual Accion Estado siguiente
(z,y) 0 (z,y)
(,y) — (z+1,y)
(2,9) 1 (z,y+1)

(.’1?, y) A (x - 17 y)
(z,y) | () —y)

Aunque si, tras realizar una accién, el nuevo punto no pertenece a &, se tomard como nuevo estado
el elemento de £ més cercano. Por ejemplo, si en el punto (1,10), se realiza la accién —, el nuevo
punto deberfa de ser (1,11), pero como no pertenece a &, el siguiente estado volveria a ser (1, 10).

Por lo tanto, el agente deberd moverse por el entorno, utilizando las acciones permitidas, con el
objetivo de maximizar las recompensas futuras. Como nuestro problema consiste en encontrar el
minimo de la funcién, una opcién es que la recompensa y el valor de la funcién tengan signos
opuestos, para que minimizar f sea equivalente a maximizar la recompensa. Asi, definiremos la
recompensa como

R(e7av €+) = _f(e+)v

donde e denota el estado (anterior), a la accién realizada y e™ el estado siguiente. Otras formas
de definir la recompensa podrian ser estudiadas y probadas por el alumnado. Por ejemplo, la
recompensa podria ser definida como la disminucién en la funcién tras aplicarle la accién, es decir
R(e,a,et) = —(f(e™) — f(e)) u otras posibilidades.

El agente empezard de un punto inicial, por ejemplo el (0,0), y durante una cantidad determinada
de pasos (en este caso hemos elegido 50), se movera por la malla, ver varios ejemplos en la Figura 5.
A este camino, formado por una sucesion de 50 estados, acciones y recompensas, lo denominaremos
episodio. Una vez realizado el camino, se volvera a situar en el punto inicial y se repetira el proceso,
durante una cantidad determinada de episodios (por ejemplo, 20). El objetivo serd que el dltimo
estado de cada episodio sea el punto del dominio con menor valor posible de la funcién, es decir,
que el agente se dirija en direccién al minimo de la funcion.
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Para definir la politica del agente, es decir, el algoritmo que decidird qué accién tomar en cada
momento, utilizaremos una simplificacién del modelo expuesto en (Mnih et al., 2013), donde se
utiliza un modelo tipo deep @-learning. El Q-learning estd basado en la funcién @) que aproxima a
partir de (1) el valor esperado para un par estado-accién, es decir,

Q(e,a) = Vi (e), sila accién elegida por 7 es a.
Siguiendo la ecuacién (1), calcularemos @ a partir de
Q(e,a) = R(e,a,e™) + 4V (e"), donde et = e(a).

El prefijo deep hace referencia a que se utilizard una red neuronal con capas ocultas para la
aproximacién de la funcién @Q. La forma de elegir la accién a tomar, se realizard evaluando la
funcién @ en el estado actual y todas las posibles acciones para escoger la que tenga un mayor
valor, es decir, la accidon que se espera que genere unas mayores recompensas. Por lo tanto,

n(e) = argmix Q(e, o) (2)

y la funcién valor en el siguiente estado deberd cumplir que

Ve(et) =Q(e,m(e™)) = Igleéj{ Q(e™,a).

Asf pues, @ debe cumplir que para cada par (e, a),

Qle,a) = Rle,a,¢%) +ymix Q(e*, ). (3)

La funcién @, que serd desconocida al iniciar el algoritmo, ird aprendiendo en cada interaccién del
agente con el entorno, solo a partir de los estados, acciones y recompensas que el agente obtiene de
este. En nuestro caso, en lugar de considerarla como una funcién con entradas e y a y una salida, @,
vamos a considerarla como una funcién e — (Q(e, a))a cA" Es decir, dado un estado e, obtendremos
como resultado un vector de 5 elementos con el valor de ) para cada una de las acciones a posibles.
Esto hard que, una vez fijado el estado, sea més sencillo evaluar las recompensas futuras esperadas
para cada accién y escoger la mejor.

Consideraremos, para aproximar ), una red neuronal con 2 entradas (representando un elemento de
£) y 5 salidas (una por cada elemento de A). A parte de las capas de entrada y salida, la red tendra
algunas capas ocultas, que posteriormente analizaremos. Por ello, () dependera implicitamente de
los pesos de la red 6, que irdn cambiando con el tiempo y, como consecuencia, también lo hard la
politica 7.

En cada paso, a la hora de elegir qué accién tomar, se evaluard el estado actual, e, en la red
neuronal y la accion elegida a sera la que, la correspondiente salida de la red, tenga un valor
mayor (Ecuacién 2). Una vez realizada la accién, se obtendra del entorno una recompensa. Una
vez conocida esta, puede que R(e,a,e™)+~vméxze 4 Q(e, a) no coincida con el valor que habfamos
obtenido por la red para Q(e, a) (ver Ecuacién 3), por lo que asumiremos que la red estd cometiendo
un error de
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R(e,a,e) + vrpeéj( Qe™,a) — Qle, a) (4)

en la salida asociada a a al obtener como entrada e. Conociendo este error, se reentrenard la red,
a partir de los pesos anteriores. El reentrenamiento se realizard con el nuevo dato y también todos
los anteriores, para que la red no olvide sus acciones pasadas.

Obsérvese que, si siempre elegimos la mejor accién posible, es posible que el modelo crea, a priori,
que unas determinas acciones son malas. Por lo tanto, no las exploraria nunca, ain en el caso de
que estas sean las mejores acciones realmente. Es por ello que en los algoritmos de RL se suele
anadir un componente aleatorio, por ejemplo, que en el € = 20 % de las ocasiones la accién elegida
sea un sorteo de todas las acciones posibles y no la (a priori) mejor.

Crear: Entorno

Crear: Agente

Agente: Inicia la red aleatoriamente
Memoria < ()

para episode desde 1 a 100 hacer

Reiniciar Entorno ( e + (0,0) )
para paso desde 1 a 50 hacer

si Nidmero aleatorio < 0.2 entonces
| a < aleatorio

en otro caso
Q@ < Red del Agente(e)
a  arg max @
fin
Entorno: Realizar accién a
et « Entorno: obtener estado
R + Entorno: obtener Recompensa
Afadir a Memoria < (e,a,e™, R)
Agente: Entrenar la Red a partir de Memoria utilizando como error la Ecuacién 4
e+ et

fin

fin
Algoritmo 1: Pseudocédigo simplificado del modelo.

Reiniciar Entorno ( e + (0,0) )
para paso desde 1 a 50 hacer

Q + Red del Agente(e)

a +— arg max )

Entorno: Realizar accién a

e < Entorno: obtener estado

e+—et
fin

Algoritmo 2: Pseudocédigo simplificado del episodio en que el modelo ya se considera entre-
nado.

El esquema general del modelo puede verse escrito como pseudocédigo en el algoritmo 1. Con este

algoritmo, el modelo ird aprendiendo a base de ensayo y error. Una vez entrenado para encontrar
la mejor solucién posible, podemos ejecutar un inico episodio, escogiendo siempre la mejor opcion,
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siguiendo el algoritmo 2. El final del camino obtenido (tiltimo estado) serd el valor que el modelo
aproximard como minimo de la funcion.

3.5 Resultados del modelo

Para el ejemplo, se ha tomado los hiperpardmetros v = 0,9, e = 20% de probabilidad de escoger
una accién aleatoria y, en cuanto a la red, una estructura con 3 capas ocultas de 32, 48 y 32
neuronas respectivamente. ReLU como funcién de activacién (salvo en la dltima capa, que no
hemos aplicado funcién de activacién) y una tasa de aprendizaje de 0.002, ver Figura 3. Aunque
la arquitectura y aprendizaje de esta red puede ser modificada por el alumnado, observando cémo
esta eleccién puede condicionar la convergencia del algoritmo.

ReLU

ReLU

ReLU

32 neuronas

48 neuronas

32 neuronas

Fig. 3: Diagrama de la arquitectura de la neuronal utilizada. Para un estado de entrada, e = (x,y), las salidas son
los valores esperados para Q(e, a), para cualquiera de las acciones posibles a € A.

En la Figura 4 se muestran un ejemplo de los resultados obtenidos por el modelo. En este caso,
cada episodio (camino) estd formado por 50 acciones (movimientos en la malla) y se ha entrenado
durante 20 episodios. La evolucién de las recompensas, que se puede ver en la Figura 5, tiene una
tendencia creciente, que se estabiliza en los tltimos episodios, cuando el modelo ya esta entrenado
y reconoce rapidamente el minimo de la funcién. Una vez entrenado, se repite un sélo episodio
tomando siempre la mejor accién para ver el resultado del mejor camino posible (Figura 5) que
estd formado por las acciones:

*>’*>7*>7T’%’H’T7*>7T7T7T7H7T7T70707O70’0707'"70'

Tras los 14 primeros pasos, el camino ya llega al minimo, el (7,7) y a partir de ahi, la accién elegida
es 0, es decir, quedarse en ese punto. Ademds, el agente se dirige hacia el minimo directamente,
es decir sin volver hacia la izquierda o abajo en ningiin momento, por lo que el camino elegido es
también 6ptimo en el sentido de llegar lo antes posible a dicho punto.

Consideramos que los dibujos expuestos (calculados automdticamente con el fichero Python) son
de vital importancia para comprender el funcionamiento del algoritmo.
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10.0 10.0

75 75

50 50
25 . : I 25 :
0.0 0.0

Fig. 4: Episodios 1, 5 (arriba), 10 y 20 (abajo) del entrenamiento del modelo. En rojo, el punto inicial, (0,0), y en
azul, el punto final de cada camino.

3.6 Propuestas para el alumnado

Aunque las mejores propuestas o ejercicios los puede proponer el profesorado segun el nivel y el
tiempo del que disponga, dejamos aqui solo algunas de las multiples modificaciones que se pueden
implementar:

= Optimizar distintas funciones y variar el modelo para encontrar el maximo en lugar del
minimo.

s Cambiar los hiperparametros y arquitectura de la red.

» Ampliar el dominio y permitir que las aproximaciones sean més precisas (por ejemplo, que
cada paso represente un movimiento menor que 1). Si se amplia dominio y el espacio de
estados, sera necesario ampliar el niimero de pasos por episodio y tal vez también el niimero
de episodios para que el algoritmo converja.

= Si se amplian estos hiperpardametros, el entrenamiento empieza a ser muy lento. Algunas
opciones de mejora son cambios en como la red neuronal se entrena, como por ejemplo que
la red no se entrene todos los pasos o que utilice solo una parte de la memoria para entrenar.

= Kl valor € se puede tomar no constante. Por ejemplo, que el modelo explore méas al principio
(e casi 1) y, tal y como avanza el aprendizaje, considerar € menores.

= Realizar cambios en la funcién recompensa, la politica o el hiperpardmetro 7. Por ejemplo, la
accion elegida puese ser aleatoria con probabilidad dependiente de la recompensa esperada.
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10.0

75

-100

150 25

—200

Fig. 5: A la izquierda, la evolucion de las recompensas durante los 20 episodios de entrenamiento y a la derecha,
el resultado final del algoritmo.

Estudiar las consecuencias (por ejemplo, un 7 pequefio puede provocar que el algoritmo se
atasque en minimos locales).

» Comparar los resultados (en términos de precisién, tiempo de computacién, etc.) con otros
métodos numéricos para resolver el mismo problema que el alumnado haya aprendido en
otras asignaturas.

4 Resultados

Vamos a exponer ahora la forma en la que creemos que se deberia implementar esta propuesta en
el aula. Serd muy importante determinar a quién va dirigido, el contexto, los materiales, etc. En
nuestro caso pretendemos la introduccién de la nueva cultura matematica relativa al aprendizaje
automatico y la ciencia de datos en los primeros cursos de las carreras cientifico-técnicas para poner
las matematicas en contexto en el momento tecnoldgico y social que viven nuestro alumnos, lo cual
es fundamental para atraer su atencién y su interés por al disciplina.

Al elegir como motivo la optimizaciéon de funciones de varias variables, estamos hablando de un
contenido que existe en casi todos los cursos de cdlculo las carreras técnicas (la asignatura de
Calculo II del Grado de Ingenieria Fisica o la asignatura de Matematicas IT del Grado de Ingenieria
Civil por poner tan solo un par de ejemplos dentro de la UPV). Ademds, se da la circunstancia (y
las dos asignaturas mencionadas son también un ejemplo) que se estdn incorporando actividades
de trabajo colectivo (péster, pequenas exposiciones) en précticamente todas la asignaturas con el
objetivo de tener elementos de evaluacién de algunas de las competencias transversales. Para acabar
de cerrar el circulo, la mayoria de las escuelas estan adoptando como lenguaje de programacién
para todas sus asignaturas el Python y su Notebook Jupiter.

Por lo tanto la actividad que nos proponemos es resolver un problema de minimizacién de una
funcién de varias variables, sencilla, como alguna de las que hayan visto en clase de problemas
(practicas de aula) o analizado en las practicas regulares de cdlculo (ya que en general todas estas
asignaturas tienen asociadas practicas en el laboratorio de informaética; las asignaturas mencionadas
arriba las tienen). Se trata de realizar un pequeno trabajo o péster donde se explique en que consiste
el Aprendizaje Automatico y las Redes Neuronales, ejemplos de aplicacién en la vida cotidiana que
encuentren en la prensa y finalmente la aplicacion al problema planteado. No es dificil dar a
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cada alumno una funcién diferente. Dependiendo de cada titulacién y el nivel de conocimientos
de programacién se les proporcionara, bien el c6digo en Python, bien una guia de las funciones
necesarias y un esquema de como programarlo. Con él podran experimentar la bisqueda del minimo
de una funcién. Se les propondra como actividad complementaria que, ademas de la funcién dada
por el profesor, exploren otras funciones de su elecciéon y traten de describir el comportamiento del
algoritmo (velocidad de convergencia, precisién alcanzada...). Para cursos més avanzados, como es
el caso de master, se les puede dar la posibilidad de que modifiquen algunas partes del modelo y lo
implementen en el cddigo, como las propuestas en la Subseccion 3.6 u otras que piense el alumnado.
De este modo, pueden estudiar las consecuencias que tiene en la convergencia del modelo y tratar
de razonar porqué ocurre. Finalmente, bien por escrito, bien en presentacion oral, explicarian todo
el proceso realizado y los resultados alcanzados.

Esta practica a modo de taller atin no ha sido implementada en el aula. Adn asi, uno de los autores
si que ha experimentado como alumno una sesién practica con una estructura y forma de evaluacién
similar en las asignaturas Espacios de Funciones y Aproximacién (33208) y Redes Neuronales y
Algoritmos Genéticos (33219) del Méster Universitario en Investigacion Matemédtica (Universitat
Politécnica de Valéncia y Universitat de Valéncia). El autor valora positivamente la estructura de
la practica, que considera adecuada y de gran utilidad, puesto que le permite acercase a técnicas
complicadas y, sobre todo, poder experimentar con el cédigo y ajustar los hiperparametros. Como
el alumnado tiene acceso al cédigo del modelo y no depende de gran cantidad de librerias (al menos
en el modelo principal), puede ejecutar el cédigo a trozos para ver cémo funciona en cada momento,
poder realizar cambios y, finalmente, adaptar el modelo a otro problema.

5 Conclusiones

En este proyecto se presenta una practica a modo de taller que pretende ser una primera toma
de contacto de los estudiantes con el aprendizaje por refuerzo (RL), una técnica de la inteligencia
artificial que cominmente no se estudia por su dificultad. El modelo elegido es una simplificacién
del Deep Q-learning, y el problema a abordar es el de encontrar el minimo de una funcién, que
ya es conocido por el alumnado, para conseguir que toda dificultad resida en el aprendizaje de la
técnica, y no en la complejidad del problema.

Aunque la parte mds importante es que los estudiantes comprendan cémo abordar un problema
utilizando el RL, se les pedird que programen el algoritmo en Python (utilizando partes del c6digo
escritas por el profesor si se requiere). Como el modelo estard basado en una red neuronal, se
introducirdn brevemente en el caso que el alumnado no conozca su uso. Se evitara el uso de paquetes
(salvo en el caso de la red neuronal en la que recomendamos le uso de keras (Chollet et al., 2015)
por su sencillez), con el objetivo de que el alumnado comprenda cémo funciona el algoritmo y no
lo perciba como una “caja negra”. Ademads, esto le permitird realizar modificaciones en el cédigo
o adaptarlo para abordar otros problemas. Finalmente, se propone que los estudiantes presenten
el trabajo a modo de exposicién, donde comparen los resultados con otros métodos conocidos para
resolver el mismo problema, y explicar las modificaciones realizadas.

Aunque este taller aiin no ha sido implementado en el aula tal y como se describe, se ha pensado
para que los contenidos se adapten al conocimiento e interés del alumnado de grados en ingenieria.
En un futuro, se pretende implementar como piloto en la préactica 3 de la asignatura Célculo 1T
para el curso 2024/2025.
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Disponibilidad el codigo

El cédigo descrito esta disponible para su consulta y reproduccion. Para obtener acceso péngase en
contacto a través de correo electrénico a la direccién ararnnot@posgrado.upv.es o con cualquiera
de los autores.
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