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Resumen

La diabetes mellitus tipo 1 requiere de un estricto control en la administracién de insulina para evitar consecuencias graves
derivadas de la hiperglucemia y la hipoglucemia. El concepto de pancreas artificial permite la automatizacién en el tratamiento de
pacientes con esta enfermedad, sin embargo, requiere de algoritmos de control capaces de operar eficientemente para mantener la
concentracion de glucosa en la sangre en niveles apropiados. Estos niveles apropiados en conjunto con el hecho de que el controlador
no puede eliminar insulina del sistema nos indican que la salida y la entrada se encuentran acotadas, lo cual es considerado en el
disefio del controlador para mejorar su desempeifio. Debido a la presencia de incertidumbres y perturbaciones externas se propone
el uso de un controlador robusto basado en un observador de estados extendidos generalizado (EGESO) que asegure una operacion
eficiente que evite episodios severos de hiperglucemia e hipoglucemia. Con el EGESO se estiman tanto los estados del sistema
como las perturbaciones, lo cual elimina la necesidad de conocer informacién sobre las horas de ingesta, asi como las cantidades a
ingerir. La estabilidad del sistema de control propuesto es asegurada mediante el método del elipsoide atractivo y la solucién de un
problema de optimizacién basado en desigualdades matriciales bilineales (BMI). El desempefio del esquema de control propuesto
es verificado mediante pruebas de simulacién en Simulink, donde se observa que el controlador propuesto emula la terapia de bucle
abierto en la cual el paciente debe administrar un bolo de insulina de forma paralela a cada ingesta.

Palabras clave: diabetes, control robusto, elipsoide atractivo, observador de estados extendido generalizado, optimizacién

Robust disturbance observer design with saturations: Application to glucose regulation control for patients with type 1
diabetes

Abstract

Diatebes mellitus type 1 requires an strict control for insulin delivery to avoid severe consequences derived from hiperglycemia
and hipoglycemia. The concept of an artificial pancreas allows the automation of the treatment of patients with this disease. Howe-
ver, capable control algorithms are required to operate efficiently such devices in order to maintain the blood glucose concentration
in appropriate levels (GC). Such GC levels together with the incapability of controller to eliminate insulin from system indicates
that input and output are bounded, which is taken into account in the controller design to provide a better performance. Owing to
the presence of uncertainty and external perturbations, the design of a robust bounded controller based on an Enhanced Generalized
Extended State Observer (EGESO) is proposed to ensure an appropriate operation that avoids such scenarios. Estimation of states
and disturbance is provided by EGESO, which eliminates the necessity of information related to meal times and carbohydrate con-
tent. Closed loop system stability with the proposed controller is guaranteed by means of the Attractive Ellipsoid Method and the
solution of a BMI optimization problem. The performance of the proposal is verified by simulations in Simulink, which shows that
the proposal emulates the open-loop therapy where the patient delivers a bolus of insulin in parallel form with every meal.
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1. Introduccion

La diabetes mellitus tipo 1 (T1DM) es una enfermedad me-
tabdlica autoinmune cuya caracteristica distintiva es la imposi-
bilidad del pancreas para producir insulina. Esto origina como
consecuencia principal, la presencia de elevadas concentracio-
nes de glucosa (CG) en la sangre por periodos prolongados de
tiempo, lo cual se conoce como hiperglucemia, lo que sin un
tratamiento adecuado puede conllevar severas complicaciones
médicas, como la neuropatia, nefropatia y retinopatia (Control
and Group (1993)). Se estima que el nimero de pacientes en
el mundo con este padecimiento ascendia a 8.4 millones en el
afio 2021, y se proyecta que pueda crecer hasta los 17.5 millo-
nes para el 2040 (Gregory et al. (2022)). El tratamiento para
la diabetes tipo 1 se basa en la aplicacién de insulina exdgena
administrada mediante una inyeccién o una infusién continua
de forma subcutdnea a través de una bomba. Sin embargo, en
ambas formas de tratamiento se requiere realizar un monitoreo
de CG en sangre a lo largo del dia para determinar la cantidad
apropiada de insulina, principalmente en las horas de ingesta
de alimentos, que mantenga al paciente en un estado ideal el
cual se conoce como normoglucemia. Si dicho monitoreo no
es realizado adecuadamente se puede administrar una cantidad
inadecuada de insulina, que pueda hacer que el nivel de glucosa
sea muy alto (hiperglucemia) o muy bajo (hipoglucemia). La
hipoglucemia puede tener efectos a muy corto plazo que van
desde mareos y desmayos en casos leves hasta estado de coma
o la muerte en casos severos, por lo que es de gran importancia
evitar se presente.

A causa de esta dificultad en la aplicacién de tratamientos
para la diabetes tipo 1, se ha desarrollado la idea de un pancreas
artificial, el cual es un sistema portétil y automatizado de ad-
ministracién de insulina. Este se encuentra conformado por tres
partes principales: una bomba para infusién de insulina, un sen-
sor de glucosa y un algoritmo de control que se encarga de cal-
cular valores apropiados de la dosis dependiendo de las condi-
ciones del paciente (Walsh and Roberts (2006)). Este pancreas
artificial opera de forma subcutinea ya que es la forma me-
nos invasiva a la vez que permite su uso de forma portétil, sin
embargo, esto complica la tarea de control debido a que se pre-
sentan en el sistema fendmenos como retardo debido a que la
insulina exdgena debe ser transportada desde el lugar de la in-
yeccion hasta el sistema vascular central, ademés de no linea-
lidades, incertidumbres, entre otros (Kovatchev et al. (2004)).
Aunado a lo anterior, el sistema esta limitado a usar una accion
de control positiva debido a que no es posible extraer insulina
del paciente una vez administrada. Por lo tanto, una de las partes
mds importantes para el adecuado funcionamiento del pancreas
artificial es el disefio de estrategias de control que sean capa-
ces de regular la glucosa en sangre en un rango apropiado, i.e.
normoglucemia, evitando asi la aparicién de hiperglucemia e
hipoglucemia bajo tales restricciones. Tal condicién puede pen-
sarse como una restriccion en la salida que indica que esta debe
encontrarse dentro de cierto conjunto positivo de valores.

En los ultimos 20 afios se han propuesto diversos esquemas
de control para tratar el problema de administracién de insu-
lina en pacientes diabéticos, entre los que podemos encontrar
estrategias convencionales como los controladores PID (Batiha
et al. (2021), Dubey et al. (2021)), o estrategias modernas co-
mo control predictivo basado en modelo (Hovorka et al. (2004),

Gondhalekar et al. (2016)), control 6ptimo por retroalimenta-
cién (Sanz et al. (2020)), control por modos deslizantes (Franco
et al. (2021), Khan et al. (2020)), 16gica difusa (Heydarinejad
et al. (2019)), entre otras. Debido a dindmicas complejas del
sistema, como son el retraso entre el instante de administracion
de insulina y el decaimiento del nivel de glucosa en sangre y
la restriccién de tener una accién de control siempre positiva,
ya que no se puede eliminar insulina del paciente, el disefio de
esquemas de control en lazo cerrado se vuelve una tarea com-
pleja. Para abordar esta problemética se han utilizado técnicas
de control que dependen de cierto nivel de intervencién del pa-
ciente, principalmente para indicar el momento de ingesta de
alimento (Ly et al. (2015), Bally et al. (2017), Goodwin et al.
(2015)). Este tipo de estrategias obtienen muy buenos resulta-
dos, sin embargo, pueden ser una carga para el paciente ya que
debe de indicar de forma precisa el momento en que va a to-
mar algin alimento, asi como una estimacién adecuada de la
cantidad a ingerir. Debido a esto, en afios recientes uno de los
principales objetivos que se ha buscado cumplir es evitar el uso
de informacion sobre las ingestas de alimento, lo que permita
al sistema operar sin un alto nivel de interaccién con el usua-
rio como se mostré en (Gondhalekar et al. (2018), Cinar and
Turksoy (2018), Magni et al. (2007), Turksoy et al. (2017)).

Entre los métodos utilizados para controlar el sistema sin
necesidad de informacién relacionada a la ingesta de alimen-
tos, se encuentra el uso de Observadores de Estados Extendidos
(ESO) que permiten estimar perturbaciones en un sistema me-
diante el uso de modelos extendidos donde tales perturbaciones
se consideran estados sin dinamica (De Pereda et al. (2016),
Eberle and Ament (2012)). La idea principal de este esquema
es obtener una estimacién de la perturbacién usando medicio-
nes entrada-salida de la planta a controlar, para posteriormente
seleccionar una accién de control, que usando la estimacién de
perturbacidn, que logre atenuar su efecto. Para abarcar la es-
timacion de perturbaciones atin cuando no se cumple con la
condicién de acoplamiento a la entrada de control se desarrolla
el concepto de Observadores de Estados Extendidos Generali-
zados (GESO) (Li et al. (2011)). En (Sala et al. (2018), Sanz
et al. (2020)) se desarrollan esquemas GESO para estimar la
aparicion de glucosa posterior a una comida y se disefian esque-
mas de control robusto basados en esta informacién. Cuando
ademads de estimar la perturbacion se requiere conocer informa-
cion sobre la variacion de tal perturbacion, se ha propuesto el
uso de observadores de estados extendidos generalizados me-
jorados (EGESO) (Castillo et al. (2022)), los cuales permiten
estimar el valor de las derivadas de la perturbacién lo cual brin-
da informacién sobre como cambia tal perturbacién , a la vez
que se tiene una estimacién de la perturbacion mas precisa en
comparacion con esquemas GESO (Chen et al. (2015)).

Una parte importante en cualquiera de los esquemas de con-
trol basado en observadores extendidos es la obtencién de ga-
nancias adecuadas que aseguren un desempefio eficiente. Para
el caso de regulacion de CG se debe considerar la condicién de
acotamiento del control, por lo cual un disefio basado en algitin
proceso de optimizacién que tome en cuenta restricciones en
el sistema es necesario. Entre los diversos métodos de disefio
de controladores robustos podemos encontrar el llamado Méto-
do del Elipsoide Atractivo (AEM) (Poznyak et al. (2014)). Este
método garantiza la convergencia de las trayectorias del siste-
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ma desde cualquier condicién inicial hacia un conjunto posi-
tivo invariante, el cual en este caso serd un conjunto elipsoi-
dal, para una clase de modelos no lineales atin bajo condiciones
de incertidumbre o ante perturbaciones externas. Dicho conjun-
to elipsoidal posee caracteristicas minimas relacionadas con el
tamaflo del elipsoide. Estas caracteristicas pueden ser usadas
para el disefio de estrategias de control robusto para diversas
aplicaciones, como se muestra en (Ordaz and Poznyak (2016);
Cortes-Vega and Alazki (2021)). Es posible utilizar AEM para
sintetizar esquemas de control acotados que tomen en cuenta
restricciones en diversas variables del sistema, e.g. saturacio-
nes, lo que permite considerar la informacion sobre la entrada
y salida acotada en el disefio (Ordaz et al. (2013)).

En el contexto del control postprandial, se ha demostrado
que la estrategia de control en bucle abierto con mayor efectivi-
dad es aquella en la cual se administran dosis de insulina previo
a cada ingesta de alimentos, lo que provee una accion de control
impulsiva y anticipada al incremento de glucosa (Goodwin et al.
(2018); Sanz et al. (2023)). Sin embargo, este enfoque requiere
el conocimiento anticipado sobre la ingesta, tanto el tiempo co-
mo la cantidad a ingerir, lo cual elimina la posibilidad de imple-
mentar un esquema de control por retroalimentacion basado en
tal enfoque. El punto mas cercano al enfoque de bucle abierto
mediante mecanismos de retroalimentacion que se puede alcan-
zar es una administracion de insulina casi paralela a la ingesta,
que brinde resultados similares a la terapia de bucle abierto. En
este articulo se propone el disefio de un sistema de control ro-
busto acotado basado en EGESO, para regulacién del nivel de
concentracion de glucosa en sangre que no depende de infor-
macion relacionada al tiempo de ingesta de alimentos ni la can-
tidad ingerida, considerando dos caracteristicas fundamentales
del sistema: que la entrada de control esta acotada a un conjunto
positivo debido a que es posible introducir insulina al sistema
mas no eliminarla una vez administrada; y que la salida (la con-
centracion de glucosa en sangre) debe estar contenida dentro de
un umbral de valores positivos apropiado que evite los proble-
mas de hiperglucemia e hipoglucemia en pacientes con T1IDM.
El disefio del controlador se propone mediante AEM haciendo
uso de las restricciones de entrada y salida, para garantizar la
convergencia de las trayectorias del sistema hacia un conjun-
to de tamafio minimo atn bajo condiciones de incertidumbre o
perturbaciones externas, asegurando que el control sea positivo
y la salida se encuentre acotada. La propuesta de control aseme-
ja su funcionamiento a una terapia en bucle abierto, en la cual
el paciente administra un bolo de insulina de forma paralela a
cada ingesta, pero sin la necesidad de intervencidn del paciente
mediante un esquema en bucle cerrado.

2. Modelo matematico del sistema

El modelo utilizado es el Medtronic Virtual Patient, pro-
puesto en (Kanderian et al. (2009)), el cual toma en cuenta la
respuesta farmacocinética y farmacodindmica del paciente a la
administracién de insulina subcutanea, el nivel de glucosa que
se genera posterior a la ingesta de alimentos, y el efecto de la
insulina para reducir el nivel de glucosa en sangre. Para des-
cribir la respuesta farmacocinética y farmacodindmica, se usa
un modelo de tres compartimentos para describir la concentra-
cién de insulina subcutanea (/) y plasmatica (/) en respuesta a

la insulina subcutanea administrada (u(?)). El efecto producido
por la insulina (/g) se acoplo mediante el modelo minimo de
Bergman y finalmente se hace uso de un modelo de dos com-
partimentos para describir la aparicion de glucosa posterior a la
ingesta (Ry4).

dl(n 1 R
=T Lo (0) + e u(t) &y
40 _ Lo+ Lo @
dt ) ™
% = —pole(t) + p2S11(1) )
% = —(GEZI + Ig(1) G(t) + EGP + Ra() ~ (4)
C
Ra(r) = —VGZz te!l ®

donde 7| y 7, son constantes de tiempo asociadas al traslado
de la insulina desde el sitio de administracién a la sangre (es-
to indica que al administrar insulina exégena a pacientes con
diabetes tipo 1, dicha insulina no se libera de forma directa a
la circulacién portal, ni imita las variaciones en los niveles de
insulina basal, tal y como ocurre en el sujeto sano), C; es la
depuracién de insulina (ml/min), el factor 1/p, caracteriza el
retardo en la accién de la insulina posterior a un incremento
de insulina plasmadtica, S ; describe la sensibilidad a la insulina,
GEZI representa el efecto de la glucosa per se para incrementar
la absorcién de glucosa en las células y reducir la produccién de
glucosa endégena para niveles nulos de insulina, EGP es la tasa
de produccidn de glucosa endégena estimada para niveles nulos
de insulina, Vj estd relacionada al volumen de distribucion en
el cual se equilibra la glucosa, Cy es la cantidad de carbohidra-
tos consumidos en diferentes momentos del dia y 7, define el
tiempo pico de absorcion.

El sistema anterior puede reescribirse en forma matricial,
lo cual nos permite ver claramente que la funcion R (¢) puede
considerarse como una perturbacion externa entrando al siste-

Loy [~ 0 0 0 J[Le®
Ig(n) 0 pS; -p2 0 Ig (1)
G(1) 0 0 0 -GEZIILG®)
¥ oL
0
+ 0 u(t) + 0 + 0 RA(1)
0 —Ig(t)G(t) + EGP 1

Por simplicidad, para el disefio del esquema de control pro-
puesto, en ese trabajo se considera un modelo linealizado alre-
dedor del punto de operacion dado por las condiciones iniciales
del sistema I,.(0), 1(0), I(0), G(0), el cual se representa como
(Castillo et al. (2022))
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Loy [+ 0 0 0 Lie(1)
|_|+ -% 0 0 1(n) @
Ir®| | 0 S, —p2 0 Ig (1)
G 0 0 -G Ig0)-GEZI|LG(®)
A
+ 0 u(t) + 0 Ru(1)
0 1

3. Planteamiento del problema y preliminares matemati-
cos

Este trabajo se enfoca en el disefio de un esquema de con-
trol por retroalimentacién de estados, para regular los niveles
de concentracién de glucosa en rangos apropiados que eviten
la ocurrencia de casos de hiperglucemia o hipoglucemia sin la
necesidad de interaccion con el usuario, esto es, sin requerir in-
formacién sobre los tiempos de ingesta de alimentos ni sobre
la cantidad de carbohidratos ingeridos. Para evitar depender de
dicha informacidn se propone el disefio de un EGESO que per-
mita estimar los estados del sistema y la informacién sobre la
ingesta de alimentos.

3.1. Observador de estados extendido generalizado

Considere una representaciéon de cadena no integral de un
sistema no lineal de n-ésimo orden con incertidumbre que con-
tiene perturbaciones no acopladas:

x(@) =Ax (@) + Byu(t) + Byd(x,w(1),1), )
y (1) = Cx(1)

donde x(f) = [x;---x,]7,u(f) € R,y(¢) € R, representan los
vectores de estados, entrada y salida, respectivamente. La ma-
triz A € R™" define la dindmica del sistema, mientras que
C € R™ es la matriz de salida, B, € R™! y B; € R™! son
las matrices que indican los estados afectados por la entrada y
la perturbacidn, y d(-) € R es una funcién desconocida que mo-
dela la perturbacion agrupada, la cual puede no estar acoplada
al control.

El término generalizado para la perturbacién agrupada
d(x,t), aunque desconocido se asume acotado. La incertidum-
bre considerada en esta funcién incluye dindmicas no modela-
das, perturbaciones externas e incertidumbres paramétricas, lo
cual puede ser dificil de manejar para un simple controlador por
retroalimentacion.

La propuesta de disefio para el controlador basado en EGE-
SO parte con la adicién de una variable para obtener un modelo
extendido, las ecuaciones de este nuevo modelo extendido se
pueden escribir como:

2(t) = A 2(t) + Bou(t) + Myd(x, t) + Mad(x, 1)
(@) = [Cx(8)], = Cx(t) + Ay )
Ay = [Cx(D)], — Cx(1)

la salida es considerada acotada por alguna constante positiva
conocida a priori

[Cx(D], <y*

donde
x(2)
2=\ di) |eR"™,
d(1)
A B; O B, 0 0
A.=1 0 0 O0]|,B.=| O |\ My=]|1|,M,=|20
0O 0 O 0 0 1

la ley de control propuesta tiene la forma siguiente

u(t) = ky 2(t) + kad(2) + k3d(0)

T (10)
u(t) = K2(1), K = [kl ka k3]

y el observador para el sistema extendido se plantea como

() = AA(t) + Bou(t) + LIy() — C3(t)] an

donde Z(1) es el vector de estados estimados.

3.2. Diserio del Observador de Estados Extendido Generali-
zado

Se considera como una accién de control admisible a una
transformacién de los valores de las variables del modelo,
x(1), cf(t), a través de una funcién f(-) al espacio de acciones
de control u(t):

u(t) = f(&(@0), d(t)) (12)

Por lo tanto, consiste en realimentar los estados estimados
hacia el sistema, generalmente con el objetivo de redireccionar-
lo hacia otros puntos de operacién o de cambiar la forma en que
el sistema responde a perturbaciones externas.

Definicion 1 (Accién de control admisible). Sea el conjunto de
todas las acciones de control admisibles U un conjunto com-
pleto, acotado, convexo y cerrado (compacto):

ut = diamU := min||s — £]| < oo. (13)
el

entonces, para cualquier s € R™ existe un tinico €y € U, lla-
mado proyeccion de s al conjunto U, tal que ||s — €] = ||s — €ol|
para cualquier £ € U. En otras palabras:

- = mil - R™}.
lls — &oll IZI;}LIII{HS s e R™}

La accion de control
u(t) c U € R"

se obtiene como resultado de la aplicacion del operador no li-
neal qy(-) como

u(t) := mq (Kx(1))

tg(s) = (ae U | i-sl<lu-sivs e R ueay (9

donde K € R™" es una matriz de ganancia.
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Para lograr hacer la estimacién de perturbaciones no acopla-
das asi como estados del sistema se propone la implementacién
de un esquema de observador generalizado de estados extendi-
do (GESO), el cual se define como:

)Ace(t) = A% (1) + Bou(t) + L, (y([) - Cefce(t)) (15)
J = Ceke(D)

donde L, € R"*2*! s la matriz de ganancia del observador a
disefar, y

A By Ou B. c

Ao =1 Orxn Ot Tigxy |-Be = Ouxty |.Ce =1 Oixi

O1xn O1x1 Opsry 011 . 015k,
x(t) =] x0) de) de) iy |

(16)

son los estados del observador extendido generalizado, A,

€ RUtketDx(ntki+l) og 13 pueva matriz del sistema GESO, B,

€ RO+ka+Dx1 og 19 matriz de control del sistema GESO, C, €

RIXtka+) o6 1a nueva matriz de salida GESO y £(2),d(-), d(-),

-+, d%)(.) son estimaciones de x(2), d(), d(-), - - -, d*O(-) res-
pectivamente, como se muestra en (Castillo et al. (2018)).

Suposicion 1. Se asume que el par (A, B,) es controlable y el
par (A, C) es observable. Mas aun, la observabilidad del par
(A, C) es una condicion necesaria para la observabilidad del
par (A., C,) como se observa en (16), y finalmente la funcion
d%+D () es acotada.

La clase de sistemas que son adecuados para la aplicacién
del controlador por retroalimentacién propuesto se limitan a la
clase de sistemas no lineales con incertidumbres acotadas que
cumplan con la condicién quasi-Lipschitz. La descripcién for-
mal de la clase de funciones quasi-Lipschitz f(x) propuesta en
(Alazki and Poznyak (2013)), se presenta en la siguiente defini-
cién.

Definicion 2 (Funcién quasi-Lipschitz). Una funcion f : R" —
R¥ se dice ser una Sfuncion quasi-Lipschitz C(A, ¢y, c1) si existe

una matriz A € Ry constantes no negativas cy y c1, tal que
para cada x € R", se satisface la siguiente desigualdad:

2 2

£ = Ax@)||” < co + 1 ||x@)||" (17)
Esto implica que el crecimiento de la funcion f(x) conforme

[[x(®)]| = oo no es mds rdpida que una funcion lineal.
Suposicién 2. Considere que d(x,w, 1) y d(x, w, t) satisfacen la

condicion quasi-Lipschitz:

lldCx, w, DI < do + dy X , do, dy = 0 (18)
ldGew, DI < do + ds IIxOIP , oy ds 2 0 (19)

y que para el caso d(t) y d(t) satisface con:

IdOIP < do, ||d)|| < d» (20)

Observe que, en presencia de dindmicas no modeladas
(d(t), d(t) # 0), con los controladores por retroalimentacién ad-
misibles (14) es imposible estabilizar la dindmica del sistema
de tal forma que se asegure una convergencia asintética al ori-
gen, sino que solo es posible garantizar que las trayectorias del
sistema se encontraran acotadas. Debido a que cualquier trayec-
toria acotada puede ser impuesta sobre algiin conjunto convexo
(el cual seleccionaremos como un elipsoide), el "mejor” disefio
que es posible realizar es aquel que minimice el “tamafio” de
este elipsoide mediante la adecuada seleccién de las matrices
de ganancia K y L usando informacién en linea {X(¢), u(#)}»0-

Definicion 3. Una trayectoria x,o pertenece asintdticamente
al elipsoide atractivo con centro en x(t) = 0y matriz elipsoidal
P

&0, P) = x(r) e R"xT()Px(r) < 1, P=P" >0

si para cualquier condicion inicial del sistema (1), y una accion
de control admisible (14), la siguiente propiedad se cumple

lim sup x(t)" Px(t) < 1
1—o0

Lo cual indica que todas las trayectorias del sistema con-
vergen asintéticamente a dicho conjunto elipsoidal.

3.3.  Control robusto acotado basado en EGESO

Con base en la informacidn disponible {y(¢), (z), u(f)};>0, se
requiere encontrar las matrices de ganancia K, L, que garanti-
cen para cualquier planta perteneciente a la clase C (17) la exis-
tencia de un elipsoide atractivo del minimo tamafio posible (la
caracterizacion del tamano del elipsoide &(0, P) es asociado a
la traza de la matriz P):

tr {P} — sup 21
KL

Las matrices de ganancia en (10) y en (15), que satisfacen
(21), garantizan que se alcance estabilidad de zona bajo sefiales
de control acotadas (14) para cualquier sistema con incertidum-
bres (8).

La dindmica del error de estimacién se puede obtener a par-
tir de (9)-(11) como

e(t) = z(t) — 20 (22)
é(t) =A.z(t) + Bou(t) + Myd(t) + Mad(t) — A 5(t) — Bou(t)
— L(CIz(f) + Ay — C3(1))
= A,z(t) + Bou(t) + Myd + Myd — A% — Bou— L(CIz—C,2) — LAy
= Aje(t) + M d(t) + Mad(t) — LC.e(t) — LC,d(t) — LC,d(1) — LAy
&) = (Ag—LC,)e(t)— LC,d(t)— LC,d(1)+ My d(1)+ Madi(t)— LAy
T

z2(t) = Iz(t)

Ian

x(0) = | Oixn

len

Para encontrar el par de matrices de ganancia K, L tal que

las trayectorias de x(¢) se encuentren en una regidon cercana al

origen es necesario considerar ambos procesos, control y esti-
macioén de estados.
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Lema 1 (Control acotado basado en EGESO). Si para el mode-
lo (9), controlado por retroalimentacion (10)-(14), usando las
estimaciones de estado generadas por el observador (15), exis-
te una matriz definida positiva P = PT > 0 € R¥* tal que
para ciertas constantes positivas T,,72,73,7T4 > 0,0 > 0, la
siguiente desigualdad lineal matricial se cumpla

W<0
W. PEF, PF, PF; PF,
FTP -1l 0 0 0
W:=|FIP 0 -1l 0 0 (23)
FTp 0 0 -1 0
FiP 0 0 0 -7l

Wi =PA+ATP+aP + Tldll_;rl_e + T2d31_;-1_g
+ ZTSdiag (KT K, 03n><3n) + 274diag(CTC, 03n><3n)

donde
A, + B.K LC, LC, LC,
= Opxn A, -LC, -LC, -LC,
A= 24
0n><n OI'IXI'I Il‘le‘l 0n><n ( )
Oan OﬂXﬂ Onxn Ian
Fi=[ 0 M} Oy Ona | (25)
FZ = [ O1xn M; 0132 Otxn ]T
F3 = [ B;r len Oan Ol><n ]T
Fy :[ LT LT Oixy Oixs ]T
I_e = [ I On><3(n+2) ]
entonces para la funcion cuadratica
V(r(t)) = rT(H)Pr(t
(A()) ()A (0 - 26)
r0:=] 20 e do do |
se cumple la siguiente desigualdad:
V(r(t) < —aV(r(t) + B 27

,8 = Tld() + T2d2 + 2713 (u+)2 + 2T4(y+)

Demostracion. Considere una variable () definida en (26), en-
tonces la funcién cuadratica y su derivada se pueden definir co-

mo:
(28)

(29)

V(r(1) = r'@©)Pr(1)
V(r(t)) = 2rT (1) Pit)
P=PTeR"™ >0
y la ecuacién del EGESO (15)
A1) + B.KZ(1) + LICIz(1) = C.2(0] + B.AT [K2(1)] =

(Ac + B.K)2(1) + BAT[KXD] + LCoe(t) + LC.A(1)

+LC.d(f) + LAy
(30)

donde
An [K 2(1)] := nqy [K, 2(2)] — K, 2(D)

Por lo tanto, la derivada de r(¢) esta dada como

i(t) = Ar(t) + Frd(t) + Fod(t) + F3An[K2(0)] + FaAy  (31)
con
A.+BK LC, LC, LC. 0
- 0 A, -LC, -LC, -LC, ~ M
A=l 0 0 oo |7l
0 0 0 I 0
0 B, L
~ | M, ~ |0 . |-L
Fs NE F3 ol Fy= 0
0 0 0
sustituyendo (31) en (29)
V(r(t)) =2r(t)T P(Ar(t) + F1d(t) + FLd(r) 32

+ F3An [K2(0)]) + F4Ay
V(r(t)) =2r(t)T PAr(t) + 2rT(1)PF1d(t) + 2r(t)T PF,d(t)
+ 2r()TPE3 AR [K3(0)] + 2r(1)T F4Ay

definiendo un vector y = [r(t) OO RIN60) Ay]T es
posible llegar a la representacién matricial siguiente

V=y"Wy (33)
con
PA+ATP+aP PF, PF, PF; PF,
FTP 0 0 0 0
W= EIp 0 0 0 0
FIpP 0 0 0 0
EjP 0 0 0 0

se suman y restan los términos asociados a las perturbaciones
acotadas a W para satisfacer condiciones necesarias que per-
mitan que la matriz sea estrictamente negativa, lo cual resulta
en

PA+ATP+aP PF, PF, PF; PF,
FTP -l 0 0 0
V=9l EFIP 0 -ml 0 0 |y
FIp 0 0 -wI 0
FlpP 0 0 0 -4l
w11 [[d@|] + 72 ||| + 75 A7 (KNP + 74 IAYIP = @V

(34)
se tiene que

~ ~ ~ 2 ~
A7 [K2]IP < 2 llmq (KD + 211K2 < 2]Ju||” + 211K2IP

2
AV < 21I[Cx@)L P + 21ICx@)I* < 2|y*||” + 2 lICx@)I?
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Es posible minimizar la ecuacién tomando en cuenta la si-
guiente igualdad

T
03(2+2)xn

;
x(t) = [ ] r(t) = Lr(r)

y aplicando las condiciones quasi-Lipschitz (17)-(20):

V =y" Wy + 11dy + T2d> + 273 (Lf')2 (35)
+20, (0" —aV < —aV + 8

finalmente, si se cumple que W < 0 entonces

V(r(®) < —aV(r@®) + 8

O
lo cual implica que
. o
lhm rT (1) [EP} rir) <1 (36)

Para encontrar los valores deseados es necesario resolver un
problema de optimizacién con desigualdades matriciales bili-
neales. Dicho problema de optimizacién se ha resuelto numéri-
camente utilizando YALMIP y TOMLAB/PenBMI. YALMIP
es una paqueteria de MATLAB que permite modelar y resol-
ver problemas de optimizacién incluyendo aquellos de progra-
macion semidefinida. Para encontrar la solucién a los proble-
mas planteados puede hacer uso de paqueterias adicionales,
comunmente llamadas solucionadores, dependiendo del tipo de
problema y las restricciones involucradas. PenBMI es uno de
estos solucionadores que se especializa en la solucién de pro-
blemas sujetos a restricciones del tipo BMI. En caso de no con-
tar con paqueteria especializada en BMIs, un enfoque alternati-
vo para resolver este tipo de problemas es mediante transforma-
ciones de BMI a desigualdades matriciales lineales (LMI, por
sus siglas en inglés), lo cual conlleva el uso de transformacio-
nes matriciales y la aplicacién del complemento de Schur, para
posteriormente resolver utilizando solucionadores lineales, por
ejemplo, SEDUML.

Por lo tanto, el valor buscado de las ganancias del control
y el observador se puede obtener mediante la solucién del si-
guiente problema de optimizacién matricial

07
—tr{P} — sup (37)
ﬁ @,71,72,73,74>0,P>0,L,K

4. Resultados y Discusion

Para visualizar el desempefio del esquema de control pro-
puesto se desarrollaron simulaciones del Medtronic Virtual Pa-
tient para un paciente con las caracteristicas mostradas en la
Tabla 1, donde se observa que Vi y T, son constantes positivas
lo cual hace posible considerar la funcién R4(f) como acota-
da. El desempefio del controlador propuesto es comparado con-
tra un esquema EGESO basado en regulacion cuadratica lineal
(LQR), como el mostrado en (Castillo et al. (2022)). El obje-
tivo de control que se persigue es mantener la CG en niveles
que no excedan un limite superior de 250 mg/dL y uno inferior
de 54 mg/dL; sin embargo, debido a los peligrosos efectos de

la hipoglucemia se busca mantenerse por encima de 90 mg/dL
(y* = 90) para garantizar la presencia de tal condicidn.

Tabla 1: Parametros del paciente

Parametro Valor
T 49 min

k) 47 min

D2 0.016 1/min
EGP 1.33 mg/dL/min
GEZI 0.0022 1/min
S 0.000811 mL/uU

C 2020 mL/min

Ve 0.123 dL

Tm 47 min

Las condiciones iniciales usadas para el paciente seleccio-
nado son propuestas de la misma forma que se muestra en (Cas-
tillo et al. (2022)), los cuales son datos reales tomados de un
simulador de pacientes con T1DM, con los valores siguientes:

x(0) = [13,6868 13,6868 0,0111 IOO]T. Para visualizar la
respuesta del esquema de control propuesto se abarca un dia
completo de simulacién considerando que el paciente ingiere 3
comidas en ¢ = 7, 14, 22 horas, con los siguientes carbohidratos
Cy = 50,90, 70. Por otro lado, las condiciones iniciales para el
sistema de estimacion son consideradas iguales a cero.

Usando el método propuesto en (23)-(27) para resolver el
problema de optimizacién (37), considerando la restriccién en
la sefial de control u* > 0y d; = d3 = 10, las matrices de ga-
nancia del controlador y observador fueron calculadas con los
siguientes valores

a=0,1832x107, 7, =2,1221 x 107, 7, = 6,3502 x 1072

73 =0,9860% 1072, 74, = 1,4211x 107", traza(P) = 11,1008

ki = [—0,0045 -1,9890 -3,8811 0,0006] x 10°
k2 =-0,0192 x 10%, k3 = 9,99 x 108

L:[0,0017 0,0084 0,0004 0,0143 0,2167 0,0013]T

La estimacidn de la perturbacién se ilustra en la Figura 1,
donde se puede observar que la estimacion se asemeja lo sufi-
ciente al valor real.

:

—Real

= -Propuesta H
Castillo et al

dt)

L o - N o w o »a oo o
—

o
o
o

15 20 25 30
Tiempo (h)

Figura 1: Estimacion de la funcién de perturbacién Ra(r)
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La Figura 2a muestra el comportamiento de la concentra-
cién de glucosa y sus variaciones conforme se producen las in-
gestas de alimento. Se observa que es posible evitar condiciones
de hiperglucemia (> 250mg/dL) a la vez que se mantiene ale-
jado de valores muy bajos que puedan conducir a episodios de
hipoglucemia (< 70mg/dL). Ambos controladores evitan casos
graves de hipoglucemia (< 54mg/dL), sin embargo, el contro-
lador propuesto se mantiene mucho mads alejado de los valores
limite inferiores, asegurando que no se presenten casos de hi-
poglucemia.

300 T

250mg/dL

250
)
B 200 -
(o)}
E
150 1
&)

90mg/dL
10— —mme— _ - N AN S\ ———
50
5 10 15 20 25 30
Tiempo (h)
(a) Concentracion de glucosa en sangre G(t).
6
4 x10
[=——Castillo et all

3l |
<
o)
227 1

1k |

o | I . I

0 5 10 15 20 25 30

Tiempo (h)

(b) Insulina administrada por el controlador.

Figura 2: Respuestas del sistema a las 3 ingestas de alimento

La insulina administrada al paciente por cada controlador es
mostrado en la Figura 2b, donde se aprecia que el control pro-
puesto asi como el control 6ptimo generan acciones de control
rapidas de gran magnitud en cuanto es detectada una ingesta de
alimentos por el observador, lo cual se produce en los instantes
t) = 420, 1, = 840 y t3 = 1320 minutos. La reaccién del con-
trolador posterior a la ingesta es rdpida, el tiempo de retardo en
la aparicién de la sefal de control es de 5 minutos. Este tipo de
respuesta es similar al tratamiento convencional de bucle abier-
to, en la que el paciente se inyecta cierta cantidad de insulina de
forma paralela a las ingestas. A pesar de que la accion de control
del esquema propuesto tiene un valor mayor a lo mostrado por
Castillo et al., 1a dosis administrada se encuentra dentro de ran-
gos adecuados para su aplicacién mediante la tecnologia actual,
por ejemplo la bomba MiniMed™780G (Medtronic (2023)) es
capaz de administrar bolos de insulina de hasta 25U e infusio-
nes basales de 0 a 35 U/h (5.83uL/min).

5. Conclusiones

En este trabajo se ha propuesto el disefio de un esquema
de control basado en EGESO usando el método del elipsoide
atractivo para regular la concentracién de glucosa en pacientes

diabéticos bajo restricciones en la sefial de control asi como en
la salida del sistema. El esquema propuesto es capaz de ope-
rar sin necesidad de contar con informacién sobre la ingesta
de alimentos que realiza el paciente, esto es, tiempos de inges-
ta y cantidades ingeridas, lo cual elimina la necesidad de in-
tervencion del paciente. La estabilidad y robustez del sistema
estd garantizada mediante la aplicacién del método del elipsoi-
de atractivo para el cdlculo de las matrices de ganancia del con-
trol y del observador, asegurando que el control y la salida se
encuentren en rangos que no excedan los valores de saturacion
establecidos. El desempefio mostrado por el controlador basado
en EGESO propuesto cumple con garantizar que la concentra-
cién de glucosa se mantenga dentro de limites seguros para el
paciente, evitando la incidencia de episodios de hiperglucemia
o hipoglucemia. Se observé que el comportamiento del contro-
lador propuesto emula al de un esquema en bucle abierto, donde
la infusidn de insulina es proporcional al conteo de carbohidra-
tos ingeridos por el paciente, pero eliminando la necesidad de
interaccion del paciente siendo esta una de las mayores ventajas
de la propuesta. Como trabajo futuro se considera el analisis de
larobustez ante variaciones de los pardmetros del modelo, tanto
de la dindmica de absorcién como ante cambios en la variabili-
dad insulinica.
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