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Resumen

En este artı́culo se aborda el control cartesiano para seguimiento de trayectorias de robots manipuladores. Las trayectorias
deseadas se proponen en espacio cartesiano. Mediante la cinemática inversa se obtienen las trayectorias deseadas en espacio arti-
cular. A partir de esta relación se obtienen las velocidades y aceleraciones articulares deseadas en donde se hace uso también de
la cinemática diferencial. El modelo dinámico se obtiene mediante las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange. El objetivo
de seguimiento de trayectorias se logra utilizando solamente mediciones de posición como retroalimentación, por lo que se omite
el uso de filtros y observadores de velocidad. Se prueba estabilidad asintótica semiglobal en el sentido de Lyapunov para el caso
de trayectorias articulares y estabilidad asintótica local para trayectorias en espacio cartesiano. Se ilustran los resultados mediante
simulaciones numéricas en un robot de dos grados de libertad y la validación experimental en un robot SCARA.

Palabras clave: Manipulación robótica, planificación y seguimiento de trayectorias, control robusto, sistemas de control no lineal,
observadores y predictores.

Cartesian trajectory tracking in manipulator robots

Abstract

This article addresses Cartesian control for trajectory tracking of robot manipulators. The desired trajectories are proposed in
Cartesian space. Through inverse kinematics, the desired trajectories in the joint space are obtained. From this relationship, the
desired joint velocities and accelerations are obtained, where differential kinematics is also used. The dynamic model is obtained
using the Euler-Lagrange equations of motion. The objective of trajectory tracking of robot manipulators is achieved using only
position measurements as feedback, thus omitting the use of filters and velocity observers. Semiglobal asymptotic stability is proved
in the Lyapunov sense for the case of joint space trajectories and local asymptotic stability for trajectories in Cartesian space. The
results are illustrated through numerical simulations in a two-degree-of-freedom robot and the experimental validation in a SCARA
robot.

Keywords: Robotic manipulation, trajectory tracking, robust control, nonlinear control systems, observers and predictors.

1. Introducción

Un problema en el área de robots manipuladores es el di-
seño de algoritmos de control para seguimiento de trayectorias. 
Algunos trabajos previos sobre control para seguimiento de tra-
yectorias en robots manipuladores son Andreev and Peregudova 
(2019), Lazaroiu et al. (2015), Qi et al. (2015) y Huang et al. 
(2015).

Comúnmente en el diseño de controladores para seguimien-
to de trayectorias en robots manipuladores, la velocidad articu-
lar debe estar disponible para retroalimentación, lo cual puede 
ser una desventaja si no se cuenta con sensores de velocidad. 
Esta situación se puede resolver utilizando un observador de 
velocidad, o un diferenciador. Cuando se utiliza un observa-
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dor para reconstruir la velocidad, pueden surgir algunos proble-
mas como la utilización de muchos recursos computacionales,
problemas para sintonizar las ganancias, una señal de respues-
ta transitoria no adecuada, además de que en algunos casos la
implementación del observador puede ser difı́cil. Por otra parte,
los observadores pueden formar lazos de control en el softwa-
re que se implemente, por lo que el sistema en lazo cerrado se
puede volver inestable bajo ciertas condiciones, ver Tian et al.
(2019).

Existe literatura sobre el control para seguimiento de trayec-
torias en robots manipuladores, ver Loria (1996), Yarza et al.
(2013), Romero et al. (2015), Loria (2016). Por ejemplo, un
controlador para resolver el problema de seguimiento sin me-
diciones de velocidad en un sistema de un grado de libertad,
el cual fue modelado utilizando el método de Euler-Lagrange,
se presenta en Yan et al. (2020). También en Qi et al. (2015),
se aborda el problema de control para seguimiento de salida
en sistemas tipo Euler-Lagrange a través de una ley de control
dinámica. Como se observa en Rascón and Moreno (2020), el
control de seguimiento utilizando medición de salida fue abor-
dado y resuelto para una clase de sistemas de Euler-Lagrange
con un grado relativo arbitrariamente alto. En Nunes and Hsu
(2010), un control PD más precompensación se utilizó para re-
solver el problema de seguimiento de salida en sistemas tipo
Euler-Lagrange, el cual solamente requerı́a que el sistema tu-
viera fricción viscosa sin importar que tan grande o pequeño
fuera el coeficiente de fricción, tal como propuso Branicky
(1998).

Ha habido algunas aplicaciones de controladores para se-
guimiento de trayectorias en robots manipuladores, por ejem-
plo en Muñoz et al. (2006) se abordó la planificación de mo-
vimientos en asistentes robóticos para el manejo de la cáma-
ra laparoscópica en cirugı́a mı́nimamente invasiva. El problema
resuelto se centró en el control cartesiano de robots dotados con
muñecas pasivas.

Anteriormente se han estudiado diversas técnicas para re-
solver el problema de seguimiento de trayectorias en robots
manipuladores, como el moldeo de energı́a más inyección de
amortiguamiento, véase Sandoval et al. (2022); control PD con
compensación de gravedad utilizando un diferenciador para la
velocidad en Sánchez-Sánchez et al. (2019); control por mo-
dos deslizantes en Zhang et al. (2023); Xian et al. (2022); redes
neuronales en Jin et al. (2022). Ası́ como diversas mezclas de
técnicas de control, como el control adaptativo con lógica difu-
sa en Xu and He (2023) y el control por modos deslizantes con
redes neuronales en Zhao et al. (2022), entre otras.

En este trabajo, la motivación parte de diseñar un control
para seguimiento de trayectoria que sea simple de implemen-
tar (solamente cuenta con una ganancia sintonizable), que sólo
necesite mediciones de posición y que no requiera del diseño
de filtros, derivadores u observadores. La acción proporcional
del controlador más términos de precompensación ofrecen con-
vergencia asintótica hacia el punto de equilibrio del sistema en
lazo cerrado. La contribución de este trabajo es el diseño del al-
goritmo para seguimiento de trayectorias en el plano cartesiano,
junto con la prueba de estabilidad del sistema en lazo cerrado.

Este artı́culo esta organizado de la siguiente forma: en la
sección 2 se revisa la formulación del modelo dinámico y se
presenta un ejemplo para el caso de un robot de dos articula-

ciones rotacionales. En la sección 3 se presenta el diseño pro-
puesto de controlador, ası́ como la dinámica del sistema en lazo
cerrado. La sección 4 presenta la prueba de estabilidad de Lya-
punov del sistema en lazo cerrado resultante. En la sección 5
se describe la generación de trayectorias en espacio cartesiano
y su transformación a espacio articular. La sección 6 ilustra el
desempeño del controlador propuesto a través de simulaciones
numéricas en un robot manipulador de dos grados de libertad.
La sección 7 presenta experimentos llevados a cabo en un robot
SCARA donde solamente se utilizan dos de sus eslabones rota-
cionales. Finalmente en la sección 8 se presentan conclusiones.

2. Planteamiento del problema

El problema se centra en el diseño de un controlador para
seguimiento de trayectorias en robots manipuladores en cadena
cinemática abierta, los cuales son completamente actuados. Se
cuenta con sensores de posición para cada articulación, care-
ciéndose de sensores de velocidad, los cuales no son conside-
rados para diseñar el controlar propuesto. El modelo dinámico
se obtiene utilizando la metodologı́a de Euler-Lagrange (véase
Morabito et al. (2004); Ortega et al. (1998); Lorı́a and Panteley
(2007)) y se puede representar utilizando la forma compacta de
la siguiente manera:

M(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ +G(q) + Fvq̇ = τ, (1)

donde q, q̇, q̈ ∈ Rn son los vectores de posiciones, velocida-
des y aceleraciones articulares generalizadas, respectivamente,
M(q) ∈ Rn×n es la matriz de inercia, C(q, q̇) ∈ Rn×n es la matriz
de fuerzas centrı́fugas y de Coriolis, G(q) ∈ Rn es el vector de
pares gravitacionales, Fv ∈ Rn×n es la matriz de coeficientes de
fricción viscosa y, finalmente, τ ∈ Rn corresponde al vector de
pares de entrada. El número n es un entero estrictamente positi-
vo que corresponde al número de articulaciones del sistema en
cuestión.

La representación en espacio de estados del sistema de (1)
es

q̇ = q̇,
q̈ = M−1(q)[−C(q, q̇)q̇ −G(q) − Fvq̇ + τ],

y = q,
(2)

donde la única variable con acceso a medición es q ∈ Rn que
contiene a las posiciones articulares y/o traslacionales.

3. Diseño del controlador

Considerando τ como la entrada de control, se propone el
controlador

τ = G(q) + M(q)q̈d +C(q, q̇d)q̇d + Fvq̇d − Kpz1, (3)

donde qd = [qd1, ...., qdn]T ∈ Rn es un vector de trayectorias
deseadas, que es diferenciable por lo menos dos veces. Se con-
sidera en el controlador (3) que las matrices del modelo del ro-
bot manipulador G(q), M(q), C(q, q̇d) y Fv son completamente
conocidas, por lo que el sistema en lazo cerrado podrı́a ser sen-
sible a la incertudimbre en estos parámetros. Los errores de po-
sición y velocidad son dados de la siguiente forma: z1 = q − qd
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y z2 = q̇ − q̇d. El elemento Kp ∈ Rnxn es una matriz diagonal
de ganancias positivas. El sistema en lazo cerrado se obtiene
reemplazando τ de (3) en (2), ası́ como considerando la propie-
dad −C(q, q̇d)q̇ + C(q, q̇)q̇d = 0 (véase Kelly et al. (2006)). Por
lo tanto, se tiene que la dinámica de los errores en lazo cerrado
dada por:

ż1 = z2,
ż2 = −M−1(z1 + qd)[Kpz1 + [C(z1 + qd, z2 + q̇d)

+C(z1 + qd, q̇d)]z2 + Fvz2].
(4)

El único punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado (4)
esta dado por :

(z̄1, z̄2) = (0, 0). (5)

4. Análisis de estabilidad

Teorema 4.1. Considérese el sistema (2) bajo la ley de control
(3), donde son conocidas las matrices del modelo del robot ma-
nipulador G(q), M(q), C(q, q̇d) y Fv. Entonces las trayectorias
de los errores z1 y z2 en el sistema en lazo cerrado (4) conver-
gen al punto de equilibrio (5) asintóticamente de manera semi-
global, mientras que se cumplan las condiciones respecto a la
matriz de ganancias Kp impuestas por V(t, z1, z2) y V̇(t, z1, z2).

Demostración. Para propósitos de estabilidad se propone la si-
guiente función candidata de Lyapunov

V(t, z1, z2) =

1
2

[
z1
z2

]T [ Kp γM(z1 + qd)
γM(z1 + qd) M(z1 + qd)

] [
z1
z2

]
,

(6)

donde γ > 0 es una constante. Para mostrar que la función can-
didata de Lyapunov (6) es una función definida positiva y ra-
dialmente desacotada, obsérvese que cumple con la siguiente
desigualdad:

V(t, z1, z2) ≥

1
2

[
||z1||

||z2||

]T [
λmin{Kp} −γλmax{M(z1 + qd)}

−γλmax{M(z1 + qd)} λmin{M(z1 + qd)}

] [
||z1||

||z2||

]
.

(7)
Siempre y cuando los elementos de la matriz Kp sean tales

que se satisfaga

λmin{Kp} > 0,

λmin{Kp} >
γ2λ2

max{M(z1+qd)}
λmin{M(z1+qd)} ,

la función del lado derecho (7) es definida positiva y radialmen-
te desacotada. Haciendo un acotamiento similar de los términos
se puede demostrar que V(t, z1, z2) esta acotada superiormente
por

V(t, z1, z2) ≤

1
2

[
||z1||

||z2||

]T [
λmax{Kp} γλmax{M(z1 + qd)}

γλmax{M(z1 + qd)} λmax{M(z1 + qd)}

] [
||z1||

||z2||

]
,

(8)
la función del lado derecho de (8) es positiva definida si

λmax{Kp} > γ
2λmax{M(z1 + qd)}

se satisface, lo que significa que V(t, z1, z2) es una función men-
guante.

La derivada temporal de la función candidata de Lyapunov
(6) a lo largo de las trayectorias del sistema en lazo cerrado (4)
esta dada por

V̇(t, z1, z2) =

−

[
z1
z2

]T [R11 R12
R21 R22

] [
z1
z2

]
,

(9)

donde

R11 = Kp,

R12 = −
γ
4 Ṁ(z1 + qd) + γ2C(z1 + qd, q̇d) + γ2 Fv,

R21 = −
γ
4 Ṁ(z1 + qd) + γ2C(z1 + qd, q̇d) + γ2 Fv,

R22 = Fv +C(z1 + qd, q̇d) − γM(z1 + qd).

Se busca acotar superiormente a V̇(t, z1, z2) por una función de-
finida negativa en términos de los estados z1 y z2. El primer
término −zT

1 R11z1 puede acotarse de la siguiente manera

−zT
1 Kpz1 ≤ −λmin{Kp}||z1||

2, (10)

en lo referente a los términos cruzados R12 y R21 podemos uti-
lizar la propiedades de la matriz centrı́fuga y de Coriolis, ver
referencia Kelly et al. (2006) o el apéndice B para detalles, re-
duciéndose la expresión a

R12 = R21 = −
γ
2C(z1 + qd, z2) + γ2 Fv, (11)

quedándonos acotados los términos cruzados de la siguiente
manera:

−zT
1 R12z2 ≤

(
γ
2 kc1||z2|| +

γ
2λmax{Fv}

)
||z1|| ||z2||,

−zT
2 R21z1 ≤

(
γ
2 kc1||z2|| +

γ
2λmax{Fv}

)
||z1|| ||z2||.

(12)

El término restante satisface

−zT
2 R22z2 ≤

(
−λmin{Fv} − kc1||q̇d || + γk′M

)
||z2||

2, (13)

las constantes kc1 y k′M están definidas en el apéndice B. Las
cotas (10), (12) y (13) conducen a que la derivada temporal
V̇(t, z1, z2) en (9) cumpla con

V̇(t, z1, z2) ≤

−

[
||z1||

||z2||

]T [
λmin{Kp} Q12

Q21 λmin{Fv} + kc1||q̇d || − γk′M

]
︸                                            ︷︷                                            ︸

Q

[
||z1||

||z2||

]
,

(14)
donde

Q12 = −
γ
2 kc1||z2|| −

γ
2λmax{Fv},

Q21 = −
γ
2 kc1||z2|| −

γ
2λmax{Fv}.

Con el fin de que la matriz Q dada en (14) sea definida po-
sitiva, es necesario y suficiente que el determinante de Q sea
positivo, ya que la condición λmin{Kp} > 0 ya se habı́a estable-
cido previamente como necesaria para que la función candidata
de Lyapunov V(t, z1, z2) en (6) sea definida positiva. Nótese en
(14) que la combinación λmin{Kp}(λmin{Fv} + kc1||q̇d ||) > 0 debe
ser lo suficientemente grande para lograr que Q > 0, en una
primera aproximación, en caso de que no se cumpla esta des-
igualdad debido a que los parámetros del robot manipulador y
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||q̇d || son relativamente pequeños, es suficiente con aumentar el
valor de λmin{Kp} para lograr que Q > 0, para cada conjunto

compacto Br =

{[
z1
z2

]
∈ R2n =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ z1

z2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤ r
}

, donde r > 0 es

arbitrariamente grande.
Dado que la función de Lyapunov V(t, z1, z2) en (6) es defi-

nida positiva en forma global, menguante y radialmente des-
acotada, mientras que para cualquier r > 0 se cumplan las
condiciones establecidas en esta prueba, ası́ como la función
V̇(t, z1, z2) expresada en (9) es definida negativa para cualquier
conjunto Br siempre que se cumplan las condiciones dadas, en-
tonces, V(t, z1, z2) es una función de Lyapunov. Por lo que po-
demos concluir estabilidad asintótica semiglobal del origen del
sistema en lazo cerrado (4).

4.1. Sintonización de ganancia Kp del controlador

Acorde con las condiciones necesarias para concluir estabi-
lidad asintótica semiglobal del origen del sistema en lazo cerra-
do (4) planteadas en el Teorema 4.1, podemos obtener un λmin

para la matriz de ganancias Kp, el cual debe satisfacer que

λmin{Kp} > max

 γ2

4 (kc1||z2|| + λmax{Fv})2

λmin{Fv} + kc1||q̇d || − γk′M
,
γ2λ2

max{M(·)}
λmin{M(·)}

 ,
(15)

sujeto a

0 < γ < min

λmin{Fv} + kc1||q̇d ||

k′M
,

√
λmin{Kp}λmin{M(·)}
λ2

max{M(·)}

 ,
(16)

haciendo r = ||z2||, siempre puede selecionarse una λmin{Kp}

suficientemente grande.

5. Generación de trayectorias para un robot manipulador
de dos grados de libertad

Usualmente el espacio de trabajo de los robots manipula-
dores suele ser en espacio cartesiano o espacio articular, los
cuales nos brindan diferentes enfoques espaciales de la posi-
ción del robot. Para el caso de espacio articular, se refiere a las
coordenadas expresadas en grados o radianes de cada una de
las articulaciones del robot, mientras que en espacio cartesiano
se refiere a la posición en coordenadas cartesianas del efector
final. Para el problema de seguimiento, la trayectoria en cual-
quiera de los dos espacios de trabajo debe cambiar con respecto
al tiempo, tal que las posiciones deseadas en espacio articular
serán qd ∈ Rn, mientras que en espacio cartesiano están dadas
por χ = [xd, yd]T ∈ R2. La cinemática directa consiste en expre-
sar la posición del efector final del robot manipulador con base
a las coordenadas articulares. La cinemática inversa nos permi-
tirá obtener las coordenadas articulares del robot manipulador
en función de la posición del efector final. La cinemática directa
para un robot manipulador de dos grados de libertad se obtiene
por un procedimiento geométrico como el que se muestra en la
Figura 1.

Figura 1: Método geométrico para obtener la cinemática directa e inversa de un
robot manipulador de dos grados de libertad posicionado en el cuadrante cua-
tro.

Por lo tanto, la cinemática directa de un robot manipulador
de dos grados de libertad en el cuarto cuadrante es[

xd

yd

]
=

[
l1sen(qd1) + l2sen(qd1 + qd2)
−l1cos(qd1) − l2cos(qd1 + qd2)

]
= fR(q), (17)

donde l1 y l2 son las longitudes del primer y segundo es-
labón, respectivamente. La cinemática inversa de la ecuación
(17) está dada por

[
qd1
qd2

]
=


π
2 + arctan

(
yd
xd

)
− arctan

(
l2 sen(qd2)

l1+l2 cos(qd2)

)
arc cos

(
x2

d+y2
d−l21−l22

2l1l2

)  . (18)

La cinemática diferencial se obtiene derivando la cinemática
directa (17), tal que[
ẋd

ẏd

]
=

[
l1cos(qd1) + l2cos(qd1 + qd2) l2cos(qd1 + qd2)
−l1sen(qd1) − l2sen(qd1 + qd2) −l2sen(qd1 + qd2)

]
︸                                                                ︷︷                                                                ︸

J(qd)

[
q̇1
q̇2

]
,

(19)
de donde se puede obtener el jacobiano del robot o jacobiano
analı́tico J(qd), el cual se define como J(qd) = ∂ fR(qd)

∂qd
∈ R2×n.

Dicho jacobiano permite obtener la velocidad articular[
q̇d1
q̇d2

]
= J−1(qd)

[
ẋd

ẏd

]
, (20)

donde J−1(qd) ∈ R2×n es la matriz inversa del jacobiano del ro-
bot, la cual existe si es una matriz cuadrada (en este caso n=2)
y su determinante es diferente de cero. La aceleración articular
está dada por[

q̈d1
q̈d2

]
= −J−1(qd)

[
d
dt J(qd)

]
J−1(qd)

[
ẋd

ẏd

]
+ J−1(qd)

[
ẍd

ÿd

]
. (21)

La expresión (18) es necesaria para transformar una trayectoria
deseada del espacio cartesiano [xd, yd]T a una trayectoria desea-
da en el espacio articular qd. De manera similar, son necesarias
las expresiones (20) y (21) para obtener la primera derivada q̇d

y segunda derivada q̈d de las trayectorias deseadas en espacio
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articular. Nótese que las variables qd, q̇d y q̈d son requeridas en
la implementación del controlador (3). Ejemplos de este tipo de
transformaciones de coordenadas cartesianas a articulares las
podemos encontrar en Moreno-Valenzuela et al. (2013); Cortés
(2020).

6. Simulación numérica

Para ilustrar el desempeño del controlador (3) se le pone a
prueba en una simulación numérica en Matlab. La planta se-
leccionada es un robot manipulador de dos grados de libertad,
cuyos parámetros fueron tomados de un robot manipulador tipo
SCARA, los cuales son dados en la Tabla 1. En el apéndice A se
muestran las matrices del modelo dinámico del robot manipu-
lador tipo SCARA, las cuales forman parte del controlador (3);
nótese que el controlador (3) no utiliza el término gravitacional
G(q) debido a la configuración del robot manipulador utilizado.

Tabla 1: Parámetros del robot SCARA
Descripción Notación Valor Unidades

Primer articulación
Masa m1 4 kg
Dist. al centro de masa lc1 0.22 m
Largo l1 0.48 m
Inercia relativa al centro I1 0.5 kg · m2

de masa
Fricción viscosa fv1 11 N · m · s/rad

Segunda articulación
Masa m2 3.5 kg
Dist. al centro de masa lc2 0.17 m
Largo l2 0.34 m
Inercia relativa al centro I2 0.5 kg · m2

de masa
Fricción viscosa fv2 8 N · m · s/rad

La trayectoria deseada o de referencia en el plano cartesiano
está dada por una figura tipo corazón, cuyos parámetros están
dados en la Tabla 2, donde las trayectorias de las coordenadas
cartesianas deseadas para hacer una figura tipo corazón son

xd = α
(
16sen(t)3

)
+ xc, [m]

yd = α (13 cos(t) − 5 cos(2t) − 2 cos(3t) − cos(4t)) + yc. [m]
(22)

Tabla 2: Parámetros de la trayectoria cartesiana deseada: simulación
Descripción Notación Valor Unidades
Origen en x xc 0.3 m
Origen en y yc -0.3 m
Escalamiento de la figura α 0.01 —

Obteniendo la primera y segunda derivada de (22) con res-
pecto al tiempo ẋd y ẏd, ẍd y ÿd, respectivamente, aplicando la
cinemática inversa (18) y el jacobiano (19), y resolviendo la ci-
nemática diferencial (20)-(21), es posible obtener las trayecto-
rias deseadas en el espacio articular qd, ası́ como sus derivadas
q̇d y q̈d, las cuales se implementan en el controlador propuesto
(3).

Respecto al controlador (3), la única ganancia que tene-
mos está dada por la matriz diagonal Kp = diag{2500, 1000}.
Las condiciones iniciales para la simulación son q(0) =
[0 rad, π/4 rad]T y q̇(0) = [0 rad/s, 0 rad/s]T .

A modo de ilustración se utilizan dos controladores encon-
trados en la literatura para comparar el desempeño del controla-
dor que proponemos en (3). El siguiente algoritmo llamado con-
trolador cartesiano de Pascal es propuesto en Sánchez-Sánchez
(2010), este controlador considera que se cuenta con acceso a
la medición de las velocidades,

τ = −Kp tanh(z1)
√

1 + tanh(z1)2 − Kv tanh(z2)
√

1 + tanh(z2)2,
(23)

los resultados de este controlador aparecen en las gráficas con
color magenta. Las ganancias utilizadas fueron las siguientes
Kp = diag{3500, 2000} y Kv = diag{0,02Kp1, 0,02Kp2}, las
mismas condiciones iniciales se utilizaron en todas las simula-
ciones numéricas. Otro controlador utilizado es el llamado con-
trol arco tangente cartesiano propuesto en Cortés (2020), el cual
cuenta con la siguiente estructura,

τ = −Kp arctan(z1) − Kv arctan(z2), (24)

los resultados obtenidos con este controlador aparecen en las
gráficas en color verde. Las ganancias que fueron utilizadas son
Kp = diag{3500, 2000} y Kv = diag{0,02Kp1, 0,02Kp2}.

A continuación se presentan los resultados obtenidos a
través de simulaciones numéricas de los sistemas en lazo ce-
rrado. En la Figura 2 podemos observar el seguimiento de la
trayectoria articular para poder formar la figura de corazón en
el espacio cartesiano X-Y. En la Figura 3 vemos los errores de
seguimiento para el primer y segundo eslabón del robot mani-
pulador, donde al utilizar el controlador propuesto a pesar de
no contarse con medición ni estimación de velocidad como re-
troalimentación, se logra un error de seguimiento relativamente
pequeño. La Figura 4 nos muestra las señales de control aplica-
das en cada articulación del robot manipulador. Por otra parte,
la Figura 5 muestra la trayectoria cartesiana que sigue el efector
final (en color azul para el controlador propuesto) y la trayecto-
ria cartesiana deseada (en color rojo). Por otra parte, la Figura
6 nos muestra el brazo del robot manipulador (en color verde)
en un espacio tridimensional, donde se observa la trayectoria de
referencia (en color rojo) y la trayectoria que recorre el efector
final del robot (en color azul al utilizar el controlador propues-
to). Podemos observar a partir de estas simulaciones que al uti-
lizar el controlador propuesto en el robot manipulador, la etapa
transitoria del error de seguimiento z1(t) dura más tiempo que
al utilizar los otros controladores, esto podrı́a deberse a que el
controlador propuesto no utiliza una ganancia derivativa, ni me-
diciones o estimaciones de velocidad como retroalimentación.
También podemos notar de la Figura 3 que al utilizar el contro-
lador propuesto los errores de seguimiento en estado estaciona-
rio para el primer y segundo eslabón del robot manipulador son
más pequeños que al implementar los otros controladores.
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Figura 2: Seguimiento de la trayectoria deseada en coordenadas articulares para
el primer y segundo eslabón del robot manipulador (simulación).
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En el área de control y robótica no hay un criterio estándar
para medir el desempeño de un algoritmo de control. Sin embar-
go un criterio aceptado es la obtención del ı́ndice de desempeño
determinado por la norma L2 definida como:

L2(z1) =

√
1
T

∫ T

0
∥z1(t)∥2dt. (25)

donde T representa el tiempo de simulación. El mejor ı́ndice
de desempeño corresponde a la norma L2(z1) más pequeña. Un
ı́ndice de desempeño alto representa un desempeño pobre del
controlador. En la Figura 7 podemos observar las normas L2(z1)
obtenidas al utilizar el controlador propuesto y los otros con-
troladores. Nótese que al utilizarse el controlador propuesto se
obtiene una norma L2 más pequeña que la obtenida al utilizarse
los otros controladores. Esto se debe a que los errores de posi-
ción z1 son más pequeños al utilizar el controlador propuesto,
véase la Figura 3.
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Figura 7: Índice de desempeño L2(z1).

Otro ı́ndice de rendimiento que se puede utilizar, es la
energı́a de la señal sobre un intervalo de tiempo de longitud T ,
definida como

∫ T
0 |τi(t)|dt, con i = 1, 2, en este caso, obtenemos

la señal de energı́a para cada eslabón del robot manipulador por
separado. En las Figuras 8-9 se puede ver la energı́a aplicada en
el primer y segundo eslabón del robot manipulador, respectiva-
mente.
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Figura 8: Señal de energı́a en el primer eslabón del robot manipulador
∫
|τ1 |

2dt.
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Figura 9: Señal de energı́a en el segundo eslabón del robot manipulador∫
|τ2 |

2dt.

Aunque la premisa para el diseño del controlador propuesto
no tiene como prioridad obtener mejores ı́ndices de desempeño
que al utilizar los otros dos controladores, estos resultados fa-
vorables para el controlador propuesto se obtienen de manera
indirecta, al omitir una ganancia derivativa en el diseño de con-
trol.

7. Experimentos

En esta sección se ilustra la efectividad del controlador pro-
puesto (3), aplicándolo en un robot manipulador tipo SCARA
(véase la Figura 10) localizado en el Laboratorio de Mecatróni-
ca de la Facultad de Ingenierı́a de la Universidad Autónoma
de Baja California. Respecto al hardware utilizamos un robot
manipulador SONY SRX-4CH, ası́ como una tarjeta de adqui-
sición de datos dSPACE1103, la cual nos permite llevar a cabo
experimentos en tiempo real. Por otra parte el software utilizado
para programar el controlador es Simulink de MatLab ®. Los
parámetros del robot manipulador son mostrados en la Tabla 1.

Figura 10: Robot tipo SCARA como plataforma experimental.

La trayectoria deseada en el plano cartesiano está dada por
la figura tipo corazón descrita por las ecuaciones en (22), cuyos
parámetros son mostrados en la Tabla 3.

Tabla 3: Parámetros de la trayectoria cartesiana deseada: experimento
Descripción Notación Valor Unidades
Origen en x xc 0.2 m
Origen en y yc -0.4 m
Escalamiento de la figura α 0.008 —

La obtención de las derivadas de la trayectoria ẋd, ẏd, ẍd

y ÿd, se realiza de la misma forma que la mencionada en la
sección de simulación numérica. La ganancia del controlador
Kp está dada por la matriz diagonal Kp = diag{100, 100}.
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Las condiciones iniciales para el experimento son q(0) =
[−0,14 rad, 1,15 rad]T y q̇(0) = [0 rad/s, 0 rad/s]T .

Los resultados obtenidos a través de experimentos realiza-
dos en el robot SCARA son mostrados a continuación. En la
Figura 11 podemos observar el seguimiento de la trayectoria
articular para poder formar la figura de corazón en el espacio
cartesiano X-Y. En la Figura 12 vemos los errores de segui-
miento para el primer y segundo eslabón en el robot SCARA.
La Figura 13 nos muestra las señales de control aplicadas en
cada articulación del robot SCARA. Por otra parte la Figura 14
muestra la trayectoria cartesiana que sigue el efector final (en
color azul) y la trayectoria cartesiana deseada (en color rojo).
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Figura 11: Seguimiento de la trayectoria deseada en coordenadas articulares
para el primer y segundo eslabón del robot manipulador (experimento).
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Figura 12: errores de seguimiento de trayectoria del primer eslabón z11(t) =
q1(t) − qd1(t) y segundo eslabón z12(t) = q2(t) − qd2(t) (experimento).
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dos dimensiones X y Y (experimento).

8. Conclusiones

Se propuso un controlador que resuelve el problema de se-
guimiento de trayectorias en el espacio cartesiano del robot,
donde se utilizó una acción proporcional más términos de pre-
alimentación basados en el modelo determinı́stico del sistema,
los cuales se obtuvieron utilizando la metodologı́a de Euler-
Lagrange. La principal ventaja del controlador propuesto para
seguimiento de trayectoria cartesiana o articular, es que solo ne-
cesita mediciones de posición en cada articulación para lograr
que el error de seguimiento z1(t) tienda a cero asintóticamente.
Cabe señalar que para lograr convergencia asintótica del error
z1(t) hacia el punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado,
se deben de cumplir ciertas condiciones impuestas por la prue-
ba de estabilidad. En el controlador propuesto, la implementa-
ción de observadores, filtros o diferenciadores es innecesaria.
Se demostró estabilidad asintótica semiglobal para el caso de
seguimiento de trayectorias en espacio articular y se argumenta
estabilidad asintótica local para cuando las trayectorias desea-
das se formulan en espacio cartesiano.
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formática. 16 (4), 423–434.
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Apéndice A. Modelo dinámico de un robot manipulador
de dos grados de libertad sin términos de
gravedad

Los términos correspondientes al modelo dinámico de un
robot manipulador presentados en este apéndice son utilizados
en el controlador (3), el cual se implementa en la sección de
simulación numérica y en la sección de experimentos. La for-
ma compacta del modelo dinámico de un robot manipulador sin
términos de gravedad tiene la siguiente estructura:

M(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ + Fvq̇ = τ, (A.1)

considerando que el robot manipulador es de dos grados de li-
bertad, la matriz de inercia tiene la forma

M(q) =

m11 m12

m21 m22,

 , (A.2)

donde

m11 = m1l2c1 + m2l21 + 2m2l1lc2 cos(q2) + I1 + I2,

m12 = m2l2c2 + m2l1lc2 cos(q2) + I2,

m21 = m2l2c2 + m2l1lc2 cos(q2) + I2,

m22 = m2l2c2 + I2,

(A.3)

por otra parte, la matriz de fuerzas centrı́fugas y de coriolis está
dada por,

C(q, q̇) =

c11 c12

c21 c22,

 , (A.4)

tal que sus elementos son

c11 = −m2l1lc2 sin(q2)q̇2,

c12 = −m2l1lc2 sin(q2)(q̇1 + q̇2),

c21 = m2l1lc2 sin(q2)q̇1,

c22 = 0,

(A.5)

hay que tener en mente que en el controlador (3) no se utili-
zan las mediciones de las velocidades q̇, en su lugar se utilizan
las velocidades articulares deseadas q̇d, por lo que la matriz de
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fuerzas centrı́fugas y de coriolis quedará como C(q, q̇d). Final-
mente, los elementos de la matriz de fricción viscosa son

Fv =

 fv1 0

0 fv2,

 (A.6)

donde fv1, fv2 ∈ IR+. En la literatura hay amplia información
acerca del modelado dinámico de robots manipuladores, véase
por ejemplo Kelly et al. (2006); Siciliano et al. (2008); Lynch
and Park (2017). Los valores y las descripciones de los paráme-
tros m1, m2, l1, l2, lc1, lc2, I1, I2, fv1 y fv2 se muestran en la Tabla
1.

Apéndice B. Propiedades

Presentamos cuatro propiedades básicas del modelo
dinámico para robots manipuladores de n grados de libertad
utilizadas en la demostración del Teorema 4.1.

Propiedad de la matriz de inercia M(q)

En el caso de robots provistos únicamente de articulaciones ro-
tacionales, existe una constante k′M > 0 tal que

||M(q)z2|| ≤ k′M ||z2|| ∀q, z2 ∈ IRn, (B.1)

donde k′M = λMax{M(q)}. Para el ejemplo del robot SCARA
utilizado en la sección de simulación numérica y en la parte ex-
perimental tomamos M(q) de (A.2) y los datos de la Tabla 1
para determinar k′M cuyo λMax = 2,4376.

Propiedades de la matriz centrı́fuga y de Coriolis C(q, q̇)

Para todo vector q, q̇, z2 ∈ IRn se tiene que

C(q, q̇ − z2) = C(q, q̇) −C(q, z2) (B.2)

La matriz C(q, q̇) está relacionada con la matriz de inercia M(q)
a través de la propiedad de antisimetrı́a dada por

zT
1

[
Ṁ(q) − 2C(q, q̇)

]
z2 = 0 ∀q, q̇, z1, z2 ∈ IRn. (B.3)

Esta propiedad solamente aplica para robots provistos úni-
camente de articulaciones rotacionales, tal que existe una cons-
tante kc1 > 0 donde

||zT
1 C(q, z2)z2|| ≤ kc1||z1|| ||z2||

2 ∀q, z1, z2 ∈ IRn

||zT
2 C(q, q̇d)z2|| ≤ kc1||q̇d || ||z2||

2 ∀q, q̇d, z2 ∈ IRn,
(B.4)

véase Kelly et al. (2006) para llegar a la siguiente expresión
kc1 = n2[maxi, j,k,q|Ck,i, j(q)|], donde n es el número de articula-
ciones del robot manipulador. Para el caso del robot SCARA
utilizado en la sección de simulación numérica y en la de expe-
rimentos tenemos que kc1 = 4m2l1lc2 = 0,8568.
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