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Resumen

El presente articulo, a manera de tutorial, detalla el andlisis del control de posicion de un servomotor inteligente que ha sido
modificado para poder programarle su accién de control en modo voltaje. Es importante destacar que el andlisis realizado
considera la friccién (inherente a todo sistema mecdnico). El servomotor inteligente, objeto de estudio, es el Dynamixel AX-12
de la empresa coreana Robotis; un servomotor muy utilizado para el disefio y construccién de robots avanzados con aplicaciones
de entretenimiento y de investigacién. Primero se estudian tanto los modelos estdticos como dindmicos de friccién. Luego,
basdndose en el andlisis teérico, se muestra un procedimiento bastante accesible para estimar todos los pardmetros del
servomotor. Posteriormente, utilizdndose la Teoria de Estabilidad de Lyapunov, se realiza un andlisis riguroso de la accién
proporcional en el control de posicidn del sistema robdtico. Finalmente, se disefia un control con observador de perturbaciones,
que no necesita de la medicién de la velocidad, para llevar asintéticamente el error de posicién a cero. Cada simulacién es
comparada con experimentos satisfactorios de tiempo real con un periodo de muestreo constante de 0.001 (s).

Palabras clave: Control de robots, sistemas no lineales, métodos de Lyapunov, disefio de observadores, identificacién y
modelado, friccién.

Position control using an intelligent servomotor in voltage mode and considering friction: Tutorial

Abstract

This article, as a tutorial, details the analysis of the position control of an intelligent servomotor that has been modified to be
able to program its control action in voltage mode. It is important to highlight that the analysis carried out considers the friction
(inherent in all mechanical system). The intelligent servomotor, object of study, is the Dynamixel AX-12 from the Korean
company Robotis; a servomotor widely used for the design and construction of advanced robots with entertainment and research
applications. First, both static and dynamic friction models are studied. Then, based on the theoretical analysis, a fairly accessible
procedure is shown to estimate all the servomotor parameters. Subsequently, using Lyapunov's Stability Theory, a rigorous
analysis of the proportional action in the position control of the robotic system is carried out. Finally, a control with disturbance
observer is designed, which does not require velocity measurements, to asymptotically lead the position error to zero. Each
simulation is compared to satisfactory real-time experiments with a constant sampling period of 0.001 (s).

Keywords: Robot control, non-linear systems, Lyapunov methods, observer design, identification and modelling, friction.

1. Introduccién areas: la Robdtica Industrial y la Robética Avanzada. La
primera se encarga de estudiar fundamentalmente a los brazos

La Robética tiene gran auge hoy en dia, ya sea en sus  robdticos; actualmente con disefios muy sofisticados y con
aplicaciones industriales o en otras encomiendas de campo o desempefios muy sorprendentes, sobre todo precisamente en
de servicios. Sciavicco y Siciliano (2009) detallan una  tareas industriales (nGtese que para lograr estos desempefios
clasificacion para la Robética que comprende dos grandes  sorprendentes todavia es necesario estructurar en buena
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medida el espacio de trabajo de dichos robots). Y la segunda
es la que engloba al resto de los robots; es decir, la Robética
Avanzada es quien aborda a los robots de campo (con
aplicaciones en minas, exploracién interplanetaria, agricultura,
etc.) y a los robots de servicio (guias de museo, asistentes
médicos, auxiliares domésticos, etc.). Evidentemente un robot
avanzado requiere de una mayor autonomia al operar o trabajar
en ambientes dificiles de estructurar.

Por supuesto, las aplicaciones de robots avanzados son las
que recientemente estdn llamando més la atencién; tanto en el
dmbito comercial como en los d4mbitos de investigacion,
educacion y de entretenimiento. De hecho, en vista de lo
anterior, ha habido muchos avances tecnolégicos para facilitar
su disefio y construccién. Uno de ellos es el desarrollo de
servomotores inteligentes, los cuales integran en una sola
unidad a todo un sistema de control e instrumentacién. Estos
servomotores estan compuestos, basicamente, de un sistema de
cémputo, un actuador, una transmisién para el movimiento y
diversos sensores para su sistema interno de control o para su
monitoreo y seguridad; y sélo es necesario realizarles
conexiones de alimentacién de energia y de sefalizacion
(comunicacién bidireccional de datos para su monitoreo y
consignas de control). Si el servomotor es lo suficientemente
sofisticado aceptard consignas de control en modo posicion,
velocidad o par (lo tipico es aceptar s6lo consignas de control
en modo posicién). Sin embargo, al ser estos servomotores
sistemas cerrados, no es posible modificarles a placer sus
estrategias de control (lo cual, dependiendo de la aplicacion,
pudiera verse como una desventaja).

En este articulo, el objeto de estudio es precisamente un
servomotor inteligente; de hecho uno con la particularidad de
ser de bajo costo: el servomotor Dynamixel AX-12 de la
empresa coreana Robotis (ver Figura 1). Los servomotores
Dynamixel son muy utilizados en proyectos de robots para el
entretenimiento, pero también para robots en la investigacion
(Igbal et al., 2020; Kusnerova et al., 2020; Singh et al., 2020;
Oh y Kim, 2021; Arena et al., 2022; Fereidouni et al., 2022;
Shirai et al., 2022; Tsai et al., 2022; Zyhowski et al., 2022;
Constantin et al., 2023). En Thai (2017) se detallan, no sélo a
estos servomotores, sino también mds accesorios 'y
componentes Robotis para cursos de ingenieria en Robdtica.

En particular, el servomotor AX-12 se compone
(basicamente) de un motor eléctrico de corriente directa de
imanes permanentes (CDIP), un tren de engranes para la
transmisiéon del movimiento angular, un potenciémetro para
medir la posicion de su eje de carga y un sistema de computo
basado en el microcontrolador Atmega8 (ver Figura 3). Su
protocolo original de comunicacion es a través de un puerto
serial UART (Universal Asynchronous Receiver Transmitter)
en modo semi-diplex; es decir, puede enviar y recibir
informacién por un solo canal (pero no simultdneamente, lo
cual no es favorable para una comunicacién de datos rapida).
En la buisqueda de utilizar a este servomotor en sistemas
robdticos embebidos de tiempo real (y con altas velocidades de
transmision de datos), en Sanchez-Garcia et al. (2023) se
reporta una modificacion que se le realizd, tanto en su
hardware como en su software, para abrir la posibilidad de
programarle leyes de control a placer e incrementarle su
velocidad de transmisién de datos; ahora por protocolo SPI
(Serial Peripheral Interface). El redisefio fue sustancial debido

a que se logré mejorar en un factor de 10 dicha velocidad de
transmision de datos, toda vez que sometido el servomotor a
experimentos de tiempo real utilizando un controlador
proporcional-derivativo con prealimentacién (Bugarin et al.,
2014) para el seguimiento de trayectoria (posiciéon deseada
variable en el tiempo) el servomotor original operd
satisfactoriamente con un periodo de muestreo constante de tan
s6lo 0.01 (s); en tanto que el servomotor mejorado alcanzé
0.001 (s).

Figura 1: Servomotor inteligente Dynamixel AX-12. Adaptado con permiso
de https://en.robotis.com/shop_en/largeimage.php?it_id=902-0003-
001&no=1 por Robotis América.

De esta forma, este articulo, utilizando como objeto de
estudio al servomotor Dynamixel AX-12, tiene el siguiente

OBJETIVO: A manera de tutorial detallar el modelado,
identificacién de parametros y andlisis del control de posicién
(con posicién deseada constante; esto es, regulacién) de un
servomotor con motor eléctrico de CDIP considerando la
friccion.

Debe hacerse notar que la friccién siempre estd presente en
todo mecanismo; sin embargo, en numerosos trabajos
cientificos este fenémeno simplemente se desprecia. Debido a
que a este servomotor modificado se le pueden programar
leyes de control a placer, el andlisis y experimentacion de su
control de posicién se realizard en modo voltaje (su modo
habitual, al poseer un motor eléctrico de corriente directa).

En este sentido, primero se estudiardn diferentes modelos
de friccién (tanto estdticos como dindmicos). Luego se
describird, basados en el andlisis tedrico, un procedimiento
bastante accesible para la estimacién de todos los pardmetros
(eléctricos y mecdnicos) del modelo del servomotor con
friccién. Posteriormente, observdndose que este sistema
robético con friccién modelada es un sistema de control no
lineal, se utilizard la Teoria de Estabilidad de Lyapunov (ver
por ejemplo, Khalil (2002)) para analizar rigurosamente los
efectos de la accién de control proporcional en su control de
posicién. Finalmente, se describird el disefio de un controlador
de posicion con observador de perturbaciones, que no necesita
de mediciones de velocidad, para reducir (o eliminar para
cuestiones practicas) el efecto de la friccion; lograndose
entonces llevar asintdticamente el error de posicién a cero.
También se destaca que los resultados serdn simulados y
comparados con experimentos satisfactorios de tiempo real
que se ejecutardn con en periodo de muestreo constante de
0.001 (s). Por supuesto, es importante mencionar que los
resultados aqui obtenidos se pueden extender a servomotores
mds sofisticados.
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2. Modelos de friccion

Como se ha mencionado, la friccién juega un papel muy
importante en todo control de movimiento de mecanismos. Lo
anterior debido principalmente a que la friccién es una fuerza
de oposicién al movimiento que siempre existe al deslizarse o
interactuar dos cuerpos en contacto. De hecho, la friccién es en
gran medida la responsable de generar errores en estado
estacionario, fenémenos de amarre-deslizamiento (stick-slip) y
ciclos limite (Armstrong-Hélouvry et al., 1994; Canudas de
Wit et al., 1995; Swevers et al., 2000). De esta manera es que
se torna significativo contar con un buen modelo de este
fendmeno tan complejo; permitiendo estar en posibilidades
para realizar andlisis, propuestas y garantias rigurosas sobre el
cumplimiento de objetivos de control de movimiento en
sistemas robdticos con friccién considerada.

Las observaciones experimentales indican que la friccidn se
compone de dos regimenes (Swevers et al., 2000): el régimen
de predeslizamiento y el régimen de deslizamiento. El régimen
de predeslizamiento es atribuido badsicamente a las asperezas
existentes entre las superficies de contacto. De manera que,
antes del deslizamiento, existen fuerzas adhesivas entre las
superficies de contacto generadas por las deformaciones de las
uniones de dichas asperezas (comportdndose como resortes no
lineales). Dichas uniones van desapareciendo en la medida que
la fuerza o par aplicado para el movimiento se incrementa. Esto
permite esbozar que, en este régimen, la friccién debe estar
también en funcién del desplazamiento relativo. Por otro lado,
en el régimen de desplazamiento entonces las fuerzas
adhesivas desaparecen, estando la fricciéon en funcién de la
velocidad relativa entre las superficies de contacto.

Para modelar estos fenémenos de la friccion existen
modelos estdticos (sin memoria) y modelos dindmicos (con
memoria o expresados en variables de estado). Uno que
pertenece al primer tipo es el descrito por Armstrong-Hélouvry
et al. (1994), el cual detalla que la fuerza de friccién f(g) se

modela mediante (ver Figura 2):
2

F@) = fisign(@ + fod + (f, — £e 05 sign@ (1)

. d . . .
donde ¢q =d—z es la velocidad relativa existente entre las

superficies de contacto (la derivada con respecto al tiempo de
la posicién relativa q). Cada término de la derecha de esta
ecuacion esta asociado a diversos efectos bastante estudiados;
es decir, en orden también hacia la derecha: la friccion de
Coulomb, la friccién viscosa y la friccion estética junto con el
efecto Stribeck. De esta manera, f. > 0 es el coeficiente de
friccién de Coulomb, f,, > 0 el coeficiente de friccion viscosa,
fs > 0 el coeficiente de friccidn estatica, v; > 0 el coeficiente
de velocidad de Stribeck y

1, sig>0
0, sig=0; 2)
-1, sig<o0

sign(q) =

correspondiendo esta tltima definicién con la cldsica para la
funcién “signo” (en contraste con otras definiciones, como por
ejemplo, en el sentido de Filippov (1988); la cual es utilizada
bajo la teoria de inclusiones diferenciales, lo que estd fuera del
alcance del presente articulo).

f(a)

Efecto
Stribeck
fs \///Af/v
fC L7 ____
q
L = ,fc
%{\ ,fs

Figura 2: Modelo estédtico de friccion.

Noétese que f; > f.. Ahora bien, conceptualmente en este
modelo: la friccién estética corresponde con la fuerza que se
necesita vencer para iniciar el movimiento relativo entre las
superficies de contacto; la friccién de Coulomb corresponde
con la fuerza que se opone al ya establecerse el movimiento; el
efecto Stribeck ocurre a bajas velocidades; y la friccién viscosa
corresponde con la fuerza de oposicién debida a la existencia
de algin fluido (aire, lubricante, etc.). Generalmente se utilizan
modelos reducidos de (1), dependiendo de la aplicacién, que
absorban las componentes mas importantes para ello; como lo
es considerar sdlo la friccién de Coulomb o incluir fricciéon de
Coulomb y friccién viscosa. Es de observarse que el régimen
de predeslizamiento de la friccibn no es practicamente
considerado por este modelo estético.

Por otro lado, los modelos dindmicos son mds complejos
pero intentan considerar ambos regimenes del fendmeno de
friccién. Canudas de Wit et al. (1995) proponen el siguiente
modelo, denominado LuGre, bastante aceptado por la
comunidad de la Robética:

f(q4,2,2) = 0pz ‘*I'_‘|712 + £ 3)
s . _L
2297 5w?

donde z es una variable de estado interna (practicamente
inmedible y generalmente asociada al promedio de las
deformaciones de las asperezas existentes entre las superficies
. dz .. ..
de contacto), Z = —, g, > 0 el coeficiente de rigidez para la
ac’ 0

relacion fuerza-posicién en el régimen de predeslizamiento,
o; > 0 el coeficiente de friccién microviscosa y

)’
fet(fs=foe \¥s fs “4)
oo ’

0o

0<E<g@= <
0

Este modelo generaliza (ver Canudas de Wit et al. (1995))
al modelo de Dahl (1968), si

f

0o

9(q) = &)

y 0; = 0. Este modelo de Dahl también es bastante utilizado,
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Figura 3: Diagrama a bloques de la plataforma de experimentacién: Computadora Personal (PC), sistema de computo supervisor (Arduino Mega) y servomotor

Dynamixel AX-12.

pero no considera la friccién estdtica y el efecto Stribeck.
Expresdndose entonces de la siguiente manera dicho modelo:

f(q,2) = 0oz + f1q
z:q—%|q|z. (6)

Noétese que en el equilibrio para la ecuacién de estado
interna de la friccién (es decir, Z = 0) y si g es igual a una
constante diferente de cero, entonces el modelo de LuGre
reproduce a (1) y el modelo de Dahl también a (1) pero con
s6lo la friccién de Coulomb y viscosa consideradas.

Existen otros modelos de fricciéon; como el Burridge-
Knopoff (1967) o el Bliman-Sorine (1993). Sin embargo, los
ya descritos son los mds cominmente utilizados por la
comunidad de la Robética.

3. Modelado e identificacion de parametros

El diagrama a bloques del servomotor Dynamixel AX-12,
objeto de estudio, puede verse a la derecha de la Figura 3.
Como se menciond y se puede observar en la figura, éste estd
compuesto basicamente por un motor de corriente directa, un
tren de engranes con relacion 1:r (r =254), un
potencidémetro para medir la posicién angular g de su eje de
carga y un microcontrolador Atmega8 como su sistema de
computo. La etapa de potencia corresponde con un puente “H”
manejado por un canal modulador de ancho de pulso (PWM
por sus siglas en inglés) y la etapa de medicién es a través de
un divisor de voltaje hacia un canal convertidor analdgico a
digital (ADC por sus siglas en inglés). Ambos canales son de
10 bits, de manera que la resolucién n, para el voltaje v
aplicado al motor es (utilizdndose un voltaje Vpp, = 11.1 (V)
recomendado por el fabricante)

_ 111 (V)
v T 210 (bit)

=0.0108 (),

y la resolucion n, para q es (considerando que s6lo se miden
angulos entre +150 % (rad))

T
300—= (rad) T rad
n, =—=——=029— ().
q 210 (bit) 180 “bit

El termistor sélo tiene propdsitos de seguridad y como ya
se ha descrito, el protocolo de comunicacién es por SPI;

pudiéndose correr experimentos de tiempo real a una cadencia
constante de 0.001 (s).

3.1. Modelado

Siguiendo la metodologia de Bugarin et al. (2014) y Kelly
y Santibafiez (2003), el modelo de la parte eléctrica del motor
de corriente directa seria (desprecidndose la inductancia de
armadura del motor L,):

v = Raia + KbC.Im (7)

donde R, es la resistencia de armadura, i, la corriente de
armadura, g,, la velocidad angular del eje del motor y K, q,,, =
e, es la fuerza contraelectromotriz (con K, precisamente la
constante de fuerza contraelectromotriz). Nétese que q,,, = rq,
por lo que ¢,, = rq (lo mismo sucede para la aceleracion).

Por otro lado, el modelo de la parte mecdnica quedaria
expresado mediante

Imlm sz_fm_T_p (8

r

Li=1t—f )

donde J,,, es el momento de inercia del rotor del motor, 7, =
K, i, es el par generado por el motor (con K, la constante de
par del motor), f;, es la friccion en el eje del motor y 7, es el
par de carga asociado en este caso al tren de engranes y
potencidémetro. Aqui se considera que el efecto de todos los
engranes y el potenciémetro estdn incluidos en (9); por lo que
Jp serfa su momento de inercia y f, su friccion.

Si de (8) se despeja T, y luego esto se sustituye en (9) se
obtiene

J4 =1Kqiq — rfm - fp (10

donde ] =], + r2J,, es el momento de inercia referido al eje
de carga del servomotor. Ahora considérense los efectos de la
friccién también referidos al eje de carga del servomotor; es
decir, f = rf, + f,. De este modo, (10) resulta

JG =7Kqi, — f. (11)

Finalmente, (7) y (11) representan el modelo dindmico del
servomotor. Ahora bien, todas las unidades de las variables en
el modelo del servomotor serdn expresadas en el SI (Sistema
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Internacional de Unidades); de esta manera K, = K, (Corke,
1996). También note que ambas ecuaciones pueden expresarse
en una sola si de (11) se despeja i, y luego este resultado se
sustituye en (7), quedando

v=aj+pq+yf 12)

donde y =T%1, a=y] y B=rK, Si la friccibn no es

considerada, (12) es una ecuacidn diferencial lineal que puede
ser analizada mediante la teorfa de control cldsico o la teoria
de sistemas lineales. Sin embargo, con excepcion de la friccion
viscosa, la friccion convierte a (12) en un sistema no lineal.

3.2. Consideracion de la friccion y andlisis en lazo abierto

Abhora, para la friccién considérense solo los efectos mds
importantes que pueden ser captados por este servomotor (de
relativamente baja resolucién); es decir, la fricciéon de
Coulomb y la friccién viscosa. Esto es, los primeros dos
términos de (1) en su formulacién estitica o el modelo
dinamico de Dahl (6).

Obsérvese que, si se toma en cuenta este modelo estético, el
modelo (12) quedarfa expresado mediante

v=ad+ B +vf)+vfsign(q). (13)

El modelo (13) corresponde no sélo a un sistema no lineal
sino a uno discontinuo. Considérese un anélisis en lazo abierto
con v = v, (siendo v; una constante). Si el vector de estados
es [q ¢]", entonces (13) expresada en variables de estado
quedaria

da gy _ q .
] TS P S

de tal suerte que sus estados de equilibrios deben ser solucién
de

HEE Syl 09
0l |z [ve = B +v£)q = vfesign(@)]

Lo que implica que existe el siguiente continuo de
equilibrios: [q 1%, = [q 0]"; tal que ¢ € R. Y que se tiene
la siguiente restriccion: v; = yf,sign(0). Pero de acuerdo con
(2) entonces lo anterior sélo seria vdlido si v; = 0. Sin
embargo, es bastante conocido que la friccién estdtica y la
friccion de Coulomb provocan que también para ciertos
valores “pequefios” de voltaje aplicado (no sélo cero) el eje del
motor no se mueva (es decir, que ¢ = 0); lo cual contradice
dicha restriccion.

Por otro lado, si se realiza el siguiente cambio de variables:
w = ¢ (con w la velocidad angular), entonces (13) resulta

v=aw+ (B +yf,)w + yfssign(w). (16)

Una ecuacion diferencial de un solo estado. Si w es el
estado, su expresion en variables de estado seria

d

Lol =[Elv- @ +vRo-visien@]| a7

dt

Con equilibrios en (si v = v;)

__ v1i—v/fesign(w)
- B+vfy (18)

Intuitivamente, si vy > yf,, entonces w > 0 con weq =
Vi—Vfe - vi+vfe
——= Siv; < —yf,, entonces w < 0 con w,, = ———. Pero
B+yvfy ! ch €q B+vfy v

1

si weq =0 entonces deberfa cumplirse que sign(0) = e

Obsérvese que se llega a la misma situacion que en el andlisis
anterior. En resumen, este modelo estatico de friccion no
reproduce fielmente lo que le sucede al servomotor (con
friccién) con velocidades cercanas a cero. Algo que se debe
tomar muy en cuenta si lo que se busca es resolver el problema
de control de posicién (o de regulacién, con posicién deseada
constante).

Ahora considérese el modelo de friccion de Dahl, de manera
que el modelo del servomotor quedaria (sustituyendo (6) en

(12))

v=aj+pq+y(oz+fd)

. . Op,.
z=q——1qlz
c

19)

La cual expresada en variables de estado resulta (con el
cambio de variables w = ¢ y el vector de estados [z w]T)

%[Z] =1, Ol : (20)
~[v=(B+vf)w —voyz]
De tal forma que en los equilibrios debe cumplirse
o
w=—|w|z (21)
c
v=(QB +vf,)w +yoyz. 22)

Para su andlisis primero considérese el caso para cuando
w = 0, entonces se tiene que de (22)

V =Y0,2. (23)

Lo que implica que para este caso el estado de equilibrio

. T _[v
serfa [z w]gq = [E
que v = v;. Para verificar si este estado de equilibrio, en estas
condiciones, es asintéticamente estable (o atractivo para fines
précticos); es decir, si las trayectorias del sistema tienden a él
(esto es, para qué valores de v el servomotor no se mueve) se
utilizard la Teoria de Estabilidad de Lyapunov (ver por
ejemplo, Khalil (2002)).

En este sentido, primero realicese el siguiente cambio de

variables: y = z Jog” POT loquey=zyz=y+ = De tal

T
0] . En adelante considérese también

suerte que el sistema (20) expresado en el vector de estado
[y ] resulta

%0 V1
w——|w[y+—
7ol + 2

ary
—|° | = ; (24)
il —~[(B + Yf)w + yoy]
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implicando que el origen es un estado de equilibrio. Es decir,
[y wlig =[0 0]" es punto o estado de equilibrio del sistema
(24).

Ahora considere la siguiente funcién candidata de
Lyapunov (definida positiva y radialmente desacotada):

1 2, 1 2
V(y,w) = Eela) + E(ezy + €3w)

con €,, €,, €3 > 0; y cuya derivada temporal resulta

Vv, w) = 00 + (6,7 + €30) (6,7 + €30).

De tal manera que sustituyéndole (24) y después de algunas
simplificaciones algebraicas (utilizando la desigualdad de
Schwarz) se llega a que

. Vi1 V] [yl
Vi, w) < —[lyl ol [v12 sz] [|ZI)|
donde v, = 2% |w| + 2=Y0 €2€3Y09
by = M + 663 — 1)
_ 1 (eze309 2 (X _ ) m
U12_z( 1 | |+€2(1’fc U+

+ €263(B+7fv) )

a

Por lo tanto, la derivada temporal de la funcién candidata
de Lyapunov es definida negativa si v;; > 0 y si V11V, —
vZ, > 0. Todos los pardmetros de (24) son positivos, de
manera que la primera condicién siempre se satisface al
haberse seleccionado €,,e; > 0. Para verificar la segunda
condicién, reescribase ésta como vy, > V2, 0 como

1
a;|lw| +ay > Z(a3|w| + a4)2

donde, por supuesto, a;,a,,a; y a, son constantes que
dependen de los pardmetros de (24) y de las constantes €;, €, y
€3. Note de v,, y de v, que v; = yf, es un caso critico.

C 1z . 1
Considérese este caso y propéngase €; = — — €3 con €3 =
Yoo

e
5%(/3+va) Tif _ [

wre 2T BT Gaark
anterior implica que, con una €, lo suficientemente grande,
siempre existird una regién alrededor de w = 0 donde la
desigualdad de esta segunda condicién sea vdlida (con la
excepcidn de convertir dicha desigualdad en una igualdad sélo
para cuando w = 0, lo cual sigue siendo valido para concluir
que V(y, w) sea definida negativa).

Continuando con este andlisis para valores de v; < yf. (al
menos hasta v; = —yf_, que como se verd es de primer interés

y donde se satisface que —2 < :71 —1 < 0) se puede de la

, por lo que €, > > 0 para que €; > 0. De esta

—r
€2(B+vf»)

2
forma a; = y ag=-; lo

misma forma verificar que siempre existirdn constantes
€1, €2, €3 > 0 que cumplan con las condiciones mencionadas
para que V(y,w) sea definida negativa. Para demostrar lo
anterior, nétese que la segunda condicién (la primera siempre

se cumple) debe satisfacerse sobre todo en w = 0; lo cual
implica que a, > %aﬁ. Es decir (proponiéndose €5 = 1/,/ya,
y multiplicando ambos miembros por a?);

1
—b1622 + b2b362 > Z(_blezz + szz + b3)2

donde b1=a( —:—;C), b2=ﬁ(ﬁ+yfv) y by=

1 . ..
Y0, (61 + VT) siendo todas estas constantes positivas (note
0

by+ /b§+4b1b3
———  >0(a

2b,
raiz mas a la derecha de la cuartica en la derecha de la

desigualdad; es decir, de esa manera el lado derecho de la
by

que b; depende de €;). Entonces si €, =

desigualdad es igual a cero) puede seleccionarse €; >
yoob3

para que la desigualdad sea vélida y concluir que V(y, w) es
definida negativa. Lo cual implica que para todos estos valores
constantes de v; el origen de (24) es un punto de equilibrio
asintéticamente estable y que sus estados estdn acotados.

Por otro lado, tal como se demuestra formalmente en
Canudas de Wit et al. (1995), de la segunda ecuacién de (19),

lz(t)| <= para todo t > 0 si |z(0)] <= f” . De esta manera
Zvax =Y Zmin = —g—c. Expresandose este resultado
0 0

importante por el siguiente conjunto invariante:
— (. fe
F={z: ]zl <>} (25)
a0

Con este resultado y el desarrollo anterior, observando (23),
se puede concluir que si |vy| < yf, entonces el punto de

T
equilibrio [z w]g, = [:71 0] es asintticamente estable y el
[\)

sistema se desempefia con estados acotados. Es decir, si |v; | <
yf. el servomotor tiende a no moverse y la variable z interna
es quien absorbe la energia inyectada al sistema por el voltaje
aplicado v. Esto es, se obtiene una explicacién mds acercada a
la realidad para cuando w = 0.

Finalmente, considere el caso para cuando w # 0. De (21)
y (22) se llega a que en el equilibrio w debe cumplir (18),
andlogamente al caso del modelo estatico de friccién con w #

O;yz=£—°siv1>)/fcoz=—£—°siv1<—ny.Esdecir si
0 0

i vl_yfc] ys
oo  B+vfy
equilibrio en [z w]}, =

vy > yf se tiene el equilibrio en [z w]}, = [

vy < —=yf, se
_fo vitvfe

g0 Bt+vfy
equilibrio cuando v; > yf,, realicese el siguiente cambio de

variables:

tiene el

] Para analizar la estabilidad del punto de

_, L
y %
rT=w-—a
donde a, =1;;J:—:;C>O.
v

De manera que la ecuacion de estados (20) con este cambio
de variables resulta
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rta) -2l +alo+E
c 0

L 5 (26)
~[=B +vf)r —yooyl

alrl =

la cual tiene al origen como punto de equilibrio. Ahora
propéngase la siguiente funcién candidata de Lyapunov
(definida positiva y radialmente desacotada):

1,1 2
Viy,r)= Eelr + 3 (€,y + €31)

donde €4, €5, €3 > 0; y cuya derivada temporal a lo largo de las
trayectorias de (26) cumple con

y Vi1 V21 [yl
V(iy,r) < - r [ ] [
o <= il [
2
donde wv;; = —Ezfao (r+a)+ —6263;'00
(o}
_ (€1+5§)(ﬁ+]/fv)
Vo2 =——,
2
vip = %(ezi—i% (r+a)+ (6”23)”0 + 6263(i+m)).

Lo anterior es vélido al menos en la regién |r| < a4, puesto
que en esa regién |r + a;| = r + @; > 0. De tal manera que,
inspirados en el caso critico anterior, bastaria con que

2B+ 1) 1 1/ o 2\
o e gy e 2

para corroborar que V(y,w) sea definida negativa (por
supuesto seleccionandose de la misma forma €; y €3). Observe
que un punto de cruce entre la linea recta (miembro izquierdo
de la desigualdad) y la pardbola (miembro derecho de la
desigualdad, la cual siempre es mayor que cero exceptoenr =
_ (z(ﬁ"'yfv)fc
aog
izquierda de v = —a;) es cuando r = —a,. De esta forma,
para cumplir con esta desigualdad en |r| < @4, bastaria un €,
lo suficientemente grande como para que la pendiente de dicha
linea recta logre que el segundo punto de cruce seaenr > ay.
Especificamente, en este caso se debe cumplir que

+ al) donde es igual a cero; note que es a la

Jroo aasy Y }
€, > max , ;
z {E"’va 2(B+vf)3 fe (B+Y f)?

lo cual siempre serd posible obtenerlo. Por lo tanto, el origen

de (26) es un equilibrio asintdticamente estable y (26)

evolucionard con estados acotados. Lo cual implica que el
eyeq fe vi—vfe T

unto de equilibrio de (20) [z w]f, =|= —]

p q Q0) [z wleq = ;- S5

asintéticamente estable. De esta manera, se ha demostrado

formalmente que si v = v; > yf, entonces el }im z(t) = 5—” y
—00 0
el gim w(t) = 1;1;—:]{” La estabilidad del punto de equilibrio

cuando v; < —Yf, se demuestra de manera similar.

3.3. Identificacion de pardmetros

En acuerdo con al analisis anterior, se utilizara el modelo de
friccién de Dahl para modelar la friccién del servomotor; es
decir, el modelo del servomotor completo serd (19). Recuerde
que (19) se obtuvo luego de sustituir (6) en (12); y (12) se
encontré luego de despejar i, de (11) y ese resultado sustituirlo
en (7).

Para la identificaciéon de pardmetros de este modelo se
utilizaran hechos bastante conocidos en la literatura. Primero
note que si se divide (7) entre i, se obtiene

v ooe

i, TR

a —I? dm ' 27
= K, + Ra;

es decir, se consigue la ecuacién de una linea recta con
pendiente K, y cruce por la ordenada R;. De tal suerte que con
s6lo aplicar un voltaje v constante al motor y medir tanto i,
como ¢, (0 g =q,,/r) en estado estacionario es posible
identificar los pardmetros K, y R, (y K, pues se ha supuesto
K, = Kp).

Para realizar este experimento de identificacion, el motor se
desconect6 eléctricamente sin afectar las partes mecdnicas.
Luego se le alimenté con una fuente de voltaje en serie con un
resistor de muy bajo valor (resistor “shunt” de 0.1 (£2)), con
valores para v tanto positivos como negativos. La caida de
voltaje en este resistor “shunt” fue amplificado con un
“amplificador de instrumentacion” de alta ganancia, para luego
por Ley de Ohm calcular la i, correspondiente (de un
promedio de valores durante 40 (s), auxiliados por un
osciloscopio). Para la medicién de la velocidad angular g se
utiliz6 un tacémetro genérico (de hecho, todos los
instrumentos utilizados fueron genéricos a modo de hacer mds
accesible la posible reproduccion del experimento).

La Figura 4 muestra estos resultados experimentales. Los
datos en azul corresponden con voltajes positivos y los datos
en rojo con voltajes negativos. Utilizando la herramienta
“Ajuste de curvas” de MATLAB se encontrd (por minimos
cuadrados):

v

(a) Parav > 0: -

la

= 0.0063 ‘j—’" +28.03

(b) Parav < 0: % = 0.0063% + 35.54

En la misma Figura 4 se muestran las grificas de estas
mejores lineas rectas encontradas con un trazo discontinuo.
Como se puede observar ambas lineas rectas tienen la misma
pendiente K; pero diferente R,. Estas diferencias pueden ser
atribuidas al efecto del conmutador del motor y a que en
realidad el modelado supone parametros concentrados. De esta
manera se propone utilizar el promedio para estos parametros;
es decir

K, = 0.0063 (N!m/A), K, = 0.0063 (Visirad) y R, =
31.8 (Q).

Ahora considere (11), la ecuacién mecanica del servomotor.
Como se ha demostrado, para un voltaje constante v = v, la
velocidad angular tiende a
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vi—Yfe :
22 sip, >
i = By 1> Ve
SS T )vatyvfe : ’
2T §ip, < —
B+vfy ! ch

113 ’”

entonces Gy = 0 (los subindices “ss” indican en estado
estacionario). De manera que en estas condiciones la friccién
f =rK,i, y, con r y K, conocidos, se puede graficar la
friccidén contra la velocidad. La Figura 5 describe esta grafica,
marcando con un “*” los datos experimentales. De hecho, se
observa un comportamiento similar al descrito por (1); es decir,
se puede argumentar que estin presentes en el servomotor
todos los fenémenos modelados por (1). También, nétese que
se tiene un comportamiento asimétrico respecto al signo de g.
Utilizando de la misma forma la herramienta “Ajuste de
curvas” de MATLAB se encontré (con minimos cuadrados no
lineales, el algoritmo Levenberg-Marquardt y suponiendo el
comportamiento (1)):

(a) Parag = 0:

2

q
f =0.0698 4+ 0.0051g + (0.1018 — 0.0698)6_(0-0484)

(b) Parag < 0:

2

q
f =—-0.0569 + 0.0033g + (—0.0902 — 0.0569)6_(0-0484)

015 F 1
0.1F ¥ =
| *,__j,***#’
RO
T 005F .
=
.S 0 4
<
" .05 .
42 40]
s K kKRR T
- x - * *- 1
*
01+ .
-015 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 5: Resultados experimentales para la friccion.

Se debe hacer notar que se han estimado todos los
pardmetros del modelo (1); sin embargo, en adelante sélo se
utilizaran f, y f,, necesarios para el modelo de friccién de Dahl
seleccionado.

1.5 T T T T T T T T T

Datos experimentales

1+

— — — Datos simulados

200 T T T T
*  Datos experimentales para v>0 *
180 [ *  Datos experimentales para v<0 B Z
K
160 T
*7 X
140 - oK 1
7 ¥ &
*
2= 120 = Z K .
— 5
v g
=[.5100 F = KoL g
K
80 Kx b
Nl
60 - RN .
2 *9.5
&3
W0F7 - B
<
20 . L L L
0 0.5 1 15 2 25
o (1ol e
la S -

Figura 4: Resultados experimentales de la parte eléctrica del servomotor.

En la misma Figura 5 se observan las gréaficas tanto de (a)
como de (b) con lineas discontinuas azules. Si sélo se
consideran las componentes viscosa y de Coulomb se tendrian
segmentos de linea recta. Estos dos pardmetros también se
determinan bajo la misma herramienta de MATLAB pero
descartando los datos para cuando g = 0, encontrdndose los
mismos valores para sus coeficientes que en (a) y (b). Sus
graficas de ajuste se muestran en la figura con lineas
discontinuas en rojo. Nuevamente, se propone utilizar un
promedio para todos estos pardmetros del modelo de friccién;
esto es

f. =0.0634 (NOn), f=0.0042 (N0nG/rad), f,=
0.0960 (N Gn) y v, = 0.0484 (rad/s).

Figura 6: Comparativas de lo simulado con lo experimental en el

procedimiento de estimacion de parametros final.

Sélo faltarfan estimar | y o,,. Para su estimacion se realiza
un experimento de tiempo real, con un periodo de muestreo
constante de 0.001 (s), durante 1 (s), en lazo abierto, aplicando
un voltaje v = 7.39 (V) y utilizando el sistema de cémputo
supervisor (un Arduino Mega, ver Figura 3) para capturar la
evolucion contra el tiempo de la posicién angular q(t). El
experimento de tiempo real opera entre el servomotor y el
sistema de computo supervisor (utilizdndose interrupciones y
relojes); luego, al terminar el experimento (1 (s)), el sistema
de cémputo supervisor envia los datos por USB a la
computadora personal para realizar el andlisis de datos fuera
de linea. Posteriormente, entonces fuera de linea, mediante la
herramienta “Estimacion de pardmetros”’ de
MATLAB/Simulink (la cual ejecuta comparativas entre los
datos experimentales y datos de simulacién con Simulink), con
el método de minimos cuadrados no lineales, el algoritmo
Levenberg-Marquardt, con 107® como tolerancia para la
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estimacion de los pardmetros y con las condiciones iniciales
J(0) =0.005 y 0,(0) = 1; se estiman dichos pardmetros
(teniendo también cuidado en la condicién inicial q(0) =
—2.122 (rad) del experimento). Encontrdndose finalmente que

J =0.0072 (kg'm?) y g, = 0.1352 (N L m/rad).

La Figura 6 detalla la comparativa entre lo simulado y lo
experimental. Puede observarse que los comportamientos de
ambas gréficas son muy similares, tanto en el transitorio como
en el estado estacionario; validdndose asi la estimacion de
parametros realizada.

4. Analisis de la accion proporcional para el control de
posicion

4.1. Control proporcional

En este apartado se analiza rigurosamente el desempefio del
controlador proporcional aplicado a la regulacién de posicién
del servomotor (objeto de estudio), tomando en cuenta la
friccién. De esta manera, el objetivo de regulacién de posicién
expresado de manera formal es

lim q(¢) = qq (28)

donde q,; es la posicién angular deseada, la cual debe ser
constante.

Ahora considérese entonces el modelo del servomotor con
friccién de Dahl (19) y con la ley de control

v =kyq (29)

donde k;, > 0 es la ganancia proporcional (seleccionada por el
usuario) y § = q4 — q. El sistema en lazo cerrado se forma
sustituyendo (29) en (19), el cual expresado en el vector de

estados [Z q Q]T seria

z —q _%|‘7|Z
d|g X
;[q] = ) q ‘ . 30)
L lyooz — (B + ()i — ki

Cuyo andlisis de equilibrios implica que (en el equilibrio)
G=0yg= VZOZ; es decir, hay un continuo de equilibrios (de
hecho, hay una linea recta de equilibrios).

Es importante mencionar que, si no se considera la friccion,
el controlador proporcional resuelve el problema de regulacion
(28); pues el lazo cerrado es la siguiente ecuacién diferencial
lineal de segundo orden con coeficientes positivos (la cual es
bastante conocida y al poseer los coeficientes positivos es
suficiente para demostrar que se cumple (28); de hecho esto se
cumple exponencialmente):

ag+ B +vf)4+ky,g=0. (31

Por otro lado, si se considera el modelo de friccidn estatico
(1) con sélo friccién de Coulomb y viscosa; el sistema en lazo
cerrado implica que en el equilibrio ('j =0yqg= Yiesign(0) Cs]l(gn(o). De
tal manera que nuevamente se tiene el problema de no
reproduccion fiel de las observaciones experimentales cuando
las velocidades son muy “pequefias”.

Ahora bien, para el andlisis de estabilidad de los equilibrios
de (30), al ser un sistema no lineal, nuevamente se utilizard la
Teoria de Estabilidad de Lyapunov; en especifico el Teorema
4.4 del libro de Khalil (2002). En este sentido, considérese la
siguiente funcién candidata de Lyapunov (también definida
positiva y radialmente desacotada):

~ A 1 1 ~ 1
V(z,4,§) = S¥ooz® + - kpd” +5ag’,
cuya derivada temporal a lo largo de las trayectorias de (30) es
. . 2 . .
V(z.4.4) = -alz* - B +v£)g* < 0.

Ahora, debido a que V(z, qd, q) es radialmente desacotada,
entonces el conjunto

0={zqd] er®: V(23,4 <c}

es compacto y positivamente invariante. De esta manera,
seleccionando () = (), entonces se cumplen las condiciones
del mencionado Teorema 4.4 del libro de Khalil (2002).

Observe que V(z,§,4) = 0 si § = 0; esto implica que si
51 = 0 entonces f] = 0y, a su vez, de la primera ecuacién de
(30) que z = 0 (lo cual significa que z = constante) y de la
tercera ecuacién de (30) que Yooz = k,q. De manera que el
maximo conjunto invariante de

E={lzqd] er®*: V(24,9) = 0}
seria

M={[zq§] €eR®: §=0y yooz = kyq}

Es decir, se concluye que el conjunto M es atractivo; el cual
contiene precisamente a los equilibrios de (30). Lo anterior
significa que las trayectorias del sistema tienden al equilibrio
de (30); por lo que existirdn errores en estado estacionario
(pero acotados) y no se cumplird el objetivo de control (28).
Sin embargo, observe que entre mds grande sea k, mds
pequefio serd §. Algo que regularmente se realiza en estos
servomotores; es decir, se utilizan ganancias grandes (por
supuesto en detrimento de otras propiedades del sistema; como
incrementar la rigidez de la articulacién). Por otro lado, las
conclusiones de este andlisis al menos permiten establecer
cotas para el error en estado estacionario; puesto que debido a

25) |z| < ;—C y entonces |G| < 1}/(_/? Adicionalmente, como
0 )

anotacion importante del andlisis también se concluye que el
estado z tiende a una constante.
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40

Figura 7: (a) Comparativas experimentales para k,, = 5.
z — { con las trayectorias correspondientes.

(b) Plano de fase

4.2. Comparativas experimentales

A continuacién, en referencia a la seccién anterior (ley de
control (29) y modelo del servomotor (19)), se describen
comparativas entre resultados de simulacién y resultados
experimentales (con la plataforma de experimentacién ya
descrita en la Seccién 3.3 y mostrada en la Figura 3).

Se realizaron 2 escenarios de simulacién @y
experimentacion: uno con k, =5y otro con k, = 10. En
ambos escenarios el tiempo de simulacién y experimentacion
fue de 2 (s) y (para corresponder con la resolucién en la
medicién de posicién del servomotor) q; = 45.0918 % (rad);

y ¢(0) = z(0) = 0. En adelante se utilizardn los pardmetros
estimados en la Seccién 3.3.
De esta manera, al primer escenario le corresponderd una

cota |G| < ];—fc = 14.4376% (rad). Es decir, el andlisis para
p
este escenario predice que g4 estard entre 59.5294 % (rad) y

30.6542% (rad). La Figura 7 detalla 4 corridas para este

escenario, cada una de ellas solo con diferente condicion inicial
q(0). Observe en la Figura 7(a), en lineas punteadas negras,
tanto g4 como las cotas para qgg; y las gréficas q(t) para las 4

corridas mencionadas (en linea continua azul los datos
experimentales y en linea discontinua roja los datos de
simulacién). Como puede notarse ¢gz, tanto en los
experimentos como en las simulaciones, cae dentro de las cotas
predichas por el andlisis. Es importante destacar que, para los
experimentos, las curvas de posicién tienden a valores muy
similares dependiendo de si se llega por abajo o por arriba de
la posicién deseada; en tanto que para las simulaciones cada
valor en la tendencia es diferente (aunque también se depende
de si se llega por abajo o por arriba de la posicion deseada).

90
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Figura 8: (a) Comparativas experimentales para k, = 10. (b) Plano de fase
z — { con las trayectorias correspondientes.

Por otro lado, la Figura 7(b) presenta el plano de fase z — §
con las 4 trayectorias correspondientes. Obsérvese que, como
se predice, las trayectorias tienden a la linea recta § =

30.7880%2 (dicha linea recta se muestra en trazo

discontinuo negro).
Ahora, correspondientemente, para el segundo escenario la

cota serfa |c~1|SV—fC=7.2188L; es decir, @4 =
kp 180

[37.8730,52.3106]% (rad). La Figura 8(a) ilustra la

evoluciéon de g contra el tiempo de las simulaciones y
experimentos para este escenario. Se observa un
comportamiento similar al escenario anterior, pero ahora con
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un intervalo de tendencia para ¢ mas pequefio (al ser mas
grande k). Aqui se puede observar de mejor manera que los
transitorios, lejos del intervalo para g, son bastante similares
en la comparativa de simulacién y experimentacion;
validdndose en cierto modo el procedimiento de estimacién de
pardmetros realizado.

Finalmente, también de manera similar, la Figura 8(b)
describe el plano de fase z — § con las trayectorias tendientes
ala linea recta § = 15.3940 %z.

5. Control con observador de perturbacién

Apoydndose en las conclusiones de la Seccién 4.1
(principalmente en que el estado z interno es acotado y tiende
a una constante), en esta seccion se disefiara un observador de
perturbacidn para resolver el problema de regulacién (28). La
teorfa utilizada para este disefio se basard en el Lema 9.1 del
libro de Khalil (2002).

Observe que el modelo del servomotor (12) puede ser
expresado mediante

. _TK, 2K .
]q = U= + fv q-— fper
R, R, (32)
22 .
=u- (TRa +fv)q _fpeﬁ

K, o
con u = rR—av Y fper los efectos de la friccién de Coulomb.
a

Entonces el disefio del observador seria (siguiendo los pasos
de Ohnishi et al. (1996))

d
1=

con polos arbitrarios (pero con parte real negativa) p; y p,, tal
que py +p, =—ky, vy p1p, = —ki,. De manera que la
perturbacién puede ser estimada mediante

—ki,k,,q
—ki, 1% 1227 )
_kZZ] [22] + [(klz - k%z)q + 7 ! (33)

f;er = —J (k129 + z1). (34)

Estd demostrado en Ohnishi er al. (1996) que ante
perturbaciones constantes fper tiende a f,e conforme el
tiempo transcurre; es decir, fper tiende a cero si fper = fper —
fper. Abhora, propéngase

U =kp1 + frer (35)

donde ky; > 0 es la ganancia proporcional. De tal manera que
sustituida en (32), el lazo cerrado quedaria

ZK(% 2 ~ bl
Rq + fv) q + kplq = fper'

Jg+ (-

Es decir, en términos del Lema 9.1 mencionado, se obtiene
un sistema nominal con el origen como equilibrio
exponencialmente estable y con una perturbacién
desvaneciente. Lo cual implica que el objetivo de control (28)
se cumple. Es significativo notar que este controlador (33)-(35)
no depende de la medicién de la velocidad . Algo muy

importante pues implicaria la adicién de un sensor mds en el
servomotor o de la estimacion de esta variable; lo cual, como
es sabido, regularmente agrega ruido de alta frecuencia al
sistema de control.
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Figura 9: Comparativas experimentales utilizando el controlador con
observador de perturbacion.
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Figura 10: Comparativas experimentales utilizando el controlador con
observador de perturbacién y ] = 0.001 (kg Lin?).

La Figura 9 detalla las comparativas de simulacién y
experimentacién utilizando este control con observador de
perturbacién. De la misma forma que en los experimentos
anteriores qg = 45.0918% (rad); y g(0) = z(0) = 0. Y las
ganancias fueron k, =2y k;, = k,, = 500. La Figura 9
presenta dos corridas con diferentes condiciones iniciales para
q, una por debajo de g; (con trazo continuo azul para el
experimento y con trazo punteado del mismo color para la
simulacién) y otra por arriba de ella (con trazo continuo rojo
para el experimento y con trazo punteado del mismo color para
la simulacién). Como puede observarse, aprovechando el
acercamiento realizado en el recuadro de la parte superior
derecha de la figura, después de 3.5 (s) el error es
practicamente nulo en ambos casos (s6lo se notan variaciones
con magnitudes dentro de la minima resoluciéon n, del
servomotor). También es importante destacar que luego de
0.25 (s) existen ligeras diferencias entro lo simulado y lo
experimental, al sufrir el servomotor los efectos de la friccién
de Coulomb; sin embargo, en los transitorios iniciales, las
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comparativas son bastante similares. Lo anterior valida
nuevamente la estimacion de pardmetros realizada y el hecho
de que otras no linealidades presentes (como juego mecénico,
rigidez torsional, etc.) parecen ser, en las condiciones de estos
experimentos, despreciables.

Finalmente, note que, para la implementacién del
controlador (33)-(35), dentro de todos los pardmetros del
modelo sélo se depende de J. La Figura 10 describe la
repeticion del experimento anterior pero ahora suponiendo una
J =0.001 (kgim?). Observe que el comportamiento
experimental es similar al anterior (puesto que dicho pardmetro
actiia practicamente como una ganancia); en tanto que la
simulacién cambia notablemente (ahora ya no hay
sobreimpulsos en las respuestas y existen diferencias marcadas
entre lo simulado y lo experimental desde el arranque de cada
corrida). Con este experimento de nuevo se da muestra de la
robustez tanto del procedimiento de modelado e identificacién
de pardmetros como del comportamiento del controlador (33)-
(3%).

6. Conclusiones

A manera de tutorial se detalld un andlisis riguroso para el
control de posicidn, considerando friccién y en modo voltaje,
de un servomotor inteligente de bajo costo; el cual es muy
empleado para el disefio y construccién de robots avanzados
(con aplicaciones de entretenimiento pero también de
investigacién). De manera que primero se describieron los
modelos de friccién mds utilizados por la comunidad de la
Robética (modelos tanto estdticos, sin memoria; como
dindmicos, con memoria o expresados en variables de estado).
Luego, se explicé el modelo del servomotor con friccién de
Coulomb y viscosa; y también con friccién de Dahl.
Posteriormente, se presentd un procedimiento bastante
accesible para la estimacién de los pardmetros del servomotor
completo. Y finalmente, apoyidndose en la Teoria de
Estabilidad de Lyapunov, se describié un andlisis minucioso
del desempefio de la accién proporcional en el control de
posicién del servomotor; termindndose con el disefio de un
control de posicién con observador de perturbacién. Se destaca
que cada simulacién se comparé con resultados
experimentales; dichos experimentos logrados en una
plataforma de tiempo real con un periodo de muestreo
constante de 0.001 (s). Asi mismo, es importante mencionar
que estos resultados pueden ser ficilmente extendidos a
servomotores mds sofisticados.
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