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Indice ejercicios

Ejercicio 1

El vector de posicion de un movil de masa m = 3 kg es

7 = (t?;t* — 2t; 3 sen(2t)) (SI). ;Qué fuerza neta esta actuando
sobre é1?

Ejercicio 2

Un movil de masa m = 0,25 kg se encuentra en el instante t = 0 s en
la posicion (—1; 1; 4) m con una velocidad (—1;1; 0) m/s. Sobre él
va a actuar una fuerza neta variable F = (3t; 0,5 cos t; e®) (SI).
(Cual sera su vector de posicion?

Ejercicio 3

Tres particulas de masas 1 kg, 2 kg y 3 kg se encuentran en las po-
siciones (0; 0) m, (—2; 1) my (3; —1) m, respectivamente. ;En
qué posicion se debe situar una particula de 4 kg para que el centro
de masas del conjunto de las cuatro se halle en el punto (1; 1) m?

Ejercicio 4
Un bloque de hormigén (densidad
2500kg/m?3) tiene la forma y
dimensiones (cotas en cm) que se
muestran en la figura.
Determinese la posicion de su
centro de masas en el sistema de
referencia indicado.

Ejercicio S

Sea la placa homogénea y plana de la
figura. ;Qué valor ha de tener el factor
A para que la coordenada Y del centro
de masas sea y; = 1,35a? o

Aa

b4 X

3a

Ejercicio 6

El vector de posicion de un punto material, de masa m; = 2 kg, es
7 = (5t%;¢3;2t) (SD. El de un segundo punto material, de masa
m, = 3 kg, es 7% = (0; t3; —t2) (SI). (Cual es la resultante de las
fuerzas exteriores que estan actuando sobre el sistema formado por
ambos puntos?

Ejercicio 7

Dos bloques A y B estan apoyados

en el suelo y en contacto entre si.

Ambos estan sujetos a una pared A
mediante sendas cuerdas. No existe \B)
rozamiento entre los bloques, ni

con el suelo. Realicese el diagrama

de cuerpo libre del bloque A.

Ejercicio 8
0

) 7,
Un bloque de masa m = 3 kg asciende 1
inicialmente a vy = 2m/s a lo largo de 7
un plano inclinado un angulo 6 = 27°,
con el que tiene un coeficiente de roza-
miento 4 = 0,2. Del bloque tira una
o) ®
(©)

fuerza horizontal de médulo F = 30 N.
(Cual es el modulo de la velocidad del
bloque después de recorrer 10 m?

6
Ejercicio 9 @
El sistema de la figura se halla inicial-
mente en reposo. Las masas de los
bloques sonm; = 8kg,m, =20kg ©
y mz = 20 kg. El coeficiente de roza-
miento entre el bloque 2 y el suelo es u, = 0,2. Los hilos y poleas
son ideales. Obténgase: los modulos de las tensiones en los dos hilos,
Ay B, de la fuerza de rozamiento, y de la aceleracion de los bloques;
la distancia que debe recorrer el bloque 3 para que el modulo de su
velocidad sea 1,4 m/s.

Ejercicio 10

@ ©)
El sistema de la figura se halla inicial-
mente en reposo. Las masas de los
bloques sonm; = 8kg, m, =20kg @ ©)
y mz = 20 kg. El coeficiente de roza-

miento entre el bloque 2 y el suelo es u, = 0,8. Los hilos y poleas
son ideales. Obténgase: los modulos de las tensiones en los dos hilos,
Ay B, de la fuerza de rozamiento, y de la aceleracion de los bloques;
la distancia que debe recorrer el bloque 3 para que el médulo de su
velocidad sea 1,4m/s.
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Ejercicio 11

El sistema de la figura se halla inicial-
mente en reposo. Las masas de los
bloques son m; = 8 kg, m, = 20 kg
y ms = 20 kg. El coeficiente de roza-
miento entre el bloque 2 y el suelo es
Uz = 0,2. En el plano inclinado, es

6 = 26°. Los hilos y poleas son idea-
les. Obténgase: los médulos de las tensiones en los dos hilos, 4 y B,
de la fuerza de rozamiento, y de la aceleracion de los bloques; la dis-
tancia que debe recorrer el bloque 3 para que el modulo de su velo-
cidad sea 1,4m/s.

Ejercicio 12

Un autobus arranca con una /ZI
aceleracion dg,, constante de 0
moédulo 2 m/s?. De su techo

cuelga un hilo ideal con una

bola de 0,3 kg en su extremo . ‘
inferior. Cuando la situacion se estabiliza, el hilo forma un angulo
0 con la vertical. Determinese el valor de ese angulo, asi como el
modulo de la tension en el hilo.

[
)
g

Ejercicio 13
Un autobus se mueve con ve- 3
locidad de modulo constante au
Vg = 28 m/s. En el suelo hay

una bascula sobre la que se

encuentra una caja de 20 kg. ! !

En el instante en que el

autobus se encuentra en el punto mas elevado de un cambio de ra-
sante, la bascula marca 12 kg. ;Cual es en ese punto el radio de
curvatura de la carretera?

Considérese que las dimensiones del autobus son despreciables con
respecto al radio buscado.

Ejercicio 14
Una polea circular y homogénea gira alrededor de su eje a un ritmo
constante de 100 vueltas por segundo. ;Cual es su momento lineal?

Ejercicio 15

Una bola de billar de 0,3 kg se dirige a 2 m/s directamente hacia
otrade 0,5 kg que se encuentra en reposo. Tras el choque, la segunda
se mueve a 1,47 m/s. ;Cuél es la velocidad de la primera?

ercicios

Ejercicio 16

Dos objetos, de masas m; = 3 kg y m,, chocan en el aire. Inmedia-
tamente antes del choque, sus velocidades eran ¥; = (2;3; —1) m/s
y ¥ = (—3;0; 6) m/s. Inmediatamente después, esas velocidades
pasaron a ser ¥y = (1; Viy; 0) (SD y 75 = (—1,5; 1,5; v5,) (SD).
Obténgase los valores de my, vy, y V3.

Ejercicio 17
Sobre una particula de 2 kg acttia una fuerza F = (5;4¢; 3t2) (S).

(Cual sera su velocidad en el instante t = 3 s, sabiendo que en el
instante t = 1 ses (2;5;4) m/s?

Ejercicio 18

Una particula de masa m se mueve sobre el eje X de un sistema de
referencia con velocidad constante ¥, siendo su vector de posicion
7 = (vt; 0;0) (t € (—o0; )). ;Cudles son sus momentos angulares
respecto a los puntos A(0; b; 0) y B(0; —b; 0)?

Ejercicio 19

Una particula de masa m se mueve sobre el plano XY de un sistema
de referencia con velocidad de moédulo constante v, siguiendo una
trayectoria circular de radio R y centro en el origen de coordenadas.
Su vector de posicion es 7 = (R cos(vt/R); R sen(vt/R); 0).
(Cual es su momento angular respecto al origen de coordenadas?

Ejercicio 20

Un molinillo esta constituido por dos varillas

(longitud 0,4 m; masa despreciable) soldadas Y

entre si, y cuatro esferas (masa 2 kg; radio des-

preciable), una en cada extremo. El molinillo

gira en su plano en sentido horario, alrededor 2 X
del punto A4, con una velocidad angular de modulo 10rad/s. En la

posicion representada en la figura, jcuales son el momento lineal
del molinillo, y su momento angular respecto a A?

Ejercicio 21

Un sistema esta constituido por tres puntos materiales, de masas
my = 4 kg, m, = 3 kgyms = 2 kg. Bajo la accion de sus fuerzas
mutuas y de las exteriores, sus respectivos vectores de posicion en
all Sl g p, = (85 =8, 7 = (25258 = 56) w i, = (i 55 2%7),
(Cuales son el momento lineal del sistema, y su momento angular
respecto al punto 0(0; 0; 0) m? ;Cual es la resultante del conjunto
de fuerzas exteriores que estan actuando sobre el sistema, y su
momento respecto al punto 0?



Dinamica
La dinamica es la rama de la Fisica que trata del movimiento
de los cuerpos en relacion con las causas que lo originan.

Se denomina fuerza a la accidn capaz de modificar el estado
de reposo o de movimiento de un cuerpo, o de originar una
deformacion en €l.

Aqui se va a analizar la relacion existente entre el conjunto
de fuerzas que se aplica a un cuerpo y las variables cinema-
ticas que describen su movimiento.

La relacion entre fuerza y deformacion se tratara en el tema
“Elasticidad”.



Antecedentes

Aristoteles

. Que afirma su filosofia natural? S

* Todo en la Tierra esta compuesto por los
cuatro elementos de Empédocles: tierra
(fria y seca), agua (fria y himeda), fuego
(caliente y seco) y aire (caliente y humedo).

domain, via Wikimedia Commons

Fuente: After Lysippos, Public

* Los cielos estan formados por un quinto elemento, el ¢ter
0 quintaesencia, que es inmutable y perfecto.

* La tendencia de los elementos de la Tierra es moverse en
linea recta (tierra y agua hacia abajo; fuego y aire hacia
arriba) en busca de su lugar natural, donde se detendran.
Las fuerzas perturban esta tendencia mientras actuan.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Aristotle_Altemps_Inv8575.jpg

Antecedentes

Aristoteles

. Que¢ afirma su filosofia natural? Wi

* El estado natural de un cuerpo es ¢l reposo.
Cuando sobre ¢l dejan de actuar fuerzas, se

detiene.

Aqui se esta 1ignorando la existencia de las fuerzas
de rozamiento.

domain, via Wikimedia Commons

Fuente: After Lysippos, Public

 [.a tendencia del éter es moverse en circulos.
Aqui se esta 1gnorando la fuerza de la gravedad.

* Los cuerpos mas pesados caen mas deprisa.
Aqui se esta ignorando la fuerza debida a la viscosidad del aire.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Aristotle_Altemps_Inv8575.jpg

Antecedentes

Copérnico

. Que afirma su modelo heliocéntrico?

* No todos los cuerpos celestes se mueven
alrededor del mismo centro.

Fuente: Torun Regional Museum, Public
domain, via Wikimedia Commons

e [La Tierra no es el centro del Universo, sino
solo de la orbita de la Luna.

* El Sol es el centro del sistema planetario.

* La revolucion diaria aparente del firmamento se debe a
la rotacion de la Tierra sobre su propio ¢je.

S1 la Tierra es un planeta mas, debe estar constituida por las mismas
sustancias que el cielo.

10


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Nikolaus_Kopernikus.jpg

Antecedentes
Kepler

Las leyes de Kepler son revolucionarias por
tratarse de “leyes de la naturaleza™: afirma-
ciones precisas y verificables, expresables
matematicamente, de las relaciones que go-
biernan un fenodmeno.

Fuente: Unidentified painter, Public
domain, via Wikimedia Commons

Se baso en las precisas observaciones astronomicas de
Tycho Brahe, fundamentalmente en las de Marte.

11


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Johannes_Kepler_1610.jpg

Antecedentes
Kepler

* Su primera ley establece que las orbitas de
los planetas son elipses con el Sol en uno de

sus focos.
Esto refuerza el modelo heliocéntrico, y acaba con
el dogma del movimiento circular de los cuerpos
celestes.

Fuente: Unidentified painter, Public
domain, via Wikimedia Commons

* Postul¢ la gravedad como una tendencia de los cuerpos a

unirse, que es proporcional a la masa.
Estuvo cerca de descubrir la ley de la gravitacion universal.

* Sin embargo, aunque justifico las mareas por la atraccion
del Sol y la Luna, ignor¢ la gravedad como posible causa
del movimiento de los planetas.
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Johannes_Kepler_1610.jpg

Antecedentes
Galileo

Descubri0 las fases de Venus, que por tanto
gira alrededor del Sol. También descubrio los
sat¢lites de Jupiter, que giran alrededor de
este.

Fuente: Justus Sustermans, Public
domain, via Wikimedia Commons

Esto refuerza el modelo heliocéntrico.

Como otros coetdneos, observo las manchas solares y las

irregularidades de la superficie de la Luna.
Los cielos no son inmutables n1 perfectos.

Razono6 que suponer que los cuerpos mas pesados caen
mas deprisa conduce a una contradiccion. ;Como lo hizo?
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Justus_Sustermans_-_Portrait_of_Galileo_Galilei,_1636.jpg

Antecedentes
Galileo

Admitamos que es cierto que
el yunque, mas pesado, cae h
mas deprisa que el martillo, ¥

mas ligero.

Fuente: Justus Sustermans, Public
domain, via Wikimedia Commons

Razonamiento A Razonamiento B

El martillo Yunque mas martillo pesa
frena al yunque mas que yunque solo
El conjunto cae mds despacio El conjunto cae mdas deprisa

que el yunque solo. que el yunque solo. ”


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Justus_Sustermans_-_Portrait_of_Galileo_Galilei,_1636.jpg

Antecedentes
Galileo

* Comprobo experimentalmente que, s1 el efec-
to de la friccion es despreciable, los cuerpos
caen con la misma aceleracion constante.

En la Luna, sin aire, un
martillo y una pluma,
soltados simultaneamente
a la misma altura, llegan
al suelo a la vez.

Video completo y con audio:
https://commons.wikimedia.org/

wiki/File:Apollo 15 feather and
_hammer_drop.ogv

Fuente: Justus Sustermans, Public
domain, via Wikimedia Commons

Fuente: NASA, Public domain, via Wikimedia Commons
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Justus_Sustermans_-_Portrait_of_Galileo_Galilei,_1636.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Apollo_15_feather_and_hammer_drop.ogv
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Apollo_15_feather_and_hammer_drop.ogv
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Apollo_15_feather_and_hammer_drop.ogv

Antecedentes
Galileo

Comprobo experimentalmente que, si1 el efec-
to de la friccion es despreciable, los cuerpos
caen con la misma aceleracion constante.

Fuente: Justus Sustermans, Public
domain, via Wikimedia Commons

Comprobo experimentalmente que, en esas
condiciones, también es constante la aceleracion
al descender o ascender por un plano inclinado.

Comprobo experimentalmente que, en

esas condiciones, la altura desde la que -pp-—---——--—-
desciende un objeto por un plano es la
misma a la que asciende por un segundo
plano.

16


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Justus_Sustermans_-_Portrait_of_Galileo_Galilei,_1636.jpg

Antecedentes

(Galileo

* A partir de ello dedujo que un cuerpo que se
mueve sobre una superficie horizontal con-

Fuente: Justus Sustermans, Public
domain, via Wikimedia Commons

Lineas paralelas. Por tanto, se encuentran en el infinito.

17


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Justus_Sustermans_-_Portrait_of_Galileo_Galilei,_1636.jpg

Antecedentes

(Galileo

* A partir de ello dedujo que un cuerpo que se
mueve sobre una superficie horizontal con-

Fuente fotografia: NASA, Public
domain, via Wikimedia Commons

: PR VPR
Estuvo por tanto cerca de formular el principio de inercia, pero se
equivoco con su requisito de que la superficie fuera horizontal, y que
cllo implicaba dar vueltas a la Tierra. Ademas, no tuvo en cuenta que
en esa situacion si actiia una fuerza, la gravitatoria.

Fuente: Justus Sustermans, Public

domain, via Wikimedia Commons
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Justus_Sustermans_-_Portrait_of_Galileo_Galilei,_1636.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Africa_and_Europe_from_a_Million_Miles_Away.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Africa_and_Europe_from_a_Million_Miles_Away.png

Antecedentes

Descartes

* Realiz6 la primera formulacion del teorema
de conservacion del momento lineal.

* A partir de este teorema concluyo que, si
sobre un cuerpo no actuan fuerzas, su mo-
vimiento sera rectilineo y uniforme.

Fuente: After Frans Hals, Public
domain, via Wikimedia Commons

La tendencia natural de un cuerpo no es el reposo ni el
movimiento circular, sino mantener su velocidad.

Se trata de la primera formulacion del principio de inercia,
la actual primera ley de Newton.

19


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Frans_Hals_-_Portret_van_Ren%C3%A9_Descartes.jpg

Antecedentes

Situacion: cielos gobernados por las leyes de Kepler; Tierra
regida por las de Galileo.

via Wikimedia Commons

uente: Godfrey Kneller, Public

Alexander Pope: Nature and nature’s laws lay hid in night;
God said ‘Let Newton be’ and all was light.

20


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Portrait_of_Sir_Isaac_Newton,_1689.jpg

Primera ley de Newton

Primera ley de Newton (principio de inercia).
S1 no actiia una fuerza neta sobre un cuerpo, este perma-
nece en su estado inicial de reposo o de movimiento rec-
tilineo uniforme.

La “fuerza neta” es la resultante del conjunto de fuerzas
que actia sobre el cuerpo.

No es necesario que no actuen fuerzas. Si las hay, pero con
resultante nula, el cuerpo también permanece en reposo o
en movimiento rectilineo uniforme.

La primera ley de Newton también puede expresarse di-
ciendo que, si no actila una fuerza neta sobre un cuerpo,
la aceleracion de este es nula.

21



Segunda ley de Newton

Segunda ley de Newton (principio de accion de las fuerzas).
La relacion que existe entre la fuerza neta que se aplica a
un cuerpo y la aceleracion que este adquiere es un coefi-
ciente caracteristico del cuerpo, que recibe el nombre de
masa 1nerte.

La expresion analitica de esta ley recibe el nombre de
ecuacion fundamental de la Dinamica.

-

F =ma

F: fuerza neta (resultante) aplicada al cuerpo.
m: masa del cuerpo.

- 4 o
a: aceleracion adquirida por el cuerpo.

22



Segunda ley de Newton

Como se 1indico, fuerza es una accion capaz de modificar
el estado de reposo o de movimiento de un cuerpo. La se-
gunda ley de Newton pone de manifiesto cual es esa mo-
dificacion.

S1 la fuerza neta que actiia sobre un cuerpo es nula, resulta

F
m

] 0
a = ==
m

23



Segunda ley de Newton

La masa inerte (stmplemente masa a partir de aqui) es una
magnitud escalar. Se trata de una magnitud basica del SI, y
su unidad SI coherente es el kilogramo (kg).

La fuerza es una magnitud vectorial. De acuerdo con la
ecuacion fundamental de la Mecanica, su producto dimen-

sional es dimF = Mdima = M(T™4L) = T~%LM
La unidad SI coherente de fuerza se define a partir de la
ecuacion fundamental de la Mecanica.

Definicion: el newton (simbolo N) es el modulo de la
fuerza que, aplicada a una masa de 1 kg, hace que esta
adquiera una aceleracion de modulo 1 m/s?.

Por tanto, N = kg m/s?.

24



Ejercicio 1

El vector de posicion de un movil de masa m = 3 kg es
7 = (t?; t* — 2t; 3sen(2t)) (SI). ;Qué fuerza neta estd actuando
sobre €17

dr
U= e (2t; 4t3 — 2; 6 cos(2t)) (SI)
L dv
a=—=(2;12t% —12sen(2t)) (SD

dt

F =md = 3(2;12t2; —12 sen(2t)) = (6; 36t2; —36 sen(2t)) (SI)
El movil tiene ese vector de posicidon precisamente porque actua esa

fuerza neta sobre ¢l. Si la fuerza neta fuera diferente, el vector de
posicion tambien seria otro.

25



Ejercicio 2

Un movil de masa m = 0,25 kg se encuentra en el instante t = 0 s en
la posicion (—1; 1; 4) m con una velocidad (—1; 1; 0) m/s. Sobre €l
va a actuar una fuerza neta variable F = (3t; 0,5 cos t ; et) (SI).

¢/ Cual sera su vector de posicion?

F _ (3t;0,5co0st; et) — (12¢: 2cos ¢ 4et) (SI)
— = 025 = 12 cost;de

Qu
I

v jEldt=j(12t;2cost;4et)dt=(6t2;25ent;4et)+5

(—1;1;0) = B(0) = (6 X 02;2sen0; 4e%) + C = (0;0;4) + C =
= C = (-11;0)— (0;0;4) = (-1;1; —4) m/s =
= v = (6t°—1;2sent + 1; 4et — 4) (SI)

26



F=f17dt=f(6t2—1;25ent+1;4et—4)dt=
= (2t3 — t; =2 cost + t; 4et — 4t) + C'

(—=1;1;4) =#(0) = (2 X 03— 0; —2cos 0+ 0;4e® — 4 x 0) + C' =
= (0;—=2;4) + C' =

=>C' =(-1;1;4) — (0;-2;4) = (-1;3;0) m =
=>7=02t>—t—1;—2cost + t + 3;4et — 4t) (SD)

27



Tercera ley de Newton

Tercera ley de Newton (principio de accion y reaccion).
S1 un cuerpo ejerce una fuerza sobre otro, este responde
con una fuerza sobre el primero de igual modulo y direc-
ci0n, pero sentido contrario.

Por tanto, la fuerza F 4 que un cuerpo A ejerce sobre otro
B, y la fuerza F 54 que B ejerce sobre A, son opuestas.

Fyp = —Fpy

Es relevante anadir que ademas ambas fuerzas tienen la
misma linea de accion.

28



Tercera ley de Newton

Una bascula no mide pesos, sino la fuerza
que se ejerce sobre ella.

peso de la persona.
Fbp fuerza ejercida por la bascula sobre la
persona.

. fuerza ejercida por la persona sobre la
bascula.

Pr1mera ley de Newton, aphcada a la persona:
P+Fbp_0 :Fbp=_P

Tercera ley de Newton, aplicada entre la
persona y la bascula:

-

Fppy = —Fyp = —(=P)

P



Tercera ley de Newton

. Una bascula no mide pesos, sino la fuerza
que se ejerce sobre ella.

P: peso de la persona.

Fyp,: tuerza ejercida por la bascula sobre la
persona.

-

F,p: tuerza ejercida por la persona sobre la
bascula.

F,,:fuerza ejercida por la segunda persona
sobre la primera.

Primera ley de Newton, aplicada a la persona:

P+Fy,+Fy,=0=F,=-P—F,

Tercera ley de Newton, aplicada entre la
persona y la bascula:

ﬁpb:_ﬁbp:_(_ﬁ_ﬁp’p):ﬁ+ﬁp’p
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-

P: peso de la persona (fuerza de atraccion
gravitatoria ejercida por la Tierra sobre
la persona).

Tercera ley de Newton

por la persona sobre la Tierra.

Fuente fotografia: NASA, Public
domain, via Wikimedia Commons

Tercera ley de Newton, aplicada entre la
persona y la Tierra:

ﬁT — —P)
~ De la misma forma que la
Tierra atrae a un objeto, este
también atrae a la Tierra. Y

el modulo de ambas fuerzas
gravitatorias es el mismo.

Fr: fuerza de atraccion gravitatoria ejercida
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Tercera ley de Newton

Acertijo: Un agricultor, de peso de modulo 700 N, cargando
con dos sandias de 50 N cada una, se acerca a un puente ante
el que hay un cartel.

. Como puede cruzar el puente una sola vez con las dos
sandias?
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Tercera ley de Newton

Solucion oficial del acertijo: cruzar haciendo malabares.

B ® a,: aceleracion de la sandia A para lanzarla o recogerla.

13;: peso de la sandia A, de masa m.
Ll" ﬁaS: fuerza ejercida por el agricultor sobre la sandia A.
) Iia: fuerza ejercida por la sandia A sobre el agricultor.
13;1: peso del agricultor.
ﬁpa: fuerza ejercida por el puente sobre el agricultor.
eap: fuerza ejercida por el agricultor sobre el puente.
s ; F: lF“p
sa
A9z P —

fF_)'CI,S -
pa
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Tercera ley de Newton

Segunda ley de Newton, aplicada a la sandia A:

B"’ }_);'l'ﬁaszmsasz(_Ps)‘l'Fas:msaS:)
L" = lgs = F5 + mgag
) Tercera ley de Newton, aplicada entre la sandia A y
el agricultor:

- -

Fsq = —Fys = Fyq = Fyg = P + mgag

e

Fap
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Tercera ley de Newton

Primera ley de Newton, aplicada al agricultor:

B.’ }_))a-I'IE)'SCL_I'F_)'paza)z(_Pa)"l'(_Fsa)"l'Fpa20:>

’:‘K = Foy = Py + Fiq = Py + Py + myas
) Tercera ley de Newton, aplicada entre el agricultor
y el puente:
- -
Fop = —Eq = Fpp = B, = Py + B+ mgag =
= 700 + 50 + mag
o R
A 9
X s ” lFap Fyp > 750 N
sa
Wl - D
A‘ P, P p———
El puente se rompera cuando el agricultor

impulse una sandia, o cuando frene una que
pa cae para recogerla.
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Tercera ley de Newton

EPTTAFIO:

NO HAGAIS CASO
A AUTORES DE
ACERTIJOS QUE
NO SEPAN
MANEJAR LAS
LEYES DE
NEWTON




L.a sintesis de Newton

La atraccion gravitatoria de la Tierra hace que los cuerpos
aceleren hacia ella.

La aceleracion de una man-  La aceleracion de la Luna Si la Luna partiera del
zana en reposo aumenta el cambia la orientacion de reposo (respecto a la
modulo de su velocidad. su velocidad. Tierra)...

le

=3 Fucrza gravitatoria

=P Veclocidad

Fuente fotografia Tierra: NASA, Public domain,
Fuente fotografia Luna: Luc Viatour, CC BY-SA
3.0, Public domain, via Wikimedia Commons

via Wikimedia Commons

De las leyes de Newton se deducen las de Galileo y las de
Kepler. Abarcan la Tierra y el cielo. Rigen el Universo.

(Hasta la llegada de las mecanicas relativista y cuantica).
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Punto material y sistema

Se denomina punto material a un ente abstracto dotado de
masa (material) y sin dimensiones (punto).

Los cuerpos reales no son puntos materiales, pero se puede
considerar que estan formados por un conjunto de ellos, esto
es, constituyen un sistema de puntos materiales.

Estrictamente hablando, un punto material tiene masa dm y
volumen dV, no nulo.

Por tanto, su densidad es p = dm/dV, no infinita como
parece sugerir la definicion.
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Densidad

Como se acaba de indicar, se denomina densidad (también
densidad de masa, cuando se requiere diferenciarla de la
denominada densidad de carga eléctrica) en un punto al
cociente entre la masa diferencial, dm, de un diferencial de
volumen, dV, alrededor de dicho punto, y el propio dV'.

Por tanto, la densidad es p = dm/dV.

En ocasiones, la densidad recibe los nombres de densidad
volumica o densidad volumeétrica, para diferenciarla de las
densidades lineal y superficial, descritas mas adelante.
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Densidad

De acuerdo con su definicion, la densidad es una magnitud
escalar, y su producto dimensional es

dimp = M(dimV) ! = M(L3) 1 =L3M

La unidad SI coherente de la densidad es el kg/m?.
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Densidad

lineal

Sea un elemento practicamente unidimensional (por ejemplo

un alambre), 0

que tiene seccion constante (por ejemplo un

tubo). En estos casos, puede resultar mas comodo utilizar la
masa, no por unidad de volumen, sino de longitud.

Se denomina densidad lineal (también densidad lineal de
masa, cuando se requiere diferenciarla de la denominada

densidad linea

| de carga eléctrica) en un punto al cociente

entre la masa diferencial, dm, de un diferencial de longitud,

dl, alrededor ¢

e dicho punto, y el propio dl.

Por tanto, la densidad lineal es A = dm/dl.
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Densidad lineal

De acuerdo con su definicion, la densidad lineal es una
magnitud escalar, y su producto dimensional es

dimA =L"1M

La unidad SI coherente de la densidad lineal es el kg/m.
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Densidad superficial

Sea un elemento practicamente bidimensional (por ejem-
plo una hoja de papel), o que tiene grosor constante (por
ejemplo una placa). En estos casos, puede resultar mas
comodo utilizar la masa, no por unidad de volumen, sino
de superficie.

Se denomina densidad superficial (tambien densidad
superficial de masa, cuando se requiere diferenciarla de
la denominada densidad superficial de carga eléctrica)
en un punto al cociente entre la masa diferencial, dm, de
un diferencial de area, dS, alrededor de dicho punto, y el
propio dS.

Por tanto, la densidad superficial es 0 = dm/dS.
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Densidad superficial

De acuerdo con su definicion, la densidad superficial es
una magnitud escalar, y su producto dimensional es

dimo = M(dimS)™! = M(L?)"! =L M

La unidad SI coherente de la densidad superficial es
el kg/m?.
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Densidad de un cuerpo homogéneo

En el contexto del presente tema, se dice que un cuerpo e€s
homogeéneo s1 su densidad es la misma en todos sus puntos.
En tal caso, se puede hablar simplemente de densidad del
cuerpo.

En el caso de cuerpos homogéneos, su densidad es 1gual al
cociente entre su masa y su volumen, p = m/V.

Analogamente, se puede hablar de densidad lineal del
cuerpo y densidad superficial del cuerpo cuando estas no
cambian de un punto a otro. Asi, dichas densidades son
respectivamente A = m/ly o = m/S.

45



Centro de masas

Se denomina centro de masas (abreviado c¢.d.m.) de un
sistema de puntos materiales al punto cuyas coordenadas

SON

Tc: vector d
masas ¢

N Zmiﬁ'
TC —
m

e posicion (coordenadas) del centro de
el sistema.

r;: vector ¢

e posicion (coordenadas) del i-€s1mo

punto material del sistema.

m;: masa del i-ésimo punto material del sistema.

m = ), m;: masa total del sistema.
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Centro de masas

De la definicion de centro de masas se deduce que

(Xc; Ve Z¢) =

2 m;(x;; yi; Z;) N
m

<

y L mX;
¢ m
. 2. MY,
¢ m

2. M;Z;
Zc =
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Centro de masas

¢.,Cual es la posicion media de tres masas de 1 kg situadas
en los puntos (1;2;0) m, (2;0;0) my (0;1;0) m?

(1;2;0) + (2;0;0) + (0; 1;0)

3 =(1;1;0) m
y/m A
2— ol kg
1-.1k N
° 1 kg
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Centro de masas
.Y silamasa en el punto (1;2; 0) m es de 2 kg?
(1;2;0) +(1;2;0) + (2;0;0) + (0; 1;0)

1 =(1;1,25;0) m
Mas sencillo:
2(1;2;0)+ 1(2;0;0) + 1(0;1;0) — (1:1.25;0) m
2+1+1 T

y/mA

24 e2kg \ my1ry + myty, + maty;

mC m = Tc
1-@
1 kg | ke
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Centro de masas

El centro de masas no es sino la posicion media de los
puntos materiales del sistema, ponderada con las masas
correspondientes.

Se trata de una definicion de tipo geométrico, pero inter-
viniendo los valores de las masas. Junto con otros concep-
tos del mismo tipo (como el de momento de inercia, sobre
el que se tratara en el tema “Dindamica del solido rigido™),
constituyen la denominada geometria de masas.
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Ejercicio 3

Tres particulas de masas 1 kg, 2 kg y 3 kg se encuentran en las po-
siciones (0; 0) m, (—2;1) my (3; —1) m, respectivamente. ;En
que posicion se debe situar una particula de 4 kg para que el centro
de masas del conjunto de las cuatro se halle en el punto (1; 1) m?

Notese que en este ejercicio se trabaja inicamente en dos dimensiones.

Sea 73, la posicion de la cuarta particula. Se tiene que

R > m;T; R R
Tc = = Mrc = m;r; =

m
= [14+24+34+4](1; 1) =1(0;0) + 2(=2;1) + 3(3; —1) + 47, =

= (10;10) = (0;0) + (—4;2) + (9;=3) + 47, = (5;—-1) + 41, =
= 4%, = (10;10) — (5; 1) = (5;11) = 7 = (1,25;2,75) m
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Centro de masas

Al tratarse de la posicion media, los cuerpos que poseen un
eje o plano de simetria tienen su centro de masas sobre el
mismo.
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Centro de masas

S1 el cuerpo posee un centro de simetria, en ¢l se encuentra
el centro de masas.

mC mC mC

El centro de masas no tiene
por queé encontrarse en un
punto en el que exista masa.

' §
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Centro de masas

Sea un sistema A de puntos materiales,
de masa my y centro de masas 7¢,. Lo

vamos a considerar constituido por dos

subsistemas B y C, de masas mg y m
y centros de masa ¢, y 7¢,.. Es:

B
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Centro de masas

Por tanto,

mBTCB + mCTCC B

773 —
C. =
A My

(my = mp + mg)
C

Generalizacion

El centro de masas de un sistema compuesto por cualquier
cantidad de otros mas simples, se encuentra en la posicion
media de los centros de masas de los mismos, ponderada
con sus masas correspondientes.
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Centro de masas

A partir de la relacion

- . - -
mATCA — mBT'CB + mCTCC

B
que aparec10 durante el desarrollo
anterior, tambien se deduce que
- -
MupTc, — MpTcy C

77.’ —
Cr =
C mC

(m¢e = my —mp)

Por tanto, se puede obtener la posicion del centro de masas
de un sistema compuesto por adicion y sustraccion de otros
mas simples, a partir de las correspondientes sumas y res-
tas de sus masas y de sus contribuciones ponderadas.
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Ejercicio 4 2 Y

Un bloque de hormigon (densidad
2500 kg/m?) tiene la forma y
dimensiones (cotas en cm) que se
muestran en la figura.
Determinese la posicion de su
centro de masas en el sistema de

")Q

referencia indicado.

Una de las formas (no la tinica) de descom-
poner el bloque, es en los tres ortoedros
homogéneos indicados en la figura.

©)

A continuacion se va a obtener la masa, y
las coordenadas del centro de masas, de
cada ortoedro.

B,
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- - -

> MyTc, + Mpleg +~ MpTe,

cC — =
m

~22,5(0,15;0,15; 0,05) + 11,25(0,15; 0,075; 0,15) + 7,5(0,1; 0,225; 0,15)
B 225+ 11,25+ 7,5 B

= (0,1409; 0,1432; 0,0955) m
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Una alternativa mas sencilla, por

implicar unicamente dos partes, es
considerar el ortoedro E y quitarle
el F, como se muestra en la figura.

A continuacion se va a obtener la
masa, y las coordenadas del centro
de masas, de cada ortoedro.

60



N

-
N
A

15;0,15;0,1) m

e

Cotas en m



-

iy -
MgTc, — MpTcy

T'C= =

m

~45(0,15;0,15;0,1) — 3,75(0,25; 0,225; 0,15)
B 45 — 3,75 B

= (0,1409; 0,1432; 0,0955) m
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Ejercicio 5

Sea la placa homogénea y plana de la

figura. ;Que valor ha de tener el factor

A para que la coordenada Y del centro
de masas sea y. = 1,35a?

YA A

—

S
™

63



La forma mas sencilla

[ ~ } . de descomponer la pla-
’T ca es considerando el
S < cuadrado A y quitando
™ ™ el rectangulo B, como
E _X'B se muestra en la figura.
. <
y I Y

. X X

3a

Por tratarse de una placa homogenea, la densidad superficial o es la
misma en todos los puntos.

La masa y coordenada Y del centro de masas de cada parte son:
my = oS, = 0(3a)(3a) = 90a? Ve, = 1,5a

mg = 0Sg = o(a)(3a — Aa) = Ve, =Aa+ (Ba—2Aa)/2 =
=oga’*(3— 1) = (0,54 +1,5)a
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Por tanto,

MaYc, —MBpYcy

m

[90a?][1,5a] — [ca*(3 — D)][(0,51 + 1,5)a]

N [90a?] — [ca?(3 — A)] N
oa3[13,5— (3 —2)(0,51 + 1,5)]
ga?[9— (3 —A)]
135-(1,50+45-0512-152) 9 +0,522
- 6+ A “TTer1 ¢

Yec =

Notese que, en una distribucion homogenea, la posicion del centro de
masas no depende de la densidad n1 de la masa total.
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Se quiere que sea Y. = 1,35a. Para ello,

g _9+0,5)L2 =>135_9+0,5)L2
=T YT Y T T e
= 940,512 =1,35(6+1) =81+1,351=>

A=1,2

= 0,54 — 1,351+ 09 =0=
{/1 =1,5

Las representaciones graficas que siguen muestran las soluciones.

A=1,2 A=1,5
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Tarea: Resuélvase el ejercicio para conseguir que sea y- = 1,5a,y
compruebese que en tal caso también hay dos soluciones, A =0y

A =3.

Las representaciones graficas que siguen muestran las soluciones.

A=0 A=73
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Fuerzas exteriores e interiores

Sea un sistema de puntos materiales.
* Se denomina fuerzas exteriores a las ejercidas sobre esos
puntos por elementos que no forman parte del sistema.

* Se denomina fuerzas interiores a las ejercidas sobre esos
puntos por otros puntos del propio sistema.

Consideremos como ejemplo un objeto colgado de un cable. Si
analizamos el objeto, entonces:

* ¢l peso P es una fuerza exterior, ya que la
ejerce la Tierra, que no forma parte del
objeto;

L

o la fuerza T ¢jercida por el cable es exterior, ya
que dicho cable no forma parte del objeto;

* son fuerzas interiores las que los puntos del
objeto se ejercen mutuamente.
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Fuerzas exteriores e interiores

Las fuerzas no son exteriores ni interiores por si mismas,
sino en relacion al sistema de puntos materiales analizado.
S1 se analiza un unico punto material, todas las fuerzas ejercidas
sobre ¢l son exteriores.

S1 se analiza el Universo, todas las fuerzas que actuan son interiores.

En el ejemplo de un objeto colgado de un cable, s1 analizamos el
conjunto objeto+cable, entonces:

A * son fuerzas exteriores los pesos P y P’ del
LS F objeto y del cable, ejercidos por la Tierra, y
la fuerza F ejercida por el techo;
P’ * las fuerzas que el cable y el objeto se ejercen

mutuamente (la T del diagrama anterior, de
cable sobre objeto, y su opuesta, de objeto
sobre cable), son interiores.
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Teorema del centro de masas

131 Sea un punto material sobre el que acta
F, un conjunto de fuerzas de resultante R. De
E, - acuerdo con la segunda ley de Newton, es
3 S R
R = ma

P
AN

.Y para un sistema de puntos materiales?

/ .Masa total del sistema?

ﬁ
3 R = ma «—
‘? / ¢Qué d? ;A menos que sea
4 un solido rigido en traslacion,

¢Resultante de las fuerzas exteriores? | | cada punto tiene su propia
O hay que incluir las interiores? aceleracion!
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Teorema del centro de masas

- ~ f12 O/F'Z
F; fad &«
,—' ’

/ 3 3
. y f 43
f 14 A —>>
| <4- Fuerza
: ,/ f exterior
w,’ 34 —==0 =
A/o Fuerza
> |4 interior

Notacion

-

F;: fuerza neta exterior que
actiia sobre el punto i.

R
fji: fuerza interior ejercida

por el punto j sobre el .

-

f;: fuerza neta interior

ejercida sobre el punto i.

Es fi=fu+/fu+t

Por claridad, la figura solo muestra algunas fuerzas exteriores y parejas de interiores. En
realidad hay que tener en cuenta todos los puntos del sistema, las fuerzas que actiian sobre

. . - Ve
ellos, y las que se ejercen mutuamente. Basta considerar 0 aquellas fuerzas que no estén

realmente presentes.
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Teorema del centro de masas
o fi 423/'132 Aplicando la segunda ley de

Fi| 12 1 &« - Newton al punto material i se
[€ .\:::* Vi tiene que
f41i\< y IO E Fi + f; = m;a;
* k\ '/—V A:;/t& A , -
510° ", quim; y d; son la.masa y la
) | 4 fa3 aceleracion, respectivamente,
f 14? . —> del punto .
E'A/’ faa fX_te_fii Se tiene una 1gualdad de este
Ko; Fuerz tipo para cada punto . Suman-
F, dolas todas, resulta

ZFi+Zﬁ=Zmi0_ii

2



Teorema del centro de masas

L 2 f12_é/

F,
s 4 ¥,'“v z F; — Es laresultante R de

- l‘;\* N las fuerzas exteriores
fa1! X A ‘;:/ E que actian sobre el
vV NSy Ct\ sistema.
3¢ ¥ I
S 4 fa3 2 fl —> Es la resultante 0 de
f 144 . |Fem R las fuerzas interiores
5'4}/ faa |25 que actlan entre pun-
& ruerza tos del sistema.
Fy

.Y por qué es 07 Porque para cada pareja

de puntos (i;]) es fij = —fji en virtud de
la tercera ley de Newton.
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Teorema del centro de masas

Recapitulando, a partir de la segunda y tercera leyes de
Newton, hemos obtenido que

R = E m;Qa;

Aplicando la definicion de aceleracion, y siendo cada masa
m; constante, resulta

, a7 d*(m;7y)  d*(Xmt;)
R = 2 m;

dt2 dt2  dt2

Utilizando la expresion del centro de masas de un sistema,
dZ (ch) dZ'FC

, Xy z > > =
Tr = = m;1; = mr. > R = =m
¢ m L ¢ dt? dt?
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Teorema del centro de masas

En conclusion =
’ R — mC_l)C

Por tanto, el punto “magico” cuya aceleracion se obtiene a
partir de la masa total del sistema de puntos materiales, m,
y de la resultante de las fuerzas exteriores que actiian sobre

¢l, R, es el centro de masas.

Teorema del centro de masas.
La aceleracion del centro de masas de un sistema de
puntos materiales sometido a un conjunto de fuerzas
exteriores, es la misma que tendria un Unico punto con
toda la masa del sistema, y sobre el que estuviera
actuando la resultante de esas fuerzas exteriores.
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Ejercicio 6

El vector de posicion de un punto material, de masa m; = 2 kg, es
71 = (5t*;t3; 2t) (SI). El de un segundo punto material, de masa
m, = 3 kg, es 7, = (0; t3; —t?) (SI). ;Cudl es la resultante de las
fuerzas exteriores que estan actuando sobre el sistema formado por
ambos puntos?

El vector de posicion del centro de masas del sistema formado por los
dos puntos es

L, Ymify  myt +myr,  2(5t%; ¢35 2t) +3(0; ¢35 —t?)
T T T T +m, 2 + 3 N
B (10t*; 2t3; 4t) + (0; 3t3; —3t2) B (10t*; 5t3; 4t — 3t?) B

5 5
= (2t%; t3;0,8t — 0,6t2) (SI)
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A partir de aqui, la velocidad del centro de masas, su aceleracion, y

la resultante de las fuerzas exteriores que estan actuando sobre el
sistema, se obtienen como sigue.

e = (2t*; t3;0,8t — 0,6t4)(SD)

dr,

B = d—t" = (8t3;3t2,0,8 — 1,2t) (SI)
dv

Gp = d—tc = (24t2; 6t; —1,2) (SI)

R =md, = (2 + 3)(24t2; 6t; —1,2) = (120t2; 30t; —6) (SI)
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Diagrama de cuerpo libre

En un diagrama de cuerpo libre se representa el cuerpo ana-
lizado (ningun punto material mas) y las fuerzas exteriores
que actuan sobre ¢l (ninguna que no actiie sobre €1, y ningu-
na interior).

Se puede 1nterpretar el diagrama de un cuerpo libre como el
resultado de sustituir el resto del Universo por las fuerzas
que ejerce sobre dicho cuerpo. De hecho, el movimiento del
cuerpo en esta situacion imaginaria seria idéntico al real.

Realizar diagramas de cuerpo libre es habitual y conveniente.
Y en el contexto de esta asignatura, es obligatorio.
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Ejercicio 7

Dos bloques A y B estan apoyados
en el suelo y en contacto entre si.
Ambos estan sujetos a una pared
mediante sendas cuerdas. No existe
rozamiento entre los bloques, ni
con ¢l suelo. Realicese el diagrama
de cuerpo libre del bloque A.
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Fuerzas actuantes sobre el bloque A
P,: Ejercida por la Tierra. La pared y la cuerda inferior

ﬁc 4. Ejercida por la cuerda superior. no ejercen fuerza alguna
sobre el bloque A.

-

Fg 4: Ejercida por el bloque B.
F,: Ejercida por el suelo.

ﬁ,{l r

FSA

Diagrama de cuerpo
libre del bloque A

Fuente fotografia: NASA, Public
domain, via Wikimedia Commons
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Peso v aceleracion de la gravedad

La fuerza con que un objeto es atraido por la Tierra (su
peso) es 1gual al producto de su masa por un vector lla-
mado aceleracion de la gravedad, g.

-

P =mg

El peso es una fuerza y, por tanto, se trata de una magnitud
vectorial, y su unidad SI coherente es el N.
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Peso v aceleracion de la gravedad

El modulo g de la aceleracion de la gravedad terrestre no
es constante: disminuye al alejarnos de la superficie, ya
sea hacia arriba o hacia abajo.

Tampoco es constante en la superficie, ya que la Tierra no
es una esfera perfecta ni homogénea.

Por convenio, se considera g = 9,80665 m/s? (exacto)
como valor estandar del modulo de la aceleracion terrestre.”

En este documento se utilizara el valor g = 9,8 m/s?, salvo
indicacion expresa en contrario.

* Este valor fue adoptado en 1901 en la tercera CGPM (Conférence Générale des Poids et Mesures).
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Peso v aceleracion de la gravedad

Por definicion, la orientacion de g es hacia abajo. Pero
esto no es por definicion de g, sino por definicion de
“abajo” (es hacia donde se dirigen los cuerpos en caida
libre, y por tanto “abajo” es la orientacion de g).

Aunque la diferencia sea despreciable, “abajo” no tiene
por que coincidir exactamente con la orientacion en la
que se encuentra el centro de la Tierra, ya que esta no es
una esfera perfecta n1 homogénea.
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Masa inerte y masa gravitatoria

. = - = -
Las masas de las expresiones F = may P = mg son
conceptualmente diferentes.

= ° . .
« Lade F = ma caracteriza la resistencia de un cuerpo a
cambiar su estado de movimiento (su velocidad), y se
denomina masa inerte, m;,,.

« Lade P = mg caracteriza la respuesta de un cuerpo a un
campo gravitatorio, y se denomina masa gravitatoria, m.

Como comparacion, la carga eléctrica g de un CUCTPO carac-
teriza su respuesta, F = qE a un campo eléctrico E.
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Masa inerte y masa gravitatoria

Masa 1nerte, masa gravitatoria y carga eléctrica son a priori in-
dependientes, pues caracterizan fenomenos fisicos sin relacion
entre si.

De 1gual forma que un cuerpo con doble masa inerte que otro no
tiene por qué tener (y en general no tiene) doble carga eléctrica,
tampoco hay motivo a priori para que tenga doble masa gravita-
toria. En otras palabras, tener doble resistencia a cambiar de
velocidad no implica que se duplique la respuesta a los campos
eléctrico y gravitatorio.

Sin embargo, experimentalmente se comprueba que masa inerte
y masa gravitatoria no son independientes. Es mas, son propor-
cionales y, adoptando el 1 como factor de proporcionalidad,
1dénticas.
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Masa inerte y masa gravitatoria

Esta equivalencia desconcertaba a Newton, y ha sido muy estu-
diada. En la actualidad, esta establecida experimentalmente con
una precision relativa de aproximadamente 10712, Esto hace de
ella una de las leyes mejor establecidas de la Fisica.

En la Fisica Moderna, esta coincidencia verificada experimental-
mente pasa a ser una 1gualdad exacta, consecuencia de la teoria
de la relatividad general de Einstein.

Esta 1gualdad esta relacionada con el hecho de que los campos
gravitatorios desvien los rayos de luz, y con las correspondientes
consecuencias como la existencia de los agujeros negros.

En lo que sigue, en este documento hablaremos de masa, sin
distincion entre la inerte y la gravitatoria.
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Centro de gravedad

Sea un sistema de puntos materiales, cada uno de ellos de
masa m; y vector de posicion 7;.

Bajo la accion de un campo gravitatorio, cada punto tendra

un peso P; = m; §;, donde §; es la aceleracion local de la
gravedad.

Si en todos los puntos la orientacion de g; es la misma,
-
todos los vectores P; son paralelos.

87



Centro de gravedad

Por tanto, el sistema constituido por el conjunto de los

pesos es equivalente a su resultante, P=Y ﬁi =Y m;g;,
actuando en el punto G situado en

5 _ 2. M giT;
=
>.m;gi

Ese punto recibe el nombre de centro de gravedad (abrevia-
do c.d.g.) del sistema de puntos materiales.

Notese que se trata de la posicion media de los puntos mate-
riales del sistema, ponderada por los modulos de los pesos
correspondientes (no por sus masas, que es el caso para el
centro de masas).
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Centro de gravedad

En sistemas no extensos (en los que g; se puede considerar
constante g con suficiente grado de aproximacion), el centro
de gravedad coincide con el centro de masas.

L, _Xmgr  grmt X myn

r — — :'f)
T Y¥myg grmy m ¢

Cabe 1nsistir en que esta coincidencia no es general.

* El centro de masas es un punto caracterizado por la geo-
metria de masas del cuerpo.

* El centro de gravedad esta ligado a la existencia de un
campo gravitatorio, y su posicion depende de las carac-
teristicas de dicho campo.
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Centro de gravedad

Como ejemplo, sea un bloque ortoédrico homogéneo, muy
alto, situado sobre la superficie terrestre.

Por ser homogéneo, la masa esta repartida
uniformemente. Por tanto, el centro de masas
esta en el centro del bloque.

El campo gravitatorio es mas intenso cuanto
mas cerca de la superficie terrestre. Por tanto,
las particulas inferiores tienen mas peso que
las superiores, y el centro de gravedad queda
desplazado respecto al punto medio.

Fuente fotografia: NASA, Public
domain, via Wikimedia Commons
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Mareas

LLas mareas no se deben a
la existencia del campo
gravitatorio lunar (o solar),
sino a que dicho campo no
es uniforme.

LUNA

SIN LUNA

PLEAMAR

| BAJAMAR

BAJAMAR
h

PLEAMAR

A
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Reaccion normal

Sea un bloque de masa m situado sobre una superficie

horizontal. :
Las fuerzas que actuan sobre el

bloque son:
p’l P: peso, debido a la atraccion
gravitatoria de la Tierra.
T N N: fuerza ejercida por el suelo,
Esquema Diagrama de que irppide que el bloque lo
atraviese.

cuerpo libre

N actia perpendicularmente a la superficie de contacto, por
lo que se denomina fuerza normal, reaccion normal o, sim-
plemente, normal.

En realidad es la resultante del conjunto de fuerzas paralelas ejercidas por el suelo

sobre los puntos de contacto. 0



Reaccion normal

Aqui “normal” se utiliza en su acepcion de “perpendicular”,
no en la de “habitual”.

normal

Del lat. normalis.

1. adj. Dicho de una cosa: Que se halla en su estado natural.

2. Habitual u ordinario.
3. Que sirve de norma o regla.
4, Dicho de una cosa: Que, por su naturaleza, forma o magnitud, se ajusta a ciertas normas

fijadas de antemano.

5. Geom. Dicho de una linea recta o de un plano: Perpendicular a otra recta o a otro plano.
Apl. alinea, u. t. c.s. f.

6. Geom. Dicho de una linea: Perpendicular en el punto de contacto al plano o recta
tangentes a una superficie o linea curvas. U. t. c. s. f.

Fuente: Real Academia Espaifiola, https:///www.rae.es
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Fuerza de rozamiento

S1 se tira del bloque con una fuerza horizontal F, ;que
ocurre?

—> —>
F - |F
, P l
F
4—
Iw
Esquema Diagrama de cuerpo libre

El suelo ejerce sobre el bloque una fuerza ﬁr, tangente a la
superficie de contacto, que se opone al desplazamiento rela-
tivo (deslizamiento). Se denomina fuerza de rozamiento.

En realidad es la resultante del conjunto de fuerzas paralelas ejercidas por el suelo
sobre los puntos de contacto.
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Un inciso

Este diagrama de cuerpo libre es intolerable, y no se tolerara.

-

E. no actta ahi. {N1 siquiera
esta sobre su linea de accion!

Solo debe aparecer el cuerpo
analizado. Por tanto, el suelo
sobra.

—>
F

I_)) l Y “GSO”,
ni hablar.

ST
=l

> A ﬁ N esta sobre su linea de
\F r | ——1accion, pero es mejor que
B N > |se coloque en su punto de
N P V\F aplicacion.
F no actaa ahi. iN1 siquiera esta
sobre su linea de accion!
—>
ﬁ' P l<— P estaba bien. jAlbricias!
r
T

N
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Un inciso

En resumen, un bloque no es un punto.
Es, jjsorpresa!!, un bloque.

Y lo mismo se aplica a cualquier sistema
de puntos materiales que tenga mas de uno.
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Deslizamiento inminente

o . . %
S1 existe rozamiento, una fuerza F de

? modulo pequetio es compensada por
2 p l una F, opuesta, y el bloque permanece
<« en reposo.
TIV S1 F aumenta gradualmente, también lo

hace F., y se mantiene ¢l reposo... hasta

un limite.

Existe un modulo maximo, .. ,

que el de ﬁr no puede so-

brepasar. Cuando se alcanza, el deslizamiento es inminente.

inminente
Del lat. imminens, —entis, part. pres. act, de /mminére 'amenazar,

1. adj. Que amenaza o esta para suceder prontamente,

Fuente: Real Academia Espaiiola, https

Aun no ha ocu-
rrido, pero esta
a punto.
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Coeficientes de rozamiento
Experimentalmente se comprueba que el modulo maximo
de la fuerza de rozamiento depende de:

* las superficies en contacto (materiales, grado de pulimen-
to, suciedad, ...; del area, no);

* ¢l modulo de la fuerza normal que se ejercen entre ellas
(en concreto, se trata de proporcionalidad directa).

Por tanto,

E

max

:‘uN

El coeficiente de proporcionalidad u, caracteristico de las
dos superficies en contacto, recibe el nombre de coeficiente
estatico de rozamiento.
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Coeficientes de rozamiento

:ﬂN

max

Detalles a considerar

Se trata de una relacion de modulos, no de vectores, ya
que las fuerzas F y ! N 1o son paralelas sino perpendicu-
lares. En resumen, F o T ,uN

Puesto que es el cociente entre dos modulos de fuerzas,
el coeficiente estatico de rozamiento es una magnitud de
dimensi6n uno.

En un objeto que no desliza, el modulo de la fuerza de ro-

zamiento es en general menor que el maximo, F. < F. . .

Unicamente coinciden, F. = F. ., cuando el desliza-
miento es inminente.

99



Coeficientes de rozamiento

Cuando un objeto ya esta deslizando, la interaccion entre
superficies se hace mas dificil. El mddulo de la fuerza de
rozamiento es ligeramente inferior al que hubo que vencer
para 1niciar €l movimiento.

El coeficiente u’ entre F. y N en esta situacion se denomina
coeficiente cinético de rozamiento o coeficiente dindmico
de rozamiento. Es ' < u, y también es una magnitud de
dimension uno.

En este documento consideraremos y' = u, salvo que espe-
cificamente se indique lo contrario.
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Ejercicio 8

Un bloque de masa m = 3 kg asciende
inicialmente a vy = 2m/s a lo largo de
un plano inclinado un angulo 6 = 27°,
con el que tiene un coeficiente de roza-
miento u = 0,2. Del bloque tira una
fuerza horizontal de médulo F = 30 N.
. Cual es el modulo de la velocidad del
bloque después de recorrer 10 m?

T
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Antes de comenzar con el gjercicio, es conveniente un repaso visual
sobre angulos de 1gual valor.

\O

Y\
\ B

a = =y=5

a\

Perpendiculares entre si

N

AN

Perpendiculares entre si
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El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo
objeto de analisis, el bloque en este caso.

-

a/ Las fuerzas que actiian sobre el bloque
—»  son:
= F mencionada en el enunciado.
AP \IV peso.

: reaccion normal.

s U e

. fuerza de rozamiento.

Como consecuencia de la accion de estas fuerzas, el bloque tiene
una aceleracion a (comun al centro de masas y a todos los puntos
del bloque, ya que el movimiento resultante es de traslacion).

Se conoce la orientacion de todos los vectores excepto d, que puede
tener el sentido representado (si F es lo suficientemente grande) o
el opuesto (s1 no lo es).
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Hay que establecer un sistema de referencia, si el enunciado no espe-
cifica uno. Aqui hemos elegido el que se muestra en la figura.

a
R
F
Y E -
&7 PYO\N

X

De F' y P se conocen modulos y orientaciones.
De N y E. se conocen sus orientaciones, pero no sus modulos.

De a se conoce su direccion, pero no su modulo ni su sentido. Por
tanto, se desconoce su componente X, aunque si se sabe que la 'Y es 0.

Por tanto, tenemos 3 incognitas, N, F. y a,.. Necesitamos pues 3
ecuaciones.
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Hay que establecer un sistema de referencia, si el enunciado no espe-
cifica uno. Aqui hemos elegido el que se muestra en la figura.

aCH @ciso: \

P N =oneTs 0
Y ﬁr _)l/\_) No es cierto en general. Y en los casos
rd PyO\N en que lo sea, debe llegarse a ello por
X medio del desarrollo, y no como un

k apriorismo. /

Aplicando el teorema del centro de masas,
P+N+FE +F=md
(=3 X%x9,8sen27°; —3 X 9,8cos27°)+(0; N) +(—F;0) +
+(30cos 27°; —30sen 27°) = 3 (a,;0)
~13,35 — F. + 26,73 = 3a,
{ —26,20+ N — 13,62 =0
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—13,35 - E. + 26,73 = 3a,
—26,20+ N —13,62=0 —— N = 39,82 N—‘ (# mg cos0)

Como el bloque esta deslizando, l

E. =FE. = uN = 0,2N

max

F. =02 x 3982 = 7964 N —j

~ —13,35— 7,964 + 26,73 = 3a,, — a, = 1,805m/s*

Se trata de un movimiento rectilineo con aceleracion constante. Por
tanto, es aplicable la expresion

U, = \/v,?o +2a,(x —xy) =+/224+2x1,805x 10 = 6,332m/s
v =6,332m/s
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La ultima parte del ejercicio es una aplicacion de cinematica. La parte
de dinamica ha consistido en obtener a, conociendom, F, u, 6y g.

El ejercicio se resolveria con el mismo planteamiento si alguno de

esos datos fuera desconocido, y a cambio se conociera a,.

Sabiendo que a,, = 3 m/s?:

» ;cual es la masa del bloque, s1 el resto de datos son los mismos?
m = 2,611 kg

* ;cual es el modulo de la fuerza horizontal que tira del bloque, s1 el
resto de datos son los mismos? FF = 34,47 N

* ,cual es el coeficiente de rozamiento del bloque con el plano
inclinado, si1 el resto de datos son los mismos? y = 0,1101

* ;cual es el modulo de la aceleracion de gravedad del planeta en que
nos hallamos, si el resto de datos son los mismos? g = 7,912 m/s*

» ;cual es el angulo de inclinacion del plano, si el resto de datos son
los mismos? 8 = 22,14° (aviso: las ecuaciones obtenidas son mas
complicadas de resolver en este caso)
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Tarea:

Resuélvase el ejercicio con F = 22,5 N, y compruébese que en tal
caso es a, = —0,1940 m/s? y v = 0,3464 m/s.

A partir de este valor de a,., obténgase también:

a) el modulo de la velocidad del bloque tras recorrer 11 m (resulta
v =+/—0,268m/s, lo que indica que no le es posible llegar alli);
b) la distancia que recorre el bloque hasta detenerse (resultado:

d =10,31 m)
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Elementos ideales

Se dice que una cuerda, hilo o cable es 1deal si es inexten-
sible y carece de masa.

Ejemplo de consecuencias de cuerda ideal tensa

A B Por ser inextensible, los puntos
O O A y B tienen el mismo despla-

zamiento, la misma velocidad,
y la misma aceleracion.

Por carecer de masa, es:

Ty Ts 4 Ty+Ts=0a=0=
= TA — _TB =
Diagrama de cuerpo libre de la cuerda =T, =Tg

El modulo de la tension no

varia a lo largo de la cuerda.
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Elementos ideales

Se dice que una cuerda, hilo o cable es 1deal si es inexten-
sible y carece de masa.

Eiemplo de consecuencias de cuerda ideal no tensa

A B La cuerda no ejerce ninguna
O Q fuerza.

El desplazamiento, la velocidad
y la aceleracion de los puntos A

o\/o y B no coinciden.
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Elementos ideales

Se dice que una polea es 1deal s1 gira sin friccion y carece
de masa.

Ejemplo de consecuencias de cuerda y poleas ideales

Por ser la cuerda inextensible,
CA el espacio recorrido por el
punto B, y los mddulos de su

velocidad y aceleracion, son
1guales a los de A.

B Por carecer la cuerda de masa,
y por ser las poleas 1deales, el
modulo de la tension no varia a
lo largo de la citada cuerda.”

" La relevancia de que las poleas sean ideales para este hecho, y qué sucede si no lo son, se estudiara en
el tema “Dinamica del sélido rigido”.
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Ejercicio 9 @ ®
El sistema de la figura se halla inicial- [ 1
mente en reposo. Las masas de los

bloques sonm; = 8kg, m, = 20kg Q@ ©)
y m3 = 20 kg. El coeficiente de roza-
miento entre el bloque 2 y el suelo es u, = 0,2. Los hilos y poleas
son 1deales. Obténgase: los modulos de las tensiones en los dos hilos,
Ay B, de la fuerza de rozamiento, y de la aceleracion de los bloques;

la distancia que debe recorrer el bloque 3 para que el mddulo de su
velocidad sea 1,4 m/s.

Dado que la masa del bloque 3 es mayor que la del bloque 1, hay
dos posibles comportamientos: el bloque 3 desciende arrastrando a
los otros dos; o el sistema permanece en reposo. Supongamos que
se da el primero.

Hipotesis: el bloque 3 desciende.
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Esta expresion es cierta, pero inadmisible. Y no se admitira.

La expresion no se basa en ninguna ley de la Fisica. No se trata de la
segunda ley de Newton; la a que aparece no es aceleracion, sino un
modulo; y el miembro de la derecha no es resultante de fuerzas, sino
una suma y resta de modulos de fuerzas de orientaciones dispares.

No existe ley de la Fisica que diga algo asi como que masa total por
modulo de aceleracion igual a modulos de fuerzas a favor del movi-
miento menos modulos de fuerzas en contra.

Para dejarlo claro: la expresion anterior no es un punto de partida,
sino que en si misma es un resultado. Y hay que llegar a ¢€l.
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iy
T el sistema de referencia que se muestra.
VA T Al

El primer paso es realizar los diagramas de cuerpo
libre de los cuerpos implicados. Ademas, elegimos

—>

TA 2

o

. peso del bloque 1.
: fuerza ejercida por el hilo 4

sobre el bloque 1.

. peso del bloque 2.
. reaccion normal del suelo

sobre el bloque 2.

. fuerza de rozamiento del

suelo sobre el bloque 2.

T T3

T'g, a,

<+ _—> =)
P, P
3

> FTZ T_>
X N,

.

T,-: fuerza ejercida por el hilo 4
sobre el bloque 2.

Tz, fuerza ejercida por el hilo B
sobre el bloque 2.

P5: peso del bloque 3.

Tz4: fuerza ejercida por el hilo B
sobre el bloque 3.

- - - .
a,, d, y as: aceleraciones de los

bloques 1, 2 y 3, respectivamente.



A |
YA T TAl R T TBS
Ty2 Tpy dy
<+ _ —> =)
<_>_ PZ 1_))
I 3

P ?
: > "2 _ a
X N, >

Se conoce la orientacion de todos los vectores, y los modulos de los
pesos. Se desconocen los modulos N;, F., Ty (comin a Tyq y Ty,

por ser hilo y polea ideales), Tp (comun a T 52 ¥ 733 por ser hilo y
polea ideales), y a (com0n a d,, d, y d; por ser los hilos ideales).

Por tanto, tenemos 5 incognitas. Necesitamos pues 5 ecuaciones.
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51]

YA TTAl i R TTBB
Ty; Tg, a
: e
- <+ -
Py e ’ P3
> "2 _ a
X N, >

Aplicando el teorema del centro de masas a cada bloque,
Py + Ty = myd,
ﬁz'l‘ﬁz'l‘ﬁrz +TA2+TBZ =m26_l)2

— — N
P3 + T3 = mzas
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51]

VA TTAl

Aplicando el teorema del centro de masas al bloque 1,
Py + Ty = myd,
0=0

0; — + (0;T,) = 0:a
(0; —myg9) + (0; ) = my( ){—mlg+TA=m1a
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YA €&— _ —> =)
<« ?2
E., T—’
N,
>
X

Aplicando el teorema del centro de masas al bloque 2,
ﬁz‘l‘ﬁz‘l‘ﬁrz +TA2+TBZ =m26_l)2
(0; —myg) + (0; Ny) + (—F.; 0) + (=T4; 0) + (Tz; 0) = my(a; 0)

_F;ﬂz _TA +TB =m2a
—myg +N2 =0
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TTB3

Aplicando el teorema del centro de masas al bloque 3,
P + Tpz = m3ds
0=0

0; — + (0;TR) = 0; —
(0; —m3zg) + (0; Tp) = m3(0; —a) {—m3g+T3 — —maa
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-myg + 1T, = ma

_F;AZ — TA + TB — Mmsya
_ng + NZ — O
—m3g + T = —m3a
Como el bloque 2 esta deslizando,
FT'Z — Frzméx — l’l'zNZ

Ya tenemos asi el sistema de 5 ecuaciones con las 5 incognitas
previstas: N, F., Ty, Tg y a.
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-myg + 1T, = ma ~—myg + 1T, = mya

—EZ—TA+TB=m2a A>_M2m2g_TA+TB=m2a
_ng+N2=O—N2:m2g—
—m3g + T = —m3a ~mszg — Tg = msza
| ]
FT'Z — P;ﬂzméx — ”ZNZ = FT'Z — Mzng
—-myg + 1, = mqa Sumando estas tres ecuaciones, resulta

—U,myog — Ty +Tg =mya p — (Mg + my, + my)a =

msg — Iy = mza — MmM3zg —mig — UMy g
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_ mzg —myg — Umyg  20x98-8x%x98-0,2x20x93
o omy+my+mg 8 + 20 + 20
= 1,633 m/s?

Mg+ T, =ma=—-8x98+T, =8x1,633=T, =91,46 N
msg _TB = Mmsza = 20 X9,8_TB = 20 X 1,633 = TB — 163,3N
F. = uym,g = 0,2 X 20 X 9,8 = 39,2 N

2

Los resultados obtenidos son coherentes (es a > 0m/s*, T, > 0Ny

Tz > 0 N), por lo que la hipotesis adoptada (el bloque 3 desciende) es
correcta.

Por ultimo, puesto que el movimiento del bloque 3 es rectilineo con
aceleracion constante, se tiene que

V3 = \/v§0 + 2a3(s3 — 530) = 1,4 = \/02 + 2 X 1,633d; =

= 1,96 = 3,266d; = d5 = 0,6 m
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Ejercicio 10 @ ®

El sistema de la figura se halla inicial- [
mente en reposo. Las masas de los
bloques sonm; = 8kg, m, = 20kg Q@
y m3 = 20 kg. El coeficiente de roza-

miento entre el bloque 2 y el suelo es@ Los hilos y poleas

|

©)

son 1deales. Obténgase: los modulos de Iastensiones en los dos hilos,
Ay B, de la fuerza de rozamiento, y de la aceleracion de los bloques;
la distancia que debe recorrer el bloque 3 para que el mddulo de su

velocidad sea 1,4 m/s.

Dado que la masa del bloque 3 es mayor que la del bloque 1, hay
dos posibles comportamientos: el bloque 3 desciende arrastrando a

los otros dos; o el sistema permanece en reposo. Supongamos que
se da el primero.

Hipotesis: el bloque 3 desciende.
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Repitiendo el desarrollo del ejercicio anterior, se obtiene

_mgg—mlg—,uzng_20><9,8—8><9,8—0,8><20><9,8_
 omy+my+mg 8 + 20 + 20 B
= —0,8167 m/s* < 0m/s?

S1 el bloque 3 estuviera descendiendo inicialmente, seria valido que
la aceleracion hiciera disminuir el modulo de la velocidad.

Sin embargo, nuestro sistema se encuentra inicialmente en reposo. Y
no tiene sentido que el bloque 3 arranque hacia abajo con una acele-
racion contraria.

Conclusion: la hipotesis “el bloque 3 desciende” no es correcta.

Nueva hipotesis: el sistema permanece en reposo.
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VA TTAl

>
X

. peso del bloque 1.
: fuerza ejercida por el hilo 4

sobre el bloque 1.

El primer paso es realizar los diagramas de
cuerpo libre de los cuerpos implicados.

T Tp3
Tp2 I'gy
— Q. —r i}
<+ r =
S 2 P,
Fr2 ~
N,
?AZ: fuerza ejercida por el hilo 4

sobre el bloque 2.
Tz, fuerza ejercida por el hilo B

. peso del bloque 2. - sobre el bloque 2.
: reaccion normal del suelo P3: peso del bloque 3.

sobre el bloque 2. 733: fuerza ejercida por el hilo B
: fuerza de rozamiento del sobre el bloque 3.

suelo sobre el bloque 2. Con la hipotesis adoptada, las

aceleraciones son nulas.
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VA TTAI

¥

>
X

T -
Tz TI'gy
<+ >
S Ci)” 2 ﬁﬁ)
/&

&) T_)
N,

Se conoce la orientacion de todos los vectores, y los modulos de los
pesos. Se desconocen los modulos Ny, F., T4 (comin a Ty y Tyy),

Yy TB (COmﬁn d TBZ y ?33)'

Por tanto, tenemos 4 incognitas. Necesitamos pues 4 ecuaciones.

Por variar, en esta ocasion utilizaremos los valores de los datos

desde un principio.
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YA TTAl TTB?)
Ty; T,

! — P !

R < P R

Py e ’ P3

> 2 T_>

X N,

Aplicando el teorema del centro de masas a cada bloque,
}_))1 + TAl — 6
ﬁ2+ﬁ2+ﬁ7‘2 +TA2+TBZ =6

ﬁ3+TB3=6
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VA TTAl

Aplicando el teorema del centro de masas al bloque 1,
ﬁl + TAl — 6

0=0

0;,—8x98)+(0;7,) =(0;0
( )+ (07 = ( ){_78’4”/1:0
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Aplicando el teorema del centro de masas al bloque 2,
ﬁ2+ﬁ2+ﬁ7‘2 +TA2+TBZ :6
(0;—20 % 9,8) + (0; N,) + (—F.; 0) + (=T,; 0) + (T; 0) = (0; 0)

_F;‘Z_TA-I_TB:O
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YA TTB3

¥

Aplicando el teorema del centro de masas al bloque 3,

ﬁ3+733:6

>
X

0=0

0;,-20x9,8)+ (0;75) = (0;0
( )+ (0575) = ( ){_196”3:0
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—784+T, =0

_F;"Z_TA-I_TB:O

—196+ Tz =0

Como el bloque 2 no esta deslizando, M

Ni es aplicable, ni es necesaria para
obtener los valores de las 4 incognitas.

Ya tenemos asi el sistema de 4 ecuaciones con las 4 incognitas
pl‘eVistaS: Nz, FTZ’ TA y TB'
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—784+T, =0 —=T, = 784N

{—F,,Z—TA+TB=0 - —F, —784+196 =0 —

~196+T5 =0 —~ Tz =196N— = 1176N

A falta de comprobar la hipotesis, las respuestas a las preguntas del

€Jerciclo son:

Ty=784N;Ty =196 N;F, =117,6N;a = 0m/s
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Para que, por efecto de la fuerza de rozamiento, el sistema permanez-
ca en reposo, el requisito es que dicha fuerza de rozamiento pueda
alcanzar el valor necesario, esto es, que

F7”2 = Frz

max

Comprobacion:
F., =117,6 N
E. = u,N, =0,8x196 = 156,8 N

2ma

En efecto, F,, < F., . Por tanto, la hipotesis es correcta.

max
Dado que el sistema permanece en reposo, la pregunta sobre la distan-
cia que debe recorrer el bloque 3 para que el mddulo de su velocidad
sea de 1,4 m/s carece de sentido.

Tarea: Resu¢lvase el problema original (ejercicio 9), en el que es
1, = 0,2, utilizando la hipotesis de reposo, y compruébese que en tal
casoes i, = 117,6 Ny k. = 39,2 N, estoes, que F, > F,

max max
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Ejercicio 11

El sistema de la figura se halla inicial-
mente en reposo. Las masas de los
bloques son m; = 8 kg, m, = 20 kg
y m3 = 20 kg. El coeficiente de roza-
miento entre el bloque 2 y el suelo es
U, = 0,2. En el plano inclinado, es ©
6 = 26°. Los hilos y poleas son 1dea-
les. Obténgase: los modulos de las tensiones en los dos hilos, 4 y B,
de la fuerza de rozamiento, y de la aceleracion de los bloques; la dis-

tancia que debe recorrer el bloque 3 para que el modulo de su velo-
cidad sea 1,4 m/s.

El ejercicio es 1idéntico al 9, salvo porque el bloque 2 se apoya en un
plano inclinado. Por tanto, la aplicacion del teorema del centro de
masas a los bloques 1 y 3, y las ecuaciones obtenidas, siguen siendo
validas. Veamos que ocurre con el bloque 2.
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Procedimiento 1: utilizar con el bloque 2 el mismo sistema de
referencia que con los demas.

TAZ
YA V\
»‘\
r W > Aplicando el teorema del centro de
Nz 0 Pz BZ\ masas al bloque 2,

)z P2+N2+Fr2+TA2+TBZ=mZC_l>2

(0; —m,g) + (N, sen8; N, cos8) + (—F,,2 cos 6 ; F,., sen 9) +
+(—T,cos0;T,senB) + (TzcosB; —Tzsenb) =
=m,(acosf;—asenb)

sten0+(—52 —TA+TB)COSH = m,a cos 6

—m,g + N, cosH+(Fr2 +TA—TB)sen9 = —m,asenf
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Con el resto de ecuaciones obtenidas en el ejercicio 9, ya tenemos el
sistema de 5 con las 5 incognitas previstas: Ny, F., Ty, Tg y a.

—myg + TA = mqa

sten9+(—F,,,2 —TA+TB)COSH = m,a cos 6

—mo,g + N, cos 8 + (F,,2 + T, )— TB) senfd = —m-,asenf

-

—msg + TB = —msa

= Uy N,

2max
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Procedimiento 2: utilizar con el bloque 2 un sistema de referencia
especiﬁco mas comodo.

Ty,
v'\\ ;
ﬁrz ? \Tﬁz Aplicando el teorema del centro de
= masas al bloque 2,
2 - — - — — N
Xz P2+N2+FTZ+TA2+T32:m2a2

(m,gsenf;—m,gcosf)+ (0; N,) + (—Frz; 0) + (T4 0) +
+(T’3; 0) = my(a; 0)

Ve

mpgsenb —F. —T,+Tp =mya

—m,gcosf + N, =0

-
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Con el resto de ecuaciones obtenidas en el ejercicio 9, ya tenemos el
sistema de 5 con las 5 incognitas previstas: Ny, F., Ty, Tg y a.

—myg + TA = mqa

-

mpgsen6 —F. =T, +Tp =mya

-

- —mq g + TA = mqa

—m,gcosd + N, =0 — N, =m,g cos 0 —

_mgg + TB —_ _mga

b, =t =W,

max

~mszg — Tg = msza

L F., = upmyg cos 6 -

L—m1g+TA = mqa

m,gsenf — u,m,gcos —T,+ T = mya

msg — I'p = mza

N

J

Sumando estas
tres ecuaciones,
resulta

L (my + my, + m3)a = myg —myg + mygsen6 — u,m,g cos 6
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_mzg —myg +mygsent — u,mpgcosf

m4q +m2 +m3
B 20xX98—-8x%x98+4+20x%x98sen26°—0,2 X 20 X 9,8cos26°
B 8 + 20 + 20

= 3,506 m/s?
Mg+ Ty =ma=—8x98+T, =8x3,506=T, = 106,4 N

msyg — Ty =mza=20%X98—-T; =20X%x3,506=>T5 =1259N
E. =u,m,gcosf =0,2x%x20x9,8cos26°=3523N

2

Los resultados obtenidos son coherentes (esa > 0m/s?, T, > 0Ny
Tg > 0 N), por lo que la hipotesis adoptada (el bloque 3 desciende) es
correcta.
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Puede verse que con el segundo procedimiento se obtiene un sistema
de ecuaciones de resolucion mas sencilla.

Con el primer procedimiento, de la aplicacion del teorema del centro
de masas al segundo bloque se llego a las ecuaciones

N, sen 8 + (—F,ﬂ2 — T, + TB) cos0 = myacos6

—m,g + N, cos@+(Fr2 +TA—TB)sen9 = —m,a sen B

-

Multiplicando la primera por sen 8, la segunda por cos 8, y sumando,
resulta

N, sen?0 + (—F. — T, + Ty )sen@ cos @ = myasen® cos 8
2

—m,g cos @ + N, cos? 0 + (F,,2 + Ty —TB)Sen9C089 =
= —m,a senf cosf

-

—m,gcosf + N, =0

Se trata de la ecuacion obtenida para la componente Y por el segundo

procedimiento.
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Volvemos a escribir las ecuaciones obtenidas mediante el primer
procedimiento.

sten9+(—F,ﬂ2 —TA+TB)COSH = m,a cos 6

—m,g + N, cos@+(Fr2 +TA—TB)sen9 = —m,a sen @

Multiplicando la primera por cos 0, la segunda por —sen 8,y
sumando, resulta

N, senf cos 6 + (—F,, — T, + T) cos? 8 = mya cos? 6

m,gsenf — N, sen 8 cos 0 — (F,ﬂ2 + T, — TB) sen? 0 =
= m,a sen® 8

mpgsenb —F. —T,+Tp =mya
Se trata de la ecuacion obtenida para la componente X por el segundo

procedimiento.
Por tanto, como debia ocurrir, los sistemas de ecuaciones obtenidos

por los dos procedimientos tienen las mismas soluciones.
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Por lo que respecta a la ultima pregunta del ejercicio, ypuesto que el
movimiento del bloque 3 es rectilineo con aceleracion constante, se
tiene que

V3 = \/vgo + 2a3(53 — 530) = 1,4 = \/O2 + 2 X 3,506d; =

= 1,96 = 7,012d; = d, = 0,2795 m
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Fuerzas de inercia

Recordemos la relacion de aceleraciones en un movimiento
relativo.

a=a +dy +axr +oxX(@WX7)+2w XV
Aplicada al centro de masas de un sistema de puntos mate-
riales, es

e =de+dg + A X1+ 0 X (WXT:)+ 2w X Vg
Por tanto,

Ar =0 — Ay —AX T — W X (W XT:) — 2w X Vg

md, = mdc + [—-madg] + [-ma X v5] +

+[—-mw X (0 X 7.)] + [-m2 w X v/]
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Fuerzas de inercia

De acuerdo con el teorema del centro de masas, la suma de
. -
las fuerzas exteriores es ), F = ma,. Por tanto,

mc?'C—ZF+ —madgy | + [-ma X 7¢] +

[—mw X (w X 72)] + [-m2 w X V]

Los términos marcados en rojo son las denominadas fuerzas
de 1nercia, fuerzas aparentes que un observador movil perci-
be como reales, pero que en realidad no existen.

Como ejemplos, —md es la que parece existir hacia atras
cuando un autobus arranca, y hacia delante cuando frena, y
—mw X (w X 7/) esta relacionada con la llamada fuerza
centrifuga que parece actuar hacia fuera de una curva.
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Fuerzas de inercia

Denotando las fuerzas de inercia como ﬁin, desde el punto
de vista del observador movil se cumple que

2ﬁ'+2ﬁm=m§'c

Dado que el desarrollo se ha aplicado al centro de masas,
ese es para el observador movil el punto de aplicacion de
las fuerzas de inercia.
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Fuerzas de inercia

Como se ha indicado, las fuerzas de inercia no son reales,
por lo que también reciben los nombres de fuerzas ficticias
y pseudofuerzas.

Las fuerzas reales, como establece la tercera ley de Newton,

son ejercidas mutuamente entre dos cuerpos. Esto no es asi
con una fuerza de inercia que aparentemente actue sobre un
cuerpo A, ya que:

* no hay cuerpo B que la esté ejerciendo;

* no hay cuerpo B sobre ¢l que el A ¢jerza la correspon-
diente reaccion opuesta.
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Ejercicio 12

Un autobus arranca con una 3
aceleracion d,,, constante de 0 -
modulo 2 m/s?. De su techo

cuelga un hilo 1deal con una A
bola de 0,3 kg en su extremo ‘

inferior. Cuando la situacidn se estabiliza, el hilo forma un dngulo
0 con la vertical. Determinese el valor de ese angulo, asi como el
modulo de la tension en el hilo.

Vamos a considerar dos ob-
® 5 d,, servadores,uno fijo" fuera
— del autobus, y otro movil
sentado en este.

-\
O O

* En realidad se mueve con la Tierra. Sin embargo, consideraremos la misma como un sistema inercial

(despreciando sus aceleraciones), que por tanto es indistinguible de un sistema fijo.
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El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo ob-
jeto de analisis, la bola en este caso. El fondo verde corresponde al
observador fijo, y el azul al movil.

0 T Las fuerzas que actiian sobre la bola son:
peso.

P:
T: fuerza ejercida por el hilo.

gl

oM T  Elsistema ligado al observador movil tiene
ﬁm una acel.eracuf)n de traslacion ayy = day- Por
<--- ese motivo, dicho observador percibe que so-
B bre la bola actua la fuerza de inercia (no real)
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El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo ob-
jeto de analisis, la bola en este caso. El fondo verde corresponde al
observador fijo, y el azul al movil.

;f T Como consecuencia de la acciéon de P y T :
la bola tiene una aceleracion a. Dado que
mm) los desplazamientos de la bola son los mis-
mos que los del autobus (la situacion esta
v estabilizada), es a = a,y,.

-

gl

gAT  Como consecuencia de la accion de P, T y
P F;, la bola tiene una aceleracion relativa a’
«--- nula, ya que esta en reposo desde el punto
B de vista del observador movil.
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Hay que establecer sistemas de referencia, si el enunciado no los espe-
cifica. Aqui hemos elegido los mostrados en las figuras.
Ahora vamos a aplicar el teorema del centro

. de masas desde el punto de vista, tanto del
79f I observador f1j0, como del movil.

; P+T=md
(0;—0,3%x9,8) + (T'send;T cosb) =
—0,3(2; 0)

> _
X {Tsen@ = 0,6

; - —2,94 4+ Tcos =0=TcosbO =2,94
Zf P+T+F,,

=
ma

(0;—0,3%x98)+ (T'sen0;TcosO) +
+[—0,3(2; 0)] = 0,3(0;0)

\ 4
> {Tsen9—0,6=O:Tsen9=O,6

—2,944+Tcosf =0=TcosbO =2,94
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Notese que en ambos casos se ha llegado al mismo sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas, 'y 6.

T'senf = 0,6
T T cos O = 2,94

6
Zf" Procedemos a resolverlo.
)

0,6% + 2,942 = (T'sen0)? + (T cos 0)? =

>
X =T =3,0006N
T
0,6 Tsenf
301 = Teost > 0,20408 = tg 6 =
=6 =11,53°
>

= 9,0036 = T%(sen® @ + cos*0) =T? =
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Conviene recalcar que los valores de T' y 6 debian ser independientes
del observador.

* El angulo 6 es el que forma el mismo hilo
E con la misma vertical.
0
Zf . * Imaginemos que el valor de T dependiera
N del observador, y que por ejemplo fuera
3 N para el fijo y 2 N para el movil. ;Qué

v ocurriria si el hilo soportara un maximo de
% 2,5 N? (El observador movil lo veria rom-
79f T

perse y el fijo no?
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Ejercicio 13

Un autobus se mueve con ve-
locidad de modulo constante
Vo = 28 m/s. En el suelo hay
una bascula sobre la que se =
encuentra una caja de 20 kg. ‘
En el instante en que el

autobus se encuentra en el punto mas elevado de un cambio de ra-
sante, la bascula marca 12 kg. ;Cual es en ese punto el radio de
curvatura de la carretera?

Considerese que las dimensiones del autobus son despreciables con
respecto al radio buscado.

—0
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Como ya se indico, una bascula no mide pesos, sino la fuerza que se
ejerce sobre ella.

En la situacion analizada, que marque 12 kg significa que la fuerza
ﬁcb ejercida por la caja sobre la bascula, dirigida hacia abajo, tiene
modulo F.;, = 12 %X 9,8 =117,6 N.

Por la tercera ley de Newton, la fuerza ejercida por la bascula sobre

la caja sera ﬁbc = —ﬁcb. Por tanto, ﬁbc se dirige hacia arriba y tiene
modulo FbC = I'cp = 117,6 N.

Vamos a considerar dos ob-
v, servadores,uno fijo" fuera
- del autobus, y otro movil
sentado en este.

@ —— @

* En realidad se mueve con la Tierra. Sin embargo, consideraremos la misma como un sistema inercial

(despreciando sus aceleraciones), que por tanto es indistinguible de un sistema fijo.
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El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo ob-
jeto de analisis, la caja en este caso. El fondo verde corresponde al

observador fijo, y el azul al movil.

® lﬁ Las_)fuerzas que actuan sobre la caja son:
) P: peso.
TFbC ﬁbcz fuerza ejercida por la bascula sobre
la caja.

El observador movil percibe que sobre la
caja actua una fuerza de inercia (no real) F;,,,

) ? la fuerza centrifuga, dirigida hacia fuera de

o la curva (hacia arriba, por tanto). EI modulo
lﬁ de esta fuerza es
Fin = m v?/ P

T ﬁbc donde p es el radio de curvatura de la carre-

tera.
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El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo ob-
jeto de analisis, la caja en este caso. El fondo verde corresponde al

lﬁ
TFbC

observador fijo, y el azul al movil.

Como consecuencia de la acciéon de P y ﬁbc,
la caja tiene una aceleracion a. Dado que el
modulo de la velocidad es constante, no hay
aceleracion tangencial, por lo que a es igual
a la aceleracion normal, dirigida hacia dentro
de la curva (hacia abajo, por tanto), y cuyo
modulo es v4/p.

Como consecuencia de la accion de P Fbc y

F;.,, la caja tiene una aceleracion relativa a’
nula, ya que esta en reposo desde el punto
de vista del observador movil.
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Hay que establecer sistemas de referencia, si el enunciado no los espe-
cifica. Aqui hemos elegido los mostrados en las figuras.
Ahora vamos a aplicar el teorema del centro
l_, de masas desde el punto de vista, tanto del
[ ) VA

observador fijo, como del movil.
ﬁ + ﬁbc = mC_l)

) (0; —20%x9,8) + (0;117,6) =
al — 20(0; — 282/))

x.0=0 15680
~196 + 117,6 = —

7 A g
n l ﬁ+ﬁbc+ﬁin=m5’
Y’ =
p

P
Fbc

= p=200m

(0; —20%x9,8) + (0;117,6) +
+(0; 20 x 28%/p = 20(0; 0)

TFbc {0 =0 15680
>

—196 + 117,6 +
X P

=0=p=200m
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El desarrollo realizado incluye varias simplificaciones, que vamos a
mencionar y justificar.

* El radio de curvatura de la trayectoria del centro de masas de la
caja, no es igual al de la carretera, sino ligeramente mayor.

* Los centros de masas de caja y autobus no siguen la misma trayec-
toria. Por tanto, la velocidad de la caja no es exactamente la misma
que la del autobus.

Las simplificaciones se justifican en base a que, como indica el enun-
ciado, se considera que las dimensiones del autobus son despreciables
con respecto al radio de curvatura de la carretera.
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Momento lineal

Se denomina momento lineal o cantidad de movimiento de
un punto material, al producto de su masa por su velocidad.

-

p = mv

Se denomina momento lineal o cantidad de movimiento de
un sistema de puntos materiales, a la suma de los momentos
lineales de todos los puntos del sistema.

ﬁ=zﬁi =2mﬂ7i

De acuerdo con su definicidon, el momento lineal es una
magnitud vectorial, y su producto dimensional es

dimp = Mdimv = M(T™IL) = T71LM
La unidad SI coherente del momento lineal es el kg - m/s.
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Momento lineal

Aplicando la definicion de velocidad, y siendo cada masa
m,; constante, resulta

2 o drz B z d(m;r;) _dlX m;7;)
“dt dt dt

Utilizando la expresion del centro de masas de un sistema,

, XMy z N , L d(mrg) drc
Tc = = m:rs = mMrys > p = = m—
C m L'l C p dt dt

En conclusion,

oy
1
=
S

)
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Ejercicio 14

Una polea circular y homogenea gira alrededor de su eje a un ritmo
constante de 100 vueltas por segundo. ;Cual es su momento lineal?

T+

-

Dado que la polea es homogénea, puede con-
siderarse constituida por infinitos puntos ma-
teriales de la misma masa infinitesimal.

Por tanto, el patron de momentos lineales es
el mismo que el de velocidades de los puntos
materiales, con esa masa como factor de es-
cala.
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Dada el enorme ritmo de giro, puede parecer que el momento lineal
debe ser gigantesco.

Sin embargo, debe recordarse que el momento lineal es una magnitud
vectorial, y que el de un sistema se obtiene sumando los de los puntos
materiales que lo constituyen. A la vista del esquema, se deduce que

T ﬁ=2ﬁi=6kg'm/5 Pizpi

l Dado que el centro de masas de la polea se
encuentra precisamente en el eje de giro,
también se puede obtener el momento lineal
como sigue.

— —

p=mv, =m0 =0Kkg-m/s
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Momento lineal

Partiendo del teorema del centro de masas, es
S dv, d(mv,)

-

R=ma =m——

Por tanto, 5
dp

R =
dt

Segunda ley de Newton (formulacion original).
La resultante de las fuerzas exteriores que actuan sobre
un sistema de puntos materiales, es igual al ritmo con
que varia su momento lineal.
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Momento lineal

La formulacion original de Newton y el teorema del centro
de masas son equivalentes ... si la masa del sistema es
constante. En efecto,

dp d(mvc) dm N dv. dm N
- ar Cat e mdt = ¢ e T mdc
. dm dﬁ - - -
S1 m es constante, I 0= I 0V, + ma. = mag
dm dp
Sim no es constante, — # 0 = — # mag
dt dt

ﬁ ° .
En este caso, R no puede ser 1gual a ambas expresiones. La
. -
que es cierta, sea la masa constante o no, es R = dﬁ /dt.
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Momento lineal

Sea un sistema de puntos materiales sobre el que no actiian
fuerzas exteriores (sistema aislado), o aun actuando su re-
sultante es nula. En tal caso,

dp
dt

—

R=0=—=0= p esconstante

Teorema de conservacion del momento lineal.
S1 la resultante de las fuerzas exteriores que actuan
sobre un sistema de puntos materiales es cero, el
momento lineal del mismo permanece constante.
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Momento lineal

Existen procesos, como colisiones o explosiones, en los
que las fuerzas son de gran intensidad y corta duracion.
Estos casos son dificiles de estudiar mediante la aplicacion
directa de las leyes de Newton.

Ejemplo: choque entre dos cuerpos.

Las fuerzas que se ejercen entre si son intensas y breves.

El momento lineal de un cuerpo varia por la accion de las fuerzas
ejercidas por el otro.

S1 se considera el sistema constituido por los dos cuerpos, esas
fuerzas son internas.

S1 la resultante de las fuerzas externas que actuan sobre el
conjunto es nula, el momento lineal del sistema se conserva.
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Momento lineal

Puede parecer que en una explosion como la aqui mostrada,
el momento lineal no se conserva. ;jAcaso no ha pasado de
ser cero a no serlo?

No, porque el momento lineal es una magnitud vectorial.
Es cierto que tras la explosion es p; + p, # 0.

Pero de lo que se trata es de que s es B; + B, = 0.
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Ejercicio 15

Una bola de billar de 0,3 kg se dirige a 2 m/s directamente hacia
otra de 0,5 kg que se encuentra en reposo. Tras el choque, la segunda
se mueve a 1,47 m/s. ;Cual es la velocidad de la primera?

Considérese el sistema constituido por las dos bolas.

Entre los instantes inmediatamente anterior € inmediatamente
posterior al choque, transcurre un brevisimo intervalo de tiempo.

La relevancia de las fuerzas exteriores (pesos, normales, rozamiento)
durante ese intervalo es despreciable.

Por tanto, se admite que el momento lineal del sistema permanece
constante durante el choque.
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Dado que vamos a trabajar con una magnitud vectorial, se requiere
un sistema de referencia.

Puesto que todo sucede a lo largo de una linea recta, es suficiente
utilizar un sistema de referencia unidimensional, con ¢l eje X a lo
largo de dicha linea.

Importante. No debe confundirse la componente inica de un vector
unidimensional con el modulo. P.ej., los vectores (3) y (—3) son
distintos, pero tienen el mismo modulo, 3.
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El momento lineal del sistema inme- INMEDIATAMENTE

diatamente antes del choque es ANTES DEL CHOQUE
5 =m¥; + myB, = 0,3(2) + 0,5(0) = v ®
—.——lb >
= (0,6) kg - m/s my m, X
El momento lineal del sistema inme- INMEDIATAMENTE
diatamente despucs del choque €s DESPUES DEL CHOQUE

p' =myv; + myv, = 1+0,5(1,47) = . . a

= 0,3v; + (0,735) (SI)
Por tanto,
p=p =(06)=03v; +(0,735) = 0,3v; = (—0,135) =
= v; = (—0,45) m/s

Asi pues, la primera bola se mueve tras el choque a 0,45m/s

en sentido contrario al de su movimiento 1nicial.
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Ejercicio 16

Dos objetos, de masas m; = 3 kg y m,, chocan en el aire. Inmedia-
tamente antes del choque, sus velocidades eran v; = (2;3; —1) m/s
y v, = (—3;0; 6) m/s. Inmediatamente después, esas velocidades
pasaron a ser v; = (1; Viy; 0) (SD y v, = (—1,5;1,5; v,,) (SD).
Obténgase los valores de my, V1, y V3.

En base a los mismos argumentos dados en el ejercicio anterior, se
admite que el momento lineal del sistema constituido por los dos
objetos permanece constante durante el choque.

Por tanto,

ﬁ = ﬁ, = m11_7>1 + mzﬁz — mlﬁi + mzﬁé =

= 3(2;3; —1) + my(—3;0;6) = 3(1;v1,; 0) + my(—1,5; 1,5 v3,) =
= (6 — 3my; 9; —3 + 6my) = (3 — 1,5my; 3v1,, + 1,5my; myvy,)
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En consecuencia,

(6—3m,=3—-15m, = —15m, = -3 =>m, = 2kg

9=3v{y+1,5m2 :>3v{y=9—1,5><2=6:>v{y=2m/s

A

-3+ 6m, =m,v,, > —-3+6X2=2v,, =21, =45m/s

-
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Impulso

Se denomina impulso de una fuerza a lo largo de un
intervalo de tiempo, a la integral de dicha fuerza en

ese intervalo.
i~ [“Fa
t

1

Caso particular. S1 F es constante, resulta
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Impulso

De acuerdo con su definicion, el impulso es una magnitud
vectorial, y su producto dimensional es

dim/ =dimF - T = (T"LM)T = T~1LM

La unidad SI coherente del impulso es el N - s.

Notese que el producto dimensional del impulso es el
mismo que el del momento lineal, T"1LM.

Sin embargo, aunque sus unidades SI coherentes son
equivalentes, debe utilizarse la que corresponda: el N - s
para ¢l impulso, y el kg - m/s para el momento lineal.

174



Impulso

Para evitar confusiones, conviene recalcar los aspectos
conceptuales mas relevantes que diferencian impulso y
momento lineal.

* El momento lineal esta asociado a sistemas de puntos
materiales, y el impulso a fuerzas.
Ejemplo: bloque que desciende por un plano inclinado.

Se puede hablar del momento lineal del bloque, y del impulso
del peso, de la reaccion normal, o de la fuerza de rozamiento.
No existe tal cosa como el impulso del bloque.

* El momento lineal es una magnitud instantanea, y el
impulso de 1ntervalo.

Se puede hablar del momento lineal de un bloque al comienzo o
al final de un plano inclinado (instantes), y del impulso del peso
a lo largo del recorrido (intervalo).

175



Impulso

Sea un sistema de puntos materiales sobre el que actiia un
conjunto de fuerzas exteriores. La suma de sus impulsos
en un cierto intervalo de tiempo, es

_)ext—zl —z] F, dt—f (zﬁi) dt=j:ﬁdt

Por tanto, el impulso total del conjunto de fuerzas exteriores
es 1gual al impulso de su resultante.
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Impulso

Puesto que R = dp/dt, se tiene que

-

t t t
T — Zﬁd: Zd_pd — Zd—>: —>t2:—>_—>
ext t dt t p [p]t1 Pz pl
t t t

1 1 1

Por tanto,

lext = Aﬁ

Conviene resaltar dos aspectos de este resultado.

* Requiere que impulso y momento lineal tengan el mismo
producto dimensional, como en efecto es el caso.

* En coherencia con lo que ya se indico, el impulso total en
un 1ntervalo es 1gual al momento lineal en el 1nstante final,
menos el del instante 1nicial.
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Ejercicio 17

Sobre una particula de 2 kg actia una fuerza F = (5; 4t; 3t2) (SI).
¢Cual sera su velocidad en el instante t = 3 s, sabiendo que en el
instante t = 1ses (2;5;4) m/s?

El impulso de la fuerza entre los instantes t = 1syt = 3 ses

[ = jtzﬁdt = jg(s; 4t; 3t2)dt = [(5t; 2t%;t3)]3 =
ty 1
=(5%x3;2x3%433)-(5x1;2x1%13) =
= (15;18;27) — (5;2;1) = (10;16;26) N - s
Por tanto,
[ = Aj = (10;16; 26) = 25(3) — 2(2; 5; 4) = 23(3) — (4;10;8) =
= 23(3) = (10; 16; 26) + (4; 10: 8) = (14; 26; 34) =
= v(3) =(7;13;17) m/s
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Momento angular

Se denomina momento angular o momento cinético de un
punto material, respecto a un punto del espacio, al momento
del momento lineal de dicho punto material respecto al cita-
do punto del espacio.

Sea un punto material P de masa .
m con velocidad v, y por tanto m P
con momento lineal p = mv. Su p

é
momento angular L, respecto a

un punto A es M, (#). Por tanto, AP %
A

— 2

ZA:APXﬁ
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Momento angular

El momento angular satisface las propiedades de cualquier
momento de vector. Asi:

* sumodulo es el del momento lineal multiplicado por su
brazo respecto al punto considerado, L, = pd,;

* su direccion es perpendicular al

plano definido por la linea de > D
accion del momento lineal y el m
citado punto; P d,
* su sentido es el del producto AP /

vectorial que lo define.

W}, A
M
5
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Momento angular

Se puede interpretar el sentido del momento angular como
el correspondiente, por la regla de Maxwell, al sentido en
que el punto material rodea al punto considerado.

Aqui, “rodear” no debe entenderse como “girar alrededor de”, sino a
coOmo un observador, situado en el punto considerado, ha de girar la
vista para seguir con ella al punto material.

En el ejemplo, en el tramo rojo hay que

girar la vista en sentido horario, y en el

verde en el antihorario. Por la regla de

Maxwell, esto se corresponde con que X
L, se dirige durante el primer tramo %) A
hacia dentro de la pagina, y durante el

segundo hacia fuera.
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Momento angular

En esta figura se muestra un punto material P, y su momento angular
respecto a tres puntos A, By C.

Observese la relacion entre el sentido de un momento angular y el del
giro de la vista.
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Momento angular

De acuerdo con su definicion, el momento angular es una
magnitud vectorial, y su producto dimensional es

dimL = Ldimp = L(T~'LM) = T-1L2M

La unidad SI coherente del momento lineal es el kg - m#/s.
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Ejercicio 18

Una particula de masa m se mueve sobre el eje X de un sistema de
referencia con velocidad constante v, siendo su vector de posicion

r = (vt; 0;0) (t € (—o0; )). ;Cuales son sus momentos angulares
respecto a los puntos A(0; b; 0) y B(0; —b; 0)?

Aunque no es necesario para la resolucion del ejercicio, se incluye
aqui una representacion grafica, junto con el sistema de referencia

dextrogiro utilizado.” Y@

En primer lugar obtenemos el momento lineal de ;_ g

la particula, y .lo.s Vectores.que van de los puntos t ) P 17| _

Ay B alaposicion P de dicha particula. <z m - p X
p = mv = m(v;0;0) = (mv;0;0) L op

—
AP = (vt;0;0) — (0; b; 0) = (vt; —b; 0)
—
BP = (vt;0;0) — (0; —b; 0) = (vt; b;0)
“El eje Z se dirige hacia el lector. Recordemos que, con caracter general, algo perpendicular a una pagina

se representa por - si se dirige hacia fuera, y por X si lo hace hacia dentro.
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Los momentos angulares de la particula respecto a los puntos A y B
son:

ZA=ﬁxﬁ=(vt;—b;O)X(mv;O;O)= vlt _jb I(j =
mv 0 O
= (0; 0; mvb)
I I ] k
Ly =BPxp=wt;b;0) x ((mv;0;0) =yt p ol=
mv 0 O

= (0; 0; —muvb)
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L, = (0; 0; mvb) Yg*

T QL
Ly = (0; 0; —mvb) o N A ]
' (o)
A ) w
Notese que, en este caso, los momentos angulares (| Z m P X
o . m
no varian con el tiempo. 1= o0,

Notese tambien que, como se habia indicado:

« sus modulos son el de p (p = mv) por los correspondientes brazos,
ambos b (obsérvese que, durante el movimiento de la particula, ni
p ni b varian);

* sus direcciones son perpendiculares al plano definido por punto y
linea de accion de p, la propia pagina en este caso;
* sus sentidos son los representados en la figura (L, hacia fuera de la

pagina; L g hacia dentro) y se corresponden, por la regla de Maxwell,
con el sentido en que el punto material rodea” al punto considerado.

*Dado que la trayectoria del punto material es rectilinea, este no gira alrededor de A, B, ni ningin punto.

Reiteramos que por rodear nos referimos a que un observador ha de girar la vista para seguir con ella al
punto material.
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Ejercicio 19

Una particula de masa m se mueve sobre el plano XY de un sistema
de referencia con velocidad de modulo constante v, siguiendo una
trayectoria circular de radio R y centro en el origen de coordenadas.
Su vector de posicion es ¥ = (R cos(vt/R); R sen(vt/R);0).

¢/ Cual es su momento angular respecto al origen de coordenadas?

Aunque no es necesario para la resolucion del ejercicio, se incluye
aqui una representacion grafica, junto con el sistema de referencia

dextrogiro utilizado. YA K

En primer lugar obtenemos la velocidad, el momento v
lineal de la particula, y el vector que va del origen de ol P m
coordenadas O a la posicion P de dicha particula. - ZC\]E =
v =dr/dt = (—vsen(vt/R);vcos(vt/R);0)
p = mv = (—mv sen(vt/R) ; mv cos(vt/R); 0)
OP = (R cos(vt/R); R sen(vt/R);0) — (0; 0;0) =
= (R cos(vt/R); Rsen(vt/R);0)
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El momento angular de la particula respecto al punto O es

Z OPXp—
= (Rcos(vt/R);Rsen(vt/R);0) X (—mvsen(vt/R); mvcos(vt/R);0) =

{ 7 k
R cos(vt/R) Rsen(vt/R) 0| =
—mvsen(vt/R) mvcos(vt/R) O

= (0; 0; mvR cos?(vt/R) + mvR sen*(vt/R)) =
= (0; 0; mvR[cos?(vt/R) + sen?(vt/R)]) =
= (0; 0; mvR)
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ZO = (0; 0; mvR)

Notese que, en este caso, el momento angular no
varia con el tiempo.

Notese tambien que, como se habia indicado:

 sumodulo es el de p (p = mv) por el brazo, que es R (obsérvese que,
durante el movimiento de la particula, n1 p n1 R varian);

* su direccion es perpendicular al plano definido por el punto O y la
linea de accion de p, la propia pagina en este caso;

* su sentido es el representado en la figura (hacia fuera de la pagina)
y se corresponde, por la regla de Maxwell, con el sentido en que el
punto material rodea” al punto O.

" Obsérvese que en este caso el punto material si gira alrededor de O, en concreto en sentido antihorario.
Aun asi, notese que sigue vigente el criterio de que por rodear nos referimos a que un observador ha de
girar la vista para seguir con ella al punto material.
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Tarea: Compruébese que el momento angular de la particula respecto
al punto A(2R; 0;0) es ZA = (0; 0;mvR(1 —2 cos(vt/R))), y por
tanto varia con el tiempo.

Tarea: Analicese la componente Z de ZA, com-
probando que es negativa cuando la particula
recorre el tramo rojo de la figura, cero en los
extremos de dicho tramo, y positiva en el resto
de la trayectoria. Relacidonese esto con el senti-
do en que la particula, en cada punto de su tra-
yectoria, rodea al punto A.
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Momento angular

Se denomina momento angular o momento cinético de un
sistema de puntos materiales, respecto a un punto del espa-
c10, a la suma de los momentos angulares de todos los pun-
tos del sistema respecto al citado punto del espacio.

ZA:zZAi: AP; X B;
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Ejercicio 20

Un molinillo esta constituido por dos varillas
(longitud 0,4 m; masa despreciable) soldadas v
entre si, y cuatro esferas (masa 2 kg; radio des-
preciable), una en cada extremo. El molinillo

gira en su plano en sentido horario, alrededor 2 X

del punto A, con una velocidad angular de médulo 10 rad/s. En la
posicion representada en la figura, ;cuales son el momento lineal
del molinillo, y su momento angular respecto a A?

P Puesto que las varillas tienen masa despreciable,
1 P el molinillo esta constituido por cuatro puntos
P, materiales (las esferas de radio despreciable). En
la posicion analizada, estos puntos se encuentran
Ps en Py, Py, P; y P,.
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Los puntos giran con ¢l molinillo en sentido horario a 10 rad/s, reco-

rriendo una circunferencia de radio r = 0,2 m (la mitad de la longitud

de una varilla). Asi, los cuatro tienen velocidades del mismo modulo,
v=wr=10x%x0,2=2m/s

En el sistema de referencia proporcionado, las velocidades y momen-
tos lineales de los cuatro puntos materiales son:

v, = (2;0;0)m/s
p1 =myv; = 2(2;0;0) = (4;,0;0) kg - m/s
v, = (0; —2;0)m/s
. Pomh—p P, = MyU, = 2(0;—2;0) = (0;—4;0) kg - m/s
v3 = (—2;0;0)m/s
- > p3 = m3v3 = 2(—2;0;0) = (—4;0;0) kg- m/s
P, I
2

v, = (0;2;0)m/s

Py = myv, = 2(0;2;0) = (0;4;0) kg - m/s
Z X
El momento lineal de las varillas es nulo ya que, como se indica, su

masa es despreciable.
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El momento lineal del molinillo es la resultante del conjunto de
vectores {py; Dz; D3; Pa}-
P=p1+Dr+DP3+Ps=

=(4;0;0) + (0;-4;0) + (—=4;0;0) + (0;4;0) =

= (0;0;0) kg- m/s
Por la simetria de la distribucion de masas del molinillo, su centro de
masas se encuentra en el punto A, inmovil por pasar por ¢l el eje de
giro. Por tanto, el momento lineal puede también obtenerse como
sigue.

. P p=mvc=(2+2+2+2)(0;0;0) =
v
a L = (0;0;0) kg - m/s

v4 A 2

Y P,
> 133 2
4—3«
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El momento angular del molinillo respecto al punto A es el corres-
pondiente momento del conjunto de vectores {p;; Py; D3; Palt-

LA LA1+LA2+LA3+LA4:

AP, X By + AP, X B, + AP; X Bz + AP, X B,

|

Es: AP; = (0;0,2;0) m; AP, = (0,2; 0; 0) m; AP; = (0;—0,2; 0) m;
AP, = (=0,2; 0; 0) m.

Con estos valores, y realizando los productos vectoriales, resulta
L, = (0;0,2;0) x (4;0;0) +

., Piomp—> +(0,2;0; 0) x (0; —4;0) +
Pa V1 P1
5l B +(0; —0,2; 0) X (—4; 0;0) +
YA P, 7, +(=0,2;0;0) X (0;4;0) =
L@p, 73 — (0;0; —0,8) + (0; 0; —0,8) +

= (0;0; —3,2) kg - m?/s
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Otra forma de obtener el momento angular es como sigue.

* Los cuatro momentos lineales p; tienen el mismo modulo,
p; =mv; =2 X 2=4Kkg-m/s,y el mismo brazo, d; = 0,2 m.
Por tanto, los correspondientes cuatro momentos angulares tienen
el mismo modulo, Ly, = p;d; =4 X% 0,2 =0,8kg- m?/s.

* Los cuatro momentos angulares son perpendiculares a esta pagina,
ya que es el plano definido por el punto 4 y la linea de accion de
cualquiera de los p;.

* Los cuatro momentos angulares se dirigen hacia dentro de la pagina,

como corresponde, por la regla de Maxwell, al sentido en que los
cuatro puntos materiales rodean al punto A.

Por tanto, el momento angular del molinillo es
tambien perpendicular a esta pagina y hacia
dentro, y su modulo es la suma de los modulos,
L,=08+0,8+08+0,8=3,2kg-m?/s.

Asi pues, L, = (0;0;=3,2) kg - m?/s
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Campo de momentos angulares

Sea el conjunto de vectores {p;}, constituido por los momen-
tos lineales de todos los puntos materiales de un sistema.

 Puesto que p = ), p;, el momento lineal es la resultante
del conjunto de vectores {p;}.

* Puesto que ZA =), ZAi’ los momentos angulares son los
momentos del conjunto de vectores {p; }.

Por tanto, en un instante dado, un sistema de puntos mate-
riales tiene un momento lineal, y un campo de momentos
angulares.

De la ecuacion del campo de momentos, aplicada a los de
los vectores {p;}, se obtiene que los momentos angulares
respecto a dos puntos A y B satisfacen la relacion

ZA=ZB+14_B)XI§)
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Teorema del momento angular

Sea el conjunto de vectores {p;}, constituido por los momen-
tos lineales de todos los puntos materiales de un sistema.

Como ya se 1ndico, de acuerdo con la formulacion original
de la segunda ley de Newton, la derivada de su resultante
respecto al tiempo es 1gual a la resultante del conjunto de

fuerzas exteriores actuantes: dp/dt = R.

Sea el momento del conjunto {p;} respecto a un punto gené-

rico A. Su derivada respecto al tiempo, dL 4/dt, ;tiene algun
significado fisico?

Retomamos seguidamente la notacion utilizada en el aparta-
do “Teorema del centro de masas”, afiadiendo alguna mas.
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Teorema del momento angular
R f12 2 5> Notacidon
Flg f21 & {‘/'FZ 9

ot
F;: fuerza neta exterior que
actia sobre el punto i.

f4 : ’ "s~~‘ 3 s . . . .
; X A,;,C\ fji: fuerza interior ejercida
WP > . .
5 p” v » F, por el punto j sobre el i.
S 4 fa3 f;: fuerza neta interior
f1a4 —> ejercida sobre el punto i.
[ <- Fuerza
1 V4 exterior
:',/, f34 ___.> - - -
- e | Bs fisfutfat

Por claridad, la figura solo muestra algunas fuerzas exteriores y parejas de interiores. En
realidad hay que tener en cuenta todos los puntos del sistema, las fuerzas que actiian sobre

ellos, y las que se ejercen mutuamente. Basta considerar 0 aquellas fuerzas que no estén

realmente presentes. 199



Teorema del momento angular

o2 J1 C/'Fz

| <4- Fuerza
| ,/ ]C exterior
- 34 i

> |4 interior

Notacion (2)

_)A . momento, respecto a A, de
la fuerza neta exterior Fl que
actua sobre el punto i.

M, ..: momento, respecto a A, de

ji S

la fuerza interior f;; ejercida
por el punto j sobre el .

M, .: momento, respecto a A, de

la totalidad de fuerzas
interiores ejercidas sobre
el punto .

Es mA —mA +mA2 + .-
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Teorema del momento angular
Es 4L, d[ZLa] dL,,

dt dt dt
Para obtener dL, /dt se va a necesitar conocer dAP;/dt.

Siendo 7; el vector de posicion del i-ésimo punto material,
y 74 €l del punto A, que es constante, resulta

dAP, d(#,—7) df df

— — —_ — _)- —_ O = _>-
dt dt it dt Vi
Por tanto,
dt dt at P YUodt

= B X i + AP, X — "
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Teorema del momento angular
Vamos a analizar la expresion obtenida.
dL,,

dt ‘J’A—)P"X
/

Es 0 por tratarse del Es igual a la resultante de todas las
producto vectorial fuerzas que actuan sobre ese punto. Por
de dos Veczores ) tanto, dp;/dt = F; + f;

paralelos, v; y mv;

En consecuencia,

dL — — = -
d—:‘=O+APi><(Fi+fi)=
= AP, X F; + AP, X f; = M, + mi,,
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Teorema del momento angular

s 2 f12 Q/'ﬁz Se tiene una 1gualdad de este
PE - ; q tipo para cada punto . Suman-
S N dolas todas, resulta

1
: ¢ dL
V4 A¢7 A
v S\Q{:—V g/ Cﬁ\ 2 2 MA z mA

f 14 A 04 —
| <4- Fuerza
1 U4 exterior
l,‘,‘/ 7O

5 Fuerza
> |4 interior
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Teorema del momento angular

N 2 = —> —>
5| f le,,{/'FZ E M,. — Es el momento M, de
Fi| J2d_ &= i ,
_wie-¥ > \ la totalidad de fuerzas
B At N exteriores que actiian
f I < ’ ‘~~ \ 3 .
41 y > sobre el sistema.
\ 4 k\ ‘v &«
/7 4 -
- y N —
Sf ¥ I E my, — Es el momento 0 de
f o fa3 4 la totalidad de fuerzas
14? < - " interiores que actuan
: ‘,/ f exterior d 1 .
. 134 ___p entre puntos del sis-
Fuerza
A{O 4 interior tema.
Fy

.Y por que es 07 Porque para cada pareja de puntos (i; j)
es mAij —WlAﬁ (es f;j = —fj; en virtud de la tercera ley
de Newton, y ademas comparten linea de accion).

204



Teorema del momento angular

, dL, dL,.
Recordando ademas que —= = ——1_ se concluye que
dt dt
_, dL,
My=——
dt

Teorema del momento angular.
El momento, respecto a un punto, de las fuerzas exte-
riores que actuan sobre un sistema de puntos materia-
les, es 1gual al ritmo con que varia su momento angu-
lar respecto al mismo punto.
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Teorema del momento angular

Sea un sistema de puntos materiales sobre el que no actiian
fuerzas exteriores (sistema aislado), o aun actuando su mo-
mento respecto a un cierto punto A es nulo. En tal caso,
%
S dLy

MAz 0= r T 0= ZA es constante

Teorema de conservacion del momento angular.
S1 el momento, respecto a un punto, de las fuerzas ex-
teriores que actuan sobre un sistema de puntos mate-
riales es cero, el momento angular del sistema respec-
to al mismo punto permanece constante.
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Relacion entre momentos lineales y fuerzas

Conjunto de los n momentos
lineales {p;} de los n puntos
materiales de un sistema

Su resultante p = . p;

Su campo de momentos
L=Y1L

—
=

PR
F oo

Conjunto de las N~ fuerzas
exteriores {F}} que actuan
sobre los n puntos materiales
de un sistema

Su resultante R = D I:";

Su campo de momentos
M=YM,

:> Derivacion respecto al tiempo

* N no tiene por qué coincidir con el nimero n de puntos materiales, ya que en cada uno de estos puede

actuar mas de una fuerza exterior, 0 ninguna.
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Momento lineal y momento angular

. Qué es lo que representan estas magnitudes?

 El momento lineal cuantifica el movimiento de traslacion
del sistema en el instante considerado.

* El campo de momentos angulares cuantifica, para cada

punto del espacio, el movimiento de rotacion del sistema
respecto a ese punto.
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Ejercicio 21

Un sistema esta constituido por tres puntos materiales, de masas
my = 4 kg, m, = 3 kgym; = 2 kg. Bajo la accion de sus fuerzas
mutuas y de las exteriores, sus respectivos vectores de posicion en

el SIson#, = (2;5;—-3),7, = (t%;2;3 — 5t) y 73 = (2¢t; t3; 2t%).

¢ Cuales son el momento lineal del sistema, y su momento angular
respecto al punto 0(0; 0; 0) m? ;Cual es la resultante del conjunto
de fuerzas exteriores que estan actuando sobre el sistema, y su
momento respecto al punto O?
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En primer lugar obtenemos, para cada punto material, su velocidad,
momento lineal, y vector que va de O a su posicion.

p; = mqv; = 4(0;0;0) = (0;0;0) (SI)
0P, = #, — (0;0;0) = (2;5; —3) (SI)
p, = m,v, = 3(2t;0; —=5) = (6¢t;0; —15) (SI)
0P, =7, — (0;0;0) = (t%2;3 — 5t) (SI)
Uy = diz/dt = (2; 3t%4; 4t) (SI)
ps = m3U3 = 2(2; 3t%; 4t) = (4; 6t%; 8t) (SI)
O0P; =# — (0;0; 0) = (2t; t3; 2t2) (SI)
El momento lineal del sistema es
p =Py + Py + P53 = (0;0;0) + (6t;0; —15) + (4; 6t2;8t) =
= (6t + 4; 6t%; —15 + 8t) (SD

210



El momento angular del sistema respecto al punto O es
Lo =Ly, + Lo, + Lo, =O0P; X Py +OP; X Py + OP; X p3 =

(2;5;—3) x (0;0;0) + (t%;2;3 —5t) X (6t;0; —15) +
+(2t; t3; 2t%) x (4; 6t2; 8t) =

= (0;0; 0) + (—30; 18t — 15t2; —12t) + (—4t*; —8t%; 8t3) =
= (—30 — 4t*; 18t — 23t%; —12t + 8t>) (SI)

La resultante del conjunto de fuerzas exteriores que estan actuando
sobre el sistema, y su momento respecto al punto O, son:

R = dp/dt = (6;12t; 8) (S
M, = dL,/dt = (—16t3; 18 — 46t; —12 + 24t2) (SI)
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