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Ejercicio 1

Una polea, con un eje rigido en su centro, tiene
0,15 m de radio. Se tira del punto P indicado
con una fuerza F de médulo 12 N y la orienta-
cién mostrada en la figura. ;Cual es el momento
de F respecto al eje de giro, expresado en base
al sistema de referencia dextrogiro” incluido en |
la figura? % X

Ejercicio 2

Una polea, con un eje rigido en su centro, tiene 3 kg

de masa, 0,15 m de radio, y 0,04 kg - m? de

momento de inercia respecto a dicho eje. La polea

tiene arrollada una cuerda ideal. Partiendo del repo-

S0, se tira del extremo libre de esa cuerda con una L I
fuerza F de médulo 12 N y la orientacion mostrada 30°
en la figura. Aplicando el teorema del centro de masas y momentos,
obténgase: el modulo de la aceleracion angular de la polea; la fuerza
que realiza el eje; el modulo de la velocidad angular de la polea tras
dar dos vueltas.

Ejercicio 3

Una polea, con un eje rigido en su centro, tiene 3 kg
de masa, 0,2 m de radio, y 0,1 kg - m? de momento de
inercia respecto a dicho eje. La polea tiene arrollada
una cuerda ideal de cuyo extremo cuelga un bloque de
10 kg. El sistema parte del reposo. Aplicando el teore-
ma del centro de masas y momentos, obténgase: los
modulos de la aceleracion del bloque, de la acelera-
cion angular de la polea, y de la tension en la cuerda;
la fuerza que realiza el eje; el modulo de la velocidad
del bloque tras descender 2 m.

Ejercicio 4
Determinese el momento de inercia de un alambre homogéneo muy
fino, de masa m, respecto a un eje paralelo situado a una distancia d.

Ejercicio §

Determinese el momento de inercia de un anillo homogéneo muy
fino, de masa m y radio R, respecto al eje de simetria perpendicular
a su plano.

Ejercicio 6

Determinese el momento de inercia de un rectangulo homogéneo, de
masa m y lados de longitud a y b, respecto al eje de simetria paralelo
al segundo de esos lados.

Ejercicio 7

Determinese el momento de inercia de un rectangulo homogéneo, de
masa m y dimensiones a y b, respecto a un eje que recorre uno de
los lados de longitud b.

Ejercicio 8

Determinese el momento de inercia de un disco homogéneo muy
fino, de masa m y radio R, respecto al eje de simetria perpendicular
a su plano.

Ejercicio 9

Determinese el momento de inercia de un rectangulo homogéneo, de
masa m y dimensiones a y b, respecto a un eje que recorre uno de
los lados de longitud b. Para ello, utilicese el teorema de Steiner a
partir del eje paralelo que pasa por el centro de masas del rectangulo.

Ejercicio 10

Determinese el momento de inercia de un rectangulo homogéneo, de
masa m y dimensiones a y b, respecto al eje perpendicular que pasa
por su centro de masas.

Ejercicio 11
Determinese el momento de inercia de un anillo homogéneo muy
fino, de masa m y radio R, respecto un eje diametral.

Ejercicio 12
Determinese el momento de inercia de un disco homogéneo muy
fino, de masa m y radio R, respecto un eje diametral.

YA0Im 0,Im 0,1m

Ejercicio 13

Una placa (densidad superficial 15 kg/m?)
tiene la forma y dimensiones que se mues-
tran en la figura. Determinese sus momentos
de inercia respecto a los ejes del sistema de
referencia indicado.

“¥01m 01m 01m

Ejercicio 14

Una puerta, practicamente plana, de 20 kg de
masa, tiene las dimensiones y el eje de giro que
se muestran en la figura. ;Cual es su energia
cinética en el instante en que el modulo de su
velocidad angular es de 3 rad/s?

Ejercicio 15

Una polea, con un eje rigido en su centro, tiene 3 kg
de masa, 0,2 m de radio, y 0,1 kg - m? de momento de
inercia respecto a dicho eje. La polea tiene arrollada
una cuerda ideal de cuyo extremo cuelga un bloque de
10 kg. El sistema parte del reposo. Utilizando el
teorema de la energia cinética, obténgase el médulo
de la tension en la cuerda, asi como el modulo de la
velocidad del bloque tras descender 2 m.

Ejercicio 16
En un instante dado, una barra del- 2 i
gada, de 2 kg de masa y 0,6 m de

e
g8
(3 |
1,2m
longitud, se encuentra horizontal- 7 X

mente en el aire. Mediante una

cuerda sujeta a uno de sus extremos, se tira con una fuerza F de
modulo 20 N y la orientacion indicada en la figura. Obténgase la
aceleracion angular y la del centro de masas de la barra en ese
instante, expresadas en el sistema de referencia de la figura.

0,6 m

Ejercicio 17

Una polea, con su eje e libre, tiene 3 kg de masa,

0,2 m de radio, y 0,048 kg - m?2 de momento de
inercia respecto a dicho eje. La polea tiene arrollada
una cuerda ideal cuyo extremo libre esta unido al
techo. El sistema parte del reposo. Aplicando el
teorema del centro de masas y momentos, obténgase:
los médulos de la aceleracion del eje de la polea, de
la aceleracion angular, y de la tension en la cuerda; el
modulo de la velocidad del eje tras descender 0,56 m.
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Ejercicio 18

Un balon de baloncesto, que admitiremos que es una esfera hueca,
tiene 0,6 kg de masa y 0,12 m de radio. ;Cual es su energia cinéti-
ca en el instante en que los modulos de su velocidad angular y de
la velocidad de su centro de masas son 20 rad/s y 6 m/s, respec-
tivamente?

Ejercicio 19

Una polea, con su eje e libre, tiene 3 kg de masa,
0,2 m de radio, y 0,048 kg - m? de momento de
inercia respecto a dicho eje. La polea tiene arrollada
una cuerda ideal cuyo extremo libre estd unido al
techo. El sistema parte del reposo. Aplicando el
teorema de la energia cinética, obténgase el modulo
de la velocidad del eje tras descender 0,56 m.

Ejercicio 20

El carrete de la figura tiene 4 kg de masa, 0,4 kg - m? K
de momento de inercia respecto al correspondiente

eje que pasa por su centro de masas, y sus radios son Q

R =0,5my r. La fuerza horizontal que tira de ¢l
tiene médulo F = 7 N. El coeficiente de rozamiento
con el suelo es u. Obténgase los modulos y sentidos de la acelera-
cion del eje del carrete, de la aceleracion angular, y de la fuerza de
rozamiento, sir” = 0,3my u = 0,2.

Ejercicio 21

El carrete de la figura tiene 4 kg de masa, 0,4 kg - m?
de momento de inercia respecto al correspondiente
eje que pasa por su centro de masas, y sus radios son
R = 0,5 my r. La fuerza horizontal que tira de él
tiene modulo F = 7 N. El coeficiente de rozamiento
con el suelo es p. Obténgase los modulos y sentidos de la acelera-
cion del eje del carrete, de la aceleracion angular, y de la fuerza de
rozamiento, sir7 = 0,3my u = 0,02.

-

Ejercicio 22

El carrete de la figura tiene 4 kg de masa, 0,4 kg - m? =
de momento de inercia respecto al correspondiente K
eje que pasa por su centro de masas, y sus radios son T/@g

R = 0,5my r. La fuerza horizontal que tira de él
tiene médulo F = 7 N. El coeficiente de rozamiento
con el suelo es . Obténgase los modulos y sentidos de la acelera-

cion del eje del carrete, de la aceleracion angular, y de la fuerza de
rozamiento, sir = 0,1 my u = 0,2.

Ejercicio 23

El carrete de la figura tiene 4 kg de masa, 0,4 kg - m? -
de momento de inercia respecto al correspondiente 3
eje que pasa por su centro de masas, y sus radios son r @g

R = 0,5 my r. La fuerza horizontal que tira de él
tiene moédulo F = 7 N. El coeficiente de rozamiento
con el suelo es . Obténgase los médulos y sentidos de la acelera-

cion del eje del carrete, de la aceleracion angular, y de la fuerza de
rozamiento, si” = 0,1 my u = 0,02.

Ejercicio 24

El carrete de la figura tiene 4 kg de masa, 0,4 kg - m?

de momento de inercia respecto al correspondiente

eje que pasa por su centro de masas, y sus radios son 7
R =0,5myr = 0,3 m. La fuerza horizontal que tira
de él tiene modulo F = 7 N. El coeficiente de roza-
miento con el suelo es . Obténgase los modulos y sentidos de la
aceleracion del eje del carrete, de la aceleracion angular, y de la
fuerza de rozamiento, si p = 0,2.

Ejercicio 25

El carrete de la figura tiene 4 kg de masa, 0,4 kg - m?
de momento de inercia respecto al correspondiente
eje que pasa por su centro de masas, y sus radios son
R =0,5myr = 0,3 m. La fuerza horizontal que tira
de ¢l tiene modulo F = 7 N. El coeficiente de roza-
miento con el suelo es u. Obténgase los modulos y sentidos de la
aceleracion del eje del carrete, de la aceleracion angular, y de la
fuerza de rozamiento, si 4 = 0,02.

Qs

Ejercicio 26

Un bloque de 2 kg de masa estd unido,
mediante una cuerda ideal, al eje de un
cilindro de 2 kg y 20 cm de radio, tal y \

como indica la figura. Ambos se mueven

sobre un plano inclinado 30° respecto a la 30°
horizontal. El coeficiente de rozamiento

entre el bloque y el plano es 0,4, y el cilindro gira sin deslizar.
Aplicando el teorema del centro de masas y momentos, obténgase
el modulo de la tension en la cuerda que une ambos cuerpos, y el
modulo de la velocidad del bloque cuando, tras partir del reposo,
ha recorrido 1 m sobre el plano inclinado. ;Cual es el coeficiente
de rozamiento minimo que debe existir entre el suelo y el cilindro
para que, efectivamente, este ruede sin deslizar?

Ejercicio 27

Un bloque de 2 kg de masa esta unido,
mediante una cuerda ideal, al eje de un
cilindro de 2 kg y 20 cm de radio, tal y \

como indica la figura. Ambos se mueven

sobre un plano inclinado 30° respecto a la 30°
horizontal. El coeficiente de rozamiento

entre el bloque y el plano es 0,4, y el cilindro gira sin deslizar.
Aplicando el teorema de la energia cinética, obténgase el modulo
de la tension en la cuerda que une ambos cuerpos, y el modulo de
la velocidad del bloque cuando, tras partir del reposo, ha recorrido
1 m sobre el plano inclinado.

Ejercicio 28

Sea el sistema de la figura, constituido por un carrete A (R, = 0,6 m;
14 = 0,2 m), una esfera B (Rg = 0,2 m), una polea de doble garganta
D (Rp = 0,2 m; rp = 0,12 m) y un bloque E. Las aceleraciones angu-
lares y de centros de masas de estos cuerpos son dc,, @4, Ay, @p, dp
y dgj. Se pide escribir las relaciones de aceleraciones debidas a las
cuerdas ideales I, I y III.



Solido rigido
Se denomina solido rigido a un sistema de puntos materiales
cuyas distancias mutuas permanecen constantes.

En otras palabras, se trata de un sistema indeformable o
que, al menos, no se deforma.

I

I'odos los conceptos y leyes ya introducidos para sistemas
de puntos materiales, son aplicables al solido rigido.

Sin embargo, al tratarse de un caso particular, algunos de
estos conceptos y leyes pueden expresarse de una forma
mas simple. Hacerlo es ¢l objetivo del presente tema.

El denominado momento de inercia, que se introducird en
este tema, es clave para estas expresiones mas simples.



I.- Rotacion



Rotacion de un punto material

Sea un punto material P de €
masa m que, por la accion de

9 .
una fuerza F, gira alrededor F
de un eje e, describiendo una 0
. r
trayectoria circular de centro

en Q y radio . P

2

Notese que:
* ¢l plano de la trayectoria es perpendicular al eje;

* ¢l centro de la trayectoria es el punto del eje mas proximo
| punto material;

al
* ¢l radio de la trayectoria es la distancia del punto material
al eje.



Rotacion de un punto material

Se puede descomponer F en tres e
partes perpendiculares entre si:

* F;, tangente a la circunferencia;

= . 4
* F,, en la direccion normal
dada por su radio;

. ﬁe, paralela al eje de giro.

Asi,

e

F:F_)'t‘l‘ﬁn‘l'ﬁe

10



Rotacion de un punto material

El momento de F respecto al e
punto Q es
(<
Por tanto,
MQ =Q—P)X(_)t+ _>7’l+ _)€)=
= QP X _)t
= QP x F,

Es 0 porque Q_15 I ﬁn.

11



Rotacion de un punto material

Sea 1, un vector unitario del eje e
de giro e. ﬁeﬁ
El momento de F respecto al

eje de giro es Q¢

Me — (MQ ‘ ﬁ)e)ﬁe

Su modulo es
M, = |M, - td,| = |(QP X F, + QP X F,) - U, | =

= |(QP x F,) - U, +

= |(QP x F,) - 1|

\

Es 0 porque F, || &, y por tanto
se trata del producto mixto de
tres vectores coplanarios.

12



Rotacion de un punto material

+ —_— S -
Los vectores QP, F; y u, son e
perpendiculares entre si, por ﬁeﬁ

lo que el valor absoluto de su
producto mixto es igual al
producto de sus modulos.

Asi,
M, = |QP||F;||d,| = 7F:1 = Fyr

Qc

Sean a la aceleracion del punto P, d, su aceleracion
tangencial, y @ su aceleracion angular.

Aplicando la segunda ley de Newton se tiene que:
F = md = F, = ma, = mar

M, = (mar)r = (mr#)a

13



Rotacion de un punto material

Tanto el momento Me respecto
al eje, como la aceleracion
angular @, tienen la direccion
del eje de giro.

Puede comprobarse que ambos
vectores tienen también el
mismo sentido.

Por tanto,

—

M, = (mr?)a

14



Rotacion de un punto material

De acuerdo con la segunda ley de Newton, la relacion entre
= o .
fuerza F y aceleracion d de un punto material es la masa m.

Para un punto material en rotacion alrededor de un eje exis-

te una relacion analoga, en este caso entre momento M, res-
pecto a dicho eje, y aceleracion angular a.

Dicha relacion, I = mr?, recibe el nombre de momento de
inercia del punto material respecto al eje.

Por tanto, para un punto material en rotacion alrededor de

un €je es
M, =Ia
e

15



Rotacion de un sistema

e : .
.Y qué ocurre cuando se tiene un

sistema de puntos materiales en
rotaci0on alrededor de un ¢je?

16



Rotacion de un sistema

{/VFZ I:Iotacmn

. fuerza neta exterior que
actia sobre el punto i.

»
“s \ = . . . .
f A,;Oﬁ\ fji: fuerza interior ejercida
' F por el punto j sobre el i.
fa3

Fuerza
exterior

-

Fuerza
interior

Por claridad, la figura solo muestra algunas fuerzas exteriores y parejas de interiores. En
realidad hay que tener en cuenta todos los puntos del sistema, las fuerzas que actiian sobre

ellos, y las que se ejercen mutuamente. Basta considerar 0 aquellas fuerzas que no estén
realmente presentes.

17



Rotacion de un sistema
E/ﬁ Notacion (2)
- 2 9 —

4

’/ M,,: momento, respecto al eje, de
¥ N la fuerza neta exterior F; que
PR UNE actua sobre el punto i.
A7 _ _
4 .
’ Ct\ m, ... momento, respecto al eje, de
E;’ I Jt . N S
faa la fuerza 1nte%’1or fii € e.r01da
— por el punto j sobre el i.
Fuerza
exterior —> .
——p m,,. momento, respecto al ¢je,
F .
interior de la totalidad de fuerzas
interiores ejercidas sobre
el punto .

—> —> —_>

18



Rotacion de un sistema

{z/’ﬁ Aplicando la relacion M, = Id
- > al punto material i se tiene que

> A - R
- A Mei ~+ mei = Il-al-
’ Sso 3

\
A,;,C\ Aqui, I; y a; son el momento de
» F,> merciay laaceleracion angular,

fa3 respectivamente, del punto i.
— Se tiene una 1gualdad de este tipo
S para cada punto i. Sumandolas
i todas resulta

Eﬁei +z77’lei —_ 211'6_{)1'

19



Rotacion de un sistema

,'cz‘/'ﬁz 2 ﬁei — Es el momento M, de
4
\ |

&« :
> la totalidad de fuerzas
<t exteriores que actuan
~o \ 3 .
" > sobre el sistema.
A/
’ —
’ — =
¥ F3 m,, — Es el momento 0 de
fa3 4 la totalidad de fuerzas
" interiores que actuan
exterior .
——p entre puntos del sis-
Fuerza
interior tema.
Fy

.Y por que es 07 Porque para cada pareja de puntos (i; j)
es Fleij = —’rTieji (es f;j = —f;j; en virtud de la tercera ley
de Newton, y ademas comparten linea de accion).

20



Rotacion de un sistema

Recapitulando, a partir de la segunda y tercera leyes de
Newton, hemos obtenido que

M, = z(li&i)

21



Rotacion de un solido rigido

En un sélido rigido en rotacion,
los puntos tienen desplazamientos
diferentes, y por tanto velocidades
y aceleraciones diferentes.

En cambio, los angulos girados
son 1dénticos, y por tanto la velo-
cidad angular y la aceleracion
angular son unicas.

S1 los puntos giraran angulos dife-
rentes, el cuerpo se deformaria.
Esto no es posible si se trata de un
solido rigido.

22



Rotacion de un solido rigido

Puesto que todos los puntos materiales de un so6lido rigido
tienen la misma aceleracion angular @, resulta

M, = E(Ii&) — (2 1i> ;

En consecuencia, para un solido rigido en rotacion alrededor

de un eje existe una relacion entre momento M,, respecto a
dicho ¢je, del conjunto de fuerzas exteriores, y aceleracion
angular .

Dicha relacion, I = ), I;, recibe el nombre de momento de
inercia del solido rigido respecto al eje.

23



Rotacion de un solido rigido

En conclusion,

—

M, =1d

Esta expresion recibe el nombre de ecuacion fundamental
de la Dinamica de rotacion.

Conviene resaltar que el momento de inercia no es una
propiedad caracteristica de un solido rigido, ya que no
depende tan solo de su distribucion de masas, sino tam-
bien del eje respecto al que gira.

24



Fuerzas en plano perpendicular al eje

Sea una situacion como la mostrada en la figura, en la que
se puede considerar que todas las fuerzas que actilan sobre
un solido rigido (la polea en el ejemplo) se encuentran
situadas en un mismo plano, perpendicular al eje de giro.

Sea el punto Q en que el ¢je interseca a dicho plano.

25



Fuerzas en plano perpendicular al eje

El momento de un vector respecto a un punto, por su defi-
nicion, es perpendicular al plano definido por la linea de
acci0on de ese vector y dicho punto.

Por tanto, en el caso analizado, todos los momentos respec-
to a Q tienen la direccion del eje de giro (como el de F ), 0
son 0 (como el de F").

26



Fuerzas en plano perpendicular al eje

Ty

. — °
En consecuencia, los momentos M, respecto al eje (las
proyecciones de los M) son iguales a los momentos

respecto al punto Q.

S
Me — MQ

Hay que insistir en que esta igualdad (que sera utilizada en
los ejercicios de este documento) solo es cierta en el caso
particular estudiado: las fuerzas se encuentran situadas en
un mismo plano, perpendicular al eje de giro.

27



Calculo de momento respecto a un punto

- .,
Sea una fuerza F cuya linea de accion pasa P

> )
por un punto P. El momento de F respecto /
a un punto Q puede ser obtenido analitica- Qs op
mente a partir de su definicion, iﬁ
Recordemos que, como alternativa, se puede obtener

su modulo, direccion y sentido mediante el metodo,
mas geometrico, que se describe a continuacion.

28



Calculo de momento respecto a un punto

* Modulo: producto del modulo de F por P
su brazo d respecto a Q; My = Fd. =z

p

F

* Direccion: perpendicular al plano defini- QQ’\
do por la linea de accion de F y por Q. 1

* Sentido: el que corresponde, aplicando la
regla de Maxwell, a cOmo F hace girar al
solido alrededor de Q.

En el proximo ejercicio se muestra como aplicar, tanto un
método, como el otro. En el resto del documento utilizare-
mos preferentemente el geométrico.

Recordemos, una vez mas, que si el eje € pasa por Qyes
perpendicular al plano de la figura, es M MQ

29



Ejercicio 1

Una polea, con un eje rigido en su centro, tiene
0,15 m de radio. Se tira del punto P indicado

con una fuerza F de modulo 12 N y la orienta-
c16n mostrada en la figura. ;Cual es el momento

de F respecto al eje de giro, expresado en base
al sistema de referencia dextrogiro” incluido en
la figura? Z

O

o)

La fuerza se encuentra en el plano de esta pagina, que es perpendicular
al eje de giro de la polea.

Por tanto, el momento Me respecto al eje es 1gual al momento M 4 TES-
pecto al punto A4, en el que dicho eje interseca al plano de la pagina.

“El eje Z se dirige hacia el lector. Recordemos que, con caracter general, algo perpendicular a una pagina

se representa por - si se dirige hacia fuera, y por X si lo hace hacia dentro.
30



M¢étodo analitico

El radio de la polea es 0,15 m, de modo que
AP = (0,15 cos 30°; 0,15 sen 30°; 0) =
= (0,1299;0,075;0) m

El modulo de la fuerza es 12 N, resultando
F = (12sen30°; —12 cos 30°; 0) = N
= (6;—10,392;0) N Z X

Por tanto,

—> —> —_— -

M, = My = AP X F = (0,1299; 0,075; 0) x (6; —10,392;0) =
=(0;0;—1,800) N - m

31



Método geométrico

El brazo de la fuerza (modulo 12 N) respecto al
punto A es 1gual al radio de la polea (0,15 m).

Por tanto, el modulo de M 4 €S
My=12x%x0,15=1,8N-m

El plano definido por la linea de gccion de F y el

punto A4, es el de esta pagina. Porftanto, M 4 tiene " X
la direccion perpendicular, la del gje Z. Asi, las
componentes X € Y seran 0.

F , de actuar sola, haria girfjr la pglea en sentido horario alrededor del
punto A. Aplicando la reglq de Mpxwell, a este sentido le corresponde
un momento hacia dentro [del plajo de 1a pagina, esto es, contrario al
del eje Z utilizado. |

_ R

Por tanto, M, = MA =(0;0;—-1,8) N- m

32



Momento de inercia

A lo largo del desarrollo hemos obtenido dos resultados
fundamentales.

* El momento de inercia de un punto material respecto a
un eje es 1gual al producto de su masa por el cuadrado
de su distancia a dicho eje.

[ = mr?

* El momento de inercia de un solido rigido respecto a
un eje es la suma de los de los puntos materiales que

lo constituyen.
[ = zll — Zmiriz
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Momento de inercia

De acuerdo con su definicion, el momento de inercia es una
magnitud escalar, y su producto dimensional es

dim/I = L*M

La unidad SI coherente del momento de inercia es el kg - m?.

La definicion de momento de inercia es de tipo geometrico,
pero interviniendo los valores de las masas. Junto con otros
conceptos del mismo tipo, como el de centro de masas,
constituyen la denominada geometria de masas.
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Ejercicio 2

Una polea, con un eje rigido en su centro, tiene 3 kg <Lqag <<
de masa, 0,15 m de radio, y 0,04 kg - m? de
momento de inercia respecto a dicho eje. La polea
tiene arrollada una cuerda 1deal. Partiendo del repo-
so, se tira del extremo libre de esa cuerda con una

fuerza F de modulo 12 N y la orientacion mostrada 30°
en la figura. Aplicando el teorema del centro de masas y momentos,
obténgase: el modulo de la aceleracion angular de 1a polea; la fuerza
que realiza el eje; el mddulo de la velocidad angular de la polea tras
dar dos vueltas.

F
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El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo
objeto de analisis, la polea en este caso.

Las fuerzas que actiian sobre la polea son:
% \7_’) T: fuerza ¢jercida por la cuerda.

-

P: peso.

=

ﬁe: fuerza ejercida por el ¢je.

Como consecuencia de la accion de estas fuerzas, el centro de masas
de la polea, que esta en el eje, tiene una aceleracion d,- nula, y una
aceleracion angular a perpendicular al plano de esta pagina, y hacia
dentro” por la regla de Maxwell.

* El vector a aparece representado en este diagrama de cuerpo libre como un circulo con X en el interior,
como se hace con caracter general con los elementos perpendiculares a la pagina que se dirigen hacia

dentro de esta. Si « se dirigiera hacia fuera de la pagina, se utilizaria - en el interior del circulo.
36



Hay que establecer un sistema de referencia, si el
_ ,} S enunciado no especifica uno. Aqui hemos elegido
el que se muestra en la figura.

a T Notese que el sistema de referencia tiene tres ejes,
y que el sentido tomado para el Z (hacia fuera de
esta pagina) es tal que dicho sistema es dextrogiro.

=

© >
Z X
Por ser la cuerda ideal, es T = F. Por tanto, se conocen su modulo y

su orientacion.

De P se conocen su modulo y su orientacion.

De F, no se conocen modulo ni orientacion. Por tanto, se desconocen
sus componentes X € Y, aunque si se sabe que la Z es 0.

De @ se conoce su orientacion, pero no su modulo.

Por tanto, tenemos 3 incognitas: F, , F, y a. Necesitamos pues
x’ " €y

3 ecuaciones.
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O
P 30°
>
X

Aplicando el teorema del centro de masas, es
T+P+E =mdc;=0
(12sen30°; —12cos 30°;0) +(0; —3 X 9,8;0) +
+ (Fex;Fey; O) = (0;0;0)
(6+F,_=0

—10,39 — 294 + Fey =0
L0=20

A
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Aplicando la ecuacion fundamental de la Dinamica
de rotacion, es

M7+MI3>+M136=IC(

% \T Todos estos vectores tienen componentes X ¢ Y
nulas. Utilizando Ginicamente la componente Z de

P .,
la ecuacion, resulta
O, >
- }(—12 X 0,15)4+04+0 = 0,04(—a)
* Fuerza de modulo 12 N. Sentido hacia dentro del
* Brazo 0,15 m. plano de la pagina, con-
» Sentido hacia dentro del trario pues al del eje Z

plano de la pagina, con-
trario pues al del eje Z.

Fuerza de brazo 0 m.

Por tanto, Fuerza de brazo 0 m.
—1,8 = —0,04«
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A

Ya tenemos el sistema de 3 ecuaciones con las 3 incognitas previstas:
Fe,, Fe, y a.

(6+F, =0 - F, =—6N

F, = (—6;39,79;0) N
-10,39-294+F, =0~F, =3979N

. —1,8 = —0,04« ~ ¢ = 45rad/s?

Por ultimo, dado que la rotacion de la polea tiene aceleracion angular
constante, se tiene que el modulo de su velocidad angular tras dar dos
vueltas es

w = \/wg + 2a(60 — 0,) = \/02 + 2 X 45 % (2 X 2m) = 33,63 rad/s
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Ejercicio 3

LLL

Una polea, con un eje rigido en su centro, tiene 3 kg
de masa, 0,2 m de radio, y 0,1 kg - m? de momento de
inercia respecto a dicho eje. La polea tiene arrollada
una cuerda 1deal de cuyo extremo cuelga un bloque de
10 kg. El sistema parte del reposo. Aplicando el teore-
ma del centro de masas y momentos, obténgase: los
modulos de la aceleracion del bloque, de la acelera-
cion angular de la polea, y de la tension en la cuerda;
la fuerza que realiza el eje; el modulo de la velocidad
del bloque tras descender 2 m.
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El primer paso es realizar los diagramas de cuerpo libre de los
cuerpos implicados: la polea y el bloque.

/ Fe ﬁp: peso de la polea.

&p T, tuerza ejercida por la cuerda sobre la polea.
ﬁp lTp ﬁe: fuerza ejercida por el eje sobre la polea.
ﬁb: peso del bloque.

be T,: fuerza ejercida por la cuerda sobre el bloque.

Como consecuencia de la accion de estas fuerzas, el
S l centro de masas de la polea, que esta en el eje, tiene
Py una aceleracion EiCp nula, y una aceleracion angular

lab a,, perpendicular al plano de esta pagina, y hacia
dentro por la regla de Maxwell.

Por su parte, el bloque tiene una aceleracion d;, (comun al centro de
masas y a todos los puntos del bloque, ya que el movimiento resul-

tante es de traslacion).
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V4

Hay que establecer un sistema de referencia dextro-
g1ro, s1 el enunciado no especifica uno. Aqui hemos
elegido el que se muestra en la figura.

De P, y Pj, se conocen modulos y orientaciones.

De F, no se conocen modulo ni1 orientacion. Por
tanto, se desconocen sus componentes X ¢ Y,
aunque si se sabe que la Z es 0.

De T,, y T}, se conocen sus orientaciones, pero no
su modulo T (comun por ser cuerda 1deal).

De c?p y d;, Se conocen sus orientaciones, pero no
sus modulos.

Por tanto, tenemos 5 incognitas: F;_, Fey, I', a, y ap. Necesitamos

pues 5 ecuaciones.
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7 %

C_{)P
By
17,

Al
e
>
X

Aplicando el teorema del centro de masas a la
polea, es

— —

By + Ty + F, =mpdc, =0
(0;=3 x 9,8;0) + (0;=T; 0) + (. ; . ; 0) =
= (0;0;0)
(F, =0
~294—T +F, =0
0=0

Aplicando el teorema del centro de masas al bloque,
es

P, + T, = myd,
(0; —10x%x9,8;0) + (0;T;0) =10(0; —ay; 0)
(0=0
—98+T = —10a,
L0=0

A

A
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YA ﬁe

7
Xp
A
© >

V4 X

Aplicando la ecuacion fundamental de la Dinamica
de rotacion a la polea, es

Mﬁp + pr + Mﬁe = L,
Todos estos vectores tienen componentes X ¢ Y

nulas. Utilizando Ginicamente la componente Z de
la ecuacion, resulta

0+ (-Tx0,2)+0=01(—-a,)

Fuerza de brazo 0 m.

Sentido hacia dentro del

plano de la pagina, con-
trario pues al del eje Z.

Por tanto:
Fuerza de brazo 0 m.
—0,2T = —0,1a,,
_ e Fuerza de modulo T'.
0,27 = O’lap e Brazo 0,2 m.

* Sentido hacia dentro del
plano de la pagina, con-
trario pues al del eje Z.
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- N

E, =0
X
E, ) 7294 —T+ 1l =0{ jAlnnos falta una
/Z 0,27 = 0,1a, ecuacion!
ap A
7 | —98+T =—-10a;, |
P, P
La cuerda es ideal: es inextensible y carece de masa.
= La carencia de masa ha permitido considerar que el
va B b modulo T no varia entre puntos de la cuerda.
Falta aplicar la consecuencia de que la cuerda es
y inextensible: sus puntos A y B han de tener
la aceleraciones del mismo modulo.
b
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En el punto A4, donde la cuerda se mueve solidaria-
mente con el punto de la polea con el que esta en

contacto, €s
a, = a,0,2

En el punto B, donde la cuerda se mueve solidaria-
mente con el punto del bloque al que esta anclada,

CS
aB — ab

Por la presencia de la cuerda 1deal, es
ay = ag = a,0,2 = a
En lo sucesivo nos referiremos a este tipo de

expresion como “relacion de aceleraciones por
cuerda” (o hilo, o cable, segiin el caso).
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F, =0
~294—T+F, =0—F, =T+294
0,2T = 0,1a,

_T ~0,2T =0,5a, —T = Z,Sab—‘
a,0,2 = ap — a, = Sa, 1
 —98+ T = —10q, - —98 + 2,5a;, = —10a,
Por tanto,

12,5a;, =98 = a;, = 7,84 m/s?
a, = 5a, =5x 7,84 =39,2rad/s"
T =25a,=25%x784=196N

Fe — O N —
x E, = (0;49;0) N
Fey =T+294=19,6 + 29,4 =49 N

El movimiento del bloque es rectilineo con a; constante. Por tanto,

Vp =\/v§0+2ab(sb—sb0) =\/02+2><7,84><2=5,6m/s
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Calculo de momentos de inercia

Sea un solido rigido A, de momento €
de 1nercia I, respecto a un eje de giro

e. Lo vamos a considerar constituido B
por dos solidos rigidos B y C, cuyos

momentos de inercia respecto al mis-

mo eje son Iy ¢ I respectivamente. C

Es:

Ip = z mi’"iz I = z miriz
B C

IA — zmiriz — Zmiriz + Zmiriz — IB + IC
A B C
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Calculo de momentos de inercia

Generalizacion e

El momento de 1nercia, respecto a un B
eje, de un solido rigido compuesto
por cualquier cantidad de otros mas
simples, es la suma de los momentos
de 1nercia de estos respecto al mismo C
eje.
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Calculo de momentos de inercia
A partir de la relacion e
IA — IB + IC

obtenida en el desarrollo anterior,
tambien se deduce que

e =14 —Ip

Por tanto, se puede obtener el momento de inercia, respecto

a un eje, de un sistema compuesto por adicion y sustraccion

de otros mas simples, a partir de las correspondientes sumas
y restas de los momentos de 1nercia de estos respecto al mis-
mo ¢je.
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Calculo de momentos de inercia

Ya sabemos que el momento de inercia de un solido rigido

€s
— E 2
I = m;r;

S1 se trata de una distribucion continua de masas infinitesi-
males dm, el momento de inercia de una de ellas, situada
a una distancia r del ¢je de giro, es

dl = r“dm

El momento de 1nercia del solido es la suma de los de las
masas infinitesimales.

I=fr2dm
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Ejemplos de momentos de inercia

Momentos de 1nercia de cuer

pos homogeéneos tipicos

Placa rectangular delgada

Ortoedro

S
1
I; = —ma*
1 12ma
1
I, = —mb?
2 12mb
I =im(a2+b2)
3712

I, = -ma*
1 =gma
1
I, = =mb?
2 3m
1
13=§m(a2+b2)

1
12m(a + b*)
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Eiemplos de momentos de inercia

Momentos de 1nercia de cuer

pos homogeéneos tipicos

Anillo delgado Disco delgado | Cilindro delgado | Cilindro macizo
- R R
] i W &y
1 1
I, = mR? I, = EmR2 I, = mR? I, = EmR2
1 1
12 — EmRZ 12 - ZmRZ

54



Eiemplos de momentos de inercia

Momentos de 1nercia de cuer

pos homogeéneos tipicos

Alambre Barra delgada Esfera hueca Esfera maciza
@ TN
P . 4 / R
J 4|/L/ ¢ 4
d @ e 4
L =0 _ LR 2 2
11 —_ _mR 2 _ 2
I, ==mR I, ==mR
I, = md? 2 1=3m 1= g™m
I3 = . L? I, = . L?
BT 2712
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Ejercicio 4
Determinese el momento de inercia de un alambre homogéneo muy
fino, de masa m, respecto a un eje paralelo situado a una distancia d.

Se puede dividir el alambre en infinitos dm
trozos infinitesimales de masa dm. =
. d
Cada trozo se puede considerar un punto, e _[
por lo que su momento de 1nercia es
dl = dm d*

Como todos los trozos tienen el mismo valor de d, 1a suma de los
momentos de inercia de todos ellos (esto es, la integral) es

I=J(dmd2)= fdm d? = md?
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Ejercicio 5

Determinese el momento de inercia de un anillo homogeéneo muy
fino, de masa m y radio R, respecto al eje de simetria perpendicular
a su plano.

Se puede dividir el anillo en infinitos trozos infinitesima- dm
les de masa dm. R

/

Cada trozo se puede considerar un punto, por lo que su
momento de 1nercia es P

dl = dmR?

Como todos los trozos tienen el mismo valor de R, la suma de los
momentos de inercia de todos ellos (esto es, la integral) es

I=J(dmR2)= Jdm R? = mR?
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Ejercicio 6

Determinese el momento de inercia de un rectangulo homogéneo, de
masa m y lados de longitud a y b, respecto al eje de simetria paralelo

al segundo de esos lados.

Sea la banda de la figura, de altura b, situada a
una distancia x del eje. La anchura infinitesi-
mal de la banda es dx, y su masa es dm.

Como el rectangulo es homogeéneo, la relacion
de la masa dm a la masa total m es la misma

e

que existe entre las respectivas areas, dSy S. |-
Por tanto,
dm dS bdx dx m dx

= :)d =
m S ab a m a
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La banda es un alambre recto homogéneo muy fino paralelo al eje.
Por tanto es de aplicacion la expresion del momento de inercia que
corresponde a ese caso particular.

, mdx , mx?
dl = dm x*° = x4 = dx
a a
La suma de los momentos de inercia de todas €leX ’H‘dx
las bandas (esto es, la integral), cuyas posicio- )
nes son x € [—%/,;%/,], es Fin :
Y2 max? ma3 “/2
v
=2 @ 3 =4/ < ~

3 m(a/2)3 ~ m(— a/2)3 B ma3 ~ ( ma3> 1 ,

3a 3 24\ 24aq) " 12
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Ejercicio 7

Determinese el momento de inercia de un rectangulo homogéneo, de
masa m y dimensiones a y b, respecto a un eje que recorre uno de

los lados de longitud b.

El proceso es idéntico al del ejercicio ante-
rior, salvo que ahora x es la distancia de cada
banda al nuevo eje. Por tanto, x € [0; al.

mx
I_ [

— mog_ 2
N

e

L X >Hglx
-
dm b
Y
- -
a
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Ejercicio 8
Determinese el momento de inercia de un disco homogeéneo muy
fino, de masa m y radio R, respecto al eje de simetria perpendicular

a su plano.

Sea el anillo de la figura, de radio r. La anchura
infinitesimal del anillo es dr, y su masa es dm. df

ity

Como el disco es homogéneo, la relacion de 1a masa dr
dm a la masa total m es la misma que existe entre las o
respectivas areas, dS y S. Por tanto,

dm dS 2nrdr 2rdr P 2mr dr
— . = = = —
m S TR? R2 m="g?

61



El anillo es homogéneo y muy fino. Por tanto es de aplicacion la
expresion del momento de inercia que corresponde a ese caso
particular.

, 2mrdr | 2mr3
dl =dmr- = P2 re = P2 dr
La suma de los momentos de inercia de todos los anillos
(esto es, la integral), cuyos radios son r € [0; R], es Y /
I_fRZmr?’ B ‘rm"‘LR_‘mR4 m04_1 2 dr
~J, Rz YT |2RE| T2RZ 2RZ 27 ¢
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Teorema de Steiner

Sea un solido rigido, y dos ejes e y e
paralelos entre si, separados una

distancia d, y donde el primero pasa
por el centro de masas C.

Por simplicidad, adoptamos un
sistema de referencia tal que:

* ¢l origen de coordenadas
esta en C;

* ¢l eje Z coincide con e;

* e esta en el plano YZ.

Por tanto es C(0;0; 0), y e pasa por A(0; d; 0).
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Teorema de Steiner

Sea P;(x;; y;; z;) un punto material
cualquiera, de masa m;, del solido.

El punto de e, mas préximo a P;
es Q;(0; 0; z;).

El punto de e mas proximo a P; es
Si (0, d; Zi)°

Los cuadrados de las distancias
de P; alosejes e- y e son:

2 —,2
TCi — ‘QLPL‘ —
= (6 — 0% +(y; — 0)? + (z; — z)* = x{ +y;]
— 2
r? =[P = (= 0)% +(y; — d)? + (z; — 2)* =
=x? +y? +d? - 2y;d
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Teorema de Steiner

Los momentos de inercia del solido respecto a los ejes e,
y e son, respectivamente,

o= ) mag =) mi(x?+y?)

[ = E‘mi‘riz = Eml(xlz +ylz ~+ dz — Zyld) =
= Emi(xiz +y7) + Z(midz) — E(miZ:Vid) =
= IC ~+ (Zml> dz — Zdzmlyl =

= I, + md* — ZdZmiyi
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Teorema de Steiner

Utilizando la expresion del centro de masas de un sistema,
se tiene que

L, amT; S S
Te = — :zmirizmrc:»z:miyi=myc=0

ya que en nuestro sistema de referencia es C(0; 0; 0).

Por tanto,
I = IC + mdz
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Teorema de Steiner

Teorema de Steiner.
El momento de inercia de un sélido rigido respecto a un
eje, es 1gual al momento de inercia respecto a un eje
paralelo al primero pasando por el centro de masas del
solido, mas el producto de su masa por ¢l cuadrado de la
distancia entre ambos ¢jes.

1 — IC T de

Una consecuencia es que, de todos los ¢jes
paralelos a una direccion, el momento de
inercia minimo corresponde al que pasa por
el centro de masas.

domain, via

Fuente: Public
Wikimedia Commons
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Ejercicio 9

Determinese el momento de inercia de un rectangulo homogéneo, de
masa m y dimensiones a y b, respecto a un eje que recorre uno de
los lados de longitud b. Para ello, utilicese el teorema de Steiner a
partir del eje paralelo que pasa por el centro de masas del rectangulo.

La distancia entre los ejes paralelosey e, e| a/2 |€c
es a/?2. —
1
I = Emaz ()C b
Aplicando el teorema de Steiner, _
[ =1 +md2=ima2+m(g)2= ) @ ;
¢ 12 2
1 1 1 3 4 1
= —ma? + -ma?* = —ma* + —ma®* = —ma?* = —ma®

12 4 12 12 12 3
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Teorema de las tres perpendiculares

Sea un solido rigido plano, y tres ejes )

perpendiculares entre si, dos de ellos
(X e Y) situados sobre dicho solido, y
el tercero (Z) perpendicular a ¢€l.

Sea P;(x;; y;; 0) un punto material
cualquiera, de masa m;, del solido. 7

Los cuadrados de las distancias de P; alosejes X, Yy Z
son, respectivamente,

2 _ a2
rxi_yi
2 _ L2
Tyi = Xi

2 _

2 2
X; *TYi
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Teorema de las tres perpendiculares

: : ) A
[Los momentos de 1nercia del solido Y

plano respecto alosejes X, Yy Z
son, respectivamente, Vi Pfx;y:;0)

_ 2 _ 2 Ty |
Ix — Z m;ry. = 2 m;y; /
7 X
_ 2 _ 2
I, = z m;ry, = z m;x;
_ 2 _ 2 2 _ 2 2
I, = Zmirzi = Emi(xi +y7) = Emixi + zmiyi

Por tanto,

I, =1 +1,
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Teorema de las tres perpendiculares

Teorema de las tres perpendiculares.
El momento de inercia de un solido rigido plano respecto
a un eje perpendicular a €l en un punto, es 1gual a la
suma de los momentos de inercia respecto a dos ejes
situados en el plano del solido, perpendiculares entre si,
y que pasan por el mismo punto.
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Ejercicio 10

Determinese el momento de inercia de un rectangulo homogéneo, de
masa m y dimensiones a y b, respecto al eje perpendicular que pasa
por su centro de masas.

Ya obtuvimos que el momento de inercia respecto al [ z

eje 1 es 1 0 R
I, = Ema2

Por analogia, el momento de inercia respecto al eje 2 es

1—1 b?
2=12™

Aplicando el teorema de las tres perpendiculares (el rectangulo es
un sistema plano), el momento de inercia respecto al eje 3 es

=1 +1 —ima2+imb2——m(a2+b2)
S ) 12 12
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Ejercicio 11

Determinese el momento de inercia de un anillo homogeéneo muy
fino, de masa m y radio R, respecto a un ¢je diametral.

Ya obtuvimos que el momento de inercia respecto al
eje 1 es 2
I 1 — mR2 <

Por simetria, los momentos de inercia respecto a los
¢jes diametrales 2 y 3 son 1guales entre si.

12213

Aplicando el teorema de las tres perpendiculares (el anillo es un
sistema plano), se obtiene el momento de inercia respecto al eje 2.

1
11212+13 :>mR2212+12:212:>12:§mR2
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Ejercicio 12

Determinese el momento de inercia de un disco homogeéneo muy
fino, de masa m y radio R, respecto un eje diametral.

Ya obtuvimos que el momento de inercia respecto al

eje 1 es 2
I, = ~mR? R}
1—2m f 8

Por simetria, los momentos de inercia respecto a los ejes
diametrales 2 y 3 son iguales entre si.

12213

Aplicando el teorema de las tres perpendiculares (el disco es un
solido plano), se obtiene el momento de inercia respecto al eje 2.

1 2 1 2
11212+I3$§mR 212+12:212$12:ZmR
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Ejercicio 13 YA0Im 0,1m 01m

Una placa (densidad superficial 15 kg/m?)
tiene la forma y dimensiones que se mues-
tran en la figura. Determinese sus momentos
de inercia respecto a los ejes del sistema de
referencia indicado.

0,05 ny

.

L

,JJm 0,Im 0,1 m

2
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~< N

— -
=

_X_ -
0,05 Hy _X_;ﬂ
=
5

X

0,3 m ’I
Y

=

(1) Q
S

>

X

Consideremos la placa constituida por
los rectangulos 1 y 2, extrayendo del
primero el circulo 3.

Las masas de estas partes son:
my; = 15X%0,3x0,2=0,9kg
m, =15x% 0,1 xX0,1 =0,15kg
ms = 15 X 1t X 0,052 = 0,1178 kg

YA0,1 m YA
1
£
@ _X_;“ L 0,2 m ’I
= 0,05 ny
S 3) _[ =
o ' Q 3
X
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Los momentos de inercia de la parte 1 YA 0,3m

respecto a los ejes X € Y son: i >|
1 ¥
L, = §0,9 x 0,22 = 0,012 kg - m? i
1 2 2 )
11y=§O,9><0,3 = 0,027 kg - m _& 'S
/1 X
|
Los de la parte 2 son: YA0,1 m
1 R
L, = 75015 X 0,1°4+0,15x 0,25 = -4 O -
2 )
= 0,0095 kg - m? — -
1 = |a
I, = §0,15 x 0,12 = 0,0005 kg - m? S| °
é \ A L)_ -
X
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Los de la parte 3 son: A

|
|
1 0,2 |
I5, = 70,1178 0,05240,1178 X 0,12 = |+—" !
l
= 0,001252 kg - m? N Y
1 | Cs £
I;, =~0,1178 x 0,05%40,1178 x 0,22 = : =
y 4 - O : > -
= 0,004786 kg - m? = ! A
Por tanto,

=1L _+1I, —I; =0,012+0,0095— 0,001252 =
= 0,02025 kg - m?
L, =054 +1I, —I3 =0,027+ 0,0005 — 0,004786 =
y y y
= 0,02271 kg - m?

Se trata de un solido rigido plano. Aplicando el teorema de las tres
perpendiculares,

I, =1,+1,=0,02025+ 0,02271 = 0,04296 kg - m?
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Radio de giro

Se denomina radio de giro de un sélido
rigido respecto a un eje, a la distancia
del eje a la que tendria que colocarse
un Unico punto material, con toda la
masa del sélido, para que tuviera su
mismo momento de inercia.

Sea m la masa del solido, e I su momento de
inercia respecto al eje considerado.

El momento de inercia de un punto material
de la misma masa m, situado a una distancia

K del mismo ¢je, es 5
I, = mK
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Radio de giro

Para que el punto tenga el mismo momento
de inercia que el sélido, ha de ser

— — 2
I =1, =mK

Por tanto, la distancia del eje a la que ha
de hallarse (el radio de giro) es

K=.I/m
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Energia cinética

La energia cinética de un sistema de puntos materiales es

Ee= Y o=y (3miv?)

.Y si se trata, en particular, de un solido
rigido en rotacion alrededor de un eje e?

Sea P; un punto material cualquiera, de
masa m;, del solido.

Sea 1; la distancia de P; al e¢je de giro.

Por tratarse de un solido rigido, todos
sus puntos tienen en un instante dado
la misma velocidad angular w.

El modulo de la velocidad de P; es v; = wr;.
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Energia cinética

Por tanto,

3 )3

1
= z (E m;w?rf

Es el momento de inercia
del solido rigido respecto
al eje de giro.
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Ejercicio 14

Una puerta, practicamente plana, de 20 kg de
masa, tiene las dimensiones y el eje de giro que
se muestran en la figura. ;Cual es su energia
cinetica en el instante en que el modulo de su
velocidad angular es de 3rad/s?

v

.

1.,2m

El momento de inercia de la puerta respecto a su eje de giro es

1
[=520x12% =9,6kg m’

Por tanto, la energia cinética de la puerta en el instante indicado es

1, 1 ,
Ec =-1w? = 59,6 x 3% = 43,2]

2 m
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Trabajo de una fuerza en una rotacion

Sea un solido rigido en rotacion €
alrededor de un ¢je e.

Sea una fuerza F aplicada en
un punto P del solido.

Ty

Por definicion, el trabajo

realizado por F alo largo
de un diferencial de des-
plazamiento™ d7 de P es

dw = F - d7

* Aun siendo diferencial, en este documento se representa graficamente con modulo finito para
visualizar su orientacion.
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Trabajo de una fuerza en una rotacion

Puesto que P gira con el solido,
dr se encuentra sobre la circun-
ferencia de centro Q y radio r.

Ty

Sea d el angulo girado por P
al desplazarse dr.

El modulo de dr es la lon-
gitud del arco recorrido so-
bre la circunferencia. Por

tanto,
dr = rd6
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Trabajo de una fuerza en una rotacion

Como ya sabemos, se puede

descomponer F en tres partes
perpendiculares entre si:

9 .
* F;, tangente a la circunferen-
cla;

-
-]
-

= . oy
* F,, en la direccion normal
dada por su radio;

-
-
-
-
-

. ﬁe, paralela al eje de giro.

Asi,

-

F=F +F +F,
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Trabajo de una fuerza en una rotacion

Por tanto,

- -

E, y F, son perpendiculares
a dr, por lo que es

-
-
-
-
-

Suponiendo que F, tiene el mismo sentido que d7, resulta

dW = F;dr cos 0 = Fydr = F;,(rd8) = (F;r)do
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Trabajo de una fuerza en una rotacion

Como vya se demostro, F,r es el

modulo del momento Me de F
respecto al eje de giro.

Por tanto,
dW — (FtT')dH — Mede

-
-]
-

Asi, el trabajo realizado por

-
-
-
-
-

F alo largo de un arco AB es

OB Criterio de signos:”
W = M e df | M, es positivo si ayuda ayuda a la
0 4 rotacion; negativo si la dificulta.

“En el desarrollo se supuso que ﬁt tiene el mismo sentido que d7. Si tienen sentidos contrarios, dW

serd negativo. Se puede generalizar el resultado obtenido haciendo que M, sea un “moédulo con signo”.
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Trabajo de una fuerza en una rotacion

Caso particular

S1 M, es constante, resulta

Asi, s16 = 6 — 0, es el angulo girado y M, es el “modulo
con signo” constante del momento de F respecto al eje de
giro, el trabajo de dicha fuerza durante ese giro es

W = M,0
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Trabajo de las tensiones

Sea una cuerda (o hilo, o cable) i1deal tensa, actuando entre

dos solidos rigidos. .
Sabemos que, por ser inexten-

CA Bo sible, los puntos A y B tienen el
mismo desplazamiento.

Sabemos que, por carecer de

A B masa, €s
OT> <?O ,_) .
TA B TA — _TB
Como consecuencia de ambos
A hechos, sus trabajos son
Wr, =Wz,

lB Se puede llegar a la misma conclusion con
sistemas mas complejos.
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Ejercicio 15

Una polea, con un eje rigido en su centro, tiene 3 kg
de masa, 0,2 m de radio, y 0,1 kg - m? de momento de
inercia respecto a dicho eje. La polea tiene arrollada
una cuerda 1deal de cuyo extremo cuelga un bloque de
10 kg. El sistema parte del reposo. Utilizando el
teorema de la energia cinética, obténgase el modulo

de la tension en la cuerda, asi como el mddulo de la
velocidad del bloque tras descender 2 m.

LLL
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El primer paso es realizar los diagramas de cuerpo libre de los
cuerpos implicados: la polea y el bloque.

Fe 13;): peso de la polea.
Tp: fuerza ejercida por la cuerda sobre 1a polea.
p’p T, 138: fuerza ejercida por el eje sobre la polea.
ﬁb: peso del bloque.
be Ty: fuerza ejercida por la cuerda sobre el bloque.

Aplicando el teorema de la energia ciné¢tica a cada
. uno de estos cuerpos, supuestos indeformables,
entre la situacion inicial y tras haber descendido el
bloque 2 m, es
AECp = Wﬁp + Wfp + Wﬁe
AEcb = Wﬁb + W?b
Aqui AE cp Y AE., son los correspondientes incrementos de energia

cinetica de la polea y del bloque, respectivamente. .



Vamos a desarrollar los terminos de esas expresiones. Sean:

Fo

vp: modulo de la velocidad del bloque cuando ha
descendido 5, = 2 m.

w,: modulo de la velocidad angular de la polea en
ese Instante.

. angulo girado por la polea hasta ese instante.
1

AE =—o1w2—101x02=005w2(51)
Cp 2 ) 1, 2 ) ) D

Wﬁp = 0] (punto de aplicacion inmovil)
W?p = pr = (T x0,2)0, = 0,20, T (SI)
Wﬁe = 0] (punto de aplicacion inmovil)

AE —1101;2 —110 X 0% = 5v2 (SD
Cb_z b 2 — b

B, = —Apr = —mbgAhb =
— _10x9,8x (=2) = 196]
T —Td = -T2 = =2T (SI)

S
|

5
I
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En el punto A, donde la cuerda se mueve solidaria-
mente con el punto de la polea con el que esta en
contacto, €s vy = W, 0,2

En el punto B, donde la cuerda se mueve solidaria-
mente con el punto del bloque al que esta anclada,

©5 UVp = Vp

Por la presencia de la cuerda 1deal, es

vy = Vg = w,0,2 =v, = w, =5V,
Se trata de una “relacion de velocidades por cuerda”.
Por otra parte, al girar la polea un angulo ¢, se desen-
rolla una longitud de cuerda 7,,0,2 que debe coincidir

con la distancia s, = 2 m que recorre el bloque. Por
tanto

02=5,=20,=5,/02=2/0,2=10rad

Notese que la relacion w, 0,2 = v}, corresponde a la derivacion de
0,2 = 5;,. Derivando de nuevo resulta la relacion «,0,2 = a,,

utilizada en el ejercicio 3.
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Recapitulando:

AEc, =Wp + W5 + Wy —= 12505 =0+2T +0=2T

}
AE,, = 0,05w2 = 0,05(5v,)% = 1,25v2 (SI)
Ws =0] -
Wy =0,20,T = 0,2 % 10T = 2T (SD
Wz =0] J

AE;, =Wp + Wz — 5vp =196 + (—=2T) = 196 — 2T
AE., = 5v2 (SI)
Wg =196]

Wz = —2T (SD]

Y

Notese que, como se indico en el apartado “Trabajo de las tensiones™,
Wfp y Wfb son opuestos.
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J

1,25v2 = 2T Sumando estas dos ecuaciones, resulta
— 6,25V = 196 = v, = 5,6 m/s

5vi =196 — 2T

Por tanto,

1,25vf = 2T =2 2T =1,25%x 5,62 =392=T = 19,6 N
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Alternativa: trabajar con el sistema polea+bloque. Comenzamos con
el correspondiente diagrama de cuerpo libre de dicho sistema.

-

F, Aplicando el teorema de la energia cinética a este
sistema, entre la situacion inicial y tras haber
descendido el bloque 2 m, es

AECp + AEcb = Wﬁp + Wﬁe + Wﬁb

Aqui hay que destacar algunos detalles.

. l * Hay que incluir la energia cinética de la cuerda,
pero es cero ya que, al ser ideal, carece de masa.

* Como de costumbre, se ha supuesto que la polea y
el bloque son indeformables.

 La cuerda se deforma, pero aun asi el trabajo total
de sus fuerzas interiores es cero al ser 1deal.
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Es:

AE =101w2—101x02=005w2=
> 27770 27 oD

= 0,05(5v;,)% = 1,25v# (SI)

Fy

AE —1101;2—110><02 = 5v2 (S
Cb_z b 2 o vb

Wﬁp = 0 ] (punto de aplicacion inmovil)
Wg =0] (punto de aplicacion inmovil)
ﬁbl Wﬁb = —Apr = —mbgAhb =
=—-10%x9,8x%x (—2) =196]
Asi,
AECp + AE;, = Wﬁp + Wﬁe + Wﬁb
1,25v% + 5v2 =0+ 0 + 196 = 6,25v7 = 196 = v, = 5,6 m/s

Conociendo ya v, el valor de T puede obtenerse aplicando el
teorema de la energia cinética al bloque.



I1.- Traslacion + rotacion



Movimiento de traslacion + rotacion

En general, el movimiento de un solido rigido puede
descomponerse en dos partes:

* una traslacion en la que un punto P del so6lido pasa a su
nueva posicion;

* una rotacion alrededor de un eje que pasa por P. D
2
Q

P4O P4O

Vemos que, aunque el resultado final es el mismo, la
descomposicion depende del punto P elegido.
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Movimiento de traslacion + rotacion

., COmo se caracteriza el movimiento?

* En la traslacion, todo el solido tiene la aceleracion dp
del propio punto P.

 En la rotacion, el solido tiene aceleracion angular a,
de valor independiente del punto P utilizado.

P
P dp P dp, ég;
1Q‘ ® P, 1
KO O
r, Py
3om—y RO dp
Omp P
4
0T
g A

Hay que optar por un punto P.
. Que¢ eleccion es mas conveniente?
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Movimiento de traslacion + rotacion

Para contestar a esta pregunta, hay que estudiar cOmo se
relacionan las fuerzas aplicadas a un so6lido rigido con el
movimiento que causan.

Como a cualquier cuerpo, se le puede
aplicar el teorema del centro de masas.

Sin embargo, por no estar en rotacion alrededor de un
eje 1170, no es de aplicacion la ecuacion fundamental
de la Dinamica de rotacion.
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Movimiento de traslacion + rotacion

Sea un sistema de referencia movil tal que:

* su origen de coordenadas esta ligado a un cierto punto P
del solido rigido;
* no gira.

Sea un observador ligado a ese sistema de referencia.
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Movimiento de traslacion + rotacion

Movimiento real

°~

Mov1mlento segun el observador

Para el observador, el movimiento del
solido es una rotacion alrededor de un
eje que pasa por P.

El angulo girado segun el observador
es 1gual al real. Por tanto, también
percibe la aceleracion angular real.

A\
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Movimiento de traslacion + rotacion

Movimiento real Consecuencia

Desde el punto de vista del
observador, es correcto aplicar
dp el teorema fundamental de la
m—) Dinamica de rotacion, siendo
a la aceleracion angular real,
Movimiento segun el observador siempre que se incluyan los
momentos de las fuerzas de
Inercia.
-
M+ M;, = I
Recuérdese que el punto de aplicacion
de las fuerzas de 1nercia es el centro de
masas.
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Movimiento de traslacion + rotacion

Movimiento real

Movimiento segun el observador

.Y si se utiliza como punto P el
centro de masas C del so6lido?
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Movimiento de traslacion + rotacion

Movimiento real . Qué ocurre en este caso con
las fuerzas de 1nercia?

Que sus momentos respecto a
un eje de giro que pasa por el
centro de masas son nulos.

Por tanto,

Movimiento segun el observador _ .
M=1 ck
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Movimiento de traslacion + rotacion

Conclusion

* El momento total de las fuerzas exteriores que actiian
sobre un solido rigido, tomado respecto al eje, paralelo
al de giro, que pasa por el centro de masas, es igual al
momento de inercia del solido respecto a este ¢je,
multiplicado por la aceleracion angular que adquiere.
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Ejercicio 16

: Y 0,6 m Y
En un instante dado, una barra del- |< z
gada, de 2 kg de masa y 0,6 m de
longitud, se encuentra horizontal- © -

mente en el aire. Mediante una

cuerda sujeta a uno de sus extremos, se tira con una fuerza F de
modulo 20 N y la orientacion indicada en la figura. Obténgase la
aceleracion angular y la del centro de masas de la barra en ese
Instante, expresadas en el sistema de referencia de la figura.
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El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo
objeto de analisis, la barra en este caso.

- o

aC S ,
’ \ % Las fuerzas que actiian sobre la barra
a son:

C
F: fuerza ejercida por la cuerda.

-

P P: peso.

Como consecuencia de la accion de estas fuerzas, la barra tiene una
aceleracion del centro de masas d., y una aceleracion angular «
perpendicular al plano de la pagina.
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>

indicado en el enunciado.

ac ’\ S/ Sea el sistema de referencia dextrogiro
2 F
C

P

>
X

De F' y P se conocen modulos y orientaciones.

De d, no se conocen modulo ni orientacion. Por
tanto, se desconocen sus componentes X € Y,
aunque si se sabe que la Z es 0.

De @ se conoce su direccion, pero no su modulo
n1 su sentido. Por tanto, se desconoce su compo-
nente Z, aunque si se sabe que la X yla'’Y son 0.

Por tanto, tenemos 3 incognitas: ac_, ac, y .

Necesitamos pues 3 ecuaciones.
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YA Ac ’\ S
I\
¢ .
I Aplicando el teorema del centro de masas, es
© >
V4 X

(20sin 30°; 20 cos 30°; 0)+(0;—2x9,8;0)=2 (ac,; ac, ; 0)

(10 = Zacx
17,32 — 19,6 = 2a¢, = —2,28 = 2ag,
L0=0

A
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YA Ac \ S f{
I\
C . .
% Aplicando la ecuacion fundamental de la
p Dinamica de rotacion al eje paralelo al de
o § giro que pasa por el centro de masas, es
V4

Mz+ Mz = Ica
Todos estos vectores tienen componentes X e Y nulas. Utilizando
unicamente la componente Z de la ecuacion, resulta

1
[20d;] + 0 = (EZ X 0,62> a,

* Fuerza de modulo 20 N. Fuerza de brazo 0 m.

» Brazo dp.

* Sentido hacia fuera del
plano de la pagina, idén- | (Y coOmo podemos obtener el valor de dz?
tico pues al del eje Z.

113



El valor de dr se puede obtener por trigonometria.

dr = 0,3cos30° =0,2598 m

o

YA 0,3 m S
r F Por tanto, la componente Z de M : es
C d30° 20dy = 20 X 0,2598 = 5,196 N - m
Af
P En consecuencia,
© > 1
z i 5,196 + 0 = (EZ X 0,62) a, =

= 5,196 = 0,06c,
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Otra posibilidad es descomponer F en dos partes, F' y F" cuyos
brazos sean sencillos de obtener.

VA 0,3m 4> Porel teorema de Varignon, el siste-
b ﬁ’ﬁ ma formado por F’ y "', concurren-
C A~ g tesen A, es equivalente a F. Por
. tanto, los momentos son idénticos:
! )P MﬁZMﬁr-l-Mﬁu.
Z X

As1 por | la ecuacmn fundamental de la Dinamica de rotacion es
M + M 21+ M > = J-a. Utilizando Gnicamente la componente Z, es

[((20 sen 30% 0) + ((20 cos 30°) X‘@;I_ 0 = (%2 (0 6z>

* Fuerza de médulo 20 sen 30°. | | * Fuerza de modulo 20 cos 30°.

* Brazo 0 m. * Brazo 0,3 m.

* Sentido hacia fuera del plano de la
pagina, 1déntico pues al del eje Z.

1
Por tanto, 0 + 5,196 + 0 = (EZ X 0 62> a, = 5,196 = 0,06,
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Una ultima posibilidad es obtener el momento de F mediante el
correspondiente producto vectorial.

o

YA 0,3 m S
b F
CI A

© >
Z X
M; = CA x F = (0,3;0; 0) x (20sin 30°; 20 cos 30°; 0) =
I 7k
=10,3 0 0| =(0;0;5196) N- m
10 17,32 O

Utilizando unicamente la componente Z de M & M 5 = Ica, resulta

1
5,196 + 0 = (EZ X 0,62) @, = 5,196 = 0,06c,
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A

- _ > — 2
10 = ZCle Ac, 5 m/s }. C_iC = (5, —1,14; 0) m/52
_2’28 — Zacy—> aCy — —1,14 m/SZ

. 5,196 = 0,06a,— a, = 86,6 rad/s* — a = (0; 0;86,6) rad/s?
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Ejercicio 17

Una polea, con su eje e libre, tiene 3 kg de masa, LLLLLss
0,2 m de radio, y 0,048 kg - m? de momento de

inercia respecto a dicho eje. La polea tiene arrollada

una cuerda i1deal cuyo extremo libre esta unido al

techo. El sistema parte del reposo. Aplicando el

teorema del centro de masas y momentos, obténgase: °
los modulos de la aceleracion del eje de la polea, de

la aceleracion angular, y de 1a tension en la cuerda; el
modulo de la velocidad del eje tras descender 0,56 m.
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El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo
objeto de analisis, la polea en este caso.

(9 ; TT Las fuerzas que actuan sobre la polea son:
o -
P: peso de la polea.

- —

P T': fuerza ejercida por la cuerda sobre la polea.

lac Como consecuencia de la accion de estas fuerzas,
la polea tiene una aceleracion del centro de masas
d., y una aceleracion angular @ perpendicular al
plano de la pagina, y hacia fuera por la regla de
Maxwell.
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Hay que establecer un sistema de referencia dextrogiro, si el enunciado
no especifica uno. Aqui hemos elegido el que se muestra en la figura.

¢ < Tﬁ
YA a C |T

De P se conocen su modulo y orientacion.

De T se conoce su orientacion, pero no su
modulo.

De a, y & se conocen sus orientaciones, pero
no sus modulos.

Por tanto, tenemos 3 incognitas: T, a. y «.
Necesitamos pues 3 ecuaciones.
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Aplicando el teorema del centro de masas, es
[_)) + f — mC_l)C

(0;—-3x%9,8;0) + (0;T;0) = 3(0; —ac; 0)

(0=0
{ =294+ T = —3a,
0=0
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© >
Z X

Aplicando la ecuacion fundamental de la Dinamica
de rotacion al eje paralelo al de giro que pasa por
el centro de masas, es

Todos estos vectores tienen componentes X ¢ Y
nulas. Utilizando Gnicamente la componente Z
de la ecuacion, resulta

O0+T XVQ,Z = 0,048(+a) = 0,2T = 0,048«

Fuerza de brazo 0 m.

’ guerzaodg modulo T'. Sentido hacia fuera del

* Brazo 0,2 m. S

» Sentido hacia fuera del plano se lallziaﬁlga, éden
plano de la pagina, idén- tico pues al del eje 2.
tico pues al del eje Z.
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La tercera ecuacion es la relacion de aceleraciones
por cuerda.

( En el punto A, la cuerda se mueve solidariamente
C IT con el punto de la polea con el que esta en contacto.

" A Su aceleracion en la direccion de 1a cuerda es la
P suma de:
lé * lad,, que tiene por el movimiento de traslacion;

* lad, , que tiene por el movimiento de rotacion.

A ‘(& L {c_f A
i* + o JANE ° 8,
Ape,

lac la

Ay, = Ac ag, =ax02 ayg=ac—ax0,2

Analiticamente, dy = d,, +ds, = (0;—ac;0) + (0;a X 0,2;0) =
(0; —ar +ax0,2;0) =(0; —[ar —a x0,2];0)
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©

LLLSLLL
B

En el punto B, donde la cuerda esta anclada al
techo, es ag = 0.

Por la presencia de la cuerda ideal, es

a,=ag>acr—ax02=0
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(—29,4+ T = —3a, _T
0,27 = 0,048a — T = 0,24«

aC—aXO,ZZO —»aC=O,2a—

A

|

— —29,4 + 0,240 = —0,6a — 0,840 = 29,4 — o = 35rad/s?

Por tanto,
ac = 0,2a = 0,2 X 35 = 7m/s?
T =024a = 0,24 x35 =84 N

El movimiento del eje de la polea es rectilineo con a, constante. Por
tanto,

Ve = \/vég + Zac(sc — SCO) =,024+2x7x056=28m/s
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Energia cinética

La energia cinética de un sistema de puntos materiales es

o= B =y (3miv?)

.Y si se trata, en particular, de un solido rigido en
movimiento de traslacion mas rotacion?
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Energia cinética

Una vez mas, descomponemos el movimiento en dos partes

* Una traslacion en la que el centro de masas C pasa a su
nueva posicion. Cualquier punto material P; tiene la
misma velocidad v, que C.

 Una rotacion con velocidad angular w alrededor de un

eje que pasa por C. Cualquier punto gira alrededor de
dicho eje, pero tiene una velocidad v; propia.
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Energia cinética

La velocidad del punto P; es v; = v, + v;.

El modulo de v; es v; = wr;, donde 7; es la distancia de
P; al eje de giro de la fase de rotacion.
Es Ul-z :ﬁ)i'ﬁi = (§C+7})l’)(7})€+7}){) —

= - -/ -/ - >/

—vc'vc‘l‘vi 'Ui‘l‘zvc'vi —

2 = - -
= v+ v+ 20V = v+ (wnr)? + 2V, - V] =

= vZ + w?rf + 29 -
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Energia cinética

Por tanto, la energia cin¢tica del punto material P; es

1 1
22 2.2 ) oz Br)
Ec —Zmlvi —Zml(vc+w o+ 2v¢ vl-) =
1 1
= —mvé + —mw?*r? + m;V; - U;

2

2

129



Energia cinética

La energia cinética del solido rigido es

E, _zEcl_

-5 (bt () o 5

1
2

1
U(%-Fi(

Es la masa m del
solido rigido.

)Cl)z‘l‘ﬁ)c‘

.?

Es el momento de inercia I
del solido rigido respecto al
eje de giro de la fase de
rotacion.
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Energia cinética

Es por definicion el momento Es igual a mv,, expresion
lineal p de un sistema de simplificada de p.
puntos materiales.

Por tanto,
1 , 1 , . o= 1 , 1 5
EC=§mvC +§Ica) +vC-O=§mvC +§Ica)
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Energia cinética

Conclusion

* La energia ciné¢tica de un solido rigido es la suma de la
que tendria s1 su movimiento fuese una traslacion pura
con la velocidad de su centro de masas, mas la que tendria
s1 su movimiento fuese una rotacion pura alrededor de un
€je que pasa por el propio centro de masas.

r ., 1 5
E. = Emvc + Elca)
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Ejercicio 18

Un balon de baloncesto, que admitiremos que es una esfera hueca,
tiene 0,6 kg de masa y 0,12 m de radio. ;Cual es su energia cineti-
ca en el instante en que los modulos de su velocidad angular y de

la velocidad de su centro de masas son 20 rad/s y 6 m/s, respec-
tivamente?

El momento de inercia de la esfera hueca respecto a un eje que pasa
por su centro de masas, es

2
o = 50,6 X 0,12% = 0,00576 kg - m’

Por tanto, la energia cinética del balon en el instante indicado es

1 2 1 2 1 2 1 2
EC=§mvC +§IC(1) ZEO,6X6 +§0,00576X20 =

= 10,8 + 1,152 = 11,952 ]
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Ejercicio 19

Una polea, con su eje e libre, tiene 3 kg de masa, LLLgLLL
0,2 m de radio, y 0,048 kg - m? de momento de
inercia respecto a dicho eje. La polea tiene arrollada
una cuerda i1deal cuyo extremo libre esta unido al
techo. El sistema parte del reposo. Aplicando el

teorema de la energia cinética, obténgase el modulo °

de la velocidad del ¢je tras descender 0,56 m.
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El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo
objeto de analisis, la polea en este caso.

/_) T_> Las fuerzas que actiian sobre la polea son:
w C |T

P: peso de la polea.
P T: fuerza ejercida por la cuerda sobre la polea.
l C Aplicando el teorema de la energia cinética a este
cuerpo, supuesto indeformable, entre la situacion
inicial y tras haber descendido el centro de masas
0,56 m, es
AE. =Wz + Wz
Sean:

vc: modulo de la velocidad del centro de masas de la polea tras
ese descenso.

w: modulo de la velocidad angular de la polea en ese instante.
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Vamos a obtener la relacion de velocidades por
cuerda.

( En el punto A, la cuerda se mueve solidariamente
C IT con el punto de la polea con el que esta en contacto.
« lav, .. que tiene por el movimiento de traslacion;

3 * la ﬁAr . que tiene por ¢l movimiento de rotacion.

VAN
y

W
_,i A Su velocidad es la suma de:
P

A W Uy w A
Y1 + © = 0 R
9 A Va
HUAW
lﬁc lﬁc
vAtT = V¢ UATt = w X 0,2 Vg =V —w X 0,2

© >
V4 X

Analiticamente, Uy = Uy, + Uy, = (0; —v¢; 0) + (0; w X 0,2;0) =
= (0; —v, + w % 0,2;0) = (0; —[v, — w x 0,2]; 0)
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<427 En el punto B, donde la cuerda esta anclada al techo,

B

es vg = 0m/s.

Por la presencia de la cuerda ideal, es

V=g 2>V, —wX02=0=>v,=02w =
=> W = SUC
Notese que, puesto que v, = vg y Vg = 0m/s, el

punto A estda inmovil. Por tanto, el trabajo de T sera
de 0].

137



Vamos a desarrollar los términos de AE, = Wz + W=.

AE, = E 3vE + %0,048(1)2] — 0 = 1,5v% + 0,024(5v.)? =
= 1,5v% + 0,6v% = 2,1v2 (S])

Wz = —AE, = —mgAh; = —3 X 9,8 X (—0,56) = 16,464 ]

Wz = 0] (punto de aplicacion inmovil)

Por tanto,

2,1v¢ = 16,464 + 0 = 16,464 > v, = 2,8m/s
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I11.- Rodadura



Rueda

Una rueda es un solido rigido tal que los puntos que
apoyan sobre el terreno constituyen una circunferencia
o cilindro.

En realidad hablamos aqui de ruedas 1deales, que no se
deforman.
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Radio de una rueda

En todo lo que sigue, por radio de una rueda se entiende,
no el de su contorno, sino el de la circunferencia o cilindro

constituidos por los puntos que apoyan sobre el terreno.
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Movimiento de una rueda

El movimiento de la rueda es de traslacion mas rotacion.
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Movimiento de una rueda

Una vez mas, descomponemos €l movimiento en dos partes.

* Una traslacion en la que el centro de masas C pasa a su
nueva posicion. Cualquier punto material tiene la misma
velocidad v, que C.

 Una rotacion con velocidad angular w alrededor de un

¢je que pasa por C. Cualquier punto material gira
alrededor de dicho ¢je.

-

V¢

Commm
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Velocidad de los puntos de una rueda

La velocidad de un punto cualquiera de una rueda es la
suma de:

* la que tiene por el movimiento de traslacion;

* la que tiene por el movimiento de rotacion.
5/ ?

_|_

=) Velocidad por la traslacion
m===) Velocidad por la rotacion
m==) Velocidad real
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Velocidad de los puntos de una rueda

Sea R el radio de la rueda. ;Qué se puede deducir?

La velocidad del centro de masas es v, como era de
esperar.

La velocidad del punto A tiene modulo v + wR y se
dirige hacia la derecha.

w
La velocidad del punto B tiene modulo / by
B

ve + w R/2 y se dirige hacia la SN
derecha. CCV-C
La velocidad del punto D tiene modulo LN

|lve — w R/2|. Se dirige hacia la
derecha s1 Ve > W R/ 2: Yy hacia la ——> Velocidad por la traslacion

izquierda Si (% < wR / e ==) Velocidad por la rotacion
m==) Velocidad real
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Velocidad del punto de contacto

Es de gran interés analizar el movimiento del punto O de
contacto entre la rueda y el suelo.

 La velocidad del punto O tiene méodulo |ve — wR|. Se
dirige hacia la derecha s1 v, > wR, y hacia la 1zquierda

s1 Ve < wR. .
‘“/V

=) Velocidad por la traslacion
==) Velocidad por la rotacion
===) Velocidad real
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Velocidad del punto de contacto

. Que se deduce de ello?

* S1 v, > wR, el punto de contacto desliza hacia la
derecha. En consecuencia, la fuerza de rozamiento

E. se dirige hacia la izquierda. Es E. = u'N.

* S1 v, < wR, el punto de contacto desliza hacia la
1zquierda. En consecuencia, la fuerza de rozamiento
E. se dirige hacia la derecha. Es . = u’N.

* S1 v, = wR, el punto de contacto no desliza. El sentido

de la fuerza de rozamiento ﬁ'r es el que se opone al des-
lizamiento que tendria el punto si dicha fuerza no exis-
tiera. Puede resultar ser hacia la izquierda, o hacia la
derecha. Es F,. < uN. Su trabajo es cero.
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Posibles comportamientos de una rueda

El solido rueda
sin deslizar

El solido rueda des-
lizando hacia atras
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Posibles comportamientos de una rueda

'\R / C\ Si rueda sin deslizar:
%

S = CPR Ya lo sabiamos

_ds_d(ch)_dgoR_\AR
s eTar T Tar  dar ¢

_dv_d(wR)_da)R_ r
¢~ qr ~ dt de ¢

Ac = QA

|

El movimiento del
centro de masas es
rectilineo.
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Posibles comportamientos de una rueda

S1 rueda sin deslizar

S = @R

S1 rueda deslizando |

S > @R

Si1 rueda deslizando |

U(::(UR

hacia adelante:

Uc>(l)R

hacia atras:

s < PR

Uc<a)R

ac = aR

ac > aR

ac < aR
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Ejercicio 20

El carrete de la figura tiene 4 kg de masa, 0,4 kg - m? F
de momento de inercia respecto al correspondiente

€je que pasa por su centro de masas, y sus radios son @

R = 0,5 m y r. La fuerza horizontal que tira de ¢l
tiene modulo FF = 7 N. El coeficiente de rozamiento
con el suelo es u. Obténgase los modulos y sentidos de la acelera-

cion del eje del carrete, de la aceleracidon angular, y de la fuerza de
rozamiento, sir = 0,3my u = 0,2.
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/ 7 HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

d. Una vez adoptada una hipotesis, el primer
g mm) 1aso es realizar el diagrama de cuerpo libre
del cuerpo objeto de analisis, el carrete en
_>_>T este caso.

Las fuerzas que actuan sobre el carrete son:
F: mencionada en el enunciado.
P: peso.
N: reaccién normal.

E.. fuerza de rozamiento.

Como consecuencia de la accion de estas fuerzas, el carrete tiene una
aceleracion del centro de masas d., y una aceleracion angular «
perpendicular al plano de la pagina, y hacia dentro por la regla de
Maxwell.
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P .y
YA
—%
E,. T N
© >
Z X

HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

Hay que establecer un sistema de referencia
dextrogiro, s1 el enunciado no especifica uno.
Aqui hemos elegido el que se muestra en la
figura.

De F y P se conocen modulos y orientaciones.
De N se conoce su orientacion, pero no su
modulo.

De ﬁr se conoce su direccion, pero no su
modulo ni su sentido. Por tanto, se desconoce
su componente X, aunque si se sabe que la’Y
y la Z son 0.

De d,. y @& se conocen sus orientaciones, pero
no sus modulos.

Por tanto, tenemos 4 incognitas: N, F. , acy .
Necesitamos pues 4 ecuaciones.
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HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

Aplicando el teorema del centro de masas, es

F+P+N+E =md,

(7;0;0)+ (0; —4 x9,8;0) + (0; N;0) +
+(F.; 0;0) = 4(ac; 0;0)

(7 +E._=4ac
1-392+N =0
L0=0

154



(=7%x03)+0+0+ Frx X 05 =0,4(—a) > —-2,1+ O'SFrx _

HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

Aplicando la ecuacion fundamental de la
Dinamica de rotacion al eje paralelo al de
giro que pasa por el centro de masas, es

—

Mﬁ-l-Mﬁ-l-Mﬁ-l-MﬁT:Ica

Todos estos vectores tienen componentes X € Y
nulas. Utilizando Uinicamente la componente Z

de la ecuacion, resulta

—0,4

Fuerzas de brazo 0 m.

Sentido hacia dentro del

plano de la pagina.

* Fuerza de modulo 7 N.

* Brazo 0,3 m.

e Sentido hacia dentro del
plano de la pagina.

* Fuerza de componente F,. .

* Brazo 0,5 m.

* S1 £, > 0, sentido hacia
fuera del plano de la pagina.
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HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.
+ F. X 0,5

* Fuerza de componente F. .

* Brazo 0,5 m.
e Si F > 0, sentido hacia

fuera del plano de la pagina.

Conviene analizar con mayor profundidad este término.
,Qu¢ pasara si resulta ser £, < 07?

En tal caso: * el sentido de M = sera hacia dentro del plano de la
pagina, y por tanto tendra componente Z negativa,;
* con F. < Qresulta +F. X 0,5 <0.
Por tanto, el término +F. X 0,5 es correcto en ambos casos. Simple-
mente, lo hemos razonado para el caso mas sencillo.
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/ . HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

d. Lacuartay ultima ecuacion es la relacion de
mmm) ,celeraciones por rodadura sin deslizamiento,

aC:aXO,S

i Atencion!

Puesto que, de acuerdo con la hipotesis adop-
tada, no hay deslizamiento, no es valida la
siguiente relacion:

E. = =0,2N

ax

Excepcion: La relacion seria valida si la rueda
estuviera en situacion de deslizamiento
Inminente.
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HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

(7 +F, =4ac
—392+ N =0
<
ﬁ—V -2,1+0,5F. = —0,4a
" TN Ac = & X 0,5
© > \
Z X

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene:
ac = 2m/s* a = 4rad/s? N =39,2N
Frx =1N = ﬁr = (Frx; 0; O) = (1; 0; 0) N (1 N hacia la derecha)

. Como se comprueba la hipotesis?

FE =1N
<F._.
F. . =uN=02x392=784N } Se cumple que Fr < Frpq,

En efecto, el carrete rueda sin deslizar.
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Ejercicio 21

T

El carrete de la figura tiene 4 kg de masa, 0,4 kg - m?

de momento de inercia respecto al correspondiente (
€J€ que pasa por su centro de masas, y sus radios son Q
R = 0,5 m y r. La fuerza horizontal que tira de ¢l
tiene modulo FF = 7 N. El coeficiente de rozamiento
con el suelo es u. Obténgase los modulos y sentidos de la acelera-

cion del eje del carrete, de la aceleracidon angular, y de la fuerza de
rozamiento, s17 = 0,3 my u = 0,02.

El unico cambio respecto al ejercicio anterior es el del valor del
coeficiente de rozamiento, que aqui es 0,02 en lugar de 0,2.

Por tanto, el desarrollo es idéntico hasta inmediatamente antes de
que se haga uso por primera vez de dicho valor. Eso ocurre en la
pagina anterior a la actual.

A continuacion se reproduce esa pagina, marcando con una linea roja

el limite a partir del cual el desarrollo varia.
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HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

(7 +F, =4ac
—392+ N =0
<
ﬁ—V -2,1+0,5F. = —0,4a
" TN Ac = & X 0,5
© > \
Z X

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene:
ac = 2m/s* a = 4rad/s? N =39,2N
Frx =1N = ﬁr = (Frx; 0; O) = (1; 0; 0) N (1 N hacia la derecha)

. Como se comprueba la hipotesis?

F,=1N
Frméx = ‘LLN = 0,02 X 39,2 = 0’784 N } Es F‘r > Eﬂméx

[La hipotesis es erronea.
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HIPOT deslizar.

El carrete desliza, pero... ;hacia donde?

Hemos obtenido que, para que no deslice,
la fuerza de rozamiento que se requiere €s

ﬁr = (1;0;0) N, esto es, de 1 N hacia la
derecha.

Por tanto, se trata de la fuerza de rozamiento
requerida para evitar que el punto de contacto
deslice hacia la izquierda.

Como esta fuerza no puede alcanzar el
modulo necesario, no puede evitar que el
punto de contacto tenga ese deslizamiento
hacia la 1zquierda.

Conclusion: El carrete desliza hacia atras.
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/ HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando
hacia atras.

% mmm) | g (1nica consideracion nueva de cara al
diagrama de cuerpo libre, es respecto al

—» sentido de la fuerza de rozamiento.
N Y
T . y . . ‘¢
L N . * Con la hipotesis anterior, “el carrete rueda
7 X sin deslizar”, no se conocia a priori ese
sentido.

* Con la hipotesis actual, “el carrete rueda
deslizando hacia atras”, sabemos que el

sentido de ﬁr ha de ser hacia adelante
(hacia la derecha en el diagrama).

Puesto que ahora si se conoce la orientacion de F;., pero no su modulo,

tenemos 4 incognitas: N, F. (en lugar de F,. ), ac y @. Necesitamos
pues, de nuevo, 4 ecuaciones.
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HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando
hacia atras.

En lo que sigue, los cambios respecto a lo
que se hizo bajo la hipotesis “el carrete rueda
sin deslizar” aparecen resaltados en amarillo.

Aplicando el teorema del centro de masas, es
F+P+N +E =md,
(7;0;0)+ (0; —4 x9,8;0) + (0; N; 0) +
+(F-;0;0) = 4(ac; 0;0)
(7 + F = 4ac
—392+N =0
L0=0

A
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HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando
hacia atras.

Aplicando la ecuacion fundamental de la
Dinamica de rotacion al eje paralelo al de
giro que pasa por el centro de masas, es

Mﬁ-l-Mﬁ-l-Mﬁ-l-Mﬁr =l.a
Todos estos vectores tienen componentes X e Y

nulas. Utilizando Unicamente la componente Z
de la ecuacion, resulta

(-7x03)+0+0+F x05=04(—a) = —2,1+0,5E. = —0,4«x

Fuerzas de brazo 0 m.

Sentido hacia dentro del
plano de la pagina.

* Fuerza de modulo 7 N.

* Brazo 0,3 m.

e Sentido hacia dentro del
plano de la pagina.

* Fuerza de modulo F,.

* Brazo 0,5 m.

* Sentido hacia fuera del
plano de la pagina.
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/ . HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando

hacia atras.

YA ac
mms) [ a cuarta y ultima ecuacion es que, puesto que
el punto de contacto con el suelo desliza, es
13—>T—’ kF=E_. =uN=002N
7 N
© > .,
: :

Puesto que, de acuerdo con la hipotesis
adoptada, el carrete desliza, no es valida la
siguiente relacion:

Tt
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/ . HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando
hacia atras.

Y4 dc
X ‘ 7 —+ FT — 4aC
—392+N =0
. ]
B TIV 2.1+ 0,5E = —0,4a
® > E. = 0,02N
Z X .

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene:
ac = 1,946 m/s* a = 4,27 rad/s? N =392N
F.=0,784N = E. = (E; 0; 0) = (0,784;0; 0) N

. Como se comprueba la hipotesis?

ac = 1,946 m/s?
aR = 4,27 X 0,5 = 2,135 m/s?

En efecto, el carrete rueda deslizando hacia atras.

} Se cumple que a, < aR
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Ejercicio 22

El carrete de la figura tiene 4 kg de masa, 0,4 kg - m? S
de momento de inercia respecto al correspondiente K
€J€ que pasa por su centro de masas, y sus radios son T/QR

R = 0,5 m y r. La fuerza horizontal que tira de ¢l

tiene médulo F = 7 N. El coeficiente de rozamiento s
con el suelo es u. Obténgase los modulos y sentidos de la acelera-

cion del eje del carrete, de la aceleracidon angular, y de la fuerza de
rozamiento, s17 = 0,1my u = 0,2.

El tnico cambio respecto al ejercicio 20 es el del valor del radio 7,
que aqui es 0,1 m en lugar de 0,3 m.

Este cambio tiene consecuencias numericas, pero conviene destacar
que, como veremos, una de ellas es relevante.

Para facilitar el seguimiento de la resolucion, el desarrollo que sigue
es casi idéntico al del ejercicio 20, con las diferencias resaltadas en
azul claro.
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/ HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

{

, kg, Unavezadoptada una hipotesis, el primer
@ mm) 1aso es realizar el diagrama de cuerpo libre
P del cuerpo objeto de analisis, el carrete en
- % este caso.
E,. T N

Las fuerzas que actuan sobre el carrete son:
mencionada en el enunciado.
peso.

: reaccion normal.

Ju =)o T

. fuerza de rozamiento.

Como consecuencia de la accion de estas fuerzas, el carrete tiene una
aceleracion del centro de masas d., y una aceleracion angular «
perpendicular al plano de la pagina, y hacia dentro por la regla de
Maxwell.
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od 4

HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

Hay que establecer un sistema de referencia
dextrogiro, s1 el enunciado no especifica uno.
Aqui hemos elegido el que se muestra en la
figura.

De F' y P se conocen modulos y orientaciones.

De N se conoce su orientacion, pero no su
modulo.

De ﬁr se conoce su direccion, pero no su
modulo n1 su sentido. Por tanto, se desconoce
su componente X, aunque si se sabe que la’Y
y la Z son 0.

De c_ic y (! s€ conocen sus orientaciones, pero
no sus modulos.

Por tanto, tenemos 4 incognitas: N, F. , acy .
Necesitamos pues 4 ecuaciones.
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HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

Aplicando el teorema del centro de masas, es

F+P+N+E =md,

(7;0;0)+ (0; —4 x9,8;0) + (0; N;0) +
+(F.; 0;0) = 4(ac; 0;0)

(7 +E._=4ac
1-392+N =0
L0=0
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YA . F dc
O =
P
Ee—
E,. Tﬁ
O, >
V4 X

(—=7%x0,1)+0+ 0+ Frx X 0,5 =0,4(—a) > —0,7 + O'SFrx _

HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

Aplicando la ecuacion fundamental de la
Dinamica de rotacion al eje paralelo al de
giro que pasa por el centro de masas, es

—

Mﬁ-l-Mﬁ-l-Mﬁ-l-MﬁT:Ica

Todos estos vectores tienen componentes X € Y
nulas. Utilizando Uinicamente la componente Z

de la ecuacion, resulta

—0,4

Fuerzas de brazo 0 m.

Sentido hacia dentro del

plano de la pagina.

* Fuerza de modulo 7 N.

* Brazo 0,1 m.

e Sentido hacia dentro del
plano de la pagina.

* Fuerza de componente F,. .

* Brazo 0,5 m.

* S1 F. > 0, sentido hacia
fuera del plano de la pagina.
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/ HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

{

YA B kg, Lacuartay Gltima ecuacion es la relacion de

i Atencion!

Puesto que, de acuerdo con la hipotesis
adoptada, no hay deslizamiento, no es valida
la siguiente relacion:

E. = =0,2N

ax

Excepcion: La relacion seria valida si la rueda
estuviera en situacion de deslizamiento
Inminente.
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/ HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

YA - ik C_iC 7 + Frx — 4‘aC
C
5 —39,2+ N =0
ﬁ—V =0,7+ 0,5F, = —0,4a
" N Ac = & X 0,5

© >
/ X

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene:
a =15m/s* «a =3rad/s? N =392N
Frx =—1N = F_; = (Frx; 0; 0) = (—1;0;0) N (1 N hacia la izquierda)

. Como se comprueba la hipotesis?

F,=1N
<F .
F_. =uN=02x392=784N } Se cumple que f < by,

En efecto, el carrete rueda sin deslizar.
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Ejercicio 23

El carrete de la figura tiene 4 kg de masa, 0,4 kg - m? S
de momento de inercia respecto al correspondiente K
€J€ que pasa por su centro de masas, y sus radios son r QR

R = 0,5 my r. La fuerza horizontal que tira de ¢l
tiene modulo FF = 7 N. El coeficiente de rozamiento
con ¢l suelo es u. Obténgase los modulos y sentidos de la acelera-
cion del eje del carrete, de la aceleracion angular, y de la fuerza de
rozamiento, s1ir7 = 0,1 my u = 0,02.

El tnico cambio respecto al ejercicio anterior es el del valor del
coeficiente de rozamiento, que aqui es 0,02 en lugar de 0,2.

Por tanto, el desarrollo es idéntico hasta inmediatamente antes de
que se haga uso por primera vez de dicho valor. Eso ocurre en la
pagina anterior a la actual.

A continuacion se reproduce esa pagina, marcando con una linea roja

el limite a partir del cual el desarrollo varia.
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/ HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

AL e B de 7+F, =4ac
C I
p —392+N=0
ﬁ—V =0,7+ 0,5F, = —0,4a
" N Ac = & X 0,5

© >
/ X

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene:
a =15m/s* «a =3rad/s? N =392N
F. ==1N = F_; = (Frx; 0; 0) = (—1;0; 0) N (1 N hacia la izquierda)

. Como se comprueba la hipotesis?

F,=1N
Frméx = ‘LLN = 0,02 X 39,2 = 0,784 N } Es F‘r > Eﬂméx

[La hipotesis es erronea.
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YA . F g c
;?C —
P
Ee—
E,. T N
O, >
V4 X

Aqui y en lo que sigue, las
diferencias con respecto al
ejercicio 21 (rueda desli-

zando con r = 0,3 m) apa-
recen resaltadas en violeta.

HIPOT deslizar.

El carrete desliza, pero... ;hacia donde?

Hemos obtenido que, para que no deslice,
la fuerza de rozamiento que se requiere €s

ﬁr = (—1;0;0) N, esto es, de 1 N hacia la
1zquierda.

Por tanto, se trata de la fuerza de rozamiento
requerida para evitar que el punto de contacto
deslice hacia la derecha.

Como esta fuerza no puede alcanzar el
modulo necesario, no puede evitar que el
punto de contacto tenga ese deslizamiento
hacia la derecha.

Conclusion: El carrete desliza hacia adelante.
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/ HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando
hacia adelante.

YA . F g c
. mmm) [ .a inica consideracion nueva de cara al
3
P diagrama de cuerpo libre, es respecto al
+—; sentido de la fuerza de rozamiento.
E ‘|‘~
e . y . . ‘¢
L N . * Con la hipotesis anterior, “el carrete rueda

7 X sin deslizar”, no se conocia a priori ese

sentido.

* Con la hipotesis actual, “el carrete rueda
deslizando hacia adelante”, sabemos que

el sentido de . ha de ser hacia atras (hacia
la 1zquierda en el diagrama).
Puesto que ahora si se conoce la orientacion de F;., pero no su modulo,
tenemos 4 incognitas: N, F. (en lugar de F,. ), ac y @. Necesitamos
pues, de nuevo, 4 ecuaciones.
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HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando
hacia adelante.

En lo que sigue, los cambios respecto a lo
que se hizo bajo la hipotesis “el carrete rueda
sin deslizar” aparecen resaltados en amarillo.

Aplicando el teorema del centro de masas, es
F+P+N +E =md,
(7;0;0)+ (0; —4 x9,8;0) + (0; N; 0) +
+(=F;0;0) = 4(ac; 0;0)
(7 —E. = 4a,
—392+N =0
L0=0

A
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HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando
hacia adelante.

Aplicando la ecuacion fundamental de la
Dinamica de rotacion al eje paralelo al de
giro que pasa por el centro de masas, es

Mﬁ-l-Mﬁ-l-Mﬁ-l-Mﬁr =l.a
Todos estos vectores tienen componentes X e Y

nulas. Utilizando Unicamente la componente Z
de la ecuacion, resulta

(-7 %10,1) +0+ 0+ (—F. X 0,5) = 0,4(—a) = =0,7 — 0,5F. = —0,4a

Fuerzas de brazo 0 m.

Sentido hacia dentro del
plano de la pagina.

* Fuerza de modulo 7 N.

* Brazo 0,1 m.

e Sentido hacia dentro del
plano de la pagina.

* Fuerza de modulo F,.

* Brazo 0,5 m.

 Sentido hacia dentro
del plano de la pagina.
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/ HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando

7. hacia adelante.

- aC . 4
a@b mms) [ a cuarta y ultima ecuacion es que, puesto que
P

el punto de contacto con el suelo desliza, es

k. = E,

= uN = 0,02N

max

> .,
X Atencion!

Puesto que, de acuerdo con la hipotesis
adoptada, el carrete desliza, no es valida la
siguiente relacion:

Tt
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/ HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando
hacia adelante.

©r mm) 7 —F =4a,
P% 392+ N =0
N
>
X

—0,7 — 0,5F, = —0,4c
E. = 0,02N

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene:
ac = 1,554 m/s* a = 2,73 rad/s? N =392N
F.=0,784N = E. = (—F-; 0;0) = (=0,784;0;0) N

. Como se comprueba la hipotesis?

ac = 1,554 m/s?
aR = 2,73 %X 0,5 = 1,365 m/s?

En efecto, el carrete rueda deslizando hacia adelante.

} Se cumple que a > aR
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Ejercicio 24

El carrete de la figura tiene 4 kg de masa, 0,4 kg - m?

de momento de inercia respecto al correspondiente ‘
€J€ que pasa por su centro de masas, y sus radios son Q i
R =0,5myr = 0,3 m. La fuerza horizontal que tira
de ¢l tiene modulo F = 7 N. El coeficiente de roza-
miento con el suelo es u. Obténgase los modulos y sentidos de la

aceleracion del eje del carrete, de la aceleracion angular, y de la
fuerza de rozamiento, s1 u = 0,2.

El Gnico cambio respecto al ejercicio 20 es que F acta en la parte
inferior de la garganta.

Para facilitar el seguimiento de la resolucion, el desarrollo que sigue
es casi 1dentico al del ejercicio 20, con las diferencias resaltadas en
azul claro.
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HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

d. Una vez adoptada una hipotesis, el primer

LR x

¢ 2 mm) 1aso es realizar el diagrama de cuerpo libre
del cuerpo objeto de analisis, el carrete en
- % este caso.
E,. T N

Las fuerzas que actuan sobre el carrete son:

/Incisoz h F: mencionada en el enunciado.

Puede creerse que a de- p- peso.

beria tener la orientacion - .

opuesta: 9 N: reaccion normal.

= F.: fuerza de rozamiento.

Sin embargo, en tal caso Como consecuencia de la accidon de estas

el punto de contacto con fuerzas, el carrete tiene una aceleracion del

el suelo deslizaria hacia la - .,

derecha, contradiciendo 12 centfo de masas da., y una aceleracion angu-
lar o perpendicular al plano de la pagina, y

(hipotesis. Dy .
hacia dentro por la regla de Maxwell.
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HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

Hay que establecer un sistema de referencia
dextrogiro, s1 el enunciado no especifica uno.
Aqui hemos elegido el que se muestra en la
figura.

De F' y P se conocen modulos y orientaciones.

_> ° e y
De N se conoce su orientacion, pero no su
modulo.

De ﬁ,. se conoce su direccion, pero no su
modulo n1 su sentido. Por tanto, se desconoce
su componente X, aunque si se sabe que la’Y
y la Z son 0.

De c_ic y (! s€ conocen sus orientaciones, pero
no sus modulos.

Por tanto, tenemos 4 incognitas: N, F. , acy .
Necesitamos pues 4 ecuaciones.
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HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

-

d. Aplicando el teorema del centro de masas, es
F+P+N+E =md,
(7;0;0)+ (0; —4 x9,8;0) + (0; N;0) +
+(F.; 0;0) = 4(ac; 0;0)
(7+F._ =4ac
—392+N =0
L0=0

A
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(+7x03)+0+4+0+F. x05=04(-g) = +2,1+ 0,55, =

HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

Aplicando la ecuacion fundamental de la
Dinamica de rotacion al eje paralelo al de
giro que pasa por el centro de masas, es

—

Mﬁ-l-Mﬁ-l-Mﬁ-l-MﬁT:Ica

Todos estos vectores tienen componentes X € Y
nulas. Utilizando Uinicamente la componente Z

de la ecuacion, resulta

—0,4

Fuerzas de brazo 0 m.

Sentido hacia dentro del

plano de la pagina.

* Fuerza de modulo 7 N.

* Brazo 0,3 m.

» Sentido hacia fuera del
plano de la pagina.

* Fuerza de componente F,. .

* Brazo 0,5 m.

* S1 £, > 0, sentido hacia
fuera del plano de la pagina.
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/ HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

d. Lacuartay ultima ecuacion es la relacion de
mmm) ,celeraciones por rodadura sin deslizamiento,

-

aC:aXO,S

i Atencion!

Puesto que, de acuerdo con la hipotesis
adoptada, no hay deslizamiento, no es valida
la siguiente relacion:

E. = =0,2N

ax

Excepcion: La relacion seria valida si la rueda
estuviera en situacion de deslizamiento
Inminente.
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/ HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

YA C_l)C ( 7 + Frx — 4‘aC
R , )
A —392+N =0

ﬁ—V +2,1+ 0,5F, = —0,4a
" TN Ac = & X 0,5

© > S
Z X

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene:
a. =0,5m/s? «a =|1rad/s? N =392N
Frx =—-5N= 13'; = (Frx; 0; O) = (=5;0;0) N (5 N hacia la/izquierda)

. Como se comprueba la hipotesis?

F,=5N
<F .
F_. =uN=02x392=784N } Se cumple que f < by,

En efecto, el carrete rueda sin deslizar.
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Ejercicio 25

El carrete de la figura tiene 4 kg de masa, 0,4 kg - m?

de momento de inercia respecto al correspondiente ‘
€J€ que pasa por su centro de masas, y sus radios son Q i
R =0,5myr = 0,3 m. La fuerza horizontal que tira
de ¢l tiene modulo F = 7 N. El coeficiente de roza-
miento con el suelo es u. Obténgase los modulos y sentidos de la

aceleracion del eje del carrete, de la aceleracion angular, y de la
fuerza de rozamiento, s1 u = 0,02.

El tnico cambio respecto al ejercicio anterior es el del valor del
coeficiente de rozamiento, que aqui es 0,02 en lugar de 0,2.

Por tanto, el desarrollo es idéntico hasta inmediatamente antes de
que se haga uso por primera vez de dicho valor. Eso ocurre en la
pagina anterior a la actual.

A continuacion se reproduce esa pagina, marcando con una linea roja

el limite a partir del cual el desarrollo varia.
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/ HIPOTESIS: El carrete rueda sin deslizar.

YA C_iC ( 7 + Frx — 4‘aC
R . )
iy —392+N =0

ﬁ—V +2,1+ 0,5F, = -0,4a
" TN Ac = & X 0,5

© > S
/ X

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene:
a. =0,5m/s? «a =|1rad/s? N =392N
k. = —5N>= 13'; = (Frx; 0; 0) = (=5;0;0) N (5 N hacia la/izquierda)

. Como se comprueba la hipotesis?

F,=5N
Frméx = ‘LLN = 0,02 X 39,2 = 0’784 N } Es F‘r > Eﬂméx

[La hipotesis es erronea.
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HIPOT deslizar.

El carrete desliza, pero... ;hacia donde?

Hemos obtenido que, para que no deslice,
la fuerza de rozamiento que se requiere €s

ﬁr = (=5;0;0) N, esto es, de 5 N hacia la
1zquierda.

Por tanto, se trata de la fuerza de rozamiento
requerida para evitar que el punto de contacto
deslice hacia la derecha.

Como esta fuerza no puede alcanzar el
modulo necesario, no puede evitar que el
punto de contacto tenga ese deslizamiento
hacia la derecha.

Conclusion: El carrete desliza hacia adelante.
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z,/ \‘7 HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando
hacia adelante.

e I c o
O~ | - mmm) [.as consideraciones nuevas de cara al
3 P, diagrama de cuerpo libre, son respecto a los
sentidos de la fuerza de rozamiento y de la
Tﬁ aceleracion angular.
© >

X
Con la hipoétesis anterior, “el carrete rueda sin deslizar”, no se
conocia el sentido de Fr, y si el de a.

* Conla hlpotesm actual, “el carrete rueda deslizando hacia
adelante”, sabemos que el sentido de F ha de ser hacia atras (hacia
la izquierda en el diagrama). Por su parte, el sentido de @ no esta
claro: el carrete puede girar tanto en un sentido como en el otro.

Ahora si se conoce la orientacion de F,., pero no su modulo. De @, se
desconoce la componente Z, que puede ser tanto positiva como nega-
tiva. Tenemos asi 4 incognitas: N, F. (en lugarde F. ), ac y a, (en

lugar de «). Necesitamos pues, de nuevo, 4 ecuaciones.
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od 4

HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando
hacia adelante.

En lo que sigue, los cambios respecto a lo
que se hizo bajo la hipotesis “el carrete rueda
sin deslizar” aparecen resaltados en amarillo.

Aplicando el teorema del centro de masas, es
F+P+N +E =md,
(7;0;0)+ (0; —4 x9,8;0) + (0; N; 0) +
+(=F;0;0) = 4(ac; 0;0)
(7 —E. = 4a,
—392+N =0
L0=0

A
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HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando
hacia adelante.

Aplicando la ecuacion fundamental de la
Dinamica de rotacion al eje paralelo al de
giro que pasa por el centro de masas, es

Mﬁ-l-Mﬁ-l-Mﬁ-l-Mﬁr =l.a
Todos estos vectores tienen componentes X e Y

nulas. Utilizando Unicamente la componente Z
de la ecuacion, resulta

(+7%0,3)+ 0+ 0+ (—F. X 0,5) = 0,4a, = +2,1 — 0,5E. = 0,4a,

Fuerzas de brazo 0 m.

* Fuerza de modulo 7 N.

* Brazo 0,3 m.

» Sentido hacia fuera del
plano de la pagina.

* Fuerza de modulo F,.

* Brazo 0,5 m.

 Sentido hacia dentro
del plano de la pagina.
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z,/ \‘7 HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando

hacia adelante.

YA a
C y oy . o
@ . La cuarta y ultima ecuacion es que, puesto que

el punto de contacto con el suelo desliza, es

k. = E,

= uN = 0,02N

max

> .,
X Atencion!

Puesto que, de acuerdo con la hipotesis
adoptada, el carrete desliza, no es valida la
siguiente relacion:

Tt
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z,/ \7 HIPOTESIS: El carrete rueda deslizando
hacia adelante.

YA ac
o P_)' ‘ 7 — FT — 4aC
—39,24+ N =0
B Tw +2,1 - 0,5F. = 0,4a,
O 3 FE. = 0,02N

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene:
ac = 1,554 m/s* a, =4,27rad/s* N =392N
F.=0,784N = E. = (—E.; 0;0) = (—0,784;0; 0) N

Notese que a, es positiva, y por tanto el carrete gira en

Ve )
= aC
sentido antithorario. —

. Como se comprueba la hipotesis?
Tanto la traslacion hacia la derecha, como la rotacion antihoraria, ha-

cen que el punto de contacto con el suelo se desplace hacia la derecha.

En efecto, el carrete rueda deslizando hacia adelante.
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Ejercicio 26

Un bloque de 2 kg de masa esta unido,

mediante una cuerda ideal, al eje de un

cilindro de 2 kg y 20 cm de radio, tal y \
como indica la figura. Ambos se mueven

sobre un plano inclinado 30° respecto a la 30°
horizontal. El coeficiente de rozamiento

entre el bloque y el plano es 0,4, y el cilindro gira sin deslizar.
Aplicando el teorema del centro de masas y momentos, obténgase
el modulo de la tension en la cuerda que une ambos cuerpos, y el
modulo de la velocidad del bloque cuando, tras partir del reposo,
ha recorrido 1 m sobre el plano inclinado. ;Cual es el coeficiente
de rozamiento minimo que debe existir entre el suelo y el cilindro
para que, efectivamente, este ruede sin deslizar?

En el enunciado no se da el valor del coeficiente de rozamiento entre
el cilindro y el suelo.
Sin embargo, se indica que el cilindro gira sin deslizar, esto es, que

ese coeficiente es suficiente para que no se produzca deslizamiento.



El primer paso es realizar los diagramas de cuerpo libre de los
cuerpos implicados: el bloque y el cilindro.

I¢
P T, N
/ v \ Tc Pc
N) b ’ N) C

: peso del bloque.

: reaccion normal del suelo sobre el bloque.

: fuerza de rozamiento del suelo sobre el bloque.
. fuerza ejercida por la cuerda sobre el bloque.

: peso del cilindro.

: reaccion normal del suelo sobre el cilindro.

: fuerza de rozamiento del suelo sobre el cilindro.

SH S 2P S e =) o

. fuerza ejercida por la cuerda sobre el cilindro.
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El primer paso es realizar los diagramas de cuerpo libre de los
cuerpos implicados: el bloque y el cilindro.

TC L=y
™~

A
Tb 7 ﬁ' A C_iC
Zlﬁb* ;i Te / Pc\
N, N N.

Como consecuencia de la accion de estas fuerzas, el bloque tiene una
aceleracion d, (comn al centro de masas y a todos los puntos del
bloque, ya que el movimiento resultante es de traslacion).

Por su parte, el cilindro tiene una aceleracion del centro de masas d,
y una aceleracion angular @, perpendicular al plano de la pagina, y
hacia dentro por la regla de Maxwell.
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Hay que establecer un sistema de referencia dextrogiro, si el enun-
ciado no especifica uno. Aqui hemos elegido el que se muestra en
la figura. v Te =~

= Gec
z /‘ y a ]
wThON A

- - . .
De P, y F. se conocen modulos y orientaciones.

9

— — . . ,
De Ny, F., y N, se conocen sus orientaciones, pero no sus modulos.
e

De F,._se conoce su direccion, pero no su modulo ni su sentido. Por

tanto, se desconoce su componente X, aunque si se sabe que laY y
la Z son 0.

— — . . ,
De T}, y T, se conocen sus orientaciones, pero no su modulo 7’
(comun por ser cuerda i1deal).

De a,, d. y &, se conocen sus orientaciones, pero no sus modulos.

Por tanto, tenemos 8 incognitas: Ny, F,.
Necesitamos pues 8 ecuaciones.

s Ne, B, T, ap, ac y ac.
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INE TR,
’ /lﬁ\ p
- Vp
> /N, ~
Aplicando el teorema del centro de masas al bloque, es
ﬁb +ﬁb +F_;b +Tb — mbC_l)b
(2 xX9,8sen30°; —2 %X 9,8cos30°;0) + (0; N,; 0) +
+(—F,;0;0) + (T;0; 0) = 2(ay; 0; 0)
(98 —F., +T = 2ap (1)
—16,97 + N, = 0 (2)
L0=0

A
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Cc

Y Tc Ly
aCC
F_;c = %
V4 Pc
. N

Aplicando el teorema del centro de masas al cilindro, es

-

P.+N,+FE_ +T,=m.,
(2 xX9,8sen30°;—2x9,8cos30°;0) + (0; N.; 0) +
+(F,; 0;0) + (=T; 0; 0) = 2(ac; 0; 0)
98+ F,_ —T =2ac(3)
—16,97 + N, = 0 (4)
L0=0

A
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Aplicando la ecuacion fundamental
de la Dinamica de rotacion al eje

Y I . paralelo al de giro que pasa por ¢l
3 sC a centro de masas del cilindro, es
FT' . C — — — —> N
7 ¢ Pc\ Mﬁc-l-MﬁC-l-Mﬁrc-l-M?C:Icac
> N

Todos estos vectores tienen componentes X e Y nulas. Utilizando

unicamente la componente Z de la ecuacion, resulta

_ 11
(2+(2+Frcxx0,2+(2— [/5 x 2% 0,2%|(—a.)

4

t

* Fuerza de componente . . | | Fyerzas de
* Brazo 0,2 m.

brazo 0 m.

Sentido hacia dentro del
plano de la pagina.

* Si . > 0, sentido hacia
fuera del plano de la pagina.

Por tanto,
0,2F. = —0,04a, (5)
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—

Y I =y

> dec
V4 / =g C_l) C
wThON A

X
Como el bloque esta deslizando, es

FTb — Frb‘méx — :ubNb — O'4Nb (6)

Como el cilindro rueda sin deslizar, es
Ac = A, X 0,2 (7)
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c_>\

Z \/lé@ ; %C

X N
La octava ecuacion es la relacion de aceleraciones por cuerda: sus
puntos A y C han de tener aceleraciones del mismo modulo.

En el punto A, donde la cuerda se mueve solidariamente con el punto
del bloque al que esta anclada, es a, = a,.

En el punto C, donde la cuerda se mueve solidariamente con el eje
del cilindro, se tiene obviamente a.

Por la presencia de la cuerda ideal, es

ac = a, = ac = ap (3)
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Recapitulando: Resolviendo este sistema de ecuaciones,
(98— Fr, +T = 2ay, (1) se obtiene:
—16,97 + N, = 0 (2) N, = 16,97 N F., = 6,788 N
98+ I, —T=2acC) | N,=1697N F_=-2562N

| ~1697 + N =0 (4) T =2112N a, = 2,562 m/s?

0,2F. = —0,04a, (5
Tex < ( ) Ar = 2,562 m/52 A, = 12,81 rad/SZ
F., = 0,4N, (6)

Ac = A, X 0,2 (7)
| ac = ap (8)

El movimiento del bloque es rectilineo con a; constante. Por tanto,

vV = \/vlfo i Zab(sb = Sbo) = \/O2 + 2% 2562X1=2264m/s

Para que, en efecto, el cilindro ruede sin deslizar, su coeficiente de
rozamiento u. con el suelo ha de ser

E. <E_ =pN, = 2562< %1697 =y, = 0,1510
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Ejercicio 27

Un bloque de 2 kg de masa esta unido,

mediante una cuerda ideal, al eje de un

cilindro de 2 kg y 20 cm de radio, tal y \
como indica la figura. Ambos se mueven

sobre un plano inclinado 30° respecto a la 30°
horizontal. El coeficiente de rozamiento

entre el bloque y el plano es 0,4, y el cilindro gira sin deslizar.
Aplicando el teorema de la energia cinetica, obténgase el modulo
de la tensi0n en la cuerda que une ambos cuerpos, y el modulo de
la velocidad del bloque cuando, tras partir del reposo, ha recorrido
1 m sobre el plano inclinado.
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El primer paso es realizar los diagramas de cuerpo libre de los
cuerpos implicados: el bloque y el cilindro.

I¢
P T, N
/ v \ Tc Pc
N) b ’ N) C

: peso del bloque.

: reaccion normal del suelo sobre el bloque.

: fuerza de rozamiento del suelo sobre el bloque.
. fuerza ejercida por la cuerda sobre el bloque.

: peso del cilindro.

: reaccion normal del suelo sobre el cilindro.

: fuerza de rozamiento del suelo sobre el cilindro.

SH S 2P S e =) o

. fuerza ejercida por la cuerda sobre el cilindro.
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Sean:
v, modulo de la velocidad del bloque cuando ha recorrido s, = 1 m.
vc: modulo de la velocidad del centro de masas del cilindro en ese

1nstante.

: modulo de la velocidad angular del cilindro en ese instante.

. distancia recorrida por el centro de masas del cilindro hasta ese

instante.
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Zlﬁi\ Uy, > Pc\
~N N.

Np
En el punto A, donde la cuerda se mueve solidariamente con el punto
del bloque al que esta anclada, es v, = v,,.

En el punto C, donde la cuerda se mueve solidariamente con el eje
del cilindro, se tiene obviamente v.

Por la presencia de la cuerda 1deal, es
Ve = Vg = Ve = Vp
= = = 1m

Por otro lado, como el cilindro rueda sin deslizar, es
Ve =w, X 02> w. =v:/0,2=>5v, =5y,
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TASLEEER N,

Aplicando el teorema de la energia cinética a cada uno de los cuerpos,
supuestos indeformables, entre la situacion inicial y tras haber recorri-
do el bloque 1 m, es

AEcb = Wﬁb + Wﬁb + Wﬁ’”b + WTb

AEcC = Wﬁc + Wﬁc + Wﬁrc + WTC

Aqui AE;, y AE._son los correspondientes incrementos de energia
cinetica del bloque y el cilindro, respectivamente.
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El momento de inercia del cilindro respecto al correspondiente eje
que pasa por su centro de masas, €s

I. =1/, x2x0,2% =0,04kg- m?

Los incrementos de energia cinética de los cuerpos son:

1 1
AEcb=§2v,§—§2x02=v§(SI)
! 2 1 2 1 2 1 2

= vZ 4+ 0,02(5v,)?% = vf + 0,5v¢ = 1,5v% (S
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A

Los trabajos de las fuerzas son:

Wﬁb = —Apr = —mbgAhb =
= —2%X98x (—1sen30°) =
=9,8]

Wﬁb =0]

Wﬁ?‘b = _FTb = _Frb X 1=
— _FTb (SI)

W?b =Ts,=Tx1=T(SD

T
Wee
T'b ? ﬁ' « 1})C
Zlﬁ* Up, > PC\
N, " ~ N,

C ™y

Wg = —AE), = —m.gAh, =
= —2X%X98X (—1sen30°) =
=9,8]

Wy =0]

Wz = 0] (rueda sin deslizar)

—Ts, ==T x1=—T (S
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Para poder conocer F., se nece-

Y sita el valor de N;,. Aplicando el
‘ﬁ\ teorema del centro de masas al

b Tb bloque, es
7 / l AN
Ny

”l}) — — - — N
b \b Pb+Nb+Frb+Tb=mbab

X
Utilizando inicamente la componente Y de la ecuacion anterior,
Pby + be + Frby + Tby = maby

(—2%9,8cos30°)+ N, +0+0=m0= N, =1697N
Como el bloque esta deslizando,

Fry=F, =ppNy, =04x1697 = 6,788 N

Por tanto,
Wg =—-F, =—6,788]

F; b
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Recapitulando:

AE, =Wp + Wy +Wz + Wz =

Frb

> v =98+0+(—6,788)+T =T + 3,012

AE.,. =Wp +Wg + Wﬁrc + Wz =
= 1,50, =98+0+0+(-T)=98-T
Sumando estas dos ecuaciones, resulta
2,5vf = 12,812 = v, = 2,264 m/s

Por tanto,

v =T+3,012>T = 2,264*> — 3,012 = 2,114 N
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Ejercicio 28

Sea el sistema de la figura, constituido por un carrete A (R4 = 0,6 m;

4 = 0,2 m), una esfera B (R = 0,2 m), una polea de doble garganta
D (Rp = 0,2m;r, = 0,12 m) y un bloque E. Las aceleraciones angu-
larf:s y de centros de masas de €stos cuerpos son dc,, @, dcg, &g, Ap
Yy Ac,. Se pide escribir las relaciones de aceleraciones debidas a las

cuerdas ideales I, I y III.
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Sean los puntos 1 a 6 de las cuerdas. @

Dado que las cuerdas I, II y III son 1deales,

son 1inextensibles.

Como consecuencia, deben satisfacerse las tres igualdades siguientes.
a; = az A3z = Uy s = g

Cada uno de estos valores esta relacionado con la aceleracion angular

y del centro de masas del cuerpo adyacente.

A continuacidon obtendremos estas relaciones. Para ello utilizaremos

un procedimiento analogo al empleado, para velocidades, en el apar-

tado “Velocidad de los puntos de una rueda”.
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Por traslacion, a., hacia la derecha.

Punto 1. = a, = aCA — ATy

Por rotacion. a,r, hacia la 1zquierda. :
Or rotacion, a4y q hacia la derecha.

Por traslacion, a., hacia la derecha.
Punto 2.< r=a; = ac, + agRp

Por rotacion. a» R hacia la derecha. :
| 1500 QUGN Bl hacia la derecha.

J \U

Por traslacion, a., hacia la derecha.

Punto 3.< F = a3 = dg,

hacia la derecha.
218

_ Por rotacion, 0.
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N

5

Punto 4. Es un movimiento de rotacion. a, = ap1p hacia la derecha.

Punto 5. Es un movimiento de rotacion. acz = apRp hacia abajo.

Punto 6. Es un movimiento de traslacion. a; = a., hacia abajo.
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Por tanto, las relaciones de aceleraciones debidas a las cuerdas
ideales son las que siguen.

Cuerdal: a; =a; = ac, —asry = ac, + agRp =

ﬁaCA_aAXO,2=aCB+aBXO,2

CuerdaIl: a; = ay, = ac, = aprp =

ap X 0,12

— aCB

Cuerdalll: as = ag = apRp = a¢, =

=>CZD XO,Z =aCE
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