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Ejercicio 1

Una particula tiene movimiento armonico simple, de pulsacion

w = 3,3rad/s, alo largo del eje X de un sistema de referencia.
En el instante inicial, la particula se encontraba en la coordenada
Xo = —29 cm, y se estaba alejando de la posicion de equilibrio a
49,5 cm/s. ;Cudles son el periodo y la frecuencia del movimien-
to? ;Cual es la ecuacion de este?

Ejercicio 2

Un objeto de 20 g de masa esta suspendido de un muelle de cons-
tante elastica 2 N/m, cuyo otro extremo esté unido al techo. Ini-
cialmente el muelle esta alargado 9 cm respecto a la posicion de
equilibrio del sistema, y el objeto se acerca a dicha posicion a
150 cm/s. Obténgase la ecuacion del movimiento armoénico sim-
ple del objeto.

Ejercicio 3

;Qué longitud debe tener un péndulo simple para que su periodo sea
de 1 s en un lugar donde el médulo de la aceleracion de la gravedad
es g = 9,8 m/s?? Una reloj basado en dicho péndulo, llevado a una
montafa donde g es menor, jadelantara o atrasara?

Ejercicio 4

La tapa de la mirilla de una puerta tiene forma de disco de 1 cm de
radio. El eje de giro esta situado a 1 mm del contorno del disco. Si
se hace oscilar la tapa, jcual es el periodo de dicha oscilacion?
(Cual es la longitud equivalente de la tapa?

Ejercicio 5

Se tiene una esfera maciza de 200 g de masa y 3 cm de radio. Para
constituir un péndulo de torsion, se quiere suspender dicha esfera
de un hilo de 10 cm de longitud, hecho de un material que tiene un
modulo de rigidez de 72 GPa. ;Qué grosor debe tener ese hilo para
que el periodo del péndulo sea de 1 s?

Ejercicio 6

Un objeto esta sometido a la superposicion de dos movimientos
armonicos simples, de ecuaciones x; = 0,24 sen(20t + 0,3) (SI)
y x5 = 0,16 sen(20t — 1,8) (SI). (Cual es la ecuacion del movi-
miento de ese objeto? ;Qué tercer movimiento armoénico simple
habria que anadir para que la ecuacion del movimiento del objeto
fuera x = 0,12 sen(20t + 0,9) (SD?

Ejercicio 7

Un muelle, de constante elastica 25 N/m y masa despreciable, estd
colgado de uno de sus extremos, y en el otro lleva sujeto un objeto
de masa 400 g. Tras comenzar un movimiento armonico simple, se
observa que el médulo de la velocidad méaxima del objeto es de

0,8 m/s. Obténgase el valor absoluto de la elongacion del muelle, y

las energias cinética, potencial y mecénica del sistema, en los ins-
tantes en que el modulo de la velocidad del objeto es de 0,6 m/s.
Obténgase también la amplitud de la oscilacion.

Ejercicio 8

Se deja caer un cuerpo de 5 kg de masa. Sabiendo que su coeficien-
te de amortiguamiento con el aire es 0,8 kg/s, ;cual es el modulo
de la velocidad limite de caida del cuerpo?

Ejercicio 9

Un objeto de 20 g de masa esta suspendido de un muelle de cons-
tante eldstica 2 N/m, cuyo otro extremo esta unido al techo. Ini-
cialmente el muelle esta alargado 9 cm respecto a la posicion de
equilibrio del sistema, y el objeto se acerca a dicha posicion a
150 cm/s. Obténgase la ecuacion del movimiento del objeto,
sabiendo que el coeficiente de amortiguamiento es: a) 0,24 kg/s;
b) 0,5 kg/s. ¢) (Cual tendria que ser el coeficiente para que el
amortiguamiento fuera critico, y cual seria entonces la ecuacion
del movimiento?

Ejercicio 10

Un objeto de 300 g de masa esta unido a un muelle de constante
4,8 N/m, cuyo otro extremo es fijo. El coeficiente de amortigua-
miento del sistema es 0,072 kg/s.

a) (Cual es el periodo de la oscilacién amortiguada resultante?

b) (Cual es el cociente entre la amplitud en un maximo de la
oscilacion y la del siguiente?

¢) (En qué porcentaje se reduce la amplitud en un periodo?

d) ;Cuantas oscilaciones realiza el sistema en el tiempo en que la
amplitud pasa a ser un 5 % de la inicial?

) (Cual hubiera tenido que ser el coeficiente de amortiguamiento
para que, tras 10 oscilaciones, la amplitud ya fuera un 5 % de la
inicial?

f) (Cual seria el periodo en este caso?

Ejercicio 11

Un objeto de 20 g de masa esta suspendido de un muelle de cons-
tante eldstica 2 N/m, cuyo otro extremo esta unido al techo. Ini-
cialmente el muelle esta alargado 9 cm respecto a la posicion de
equilibrio del sistema, y el objeto se acerca a dicha posicion a
150 cm/s. El coeficiente de amortiguamiento es 0,24 kg/s. El
sistema esta también sometido a una fuerza periddica de ecuacion
FE, = 2sen(20t + 1) (SI). Obténgase la ecuacion del movimiento
del objeto.




I.- El movimiento
armonico simple



Movimiento periodico

Se denomina movimiento periodico al que se repite a
intervalos regulares de tiempo.

La duracion T de ese intervalo de tiempo se denomina
periodo. Obviamente, su unidad SI coherente es el s.

O



Movimiento periodico

Se denomina frecuencia de un movimiento periddico a la
inversa de su periodo.

f=1/T
De acuerdo con esta expresion, su producto dimensional es
dimf =T

La unidad SI coherente de frecuencia se puede definir a
partir de la misma expresion.

Definicion: el hercio (simbolo Hz) es la frecuencia de un
movimiento perioddico de 1 s de periodo.

Por tanto, Hz = s~ 1.



Movimiento periodico

La frecuencia en Hz es el nimero de veces que se repite el
movimiento en 1 s. Por ejemplo:

* s1T = 0,2 s, el movimiento se repite 5 veces cada
segundo,yes f =1/T =1/0,2 =5 Hz;

* s1T = 4 s, el movimiento se repite 0,25 veces cada
segundo,yes f =1/T =1/4 = 0,25 Hz.

En realidad, todo procede de una regla de tres:

En T segundos < 1 ciclo } f = I1x1
T

En 1 segundo <« f ciclos
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Movimiento vibratorio

Se denomina movimiento vibratorio a un movimiento
periodico en el que el movil oscila respecto a un punto
medio, que es la posicion de equilibrio estable.

Por ser posicion de equilibrio estable, el movil tiende a
dirigirse hacia ella. Sin embargo, cuando la alcanza tiene
una velocidad que hace que pase de largo. Tras detenerse,
el movil vuelve a dirigirse hacia la posicion de equilibrio,
repitiéndose el proceso indefinidamente s1 no hay pérdida
de energia mecanica.

Un ¢jemplo de movimiento periodico que no es vibratorio,
es el de la Tierra orbitando alrededor del Sol: en dicho
movimiento, la Tierra no pasa por la posicion de equilibrio
estable, el centro del Sol. Afortunadamente.

11



Movimiento armonico simple (m.a.s.)

Se denomina movimiento armonico simple (abreviado
m.a.s.) a aquel en el que la posicion, funcidon del tiempo,
queda descrita por una expresion del tipo

x = Asen(wt + @)

Se trata de un tipo particular de oscilacion alrededor de una
posicion de equilibrio estable. Por tanto, es un caso particu-
lar de movimiento vibratorio.

Dado que un seno oscila entre los valores 1 y —1, x lo hace
entre A y —A.

Como se mostrara mas adelante, la posicion de equilibrio
corresponde a x = 0.

12



Parametros de un m.a.s.

x = Asen(wt + @)

x: Tipicamente,” se trata de la coordenada que indica la
posicion en un movimiento unidimensional. En tal caso
recibe el nombre de elongacion, y su unidad en el SI es
el m.

A: Es el valor maximo de x, y recibe el nombre de amplitud.

Ha de ser una constante positiva. Se mide en la misma
unidad que x, ya que un seno es una magnitud de dimen-
s10n uno.

“En ocasiones es mas comodo identificar la posicion mediante otro tipo de pardme-
tro. Por ejemplo, en un péndulo simple se utiliza el angulo que forma con respecto a
la vertical; en este caso la unidad SI coherente de x es el rad.

13



Parametros de un m.a.s.

x = Asen(wt + @)

w: Recibe el nombre de pulsacion. Ha de ser una constante
positiva. Puesto que wt + @ ha de tener dimension uno,
el producto dimensional de w es T~1. Su unidad SI co-
herente es el rad/s (recuérdese que rad es 1).

t: Es el tiempo, cuya unidad SI es, como sabemos, el s.

@: Recibe el nombre de fase inicial. Es una constante que
puede ser positiva, negativa o cero. Por homogeneidad,
su unidad SI coherente es el rad.

Nota: Fases iniciales que difieren en 21 rad corresponden al mismo
m.a.s. P.ej., da igual que su valor en radianes sea 1, 1 + 21, 1 + 4,

1 — 2m, etc. Por comodidad, es habitual utilizar ¢ € (—m; 7] rad.



Fase de un m.a.s.

x = Asen(wt + @)

wt + @ se denomina fase. Dado que ¢ es una constante, y
que w €s una constante positiva, la fase crece linealmente.

Notese que parat = 0 s el valor de la fase es ¢. Este es el
motivo de que @ se denomine fase inicial.

15



Periodo v frecuencia de un m.a.s.

x = Asen(wt + @)

X A

/l)&Amplitud q T a— > Periodo
< /
/ | / | [ 5

Sea un instante t; cualquiera. En €l, 1a fase es wt; + .
Sea el instante t, = t; + T. En ¢l, 1a fase es wt, + @.
Para que el intervalo |[t;; t,] abarque un ciclo, la fase debe
haber aumentado 21 rad. Por tanto,
21t = (wt; + @) — (wt; + @) =

= wt, —wt; = w(t, —t;) = T

16



Periodo v frecuencia de un m.a.s.

x = Asen(wt + @)

N A=

AR

En consecuencia:

VARVARVA

T =" f =

1
T
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Ejemplos de m.a.s.

e (Oscilaciones de un muelle.

* Péndulo simple.
e Péndulo de torsion.

* Oscilaciones de un prisma flotando en un liquido.

18



.Y sies un coseno?

Existe un buen nimero de disciplinas y fuentes bibliografi-
cas en las que se describe un m.a.s. mediante una ecuacion
de la forma x = A cos(wt + ¢). ;Es esto valido?

Como se muestra en la circunferencia
unidad, es cosa = sen(a + 1/2).
Por tanto,

x = Acos(wt + @) =
= Asen(wt + @ + 1/2)
En conclusion, la forma es valida. La
unica diferencia es que una fase inicial
@ en el formato coseno, corresponde a

una fase inicial ¢ + 1/2 en el formato
seno.

sen(a + Y 2)

19



Cinematica de un m.a.s.

Sea un movil que se desplaza sobre el eje X de un sistema
de referencia, siendo su posicion x = A sen(wt + ¢).

La velocidad del movil tinicamente tiene componente X, y

es dx
v, = — = wA cos(wt + @)
dt
La aceleracion del movil unicamente tiene componente X,
es dv
Y a, = d_tx = —w?Asen(wt + @)

Para simplificar la notacion, en alguna bibliografia se utili-
Za v para v,, y a para a,. Sin embargo, debemos recordar
que en tal caso v y a no haran referencia a modulos, sino a
componentes, y que por tanto tienen signo.

20



Cinematica de un m.a.s.

Recapitulando:
x = Asen(wt + @)
v, = wA cos(wt + @)
a, = —w?Asen(wt + @)
Aspectos destacables
* v, oscila en el intervalo [—wA; wA]. Por tanto, el modulo
maximo de la velocidad es wA. Lo adquiere cuando el co-
seno de la fase es —1 (asi v, = —wA) o 1 (asi v, = wA),
esto es, cuando el seno es 0, y por tanto cuando x = 0.

Esto corresponde a la posicion de equilibrio, por la que
pasa dos veces por ciclo, una en cada sentido.

21



Cinematica de un m.a.s.

Recapitulando:
x = Asen(wt + @)
v, = wA cos(wt + @)
a, = —w?Asen(wt + @)
Aspectos destacables
* a, oscila en el intervalo [—w*A; w?A]. Por tanto, el mo-
dulo méaximo de la aceleracion es w“A. Lo adquiere cuan-
do el seno de la fase es —1 (asia, = w?Ayx = —A)o 1
(asi a, = —w?Ay x = A). Esto corresponde a los extre-
mos de la oscilacion.
* Cuando x = 0 el seno de la fase es 0, y por tanto a,, = 0.

Asi pues, la resultante de las fuerzas aplicadas es nula, lo
que confirma que se trata de una posicion de equilibrio.

22



Cinematica de un m.a.s.

Para comprender mejor estos conceptos, se recomienda
utilizar el laboratorio virtual “Visualizador de movimientos
bidimensionales .

https://riunet.upv.es/handle/10251/5122

* En la biblioteca de movimientos hay que seleccionar la
opc10n vibratorio armonico simple de la lista desplegable.

* En la consola hay que pulsar sobre el boton inferior dere-
cho para activar la repeticion continua de la animacion.

* En la consola hay que pulsar sobre el botdn superior dere-
cho para poner en marcha la animacion.

23
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Definicion de m.a.s.

Hemos visto que:
x = Asen(wt + @)
dx
dt

d’x
ol —w?A sen(wt + @)

Por tanto,
d*x
dt?

A la inversa, se puede demostrar que la solucion de la ecua-

cion diferencial d?x/dt* = —w?x es x = Asen(wt + @).

= wA cos(wt + @)

= —w?[Asen(wt + )] = —w?x

24



Definicion de m.a.s.

Recapitulando:

d?x
dt?

2

x = Asen(wt + @) = —W°X

Estas dos expresiones se implican mutuamente, y por tanto
son equivalentes.

Por tanto, cualquiera de las dos puede considerarse como la
definicion de movimiento armonico simple, y la otra como
la consecuencia.



Otras aplicaciones

La relacion entre las expresiones x = Asen(wt + @) y
d*x/dt* = —w?x es matematica, y por tanto no se limita
al caso en que x es una coordenada.

Sea, por ejemplo, un péndulo simple cuya posicion se deter-
mina por el angulo 8 que forma con respecto a la vertical.
S1 el movimiento del péndulo es armonico simple, se tendra
que 0 = 0,4, sen(wt + @) y que d?8/dt? = —w?0.

En un circuito de corriente alterna sinusoidal, la corriente

eléctrica I que circula por una rama cumple que

I = I, sen(wt + @) y que d?1/dt* = —w?I. Ademas,

la diferencia de potencial AV entre dos puntos cumple que
AV = AV,.. sen(wt + @) y que d?(AV) /dt? = —w?AV.

26



Relacion entre m.a.s. y m.c.u.

Sea un m.a.s. de ecuacion x = A sen(wt + @).

Sea una circunferencia de radio 1gual a la amplitud A.

Sea un movil cuya posicion angular
respecto a una referencia dada es
1gual a la fase 1nicial @.

: ) . \¢
A partir de ahi, el mévil recorre °)<p
la circunferencia con movimien-
to circular uniforme, siendo el A

modulo de su velocidad angular

igual a la pulsacion w.

Consideremos que ha transcurrido un tiempo t, durante
el cual el movil ha girado un angulo wt.

27



Relacion entre m.a.s. y m.c.u.

Como se muestra en la figura, la posicion del movil respecto
a la lineca de referencia de angulos es A sen(wt + ¢@).

En conclusion, la correspondiente
proyeccion de este movimiento
circular uniforme, es precisamente
el movimiento armonico simple
original. 2 !

-

Asen(wt + ¢)

28



Fasor de un m.a.s.

Se denomina fasor de un movimiento armonico simple al
numero complejo cuyo modulo y argumento son, respecti-
vamente, la amplitud y la fase inicial de dicho m.a.s.

Por tanto, el fasor de x = Asen(wt + @) es X = A,

La notacion X permite distinguir facilmente el fasor del para-
metro x. No debe extrafiar dicha notacion, ya que el conjun-
to C de los nimeros complejos es un espacio vectorial.

Recuérdese que un namero complejo puede escribirse en
forma polar como A, y A4¢, y en forma binémica (tambien

denominada en ocasiones cartesiana o rectangular) como
Acosp +Asengj.”

“ En Matematicas se emplea el simbolo i para la unidad imaginaria v—1. Sin

embargo, en Ingenieria lo habitual es utilizar j, y asi se hara en el presente texto.
29



Fasor de un m.a.s.

Por ejemplo, el fasor de x = 3,2 sen(4t + 0,8) (SI) es:
X = 3,295 m (forma polar)
x = 3,220,8 m (expresion alternativa de la forma polar)
X

= 3,2¢c0s0,8 + 3,2sen0,8] =
= 2,229 + 2,296j m (forma binomica)

Dada una corriente alterna I = 0,5 sen(50t — 0,4) (SI),
el fasor seria:

[ = 0,5_94 A (forma polar)
[=052—-04A (expresion alternativa de la forma polar)

[=0,5 cos(—0,4) + 0,5sen(—0,4)j =
= 0,4605 — 0,1947j A (forma binomica)

30



Fasor de un m.a.s.

Inciso

En el caso de corrientes alternas sinusoidales, existen dos criterios en
la bibliografia con respecto al modulo del fasor.

« Utilizar el valor maximo de la corriente, como en el ejemplo ante-
rior. Aqui se utilizara este criterio, con el fin de enfatizar la analogia
entre oscilaciones mecanicas y eléctricas.

* Utilizar el denominado valor eficaz de la corriente, 1gual al maximo

dividido por V2. Aunque es ampliamente utilizado, no es universal.
Conforme a este criterio seria:

[ = (0,5/\/5)_0,4 = 0,3536_g4 A (forma polar)
I =0,35364£ — 0,4 A (expresion alternativa de la forma polar)
[ = 0,3536 cos(—0,4) + 0,3536 sen(—0,4) j =

= 0,3257 — 0,1377j A (forma binomica)

31



Fasor de un m.a.s.

Notese que un movimiento armonico simple queda definido
por su fasor y su pulsacion. Por ejemplo:

N

f — 0,28_1,3 m

- x = 0,28sen(3,7t — 1,3) (SI)
w = 3,7rad/s |

El uso de fasores simplifica notablemente el calculo en un
buen nimero de problemas, como:

* obtencion de la ecuacion de un m.a.s. a partir de sus
condiciones 1niciales;

* composicion de m.a.s.;

* resolucion de circuitos de corriente alterna.

32



Fasor girando en el plano complejo

Sea el m.a.s. x = Asen(wt + ¢), cuyo fasor X = 4,
aparece aqui representado en el plano complejo.

Ao

R

o~

N

S1 el fasor gira, respecto al origen, con velocidad angular
de modulo w 1gual a la pulsacidn, su extremo describe un
movimiento circular uniforme.

Asi, la parte imaginaria coincide en todo momento con el
valor de x.

33



Ejercicio 1

Una particula tiene movimiento armonico simple, de pulsacion

w = 3,3rad/s, alo largo del eje X de un sistema de referencia.
En el instante inicial, la particula se encontraba en la coordenada
X9 = —29 cm, y se estaba alejando de la posicion de equilibrio a
49,5 cm/s. ;Cuales son el periodo y la frecuencia del movimien-
to? /Cual es la ecuacion de este?

El periodo y la frecuencia son:

om _ 4w -1 o os252m
D 23 - - .

I'= 1,904

~| -

=1904s; f =

34



Conocida la pulsacion, se tiene que las expresiones de posicion y ve-
locidad para cualquier instante t, y en particular para t = 0 s, son:

x =Asen(3,3t+¢) =>xy=A4sen(3,3x0+¢) =Aseng

dx
U, = - = 3,3Acos(3,3t + @) > vy, = 3,34cos(33 X0+ ¢) =

= 3,3Acos @
Of%-mc/ > . Sea el sistema de referencia de la figura. El
i O X origen de coordenadas O es la posicion de
—0,29 m equilibrio del movil, ya que alli es x = 0 m.
Inicialmente, el movil se encuentra en la posicion x, = —0,29 m.

En ese instante, el movil se aleja de la posicion de equilibrio (O)
a 0,495m/s. Por tanto, es v,, = —0,495m/s.

En consecuencia: Asen¢@ = —0,29
3,34cosp = —0,495 = Acosp = —0,15

35



Tenemos, por tanto, el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas (A y @):

Asengp = —0,29

Acosg = —0,15

Vamos a mostrar dos modos de resolverlo. El primero, que recomen-
damos no utilizar por los motivos que se expondran, es el siguiente:

(Asen @)? + (A cos @)? = A*(sen? @ + cos? @) = A* =
= (=0,29)2 + (=0,15)2 = A% >
= A =+/(-0,29)2 + (-0,15)2 = 0,3265m "

Aseng seng —0,29

=tgp =
Acosgp cosq@ 5% —0,15

=>tgp = 1,933 = ¢ = arctg 1,933 = 1,0934 rad

=tgp =

“ Se ha tomado como solucion la raiz cuadrada positiva, ya que la amplitud ha de

ser una constante positiva.
36



Por consiguiente: x = 0,3265sen(3,3t + 1,0934) (SI)

Vamos a comprobar si la solucion es correcta.

x = 0,3265 sen(3,3t + 1,0934) (SI)
X, = 0,3265sen(3,3 X 0 + 1,0934) = 0,2900 m # —0,29 m

dx
V) = Ir = 3,3 X 0,3265 cos(3,3t + 1,0934) =

= 1,077 cos(3,3t + 1,0934) (SI)
Uy, = 1,077 cos(3,3x 0+ 1,0934) = 0,4948m/s # —0,495m/s

Notese que no es un problema de precision en los calculos (un valor

Uy, = —0,4948 m/s seria tolerable), sino de signos.

Por tanto, el ejercicio no ha sido resuelto correctamente.
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El origen del problema es que en el presente tema trabajamos con

@ € (—m; m] rad. Por tanto, siempre hay dos soluciones para un
mismo seno (p.€j., para sen § = 0,4 lo son el valor que da una calcu-
ladora, 0,4115 rad, y su suplementario, T — 0,4115 = 2,7301 rad),
y para un mismo coseno (p.€j., para cos 8 = 0,4 lo son el valor que
da la calculadora, 1,1593 rad, y su opuesto, —1,1593 rad).

En el caso de la tangente, ademas de la solucion proporcionada por
la calculadora, existe otra que difiere de la primera en m rad (esto es,
media vuelta).

Para que la segunda solucion quede en el intervalo (—1r; 7] rad, lo

que debe hacerse es restar Tt rad a la primera si esta es positiva, y

sumarlos si es negativa. Por ejemplo:

» Paratgf = 0,4 la calculadora da el valor 0,3805 rad. La otra
solucion es 0,3805 — T = —2,7611 rad.

* Paratgf = —0,4 la calculadora da el valor —0,3805 rad. La otra
solucion es —0,3805 + m = 2,7611 rad.
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Retomando el ejercicio, tenemos:

Asengp = —0,29
Acos¢@ = —0,15

(Asen @)? + (A cos 9)? = A*(sen? @ + cos? @) = A* =
= (—0,29)? + (—0,15)? = 4% >
= A =+/(-0,29)2 + (-0,15)2 = 0,3265 m

As.enc,o_sencp_t =>_0'29—t .
Acos<p_cos<p_g(p —0,15_g(p

=>tgp =1,933 = ¢ = arctg1,933 =
@ = 1,0934 rad
=) ¢ =1,0934 — T = —2,0482 rad
Las ecuaciones del sistema implican, por ser A > 0, que sen@p < 0y

cos @ < 0. Por tanto, el valor de ¢ ha de corresponder al tercer
cuadrante, y el correcto es ¢ = —2,0482 rad.



Por consiguiente, x = 0,3265sen(3,3t — 2,0482) (SI)

Vamos a comprobar si la solucion es correcta.

x = 0,3265sen(3,3t — 2,0482) (SI)

xo = 0,3265sen(3,3 X 0 —2,0482) = —0,2900 m = —0,29 m

dx
V) = i 3,3 X 0,3265 cos(3,3t — 2,0482) =

= 1,077 cos(3,3t — 2,0482) (SI)
Uy, = 1,077 cos(3,3x0—2,0482) = -0,4949m/s = —0,495m/s

Salvo las diferencias debidas a los redondeos realizados, la solucion
€S correcta.
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En general, este método de resolucion requiere analizar los signos de

sen @ y cos @, que pueden darse en cuatro combinaciones diferentes.

Por tanto, dependiendo de las condiciones iniciales, ¢ puede corres-
ponder a cualquiera de los cuatro cuadrantes.

En consecuencia, en un 50 % de los casos la solucion correcta es la
proporcionada por la calculadora u hoja de calculo, y en otro 50 %

es la otra. Por tanto, se requiere determinar en cada caso cual es la

correcta, lo que complica y enlentece la resolucion.

. Existe algian modo de obtener directamente la solucion correcta?

Si: obteniendo el fasor del movimiento armoénico simple.
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Volvamos de nuevo a nuestro sistema de ecuaciones.

Asengp = —0,29
Acos¢@ = —0,15

Sabemos que el fasor del movimiento arménico simple es X = A, en
forma polar, y X = A cos ¢ + A sen ¢ j en forma binomica. Asi,

X =Acosp +Aseng@j=—0,15—0,29j = 0,3265_; g4g1 M

A=03265m"

Por tanto: { ¢ = —2,0481 rad

En consecuencia, x = 0,3265sen(3,3t — 2,0481) (SI)

Notese que mediante este procedimiento se ha obtenido directamente
el valor correcto de la fase inicial.

“Notese que la amplitud (0,3265 m) no coincide con el valor absoluto de la elon-
gacion 1nicial (0,29 m). Esa coincidencia solo se da si se parte del reposo; si la
velocidad 1nicial no es nula, la amplitud es mayor.
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. Por qué utilizando el fasor se obtiene directamente el valor correcto
de ¢?

Porque en las conversiones entre forma bindmica y polar, las calcula-
doras no trabajan en el intervalo (— /2 ; /2] rad (que es lo que
hacen con la funcion arco tangente), sino en (—1r; 7] rad.

Como ejemplo, considérese lo que ocurre, utilizando directamente la
calculadora, con los dos sistemas de ecuaciones que siguen.

Método
Arco tangente Fasor

—-0,29 | | _
{Asencp =—-0,29 | t8¥ = — 015 x =-0,15-0,29 m

Acosp =—015 | p =1,093rad | ¥ = 0,3265_; g4 m

0,29
{Aseng0=0,29 tg‘P:m

Acosp =015 | ¢ = 1,093 rad

15 + 0,29j m

x =0,
x =0,
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Notese que el problema estd en que tg ¢ tiene el mismo valor si se
invierten los signos de los valores de Asen @ y A cos .

Sin embargo, ese cambio de signos implica un fasor opuesto, con el
mismo modulo, pero con un argumento que difiere en  rad (esto es,
media vuelta).

En lo que sigue, resolveremos siempre este tipo de sistemas de
ecuaciones utilizando el método del fasor.

Método
Arco tangente Fasor

—0,29 | |
{Asencp =—0,29 | t8p = —015 X

Acosp =—0,15 | 9 =1,093rad | %

0,29
{Aseng0=0,29 tg(p:OlS

X
Acosg = 0,15 @ = 1,093 rad | ¥

—0,15 — 0,29j m

0,3265_; p4g M

15 + 0,29j m

0,
0,3265 993 M
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I1.- Sistemas con
movimiento
armonico simple




Muelle

Sea un muelle, de constante elastica k y masa despreciable,
suspendido del techo. Sea L, su longitud en esa situacion.

Se suspende del muelle un objeto de masa m. El nuevo sis-
tema estara en equilibrio si la resultante de las fuerzas que

actiian sobre el objeto (su peso P y la fuerza ﬁ'm ¢jercida por
el muelle) es nula. La longitud L., del muelle en este estado

de equilibrio debe satisfacer que
Z Z Z

OLé ‘ P+FE,=0=P=F,=
S S
~ ﬁmT = mg :k(Leq —LO)

Yy
By
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Muelle

S1 se hace que el sistema oscile, lo hara respecto a su posi-
cion de equilibrio (insistimos: la posicion de equilibrio del
sistema, no la del muelle sin objeto).
En lo que sigue, utilizaremos un sistema de referencia con
el origen de coordenadas en la posicidn de equilibrio (por
tanto, en ella es x = 0), y con el eje X en el sentido en que
el muelle se alarga (hacia abajo en este caso).

LS ¥

A
=)
~ 3 o~
~J

Yy © |

oscilacion
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Muelle

Sea una posicion x cualquiera, para la cual la longitud del
muelle es L = L., + x (cierto sea x > 0 o x < 0).
Aplicando al objeto el teorema del centro de masas,

y utilizando el sistema de referencia indicado, se tiene

1_5+13m = md :»mg+(—k(L—LO)) = ma, =
=> md?x/dt?* = mg — k([Leq + x] — Lo) —
=mg — k(Leq — LO) — kx

S, ¥ X/

A A
o
hq g PAN
~J ~ -
> m

Yy © |

oscilacidon
=
||
X
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Muelle

Al analizar la situacion de equilibrio, se obtuvo que
mg = k(Leq — LO)

Por ello, para una situacion cualquiera resulta

md?x/dt? = mg —k(Leg — Lo) — kx = —kx
y

0

Por tanto, es

dzx_ k
dt2 mx
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Muelle

Puesto que k y m son constantes positivas del sistema, la
ecuacion diferencial

d?x k
az = " m’
es de la forma
d?x ,
ok — WX

En consecuencia, el movimiento del sistema es armonico
simple, y su pulsacion es

w = k/m
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Ejercicio 2

Un objeto de 20 g de masa esta suspendido de un muelle de cons-
tante elastica 2 N/m, cuyo otro extremo esta unido al techo. Ini-
cialmente el muelle esta alargado 9 cm respecto a la posicion de
equilibrio del sistema, y el objeto se acerca a dicha posicion a
150 cm/s. Obténgase la ecuacion del movimiento armoénico sim-
ple del objeto.

Sea el sistema de referencia que utilizamos habitualmente, .
con el origen de coordenadas en la posicion de equilibrio

(por tanto, en ella es x = 0), y con ¢l ¢je X en el sentido o
en que el muelle se alarga (hacia abajo en este caso). 8

Inicialmente, el muelle esta alargado 0,09 m. Por tanto,
la posicion inicial es x, = +0,09 m.

w 60°0+

En ese instante, el movil se acerca a la posicion de equilibrio
(O)a1,5m/s. Por tanto, es v,, = —1,5m/s.
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Vamos a recapitular la informacion de que disponemos.

 [as caracteristicas del sistema son: k = 2N/m

m = 0,02 kg
* Las condiciones iniciales son: X9 = +0,09 m
Uy, = —1,5m/s

De las caracteristicas del sistema obtenemos que la pulsacion es
« - 10rad/

w= |— = = 10rad/s

N 0,02

Conocida la pulsacion, se tiene que las expresiones de posicion y
velocidad para cualquier instante t, y en particular para t = 0 s, son:

x =Asen(10t + @) = xy = Asen(10 X0+ @) = Asen @

dx
Uy = = 104 cos(10t + ¢) = vy, = 10Acos(10 X 0 + @) =

= 10A cos ¢
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En consecuencia: Asen@ = 0,09
10Acosp = —1,5 = Acosp = —0,15

El fasor del movimiento armonico simple es
Xx=Acos@ +Aseng@j=—0,15+0,09] = 0,1749, 691, M

A=0,1749m

Por tanto, { @ = 2,6012 rad

Por consiguiente, x = 0,1749 sen(10t + 2,6012) (SI)
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Péndulo simple

Un péndulo simple esta constituido por

un hilo 1deal (por tanto inextensible y sin
e masa), suspendido de un extremo, y del
que cuelga en el otro un punto material.

Se trata de una abstraccion, ya que en la
realidad no existen los hilos 1deales ni los
puntos materiales.

La 1dea basica es que toda la longitud
L pertenece al hilo, y toda la masa m
al punto material.
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Péndulo simple

25 L Sise hace que el péndulo oscile, lo hara

respecto a su posicion de equilibrio, que
e es la vertical.

En lo que sigue, 1dentificaremos la posi-
v cion del péndulo por el angulo 6 que

v forma el hilo con la vertical. Obviamente,
g n39/7g' la posicion de equilibrio es 6 = 0.

Sea el sistema de referencia dextrogiro de la figura.

La aceleracion angular @ del péndulo tendra la direccion
del eje Z, siendo «, positiva en el sentido antihorario.

Por tanto, el criterio de signos de 6 es también que el
angulo positivo es el antihorario.
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Péndulo simple

o >  Sea una posicion cualquiera, a la que co-
rresponde un angulo 6, para la que reali-
zamos el diagrama de cuerpo libre del
péndulo simple.

Las fuerzas que actuan sobre el pendulo
son el peso P del punto material y la

fuerza ﬁe ejercida por el eje de giro.

El momento de inercia del péndulo respecto al eje de giro es
la suma del que tiene el hilo (0 ya que carece de masa) y el
del punto material (mL? por ser L su distancia al eje).

Por tanto, I = 0 + mL? = mL?
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Péndulo simple

Zs L Aplicando la ecuacién fundamental de la

E Dinamica de rotacion, es
E _)—> _)—> — o~
Mz + M B = la

X Todos estos vectores tienen componentes
0 X e Y nulas. Utilizando unicamente la
ﬁl componente Z de la ecuacion, resulta

(—P(L sen 0 )) +0=1Ia,

* Fuerza de modulo P. Fuerza de brazo 0.

 Brazo Lsen@f .

» Sentido hacia dentro del
plano de la diapositiva.

Asi, ,d*0 d*e
—mgLsenf = mlL

az " ae - L’
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Péndulo simple

Para angulos pequenios es sen 8 = 6. Por tanto,
d-6 g

— = ——0

dt? L
Puesto que g y L son constantes positivas del péndulo, la
ecuacion diferencial obtenida es de la forma

d-6

dt?
En consecuencia, el movimiento del péndulo simple es
aproximadamente armoénico simple, y su pulsacion es

w=+/g/L

= —w?0
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Ejercicio 3

. Que longitud debe tener un péndulo simple para que su periodo sea
de 1 s en un lugar donde el mddulo de la aceleracion de la gravedad
es g = 9,8 m/s?? Un reloj basado en dicho péndulo, llevado a una
montana donde g es menor, ;adelantara o atrasara?

Es — —
T ol ol 2 = 1=2 = L =0,2482
=—= =2n [—=1=2m =L =0, m
W /g/L Vg V9'8

Dado que T = 2m/L/g, si g es menor T sera mayor.

Dado que sera T > 1 s, el reloj tardara mas de 1 s en marcar 1 s. Por
tanto, atrasara.

Para conseguir de nuevo que T = 1 s, el cociente L/ g debe ser el
mismo que en el primer caso. Puesto que ahora g es menor, L ha de
reducirse en la misma proporcion, haciendo el péndulo mas corto.
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Péndulo fisico

Un péndulo fisico esta constituido por un
solido rigido cualquiera que puede osci-
lar en un plano vertical alrededor de un

eje E que no pase por su centro de gra-
vedad G.

En la posicion de equilibrio, el centro de
gravedad estara situado bajo el eje de giro,
de modo que el segmento EG sera vertical.
Como se vera, los parametros que definen el comportamien-
to del pendulo fisico son:

* Sumasam;

* sumomento de inercia I respecto al eje de giro;

* la distancia L de su centro de gravedad a dicho ¢je.
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Péndulo fisico

o >  Sise hace que el péndulo oscile, lo hara
respecto a su posicion de equilibrio, en
la que el segmento EG es vertical.

- En lo que sigue, identificaremos la posi-
X ., , ,
v cion del péndulo por el angulo 6 que for-
ma EG con la vertical. Obviamente, la po-
e sicion de equilibrio es 6 = 0.

b 7"
Sea el sistema de referencia dextrogiro de la figura.

La aceleracion angular « del péndulo tendra la direccion del
eje Z, siendo «, positiva en el sentido antihorario.

Por tanto, el criterio de signos de 6 es también que el angu-
lo positivo es el antihorario.
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Péndulo fisico

25 Sea una posicion cualquiera, a la que co-
rresponde un angulo 6, para la que reali-
zamos el diagrama de cuerpo libre del
péndulo fisico.

X

\ Las fuerzas que actuan sobre el pendulo

sOn Su pPeso p y la fuerza 138 ejercida por
el eje de giro.
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Péndulo fisico

2 L Aplicando la ecuacién fundamental de la

F, Dindmica de rotacion, es
—> — N
Mz + M B = Il

Todos estos vectores tienen componentes
X e Y nulas. Utilizando unicamente la
componente Z de la ecuacion, resulta

(—P(Lgsen6)) + 0 = Ia,

* Fuerza de modulo P. Fuerza de brazo 0.

* Brazo L; sen @ .

» Sentido hacia dentro del
plano de la diapositiva.

Asi, d?6  d?o mgL
—mgL;senf = IW =>d—t2= — sen 0
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Péndulo fisico

Para angulos pequenios es sen 8 = 6. Por tanto,
d-6 mgLc

~y

dt? I
Puesto que m, g, L; € I son constantes positivas del péndu-
lo, la ecuaci0n diferencial obtenida es de la forma

d-0

dt?
En consecuencia, el movimiento del sistema es aproxima-
damente armoénico simple, y su pulsacion es

= —w?6

mgLG
\ I
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Péndulo fisico

s (Qué ocurre si1 se aplica a un péndulo simple la
expresion de un péndulo fisico?

A

La masa m del péndulo es la del punto material.

r Dado que toda la masa esta en ese punto, alli se
encuentra el centro de gravedad del péndulo.
Por tanto, es L = L.

Como ya sabemos, el momento de inercia del péndulo sim-
ple respecto al eje de giro es [ = mL?.

Aplicando la expresion obtenida para un péndulo fisico,
resulta

mgle  mgL _|g

=
\ | NmL L
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Péndulo fisico

Se denomina longitud equivalente de un péndulo fisico a la
del péndulo simple que tiene el mismo periodo.

Sean w, s la pulsacion del péndulo fisico, y w,s la del pén-
dulo simple de longitud equivalente L.

Para que los dos péndulos tengan el mismo periodo, deben
tener la misma pulsacion. Por tanto,

mgls _ |9
T ke

mLs 1

I Leg

En consecuencia,

I
Leq B mLG
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Ejercicio 4
La tapa de la mirilla de una puerta tiene forma de disco de 1 cm de
radio. El eje de giro esta situado a 1 mm del contorno del disco. Si

se hace oscilar la tapa, ;cual es el periodo de dicha oscilacion?
¢/ Cual es la longitud equivalente de la tapa?

EOjL 0001m S¢am lamasadela tapa.

Ny La distancia de su centro de gravedad al eje de
G = COO\ giro es L = 0,01 — 0,001 = 0,009 m.
‘0
‘o Aplicando el teorema de Steiner, se obtiene que el
momento de inercia de la tapa respecto al eje de
giro €s
. 2 1 2 2
[ = EmtR + th — Emt X 0,01 + mg X 0,009 —

= 0,000131m; (SI)
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Por tanto,

migle  |my X 9,8 0,009

\ I \ 0,000131m;,

w = = 25,95rad/s

El periodo de la oscilacion es

_21‘[_ 210

! w 25,95

= 0,2421s

La longitud equivalente de la tapa es

I 0,000131m,

= —
@~ m.,L; m, x 0,009

=0,01456 m (1,456 cm)

Notese que los resultados obtenidos son independientes de la masa
de la tapa.



Péndulo de torsion

SLss s Un péndulo de torsion esta consti-
tuido por un solido rigido unido a
un cable (también puede ser un hilo,
una cuerda, etc.), que al retorcerse

" / e¢jerce como eje de giro.

En la posicion de equilibrio, la deformacion por torsion del
cable es nula. S1 el solido gira, el cable busca recuperar su
forma inicial.

Como se vera, los parametros que definen el comporta-
miento del pendulo de torsion son:

* su momento de inercia I respecto al eje de giro;

* ¢l coeficiente de torsion D del cable.
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Péndulo de torsion

L s S1 se hace que el péndulo oscile,
lo hara respecto a su posicion
Y de equilibrio.
6 >0 : : :
\ En lo que sigue, identificaremos

X N J/ . la posicion del péndulo por el
angulo 6 que ha girado, y que el
cable se ha retorcido. La posi-

cion de equilibrio es 6 = 0.
Sea el sistema de referencia dextrogiro de la figura.

La aceleracion angular @ del sélido tendra la direccion del
eje Z, siendo «, positiva en el sentido antihorario.

Por tanto, el criterio de signos de 6 es también que el
angulo positivo es el antihorario.
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Péndulo de torsion

Sea una posicion a la que corresponde

“1 un angulo 6 cualquiera, para la que
4 Y  realizamos el diagrama de cuerpo libre
fabp.  del sélido rigido.
X — "
& - Las fuerzas que actuan sobre ¢l solido
sOn Ssu peso P y la fuerza T ¢jercida
Mt por ¢l cable.

El cable también aplica unas fuerzas tangenciales sobre el

solido, de resultante nula y momento Mt opuesto (por la
tercera ley de Newton) al momento torsor que el solido
ejerce sobre el cable. Por tanto, su componente Z es —D6
(negativa s1 8 > 0; positiva si 6 < 0).
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Péndulo de torsion

Aplicando la ecuacion fundamental
de la Dinamica de rotacion, es

Y — — — N
: T4 Mz + Mz + M, =1

T
4 .
X \ — , Todos estos vectores tienen compo-

nentes X e Y nulas. Utilizando unica-

mente la componente Z de la ecuacion,
Mt resulta

04+0+ (—D0O) = Ia,

Fuerzas de brazo 0.

i DH—IdZH:dZH— DH
T dt2 T dez
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Péndulo de torsion

Puesto que I y D son constantes positivas del sistema, la
ecuacion diferencial

d?o D
dtz ]
es de la forma
d?o .
gz W 6

En consecuencia, el movimiento del sistema es armonico
simple, y su pulsacion es

w=+D/I
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Ejercicio 5

Se tiene una esfera maciza de 200 g de masa y 3 cm de radio. Para
constituir un pendulo de torsion, se quiere suspender dicha esfera
de un hilo de 10 cm de longitud, hecho de un material que tiene un
modulo de rigidez de 72 GPa. ;Qué grosor debe tener ese hilo para
que el periodo del péndulo sea de 1 s?

El momento de inercia de la esfera maciza respecto al eje de giro es

2 2
I = ngZ = g0,2 x 0,03% = 7,2 x 107> kg - m?
El coeficiente de torsion que ha de tener el hilo se obtiene como
sigue. —

2T 210 I 7,2 %X 107>
T = = 2T [—=> 1 =27 =

W /D/I: VD \ D

=D =2,842%x10"3N-m
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A partir de aqui se puede obtener el radio r del hilo.

5 Grir? > 847 5 10-3 72 x 10°mr
= s =
2L ' 2%x0,1

=71 =2239%x10"*m

Por tanto, el grosor del hilo ha de ser

d=2r=2x2239%x10"*=4,478 x 10~* m (0,4478 mm)
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I1I1.- Composicion
de m.a.s.



Tipos de composicion de m.a.s.

; Qué ocurre cuando sobre un objeto actiia un conjunto de
movimientos armonicos simples, combinando sus efectos?

El tipo de resultado depende de la orientacion relativa de
€sos m.a.s., y de s1 sus pulsaciones son 1guales o distintas.

Las orientaciones relativas mas caracteristicas son que los
movimientos sean paralelos, o perpendiculares entre si.

En este texto nos limitaremos al estudio de la composicion
de movimientos armonicos simples paralelos de la misma
pulsacion (y por tanto, de 1guales frecuencia y periodo).

En todo caso, el laboratorio virtual que se menciona a con-
tinuacion permite visualizar el comportamiento de todas
las combinaciones mencionadas.
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Tipos de composicion de m.a.s.

Para comprender mejor estos conceptos, se recomienda uti-
lizar el laboratorio virtual “Visualizador de movimientos
bidimensionales .

https://riunet.upv.es/handle/10251/5122

* En la biblioteca de movimientos hay que seleccionar en la lista des-
plegable, bien la opcidn composicion de m.v.a.s. paralelos, bien
composicion de m.v.a.s. perpendiculares.

* En la biblioteca de movimientos hay que elegir, para los dos movi-
mientos que se superponen, los valores de sus amplitudes (A y B),
sus periodos (C y D), y sus fases 1niciales (E y F).

* En la consola hay que pulsar sobre el boton inferior derecho para
activar la repeticion continua de la animacion.

* En la consola hay que pulsar sobre el boton superior derecho para
poner en marcha la animacion.
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M.a.s. paralelos de lIa misma pulsacion

L

y

Sean dos muelles, uno suspendido del techo, y
otro del extremo inferior del primero.

. Que ocurre s1 el primero oscila con m.a.s. de
ecuacion x; = A; sen(wt + ¢4), y el segundo lo
hace con x, = A, sen(wt + ¢, ), teniendo ambos
la misma pulsacion w?

En tal caso, el movimiento del objeto que cuelga

del segundo muelle vendra dado por x = x; + x5.

Como se mostrara a continuacion, el movimiento
del objeto es armonico simple de la misma pulsa-
cion, de modo que x = A sen(wt + @).

Pero... ;cudles son su amplitud y su fase inicial?
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M.a.s. paralelos de 1a misma pulsacion

Sea el fasor X = x¥; + Xx,, mostrado en la figura inferior
1zquierda.
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M.a.s. paralelos de 1a misma pulsacion

En la parte derecha puede verse que, al girar X, su parte
imaginaria coincide en todo momento con x = x; + x,.
Por tanto, X = xX; + X, es el fasor del movimiento com-
puesto, que en efecto es armonico simple.

Laboratorio virtual: https://riunet.upv.es/handle/10251/105934
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Ejercicio 6

Un objeto esta sometido a la superposicion de dos movimientos
armonicos simples, de ecuaciones x; = 0,24 sen(20t + 0,3) (SI)
y x, = 0,16 sen(20t — 1,8) (SI). ;Cual es la ecuacion del movi-
miento de ese objeto? ;Qué tercer movimiento armonico simple
habria que anadir para que la ecuacion del movimiento del objeto
fuera x = 0,12 sen(20t + 0,9) (SI)?

Los fasores de los dos m.a.s., ambos con la misma pulsacion, son:

%1 = 0,2495 m = 0,2293 + 0,07092j m
%, = 0,16_;g m = —0,03635 — 0,1558j m

El fasor de la superposicion es
X =x,+x, =(0,2293 + 0,07092j) + (—0,03635 — 0,1558j) =
= 0,1930 — 0,08488j m = 0,2108_g 4143 M
Por tanto, la ecuacion de la superposicion es
x = 0,2108sen(20t — 0,4143) (SI)
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Cuando actuan tres m.a.s. de igual pulsacion, el fasor de su suma es

X = X1 + Xy + X3
Sabemos que:
X1 = 0,2493 m = 0,2293 + 0,07092j m
X; = 0,16_;gm = —0,03635 — 0,1558j m
Queremos que
x =0,12p9 m = 0,07459 + 0,09400j m
Para ello,
By =% — %y — %y =
= (0,07459 + 0,09400j) — (0,2293 + 0,07092j) —
—(—0,03635 — 0,1558j) =
= —0,1184 + 0,1789j m = 0,2145; 1554
Por tanto, la ecuacion del tercer m.a.s. ha de ser
x3 = 0,2145sen(20t + 2,1554) (SI)
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IV.- Energia de un m.a.s.



Muelle

Sea un muelle, de constante elastica k y masa despreciable,
con un extremo f1jo y el otro unido a un objeto de masa m.

Como sabemos, un sistema de este tipo oscila con m.a.s. de
pulsacion w = +/ k/m, dependiendo la amplitud y la fase
inicial de las condiciones 1niciales.

Como también sabemos, en un m.a.s. €s:

x = Asen(wt + @)

dx
Uy =S wA cos(wt + @)

Por tanto,
U, = /k/m A cos(wt + @)
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Muelle

En consecuencia, la energia cinética del objeto varia con el

tiempo conforme a la expresion
2

1 1 1
E. = Emvz = Emvf = Em( /k/m A cos(wt + <p)) =

1 k 1
= EmaAz cos*(wt + @) = EkA2 cos*(wt + @)
Sabemos también que la componente X de la resultante de
las fuerzas que actiian sobre el objeto es —kx. Por tanto,

dicha resultante es conservativa, y su energia potencial es
_ 1 2

*Puede comprobarse que —VEP = (—kx; 0;0).
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Muelle

En consecuencia, la energia potencial del sistema es

1 5 1 2
E, = Ekx = Ek(A sen(wt + @))* =

1
= EkAZ sen?(wt + @)

Asi, la energia mecanica del sistema es
E=E.+E,=

1 1
= EkA2 cos?(wt + @) + EkA2 sen?(wt + @) =

1 1
= EkAz[cosz(a)t + @) + sen?(wt + @)] = EkA2
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Muelle

Se comprueba asi que la energia mecanica es constante, como
era de esperar, ya que todas las fuerzas que trabajan son con-
servativas.

Por tanto, en el movimiento arménico simple existe una trans-
ferencia continua entre energia cinética y potencial.

En la posicion de equilibrio la energia potencial es nula, y la
cinética es maxima por serlo el modulo de 1a velocidad.

Al alejarse de la posicion de equilibrio, en uno u otro sentido,
la energia potencial crece a costa de la cinética. En los extre-
mos, al detenerse el objeto, su energia cinética es nula y su
potencial maxima.

Cuando a continuacion el objeto se dirige hacia la posicion
de equilibrio, es la energia cinética la que crece a costa de la
potencial.
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Muelle

Notese que en los extremos de la oscilacion, donde es
x = F+Ayv =0, se tiene:

E.=1/,m0%=0

1 2 1 2 [ EZl/ZkAZ

En la posicion de equilibrio, donde es x = 0, se tiene

v, = +wA = + /*/m A, resultando
2

E. = 1/2m( /k/m A) =1/, kA E o1

Ep —_ 1/2k02 =0
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Muelle

Conviene recalcar que 1/, kx* no es la energia potencial

elastica, ya que aqui x hace referencia al desplazamiento

del sistema respecto a su posicion de equilibrio, en la que
en general el muelle, por la presencia del objeto, no tiene
su longitud natural.

Como se indico en el desarrollo, Ep = 1/, kx? es la energia
potencial de la resultante de las fuerzas actuantes. Por tanto
incluye la energia potencial elastica, la gravitatoria, y mas
en general la de todas las fuerzas conservativas que inter-
vienen en el movimiento armonico simple.
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Energia mecanica de un m.a.s.

La conservacidn de la energia mecanica es una propiedad
general de los movimientos armonicos simples. Ademas,
de 1gual forma que en el caso del muelle es proporcional al
cuadrado de la amplitud, en general lo es al cuadrado del
valor maximo del parametro que corresponda.

A continuacion aparecen, sin demostracion, las expresiones
correspondientes a diversos casos tipicos.

Péndulo simple: E = mgL(1 — cos 0,,,5,) = 1/, mgl‘eﬁ’téx '
Péndulo fisico: E = mgL; (1 — cos O,,5,) = Y/, mgLg05,.,.

r 4 . _ 1 2
Péndulo de torsion: E = 1/, DO ..,
" En los péndulos simple y fisico, las expresiones exactas no son proporcionales al
cuadrado de 6,,,5, por no tratarse de m.a.s. Las expresiones aproximadas para an-
gulos pequeiios si satisfacen esta proporcionalidad.
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Ejercicio 7

Un muelle, de constante elastica 25 N/m y masa despreciable, esta
colgado de uno de sus extremos, y en el otro lleva sujeto un objeto
de masa 400 g. Tras comenzar un movimiento armonico simple, se
observa que el modulo de la velocidad méaxima del objeto es de

0,8 m/s. Obténgase el valor absoluto de la elongacion del muelle, y
las energias cinética, potencial y mecanica del sistema, en los 1ns-
tantes en que el modulo de la velocidad del objeto es de 0,6 m/s.
Obteéngase tambien la amplitud de la oscilacion.

El mddulo de la velocidad es maxima cuando el sistema pasa por la
posicion de equilibrio, x = 0 m. En esa posicion, las energias cinética,
potencial y mecanica son:

E.=1/,mv?=1/,x04x082=0128]
E,=1/,kx?=1/,%x25%x02=0]
E=E.+E,=0128+0=0,128]
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En los instantes en que el modulo de la velocidad del objeto es
v = 0,6 m/s, la energia mecanica es la misma que en cualquier
otro momento, ya que es constante.

E=0,128]

En tales instantes, la energia cinética es
E.=1/,mv2=1/,%x04x06%=0072]

En tales instantes, la energia potencial es
E,=FE—E.=0,128—-0,072=0,056]

El valor absoluto de la elongacion del muelle en tales instantes se
obtiene como sigue.

E, =1/,kx* = 0,056 =1/, x 25 x x* = x* = 0,00448 =
= x = 1+0,06693 m = |x| = 0,06693 m

La amplitud se puede obtener a partir de la energia mecanica.
E=1,kA*=>0,128=1/,x25x A° =2 A4 =0,1012m
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V.- Amortiguamiento
de un m.a.s.



Kriccion por viscosidad

Cuando un cuerpo se desplaza por un fluido, este, debido a
su viscosidad, ejerce sobre aquel una fuerza que ralentiza
su movimiento. El modulo de esta fuerza es proporcional
al modulo de la velocidad relativa entre cuerpo y fluido,

. n
elevada a una potencia, F, < v'".

El modelo mas sencillo de tratar matematicamente es el

que toma n = 1. S1 ad

emas consideramos que el fluido

esta en reposo, el moc
viscosidad del fluido,

ulo de la fuerza que, debido a la
actua sobre el cuerpo, es F, = cv.

El factor de proporcionalidad c recibe el nombre de
coeficiente de amortiguamiento. Su valor depende tanto
del fluido como de las caracteristicas del cuerpo: tamano,

forma, material, etc.
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Kriccion por viscosidad

De acuerdo con la expresion F, = cv, el producto dimen-
sional del coeficiente de amortiguamiento es

dimc = dimF - (dimv)™' = (T2LM)(T™'L)~* =
= (T2LM)(TL™1) = T-'M

A partir de dimc = dim F - (dimv) ™1, se obtiene que la
unidad SI coherente del coeficiente de amortiguamiento es
el N - s/m. En base a dim ¢ = T~M se deduce que, equi-
valentemente, puede expresarse como kg/s.

Puesto que la fuerza de friccion por viscosidad se opone al
movimiento del cuerpo, su expresion vectorial es

= -
E, = —cv
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Ejercicio 8

Se deja caer un cuerpo de 5 kg de masa. Sabiendo que su coeficien-
te de amortiguamiento con el aire es 0,8 kg/s, ;cual es el modulo
de la velocidad limite de caida del cuerpo?

ﬁvT Las fuerzas que actuan sobre el objeto son su peso P, y la
fuerza ﬁv debida a la viscosidad del aire.

\ l Inicialmente, cuando el cuerpo esta en reposo, es 13,, = 6, y
P .,
la aceleracion del cuerpo es la de la gravedad.
Sin embargo, a medida que el cuerpo aumenta el modulo v de su

velocidad, el de F, crece, haciendo que el modulo de la aceleracion
disminuya. El valor de v sigue aumentando, pero a menor ritmo.

Cuando P + E, = 0, esto es, cuando F, = P, la aceleracion es nula.
Asi, a partir de ese momento el cuerpo cae con movimiento rectilineo
uniforme, con la denominada velocidad limite, de modulo vy,,.
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Notese que si, por cualquier causa, el cuerpo sobrepasa vy, sera
E, > P, con lo que se tendra una aceleracion hacia arriba y el cuer-
po frenara hasta recuperar la velocidad limite.

Para calcular el modulo de la velocidad limite, se procede como sigue.

ﬁvT E,=P=>mg = cvjy, =

mg 5X98
= Vi = —— = = 61,25m/s

" l C 0,8
P
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Sistema con amortiguamiento

Considérese un sistema constituido por un muelle, de cons-
tante elastica k y masa despreciable, con un extremo fijo y
el otro unido a un objeto de masa m.

Sea un sistema de referencia con el origen de coordenadas
en la posicion de equilibrio (por tanto, en ellaes x = 0),y
con ¢l eje X en el sentido en que el muelle se alarga.

S1 no existe amortiguamiento, sabemos que la resultante de
las fuerzas exteriores tiene —kx como componente X, y
que al aplicar el teorema del centro de masas al objeto se
obtiene que: d2x

mﬁ = —kx
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Sistema con amortiguamiento

S1 existe amortiguamiento debido a la viscosidad del fluido
° /4 /4 =

circundante, actiia ademas la fuerza F, = —cv, de modo

que b, = —Cvy.

Anadiendo esta fuerza en la expresion del teorema del
centro de masas, se tiene que:

d?x ( dx)
Mm—s = —kx +|—c—

dt? dt
Por tanto: d?x . dx kr =0
Maez T Cqr T T
d’x cdx k

—t——+—x=0
dt?  mdt mx
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Sistema con amortiguamiento

Esta relacion puede reescribirse como

d?x dx
Iz +2yd—+a)0x—0
donde: [
onde ) ) | o
wO_Vm ) )’—Zm

* wg recibe el nombre de pulsacion libre del sistema.
Notese que se trata de la pulsacion que tendria (pero
no tiene) si no hubiera amortiguamiento, y por tanto
se tratara de un m.a.s.

* y recibe el nombre de constante de amortiguamiento
del sistema (no confundir con el coeficiente de amorti-
guamiento, ).
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Sistema con amortiguamiento

De acuerdo con la expresion y = ©/(,,,y, el producto di-
mensional de la constante de amortiguamiento es

dimy = dimc- M= (T MMt =T71

Por tanto, la unidad SI coherente de la constante de amor-
tiguamiento es el s~ 1.

Recuerdese que el producto dimensional de 1a pulsacion
(4 —1 %
también es T~ *." Por tanto, es correcto comparar los va-

lores de wy y v, y también realizar operaciones que apa-

receran mas adelante, tales como y2 — w§.

“Aunque rad es 1, y pese a que w, y ¥ tienen el mismo producto dimensional,
debe utilizarse el rad/s para las pulsaciones y el s~1 para las constantes de
amortiguamiento.
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Tipos de amortiguamiento

[.a solucidon de la ecuacion diferencial

d*x dx
72 + Zyd—+ wix =0

depende de s1 las dos soluciones, 1; y 4,, de la ecuacion de
segundo grado A% + 2y + w§ = 0 son reales diferentes,
reales 1guales, o complejas conjugadas.

Puesto que estas soluciones son

—2yi\/(2y)2—4><1><w(2)

= = —y+ [y? — w?
A > % 1 V_\/V Wy
2

esto depende de si el radicando, y# — w§, es positivo, nulo,
0 negativo, respectivamente.
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Tipos de amortiguamiento

Vamos a analizar las tres posibilidades existentes.

* ¥ < wy. Eneste casoes y? — ws < 0,y A; y 4, son
numeros complejos conjugados. Se dice que el amorti-
guamiento es debil o subcritico.

* ¥ = wy. Enestecasoes y2 —ws =0,y A, y A, son
numeros reales 1guales. Se dice que el amortiguamiento
es critico. Se trata del caso limite entre los otros dos.

* ¥ > w,. Eneste caso es Y% — wg > 0,y A; y A, son
numeros reales diferentes. Se dice que el amortiguamien-
to es fuerte o supercritico.

Los nombres se deben a que, en el orden en que se han enu-
merado, corresponden a valores crecientes de y = /5,19, ¥

por tanto del coeficiente de amortiguamiento c.
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Tipos de amortiguamiento

Las formas de las correspondientes soluciones son:

° ‘y < (UO: X =De_ytsen(0)t+(p) , :\/w(z) _yz

* ¥y =wy:| x=(A+Bt)e "t

* Y > Wyp:| X =A1e/11t+Aze/12t; A = _V'l'\/yz _w%
)12:—)/—\/)/2—0)%

En estas expresiones, los parametros caracteristicos del sistema aparecen en color
rojo. Por su parte, los que dependen del movimiento particular (p.ej., de las condi-

ciones 1niciales), dos en cada caso, aparecen en color azul.
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Tipos de amorticuamiento

Movimiento armonico simple Amortiguamiento débil
y =0 Y € (0; o)

Amortiguamiento critico Amortiguamiento fuerte
Y = o Y € (wg; )
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Tipos de amortiguamiento

Para comprender mejor estos conceptos, se recomienda uti-
lizar el laboratorio virtual “Visualizador de oscilaciones .

https://riunet.upv.es/handle/10251/5125

 Utilizando los valores por defecto de los parametros
(m = 1kg; k = 16 N/m), se puede arrastrar la des-
lizadera coef. amortiguamiento para observar como
varia la representacion grafica del resultado.

* Con los valores indicados, el amortiguamiento critico
corresponde a ¢ = 8 kg/s).

* En la parte inferior de la interfaz aparece la ecuacion
del movimiento.
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Amortiguamiento débil

El comportamiento de un amortiguamiento débil se entien-
de mejor comparandolo con un m.a.s.

La expresion de un m.a.s. es x = A sen(wt + ¢). Por tanto,
se trata de una funcion seno multiplicada por una constante
A, la amplitud.

Como resultado, x oscila entre las lineas azules de la repre-
sentacion grafica adjunta, que corresponden a las ordenadas

AANAANA
VAVAVAVAVAVA

x A
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Amortiguamiento débil

En un amortiguamiento débil es x = De™ "t sen(wt + ¢).
Por tanto, se trata de una funcion seno multiplicada por la
exponencial decreciente De™"¢.

Como resultado, x oscila entre las lineas azules de 1a repre-
sentacion grafica adjunta, que corresponden a las funciones
De "ty —De7 V¢,

Asi, se puede considerar que se tiene una amplitud variable
A = De Yt Por tanto, el sistema tiende asintoticamente al

reposo.
W\
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Amortiguamiento débil

Por otra parte, la pulsacion en un amortiguamiento debil es

a)=\/a)§—y2

En consecuencia, es menor que la pulsacion libre wy.

En sentido estricto, en un amortiguamiento débil no
periodo, ya que no se trata de un movimiento period

Sin embargo, es habitual considerar como periodo ¢

hay
1C0.

C Una

oscilacion de este tipo, el del seno de su expresion.
tanto,

2T 2T
T =—
w

Por
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Amortiguamiento débil

La expresion de un amortiguamiento débil converge a la de
un m.a.s. cuando y tiende a 0, pues en tal caso

— |2 _ 02 —
a)—\/a)o 04 = wg

y asi

x = De™ 0t sen(wot + @) = D sen(wyt + @)

A medida que la constante de amortiguamiento y es mayor:

* la amplitud, A = De™"*, decrece mas rapidamente;

* la pulsacion, w = \/ wg — ¥4, es menor, y por tanto la

frecuencia es también menor, y el periodo mayor.
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Amortiguamiento débil

Las representaciones graficas muestran estos efectos. Con
mayor amortiguamiento, las oscilaciones son mas lentas, y
ademas se amortiguan mas rapidamente.

s ANVANANANANNAY
' \VARVARVIRVARVERVAAL
y1>0x‘W X
M’/ t
Vv, >y M -
2 1 W t

xlk
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Amortiguamiento critico

En un amortiguamiento critico es x = (4 + Bt)e t.

Por efecto de la exponencial decreciente e™'t, x tiende a
* . . . y e
cero.” Por tanto, el sistema tiende asintoticamente al reposo.

Se puede demostrar que, si el sistema parte del reposo, a
partir de ahi se aproxima a la posicion de equilibrio sin
llegar nunca a sobrepasarla. Por tanto, no hay oscilaciones.

\

(A+Bt)
eyt -

“Puede comprobarse aplicando la regla de 1’Hopital a la funcion x =
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Amortiguamiento critico

S1 1nicialmente el sistema se dirige hacia la posicion de
equilibrio con velocidad suficiente, puede sobrepasarla.

Sin embargo, una vez se detenga (punto C en la figura), es
de aplicacion lo anteriormente comentado: no sobrepasara
la posicion de equilibrio una segunda vez.
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Amortiguamiento fuerte

En un amortiguamiento fuerte es x = A,et1t + 4,e’2t,

Notese que A, = —y — \/ Y% — w§ es siempre un nimero
negativo.
Por su parte, A; = —y + \/ Y% — w§ es también siempre un

niimero negativo, ya que \/)/2 — w§ <Ay%=v.

Asi pues, la expresion de x es la suma de dos exponenciales
decrecientes. Por tanto, el sistema tiende asintoticamente al
reposo.
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Amortiguamiento fuerte

Puesto que es 0 > 1, > A,, la exponencial A,e”1t tiende a
cero mas lentamente.

Ademas, cuando Yy aumenta, A, = —y + J ¥? — w§ tiende a

cero, por lo que el movimiento se amortigua mas lentamente.

N
¥_

X
x“
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Amortiguamiento fuerte

Se puede demostrar que, como en el amortiguamiento
critico, si el sistema parte del reposo, a partir de ahi se
aproxima a la posicion de equilibrio sin llegar nunca a
sobrepasarla. Por tanto, no hay oscilaciones.

S1 1nicialmente el sistema se dirige hacia la posicion de
equilibrio con velocidad suficiente, puede sobrepasarla.

Sin embargo, una vez se detenga, es de aplicacion lo
anteriormente comentado: no sobrepasara la posicion
de equilibrio una segunda vez.
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Ejercicio 9

Un objeto de 20 g de masa esta suspendido de un muelle de cons-
tante elastica 2 N/m, cuyo otro extremo esta unido al techo. Ini-
cialmente el muelle esta alargado 9 cm respecto a la posicion de
equilibrio del sistema, y el objeto se acerca a dicha posicion a
150 cm/s. Obténgase la ecuacion del movimiento del objeto,
sabiendo que el coeficiente de amortiguamiento es: a) 0,24 kg/s;
b) 0,5kg/s. ¢) ;Cual tendria que ser el coeficiente para que el
amortiguamiento fuera critico, y cual seria entonces la ecuacion
del movimiento?

Salvo por la existencia de amortiguamiento, el enunciado es el mismo
del ejercicio 2. Por tanto,

e las caracteristicas del sistema son: k = 2N/m

m = 0,02 kg
¢ segun apartado
* las condiciones iniciales son: X9 = +0,09 m

Uy, = —1,5m/s
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a)c = 0,24kg/s

La pulsacion libre y la constante de amortiguamiento son:

k
W= |— = = 10rad/s
Vm VO'OZ
_co_ o0
Y= om " 2x002 °°

Puesto que es y < wy, se trata de un amortiguamiento débil, cuya
pulsacion es

W =\/wg—y2 = /102 — 62 = 8rad/s
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Conocidas y y w, se tiene que las expresiones de posicion y velocidad
para cualquier instante ¢, y en particular para t = 0 s, son:

x = De ® sen(8t + @) = xg = De ®%sen(8 X 0 + @) = Dsen g

dx
Uy == De°%t(—6)sen(8t + @) + De‘“_ =

= vy, = De7®*%(=6)sen(8 x 0 + ¢) + De **°8cos(8 X 0 + @) =
= —6Dsen¢@ + 8D cos ¢

En consecuencia, D sen @ =

—6Dsen@ + 8D cosp = —1,5 >
= —6 X +8Dcosp =—1,5 >
= 8D cosp = —0,96 =
= D cosp = —0,12
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Asipues: Dsen¢ = 0,09
D cos p =—0,12

Sea el niimero complejo X = D,,. Es

X=Dcosep +Dsengpj=-0,12+40,09j = 0,15, 4951 M

D =0,15m

Por tanto, { ¢ = 2,4981 rad

Por consiguiente, x = 0,15e~%¢ sen(8t + 2,4981) (SI)
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b) c = 0,5kg/s

La pulsacion libre y la constante de amortiguamiento son:

K 2 10 d/
weg= [— = = 10rad/s
Jm 002
@ 0,5 _ 175 o1
Y = om T 2x002 " 77

Puesto que es ¥y > wy, se trata de un amortiguamiento fuerte, en el
que:

A =—y+ \/yz — w2 =—-12,5+4+/12,52 — 102 = —5s1

A, = —y — \/yz —w?2=-125-+/12,52 - 102 = —20 s~ 1
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Conocidos A4 y A,, se tiene que las expresiones de posicion y veloci-
dad para cualquier instante £, y en particular parat = 0 s, son:

X = Ale_St + Aze_ZOt = xO —_ Ale_sxo ~+ Aze—ZOXO —_ Al + AZ

= Uy, = A1e7°X0(=5) + A,e729%0(=20) = —54; — 204,

En consecuencia: 4; + 4, = 0,09
_5A1 — 20142 == _1,5

Resolviendo este sistema de ecuaciones, resulta: 4; = 0,02 m
AZ — 0,07 m

Por consiguiente, x = 0,02e™>¢ + 0,07e2%¢ (SI)
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c) Amortiguamiento critico

Tiene lugar s1 y = w,. Por tanto,

k 2

Wo =V = 0.02 = 10rad/s

Y =wo=10s71

Para ello, el coeficiente de amortiguamiento debe tener el valor que
se obtiene a continuacion.

m ax 002 ¢ = 0Ake/s

Notese que en el primer apartado, donde se tenia un valor inferior,
(c = 0,24 kg/s), el amortiguamiento era débil como debia suceder.

Por el contrario, en el segundo apartado, donde se tenia un valor
superior (¢ = 0,5kg/s), el amortiguamiento era fuerte.
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Conocida y, se tiene que las expresiones de posicion y velocidad
para cualquier instante ¢, y en particular para t = 0 s, son:

x=(A+Bt)e %= x,=(A+Bx0)e 10X0 =4

dx
v = % = B0 + (4 + o) NN

= vy, = Be71%%0 + (A + B x 0)e™19*%(-10) = B — 104

En consecuencia;: A = 0,09
B— 104 =-1,5

Resolviendo este sistema de ecuaciones, resulta: A = 0,09 m
B =-0,6m/s

Por consiguiente, x = (0,09 — 0,6t)e19¢ (SI)
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Ejercicio 10

Un objeto de 300 g de masa esta unido a un muelle de constante
4,8 N/m, cuyo otro extremo es fijo. El coeficiente de amortigua-
miento del sistema es 0,072 kg/s.

a) (Cual es el periodo de la oscilacion amortiguada resultante?

b) ;Cual es el cociente entre la amplitud en un maximo de la
oscilacion y la del siguiente?

c¢) (En qué porcentaje se reduce la amplitud en un periodo?

d) ;Cuantas oscilaciones realiza el sistema en el tiempo en que la
amplitud pasa a ser un 5 % de la inicial?

¢) (Cual hubiera tenido que ser el coeficiente de amortiguamiento
para que, tras 10 oscilaciones, la amplitud ya fueraun 5 % de la
inicial?

f) ¢Cual seria el periodo en este caso?
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a) (Cual es el periodo de la oscilacion amortiguada resultante?

La pulsacion libre y la constante de amortiguamiento son:

k 48 _, o
(UO = —_— = — ra S
\ m \ 0,3
_e 0072 _ o,
Y =om ™ 2%x03 7 °°

Puesto que es y < w, se trata de un amortiguamiento débil, cuya
pulsacion es

W = \/a)(z) —y2 = /42 — 0,122 = 3,9982rad/s
Por tanto, el periodo es

A2 sos
~w 39982 >

No debe confundirse con 2m/w, = 1,5708 s, que seria el periodo
s1 no hubiera amortiguamiento.
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b) ;Cual es el cociente entre la amplitud en un maximo de la
oscilacion y la del siguiente?

Conocidas y y w, se tiene que la ecuacion del movimiento es
x = De Y12t 5en(3,9982t + @)

Con la informacion proporcionada, no es posible determinar los
valoresde D y ¢.

Sin embargo, como se ird viendo, estos valores no son necesarios
para resolver el presente ejercicio. Por tanto, las respuestas que se
obtendran son consecuencia de las caracteristicas del sistema, pero
no de las condiciones iniciales.

A partir de la ecuacion del movimiento, sabemos que la amplitud de
la oscilacion, decreciente con el tiempo, es

A = De—O,th
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Se pide el cociente entre la amplitud en un maximo cualquiera
(instante t1), y la del siguiente (instante t, = t; + T).

A(tl) De—0,12t1
A(tz) o De—0,12t;

— e0,12><1,5715 — 1’2075

Notese que el resultado no depende de los valores de D y @. Mas aun, tampoco
depende de los maximos concretos: el cociente de las amplitudes del primero y el
segundo, es el mismo que las del duodécimo y el decimotercero.

~0,12t1 o0,12t; — o0,12(t2~t1) — 0,127 —

— €
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¢) (En qué porcentaje se reduce la amplitud en un periodo?
x A

ANNYANE
\/ \/ ¢

El factor de reduccion de amplitud en un periodo es

A(ty) — A(t,) _q_ A(ty) _q_ 1 _
A(ty) A(ty) A(ty)/A(t)

—1 =0,1718 = 17,18 %

12075
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También puede resolverse, sin recurrir al resultado del apartado
anterior, como sigue.
A(tl) _ A(tz) De—0,12t1 _ De—O,thz De—0,12t2

=1 — =
A(ty) De~0.12t4 De—012t,

— 1 — e 012t200,12t; — 1 _ a0,12(t1~1t3) —

—1— eO,lZ(—T) —1— eO,12><(—1,5715) — 01718 =

= 17,18 %
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d) ;Cuantas oscilaciones realiza el sistema en el tiempo en que la
amplitud pasa a ser un 5 % de la inicial?

Sea t3 el instante en que la amplitud es un 5 % de la inicial, esto es,
A(t3) = 0,05A(0)

De esta condicion se deduce que
De—O 12t O OSDe—O 12X0 = e—O 12t __ 0 05 =
= —0,12t3 =1n 0,05 = —2,996 = t; = 24,97 s

En ese tiempo, el numero de oscilaciones que realiza el sistema, cada
una de un periodo de duracion, es

ty 24,97

V= T ~ 15715

= 15,89
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¢) (Cual hubiera tenido que ser el coeficiente de amortiguamiento
para que, tras 10 oscilaciones, la amplitud ya fuera un 5 % de la
inicial?

Debe tenerse en cuenta que el cambio de valor del coeficiente de
amortiguamiento ¢ afecta, no solo al de la constante de amortigua-

. C . LI 4 L 4
miento y = — , sino también al de la pulsacion w = |w? — y2,
2m’ 0

: 2 .
al del periodo T = == Por tanto, los nuevos ¥ y T son desconocidos.

w

La expresion matematica de la condicion del enunciado es
A(10T) = 0,054(0)

De aqui se deduce que
De Y(0T) = 0,05De V>0 = 710/T = 0,05 =
= —10yT =1n 0,05 = —2,996 = yT = 0,2996

Insistimos: los valores de ¥ y T son nuevos, no los de los apartados
anteriores.
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Puesto que no se ha modificado los valores de k y m, la pulsacion
libre sigue siendo wy, = 4 rad/s. Por tanto,

2T 2T 2Ty 2Ty
0,2996 =yT =y—=vy = > = = 2=>
2 > _ 2 V¥ -y: Jl6-y
Wy — Y

= 0,29964/16 — y2 = 2my

Elevando al cuadrado los dos miembros, se obtiene
0,08976(16 — y?) = 4n?y? = 1,436 — 0,08976y% = 4m?y*? =
= 39,57y% = 1,436 = y = 0,1905 s~

Por tanto, el coeficiente de amortiguamiento hubiera tenido que ser

C
— 501905 = = c=01143k
Y = om 2%x03 8/s
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f) ¢Cual seria el periodo en este caso?

Con ¢ = 0,1143 kg/s, y por tanto con y = 0,1905 s~1, se tiene

W= Jwg —y2 = /42 —0,19052 = 3,9955rad/s

B 21T 21T

I = 39955

= 1,5726 s
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VI.- Oscilacion forzada



Fuerza exterior periodica

Como se ha visto, un sistema oscilante con amortiguamien-
to, sea este débil, critico o fuerte, tiende asintoticamente al
reposo.

Sin embargo, es posible hacer que el sistema se mantenga
oscilando aplicando una fuerza exterior periddica, por
ejemplo por medio de un motor. En este caso se dice que
el sistema tiene una oscilacion forzada.

El caso mas sencillo de tratar matematicamente es el de
que la fuerza exterior periodica sea sinusoidal, esto es, de
la forma F, = F); sen(£2t + a). Este es el caso que se es-
tudiara en el presente texto.
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Parametros de una fuerza sinusoidal

E, = Fy; sen(2t + )

F,,: Valor maximo de F,. Es una constante positiva, y su

(:

unidad SI coherente es el N.

Pulsacion de la fuerza. Es una constante positiva, y su
unidad SI coherente es el rad/s.

Fase 1nicial de la fuerza. Es una constante que puede
ser positiva, negativa o cero, y su unidad SI coherente
es el rad.
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Efecto de una fuerza externa sinusoidal

Aunque lo que sigue se justificard mas adelante, conviene
destacar algunos de los efectos de la aplicacion de una
fuerza externa sinusoidal a un sistema oscilante.

* Con el tiempo, el sistema tiende asintoticamente a tener
un movimiento armonico simple.

* La pulsacion de ese m.a.s. no es la pulsacion libre (tam-
bien llamada pulsacion natural), wg, del sistema, sino la
pulsacion de la fuerza externa, (2. Por ejemplo, aunque
sea wy = 3 rad/s, el sistema oscilara con 6 rad/s si
) =6 rad/s,ycon 2 rad/ssif2 = 2 rad/s.

* La transferencia de energia al sistema es maxima si la
pulsacion de la fuerza coincide con la natural del siste-
ma, esto e€s, s1.£2 = w,.
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Sistema con oscilacion forzada sinusoidal

Considérese un sistema constituido por un muelle, de cons-
tante elastica k y masa despreciable, con un extremo fijo y
el otro unido a un objeto de masa m, siendo c el coeficiente
de amortiguamiento.

Como ya se justifico, aplicando el teorema del centro de
masas se obtiene que

dzx_ . dx
Mgz — 7 “dt

S1, ademas de las fuerzas —kx y —cv,, actua una fuerza
externa sinusoidal, la expresion resultante pasa a ser
d*x ( dx

mP = —kx + —CE> + Fy sen(t + a)
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Sistema con oscilacion forzada sinusoidal

Por tanto,
d’x  dx
mﬁ + CE + kx = Fy; sen(2t + )
d’x cdx k Fy,
Wﬁ'aa-l-ax = %Sen(!)t + C()
d*x dx .,  Fy
=7 + Zya + wix = %sen(ﬂt + a)

Como nos ha ocurrido al analizar el m.a.s. y los sistemas
con amortiguamiento, la solucion de esta ecuacion diferen-
cial no es Unica, sino que incluye dos parametros que, tipi-
camente, se obtienen de las condiciones 1niciales.
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Sistema con oscilacion forzada sinusoidal

Sea x,, una solucion de esta ecuacion. Por tanto, cumple

que
d*x dx F
p p M
T2 + Zyd— + woxp - —sen(2t + a)
Sea x; una funcion cualquiera que satisfaga la ecuacion
d*x, dx,
772 + Zyd— + wix; =0

Sea la funcion x = x,, + x;.” Vamos a demostrar que x
también es solucion de la ecuacidon diferencial de la os-
cilacion forzada.

" En Matematicas x,, recibe el nombre de solucion particular, y x; el de solucion de
la ecuacion diferencial homogénea.
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Sistema con oscilacion forzada sinusoidal

Es

d*x dx
77 + Zyd—+ wx =

dz(xp + xt)
dt?

d*x, dx, d*x, dx;
= g2 +2y?+a)0xp + ez +2y—+w0xt

d(xp + x )
dt

+ 2y + wy (xp + xt) =

dt

Fu
= [— sen(2t + a)] + |0
m

Fu
= —sen(2t + a)
m
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Sistema con oscilacion forzada sinusoidal

Notese que
d*x, dxe
772 + ZYE + woxe =0

es la ecuacion diferencial de una oscilacion amortiguada, y
por tanto la funcion x; es 1gual a la de un amortiguamiento
debil, critico o fuerte, seguinseay < wg, Y = wWg 0 Y > Wy,
respectivamente.

Sea cual sea el tipo de funcion, sabemos que su valor tiende
asintoticamente a cero. Por este motivo, x; recibe el nom-
bre de componente transitoria de la oscilacion forzada.
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Sistema con oscilacion forzada sinusoidal

Con respecto a la solucidon particular, puede comprobarse
que la ecuacion diferencial

dzxp
dt?

42y 22
T

F
+ wix, = X sen(Qt + a)

m

es satisfecha por

xp, = Apsen(f2t + a + ¢)

donde

A —

Fy

¢ = arctg

=
m\/(w% — 12)2 + (2yN)?

—2v{)

a)Z

0

2

; ¢ € (—m;0) rad
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Sistema con oscilacion forzada sinusoidal

Notese que se trata de una funcion sinusoidal, y por tanto
corresponde a una oscilacion periodica. Por este motivo,
X, recibe el nombre de componente permanente de la osci-

lacion forzada.

Con el paso del tiempo, la componente transitoria tiende a
cero. En consecuencia, la ecuacion del movimiento tiende
asintoticamente a coincidir con la de la componente perma-
nente, y por tanto a ser un movimiento armonico simple de
pulsacion la de la fuerza externa aplicada, como ya se indi-
cO.
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Sistema con oscilacion forzada sinusoidal

Para comprender mejor estos conceptos, se recomienda uti-
lizar el laboratorio virtual “Visualizador de oscilaciones .

https://riunet.upv.es/handle/10251/5125

 Utilicese los valores por defecto de masa (1 kg) y cons-
tante elastica (16 N/m).

* Asignese los valores 1 kg/s para el coeficiente de amor-
tiguamiento, 10 N para la amplitud de la fuerza externa
sinusoidal, y 10 rad/s para la pulsacion de esta.

* La representacion grafica muestra como la elongacion
tiende con el tiempo a ser una funcion sinusoidal.
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Sistema con oscilacion forzada sinusoidal

* Arrastrese la deslizadera coef. amortiguamiento para
aumentar el valor de este, sin sobrepasar los 8 kg/s,
que corresponden en el ejemplo al amortiguamiento
critico de la componente transitoria. Obsérvese cOmo
cada vez la forma sinusoidal se alcanza en menos
tiempo.

 Tras sobrepasar los 8 kg/s compruébese que, al corres-
ponder ahora la componente transitoria a un amortigua-
miento fuerte, coeficientes de amortiguamiento mayores
suponen que cada vez se tarda mas en tener la forma
sinusoidal.
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Ejercicio 11

Un objeto de 20 g de masa esta suspendido de un muelle de cons-
tante elastica 2 N/m, cuyo otro extremo esta unido al techo. Ini-
cialmente el muelle esta alargado 9 cm respecto a la posicion de
equilibrio del sistema, y el objeto se acerca a dicha posicion a

150 cm/s. El coeficiente de amortiguamiento es 0,24 kg/s. El
sistema esta también sometido a una fuerza periddica de ecuacion
E, = 2sen(20t + 1) (SI). Obténgase la ecuacion del movimiento
del objeto.

Salvo por la existencia de la fuerza sinusoidal, el enunciado es el
mismo del ejercicio 9. Por tanto,

e las caracteristicas del sistema son: k = 2N/m

m = 0,02 kg
c =0,24kg/s
* las condiciones iniciales son: X9 = +0,09 m

Uy, = —1,5 m/s
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La pulsacion libre y la constante de amortiguamiento son:

i 2 10 rad/
wg= [— = | =—= =10rad/s
Jm {002
_c 0,24 P
Y = om T 2x002 °°

Puesto que es ¥ < wg, la componente transitoria es la de un amorti-

guamiento deébil, cuya pulsacion es

W =\/w§—y2 = /102 — 62 = 8rad/s

Por tanto,

x; = De % sen(8t + @)
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De la expresion de la fuerza sinusoidal se obtiene

(Fy =2N
E, = 2sen(20t+ 1) (SI) =4 2 = 20rad/s
L a=1rad
Por tanto,
F
A, = M =
m\/(wg — 12)2 4+ (2y2)?2
2
= = (0,2603 m
0,02,/(102 — 202)2 + (2 X 6 X 20)2
—2y02 — 2% 6% 20 ¢ = 0,6747 rad
tgo _wg — 02 102 =202 o= ¢ =0,6747 — 1t =
= —2,4669 rad

Puesto que ha de ser ¢ € (—1r; 0) rad, la solucion correcta es
¢ = —2,4669 rad.
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Por tanto, la componente permanente es
xp, = Ay sen(t + a + ¢) = 0,2603 sen(20t + 1 + (—2,4669)) =
= 0,2603 sen(20t — 1,4669)

En consecuencia, la ecuacion de la oscilacion es
X=Xy + X =
= 0,2603 sen(20t — 1,4669) + De~®t sen(8t + ¢)

Es
dx
v, = — =0,2603 X 20 cos(20t — 1,4669) +

dt
+De~ % (—6) sen(8t + @) + De‘6t_
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Parat = 0 s:

xo = 0,2603 sen(20 x 0 — 1,4669) + De ®*%sen(8 x 0 + @) =
= —0,2589 + Dsen g
v, = 0,2603 X 20 cos(20 X 0 — 1,4669) +
+De %9 (—6)sen(8 X 0 + @) + De %*%8cos(8 X 0 + ¢) =
= 0,5399 — 6D senp + 8D cos ¢

En consecuencia,

—0,2589 + Dsengp = 0,09 = Dseng =

0,5399 —6Dsenp + 8D cosp = —1,5 =
= 0,5399 — 6 X +8Dcosp =—-1,5=
= 8D cos @ = 0,0535 =
= D cos ¢ = 0,006688
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Asipues: Dsenge = 0,3489
D cosp = 0,006688

Sea el nimero complejo X = D,,. Es
X =Dcose +Dsengj= 0006688+ 0,3489j = 0,3490 5516 M

D = 0,3490 m

Por tanto: {(p — 1,5516 rad

Por consiguiente,
x = 0,2603 sen(20t — 1,4669) + 0,3490e % sen(8t + 1,5516) (SI)
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Energia en una oscilacion forzada

Como se ha visto, bajo la accion de una fuerza externa sinu-
soidal, el sistema tiende asintdticamente a tener movimiento
armonico simple.

Dado que la fuerza debida a la viscosidad consume energia
mecanica, esta pérdida ha de ser compensada con un aporte
de 1gual cuantia por parte de la fuerza externa sinusoidal.
Sin ese aporte, la energia mecanica se consumiria y el sis-
tema tenderia al reposo.
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Energia en una oscilacion forzada

La potencia suministrada por la fuerza debida a la viscosi-
dad es

P,=F, -7 =(-cv,) - (v,) = —cvZ = —c(dx/dt)?

A medida que la componente transitoria se anula, se tiene:
x =x, =A,sen(flt + a + ¢)
dx/dt = A, cos(2t + a + ¢)

Por tanto,
P, = —cA3Q% cos*(Qt + a + ¢) =
1+ cos2(Nt + a + ¢)

— AZ.QZ
Cp >
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Energia en una oscilacion forzada

El valor medio de esta potencia es

1+ {(cos2(Nt + a + ¢))
(P,) = —cA30° | > =
14+ 0 1
— —CAIZQ.QZ T — —ECAIZQ.QZ

Como era de esperar, el resultado es negativo, ya que ﬁv no
aporta potencia, sino que la consume. Para mantener 1a osci-
laci6n, la potencia (el ritmo al que aporta energia) media de
la fuerza exterior sinusoidal F, = F; sen(£2t + «), ha de ser

1 2 N2
(PF> — _<Pv> — ECApQ
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Energia en una oscilacion forzada

Por tanto,
1 1 F 17
(PF>=§CA229-QZ=§C id 0? =
m\/(w(z) —1%)2 + (2yN)Z2
 cFy 2 B
2m? (wg — 02)? + (2yN)?
cFi 1
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Energia en una oscilacion forzada

Para un sistema concreto, y aplicando una fuerza externa
sinusoidal con un valor maximo F,; concreto, ;cual ha de
ser la pulsacion de dicha fuerza para que la transferencia

de energia sea maxima?

Dado que, salvo {2, los parametros de la expresion
cFf 1
(Pp) =

2m?2 /.2 2\
ws — ()
( 1 ) + (27)?

son fijos, (Pr) es maxima si la expresion resaltada es minima.

Puesto que esa expresion es un valor al cuadrado, ese mini-
mo se da cuando dicho valor es cero, y por tanto cuando
.Q — (1)0.
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Resonancia

Se llama pulsacion de resonancia a la de la fuerza aplicada
para la que el ritmo medio al que se transfiere energia al
sistema es maximo. El fendmeno que tiene lugar en estas
condiciones, recibe el nombre de resonancia.

De acuerdo con lo visto, la pulsacion de resonancia coinci-
de con la frecuencia natural del sistema: (2,. = w,.

De 1gual forma, se puede hablar de periodo de resonancia,
T. = 2m/(,, y de frecuencia de resonancia, f,. = 1/T,.. Ob-
viamente, sus valores coinciden con los del periodo natural
y la frecuencia natural del sistema, respectivamente.
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Resonancia

Para comprender mejor estos conceptos, se recomienda uti-
lizar el laboratorio virtual “Visualizador de oscilaciones .

https://riunet.upv.es/handle/10251/5125

 Utilicese los valores por defecto de masa (1 kg) y cons-
tante elastica (16 N/m). Asi, la pulsacion libre del sis-
tema es 4 rad/s.

* Asignese los valores 2 kg/s para el coeficiente de amor-
tiguamiento, 10 N para la amplitud de la fuerza externa
sinusoidal , y 1 rad/s para la pulsacion de esta.

* Arrastrese la deslizadera pulsacion fuerza para aumentar
el valor de esta. Obsérvese que la amplitud de la compo-
nente permanente crece, pero que a partir de cierto punto
pasa a disminuir.
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Resonancia

* Notese que la amplitud maxima se alcanza cuando la
pulsacion de la fuerza esta cerca de la de resonancia,

4 rad/s.

Conviene puntualizar que, en efecto, la amplitud maxima

no se consigue exactamente con la pulsacion de resonancia.

Lo que si se consigue exactamente a la pulsacion de reso-
nancia, como ya se indico, es el mayor ritmo de transferen-
cia de energia al sistema.
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