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Ejercicio 1

El vector de posicién de un punto es 7 = (6t; t3 — 20¢; 3) (SI).
Obténgase para t = 2 s: la posicion; la velocidad y su médulo; la
aceleracion y su modulo; los modulos de las componentes intrin-
secas de la aceleracion, con signos en su caso; y el radio de curva-
tura.

Obténgase también para dicho instante: las componentes intrinse-
cas de la aceleracion; los vectores unitarios tangente y normal; y
las coordenadas del centro de curvatura.

Ejercicio 2

Un mévil recorre la trayectoria y* = 2x2 (SI) a partir del punto
(2;2) m, de tal modo que la proyeccion de la velocidad sobre el eje
OY es constante e igual a 2 m/s. Héllese las expresiones, en fun-
cion del tiempo, de: a) el vector de posicion; b) la velocidad; c) la
aceleracion.

Ejercicio 6

Un canon dispara, desde el suelo, balas con Z5 St
una velocidad de médulo indeterminado
vy, actuando a partir de ese instante sobre
ellas la aceleracion constante de la grave-
dad, de médulo indeterminado g. ;Con
qué angulo 6 hay que orientar el cafion
respecto a la horizontal, para que la altura
maxima H alcanzada por las balas sea igual l‘f'l
a su alcance D?

Ejercicio 3

Un punto describe una trayectoria circular de radio R = 3 m. La
posicion angular de dicho punto respecto a una cierta referencia es
6 = 0,1t (SI). Obténgase para t = 2 s su posicién angular y los
moédulos de: velocidad angular; aceleracion angular; velocidad;
aceleracion; y componentes intrinsecas de esta.

Ejercicio 7

Desde el suelo, un cafon dispara balas con una velocidad de modu-
lo indeterminado vy, actuando a partir de ese instante sobre ellas la
aceleracion constante de la gravedad, de modulo indeterminado g.
El suelo es un plano inclinado que forma un dngulo indeterminado
« con la vertical (a € (0% 180°)). (Con qué angulo 6 hay que
orientar el cafion respecto a la vertical, para que sea maxima la
distancia D alcanzada por las balas?

Ejercicio 4

Un solido rigido tiene una velocidad angular @ = (2; —1;3) rad/s,
y su eje de giro pasa por el punto Q(3; 1; 3) m. Obténgase las velo-
cidades de los puntos C(—1;2; —3) my D(1; 1;2) m del sélido.

Ejercicio S

La boca de un cafidn esta situada 10 m por encima del suelo
horizontal. Una bala sale disparada con una velocidad de médulo
50 m/sy con un dngulo de 30° sobre la horizontal. Obténgase:
a) el vector de posicion de la bala y su velocidad, ambos en funcion
del tiempo;

b) la distancia a la que llegara la bala;

¢) el angulo que forma la trayectoria con la horizontal en el
momento del impacto;

d) la altura maxima que alcanzara la bala;

¢) la altura a la que la bala golpearia un muro vertical si este se
situara a una distancia horizontal de 200 m de la boca del cafion.

Ejercicio 8 L
Una persona que camina a S 11 ‘ 112 :}. ! : “1
1,1m/s va asalir de debajo ity iy ]
de una marquesina y se prepa- ‘ U P g
ra para encontrarse bajo una 1 Ly :! ! 11\ P
lluvia que cae a 4,5 m/s con 1‘{\1“.11‘ : | 1‘.~l1}
la inclinacion de 5° que se U
muestra en la figura. ;Qué angulo ha de inclinar el paraguas res-
pecto a la vertical? ;Cual es el modulo de la velocidad con la que

sentira que las gotas impactan con el paraguas?




Cinematica

La cinematica es la rama de la Fisica que describe el
movimiento de los cuerpos, sin considerar las causas
que lo originan (las fuerzas), n1 las propiedades que
caracterizan la respuesta a dichas causas (la masa).

La cinematica recibe tambieén el nombre de geometria
del movimiento.

En resumen, en lo que respecta al movimiento, la
cinematica se ocupa del como, no del por qué.



I.- Movimiento de un
punto



Vector de posicion

La posicion de un punto (particula desde un punto de vista
mas fisico) queda determinada por sus coordenadas (x; y; z)
respecto a un sistema de referencia.

S1 el punto se mueve, sus coordenadas son funcion del
tiempo: (x(t); y(t); Z(t)).

El vector que une el origen de coordenadas con la posicion
del punto recibe el nombre de vector de posicion. Se denota
habitualmente por 7 (o por 7(t) para hacer explicito que
varia con el tiempo).



Vector de posicion -
(x;y; 2)
Es 7 =(x;y;2)—(0;0;0) = (x;y; 2)

Por tanto, las componentes del vector de posicion de un
punto coinciden con las coordenadas de dicho punto.

La unidad SI coherente del tiempo es el segundo (s).

La unidad SI coherente del vector de posicion (y por tanto
tambien de sus componentes) es el metro (m).
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Trayectoria

Se denomina trayectoria de un punto al lugar geometrico
de las posiciones que ocupa en su movimiento.
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Trayectoria

Las propias componentes del vector de posicion son ecua-
ciones parametricas de la trayectoria.

Ejemplo
y/mA r=(t—25;01t3 —1,2t* + 4,5t — 2,4) (S]) =

x=t—2,5(SI)
y = 0,1t3 — 1,2t% + 4,5t — 2,4 (SI)

T T T T T >
-2 -1 0 1 2 3 x/m

Las expresiones de las componentes en funcion del tiempo
reciben el nombre de ecuaciones horarias.

12



Desplazamiento

Se denomina desplazamiento de un punto entre dos posi-
ciones al vector con origen en la primera y extremo en la
segunda.

El desplazamiento es, por tanto, una magnitud vectorial.

La unidad SI coherente del desplazamiento es el metro (m).

13



Desplazamiento

El desplazamiento entre dos posiciones es la suma de los
desplazamientos parciales.

14



Desplazamiento

AFy_, =7(2) —7(1) =
=(-0,5;2,6) —(—15;1) =

=(1;1,6) m

Operando de la misma forma:
A%,_5 = (1;0,4) m 7 1 0 1 2 3 am
A’I‘3 4 — (1 _O 2) m
Asi,

7(4) — 7(1)
Ve¢ase que

ATy _o + ATy _3 + AT5_,

>

3 1 o 1 3 3 am
15



Desplazamiento vy espacio recorrido

El desplazamiento es una magnitud vectorial.
El espacio recorrido es una magnitud escalar.

Por tanto, espacio recorrido no es 1o mismo que
desplazamiento.

.Y espacio recorrido es el modulo del desplazamiento?
En general, no.

Solo en tramos rectilineos.

16



Desplazamiento vy espacio recorrido

As = 1R
|A7| = 2R
e |AT| # As A7
As
As = 2TR IAF| = As
A7 = 0
|AT| # As

A

17



Velocidad media

Se denomina velocidad media de un punto en un intervalo
de tiempo, al cociente entre el correspondiente desplaza-
miento, y la duracion de dicho intervalo.

Y
Umed = A_t

S1 se trata de un incremento infinitesimal de tiempo, dt, el
punto tendra un desplazamiento infinitesimal, d7.”

La velocidad media en ese intervalo serd dr/dt.

Esa es, precisamente, la definicion de velocidad.

* Sacrificando algo el rigor en beneficio de la claridad, en este documento se interpretara el diferencial
de una magnitud como un incremento infinitesimal de dicha magnitud.

18



Velocidad

Se denomina velocidad de un punto, a la derivada de su
vector de posicion respecto al tiempo.

. dF
YTt

La velocidad es una magnitud vectorial.

El producto dimensional de la velocidad es dim v = T~1L.

La unidad SI coherente de la velocidad es el m/s.

.Y que es, y como se realiza, la derivada de una funcion
vectorial?

19



Derivada de una funcion vectorial

Sea una funcidn vectorial f (t) = (x(t) ;y(t); Z(t)).
Lo que sigue es general, esto es, la funcion no tiene por qué
ser un vector de posicion, ni la variable t el tiempo.

Se define su derivada f '(t) (od f /dt) como

fl(t) — lim f(t + At) _f)(t)

At—0 At

20



Derivada de una funcion vectorial
Es

flt+a) —f(&)
At B

C(x(t+ A y(E+ A 2(t 4+ AY)) — (x(); ¥(@); 2(t))
- - -

_ [x(t + At) — x(t) | y(t + At) — y(t) | z(t + At) — z(t)
B ( At ’ At ’ At

)

21



Derivada de una funcion vectorial

Tomando limites con At — 0, resulta
f'@) = (x'(@);y'(@®); 2’ (1))
Con la notacion alternativa,

d_f_(dx_dy_dz)

dt  \dt’'dt’dt

Por tanto, la derivada de una funcion vectorial se realiza
derivando sus componentes.

22



Derivada de una funcion vectorial

Utilizando el laboratorio virtual “Visualizador del concepto
de derivada de un vector” puede estudiarse la relacion entre
una funcidn vectorial y su derivada.

https://riunet.upv.es/handle/10251/30530

La derivada de un vector tiene como modulo el ritmo al que
se desplaza el extremo de este, y como orientacion la de di-
cho desplazamiento.

Interpretacion intuitiva: el vector cambia como s1 su deriva-
da tirara de su extremo.

23
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L.aboratorio virtual

Para comprender mejor los conceptos que siguen en el blo-
que I, “Movimiento de un punto”, se recomienda utilizar el
laboratorio virtual “Visualizador de movimientos bidimen-
sionales”.

https://riunet.upv.es/handle/10251/5122

24
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Velocidad: modulo vy orientacion

El modulo de 1a velocidad es
dr B |dr]

V=g T T

Puesto que d7 es un desplazamiento infinitesimal, se puede
considerar rectilineo, por lo que su modulo coincide con el
espacio infinitesimal recorrido. Por tanto, |d7| = ds.

En consecuencia, v = ds/dt.

Puesto que dt, aunque infinitesimal, es un escalar positivo,
la orientacion de v = dr/dt es la de dr, esto es, tangente
a la trayectoria y en el sentido de avance.

25



Velocidad: modulo vy orientacion

Recapitulemos.

* El mddulo de la velocidad (en ocasiones llamado cele-
ridad), es la derivada del espacio recorrido respecto al
tiempo.

_ds
dt

* La direccion de la velocidad es tangente a la trayectoria
del punto, y su sentido el de avance de este.

v

Interpretacion intuitiva: el vector de posicion de un punto
cambia como si su derivada, la velocidad, tirara de su ex-
tremo, y por tanto del propio punto.

26



Velocidad: modulo vy orientacion

Se denomina vector unitario ; v
tangente, y se denota por T, al OL/'

vector unitario de la velocidad.

- -
UV = 7VT

-
T =

< | <

Dado que tiene la misma orientacion que la velocidad, el
vector unitario tangente tambi€n es tangente a la trayecto-
ria del punto, con sentido el de avance de este.

El vector unitario tangente es una magnitud de dimension
uno. Su unidad SI coherente es el 1.

27



Aceleracion media

Se denomina aceleracion media de un punto en un intervalo
de tiempo, al cociente entre el correspondiente incremento
de velocidad, y la duracion de dicho intervalo.

AV

C_imed — At

S1 se trata de un incremento infinitesimal de tiempo, dt, el
punto tendra un incremento infinitesimal de velocidad, dv.

La aceleracion media en ese intervalo sera dv/dt.

Esa es, precisamente, la definicion de aceleracion.

28



Aceleracion

Se denomina aceleracion de un punto, a la derivada de su
velocidad respecto al tiempo.

dv

i=—
dt

La aceleracion es una magnitud vectorial.
El producto dimensional de la aceleracion es
dima = dimv-T71 = (T"1DT1 =T72L

La unidad SI coherente de la aceleracion es el m/s?.

Interpretacion intuitiva: la velocidad cambia como s1 su
derivada, la aceleracion, tirara de su extremo.

29



Aceleracion

o - .
Para que la aceleracion sea nula, a = 0, la velocidad ha de
ser constante, esto es, mantener tanto su modulo como su
orientacion.

Aunque la orientacion de la velocidad sea fija (movimiento
rectilineo), s1 su modulo varia la aceleracion no es nula.

Aunque el mddulo de la velocidad sea fijo (movimiento
uniforme), s1 su orientacion varia la aceleracion no es nula.

30



Componentes intrinsecas de la aceleracion

Como con cualquier vector, se puede descomponer la ace-
leracion en dos vectores perpendiculares entre si.

Elegimos hacerlo en las llamadas componentes intrinsecas:

* un vector tangente a la trayectoria, que se denomina
aceleracion tangencial, y se denota por d;

* un vector perpendicular a la trayectoria, que se deno-
mina aceleracion normal, y se denota por d,,.
-

v
/ Notese que:
a’ = af + a?

-
-
-

-
-
-
-
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Componentes intrinsecas de la aceleracion

El vector unitario de a; puede coincidir con el de U (el de-
nominado vector unitario tangente, T), o ser el opuesto, —T.

En ambos casos se puede expresar d; = a,T.

Aqui, a; es un “modulo con signo”.
* a, > 0 si su vector unitario es T (d, tiene el sentido de V).

* a, < 0 si su vector unitario es —7 (d, tiene sentido con-
trario al de V).

a, >0 v

v/ at<0_>—>
\ —T7 L

-
-
-

-
-
-

-
-
-

-
-
-

32



Componentes intrinsecas de la aceleracion

Se denomina vector unitario normal, y se denota por 1, al
vector unitario de la aceleracion normal.

S
— an - —
n=— a, = a,n
an
Aqui a,, es el modulo de la aceleracion normal, y siempre
€s positivo.
El vector unitario normal es una magnitud de dimension
uno. Su unidad SI coherente es el 1.

v
‘/

N
(%
N

T

-
-
-

-
-
-
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Radio de curvatura

Admitamos que un automovil es un punto.

e Si se mantiene el volante centrado, el
automovil se desplaza en linea recta.

 S1 se mantiene el volante en otra posi-
cion, el automovil gira describiendo
una circunferencia.

* El centro de la circunferencia
esta a la 1zquierda o a la derecha
del automovil, dependiendo del
sentido en que se ha girado el
volante.

34



Radio de curvatura

Admitamos que un automovil es un punto.

* La linea que une el centro de la circunferencia
con el automovil es perpendicular a la direc-
cion de la marcha.

* Cuanto mas se ha girado el volante,
mas se curva la trayectoria, esto es,
menor es el radio de la circunferen- ---

Cla. @

* Si1 el volante no se mantiene en una posi-
cion f1ja, la trayectoria no es rectilinea ni1
circular.
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Radio de curvatura T

Un automovil recorre la ,&/

trayectoria AB. Véase que /f_ /2341'
ocurre s1 se bloquea el pz;j “TTN, B

: M3 RN
volante: /i Csi 5 \
P d/ AN .\< Circunferencia osqulatriz
* en Pq; NN N - \

Radio de curvatura',

I \§"\~,.... -\‘\“\:a \
* €n PZ; A | ST N C Centro de curvatura \
I N N\ !
// : ANGER R :
e en P 3. / l‘ RN |
NP1 !
Con el volante bl;ﬁqueado Ss
el automovil pasérla a S/
recorrer una trayectoria . S
< [ \\\ ’// \\Cl
circular en lugar,de la )

originalmente deseada. TN
\
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Radio de curvatura

Se denomina circunferencia osculatriz en un punto de una
trayectoria, a la que mejor se adapta a la curva en el proxi-
mo arco infinitesimal.

Es la circunferencia que mejor “besa’” a la curva (osculari
es besar, en latin).

Se denomina centro de curvatura en un punto de una tra-
yectoria, al centro de la circunferencia osculatriz en dicho
punto.

Se denomina radio de curvatura en un punto de una tra-
yectoria, y se denota por p, al radio de la circunferencia
osculatriz en dicho punto.

37



Volvamos con la aceleracion

Recapitulando, )
at — atT
a=da;+a, y R
a, = a,n

Se puede demostrar (se hara mas adelante) que

dv
at —
dt
UZ
Ay, = —
P Ver demostracion ya

38



Aceleracion tangencial
dv

dt

Analicemos la expresion a; =

* S1 el modulo de la velocidad es constante (movimiento
uniforme), entonces su derivada es cero, a; = 0. Por

N —
tanto, es a; = 0.

* S1 el modulo de la velocidad aumenta (v es una funcion
creciente), entonces su derivada es positiva, a; > 0. Por
tanto, d; tiene el mismo sentido que 7 y que V.

* S1 el modulo de la velocidad disminuye (v es una funcion
decreciente), entonces su derivada es negativa, a; < 0.
- . . . - -
Por tanto, a; tiene sentido contrario que 7 y que v.

39



Aceleracion tangencial

Notese que el “mddulo con signo” a, es la proyeccion de a
sobre la direccion del vector unitario tangente T.

Por tanto, por las propiedades del producto escalar,

N - -

= - v a-v

ar=a-7T=ad-—=| Ay = ——
U v

-

-
-
-

T * a, < 0 si es obtuso.

-
-
-

Expresion alternativa
para el calculo de a;.

»  Obsérvese la influencia del
= 4ngulo que forman d y ¥.

* a; = 0 s1es recto.

* a; > 0 s1es agudo.

40



Aceleracion normal

UZ

Analicemos la expresion a,, = —
P
* Mientras la aceleracion tangencial indica el ritmo al que
cambia el mddulo de la velocidad, la aceleracion normal

indica el ritmo al que cambia la orientacion de dicha ve-
locidad.

* [a aceleracion normal, como el vector unitario normal,
siempre esta orientada hacia el centro de curvatura, y
por tanto hacia el interior de la curva.

41



Aceleracion normal

UZ

Analicemos la expresion a,, = —
p
* En una trayectoria rectilinea (equivalente a una circunfe-
rencia de radio de curvatura p = o), es a,, = 0y, por

tanto, d,, = 0.
* Cuanto mas curvada es una trayectoria, menor es el radio
de curvatura, y por tanto mayor es la aceleracion normal.

Conceptualmente esto es 10gico: si1 la trayectoria es mas
curvada, la velocidad debe cambiar su orientacion mas
deprisa; y mayor ritmo de cambio implica mayor derivada.

42



Aceleracion normal

.Y por qué crece con el cuadrado del modulo de la veloci-
dad?

Consideremos dos moviles que recorren trayectorias i1guales,
uno de ellos con velocidad ¥ y el otro con el doble, v’ = 2v,
en ambos casos sin variar el modulo, por lo que solo hay
aceleracion normal.

{
d

43



Aceleracion normal

Notese que Av' = 2Av (tridngulos semejantes).

El tiempo que el primer movil tarda en recorrer el tramo
considerado es At = As/v.

El tiempo que el segundo movil tarda en recorrer ese
tramo es At' = As/v' = As/(2v) = At/2.

{
{

44



Aceleracion normal

[a relacion entre las aceleraciones medias de los moviles

= . AV 288 AD

p— p— :2
med = N7 T A¢ /2 At

22
= 2 Amed

Esa relacion se mantiene al tomar intervalos de tiempo mas
pequefios, e incluso infinitesimales. Por tanto, a’ = 22a.

Como se dijo al comienzo de este ejemplo, solo hay acele-
racion normal. Por tanto, a,, = 2%d,

En general, s1 la velocidad es k veces mayor, su incremento
es k veces mayor en un tiempo k veces menor, por lo que la
aceleracion normal es k% veces mayor.
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Resumen de expresiones

a7
UV =—

dt
S R ds
V=vT; V=—

T
L, dv
ad = —

dt

C_it=atf, Ay =

46



Y la demostracion?

Paso previo: derivada de un vector unitario

Sea un vector unitario 1(t), cuya orientacion
varia con el tiempo, pero cuyo modulo es en
todo momento 1.

S1 transcurre un intervalo de tiempo At,
el nuevo vector 1 (t + At) habra girado un

angulo A, y su extremo habra recorrido un

arco de circunferencia de longitud AL = 1A@.

En ese At, el incremento del vector unitario
es Au = u(t + At) —u(t), cuyo mddulo es
|AU| < AL = 1A¢@ = Aop.

47



;Y la demostracion?

Paso previo: derivada de un vector unitario

Notese lo que ocurre s1 At es progresiva-
mente mas pequeno.

% Puede deducirse que en el limite se tendra
du perpendicular a u(t), y que |Au|/AL
tiende a 1, por lo que
|du| = dL = 1dp = do

Una forma mas rigurosa de demostrar la perpendicularidad
es partir de que el producto escalar de 1 por si mismo es

- -

U -1 =u?=1% = 1. Derivando resulta

1 d(i-ii) dii dii dii
dt  dt dt dt t
>u-du=0=>dulu

48



;Y la demostracion?
Paso previo: derivada de un vector unitario

De entre todas las perpendiculares a 1, la

orientacion de du es la que se dirige hacia L
donde el primero se desvia. di
U(t) pw
b4,
S—

Denotando por %, al correspondiente vector unitario, se
tiene que

du dcp U, dgo -
dt dt  dt -

49



;Y la demostracion?

Derivada del vector unitario tangente

En el caso del vector unitario tangente T, el vector 1, de

la expresion anterior es, por definicion, el vector unitario
normal 7. Por tanto, d7 do _

—_— n
dt dt
e Consideremos un movil, y los vectores
f unitarios 7 y 1 de su trayectoria.
\\ . . .
AS >~ S1 transcurre un intervalo de tiempo At
=2 ~
t 22 T~ pequeno, el espacio As recorrido
N
\\\\\ ~ , . .
' n p~~—-"x, estasituado aproximadamente
| C

de centro C y radio p.

sobre la circunferencia osculatriz,

50



.Y la demostracion?
Derivada del vector unitario tangente

El angulo girado por el movil es A8 = As /p.

El angulo girado por 7 es A@ = Af. Por tanto,
Ap As/p 1As

A As/p = —
Ag,” PRSP AT e T pAt
’ . dep 1ds 1
Enel limite, — =——=—v

N dt pdt P

L As S
TL dt do _ v
7T 4 0 . Por tanto, o = En — ;n

|
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;Y la demostracion?
Derivada de la velocidad (por fin)

Aplicando la regla de la derivada de un producto, resulta

dv d(vr) dv _ dt

a= T+v—=
dt ~—  dt dt dt
Por tanto,
. dv . v?
a=—7T+—n
dt P

como se queria demostrar.

dv

— T+ v—
dt

v
p

—>
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Relaciones de derivacion e integracion

It it It 5t It
It It it It It

y

@ Derivacion t Integracion



Ejercicio 1

El vector de posicion de un punto es 7# = (6t; t> — 20t; 3) (SI).
Obteéngase para t = 2 s: la posicion; la velocidad y su modulo; la
aceleracion y su modulo; los modulos de las componentes intrin-
secas de la aceleracion, con signos en su caso; y el radio de curva-
tura.

Obténgase también para dicho instante: las componentes intrinse-
cas de la aceleracion; los vectores unitarios tangente y normal; y
las coordenadas del centro de curvatura.
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Partimos de 7 = (6t; t3 — 20¢; 3) (SD)

Posicion parat = 2 s:
7(2) =(6x2;23—-20x%x2;3) =(12;-32;3) m

Velocidad:
dr
U= T = (6; 3t*> — 20;0) (SD)

Velocidad y su modulo parat = 2 s:
7(2) =(6;3 % 2%2—-20;0) =(6;—8;0)m/s
v(2) = /62 + (—8)2 + 02 = 10 m/s
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Continuamos desde ¥ = (6; 3t — 20; 0) (SD)

Aceleracion;
1= i = (0; 6t;0) (SI)
a = dt - ) )

Aceleracion y su modulo parat = 2 s:
a(2) =(0;6x2;0) =(0;12;0) m/s?

a(2) =+/02 + 122 + 02 = 12 m/s?

Modulo de la velocidad:

v =62+ (3t2 — 20)2 + 02 = /36 + (3t2 — 20)2
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Alternativa mas comoda ‘

Moddulo con signo de 1a aceleracion tangencial parat = 2 s:

5y - 32) - 9(2) _(0;12;0) - (6;-8;0) _
(D) =— = 10 -
0x6+12(-8)+0x0 —96

_ 2
10 10 oy
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Moddulo de la aceleracion normal para t = 2 s:

a*(2) = a;(2) + a;(2)

a,(2) = \/aZ(Z) —a?(2) =122 — (=9,6)%2 = 7,2 m/s?

Radio de curvatura parat = 2 s:

@)
@ =22
2 2
o2y =23 10 aeom

a,(2) 7,2
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Vector unitario tangente para t = 2 s:

v(2) (6;,-8;0)

") =75y 10

= (0,6; —0,8;0)

Aceleracion tangencial parat = 2 s:

Q. (2) = a,(2)2(2) = —9,6(0,6; —0,8; 0) = (—5,76; 7,68; 0) m /s>

Aceleracion normal parat = 2 s:
a(2) = da,(2) + an(2)
a,(2) =a(2) —a,(2) =(0;12;0) — (-5,76;7,68;0) =
= (5,76;4,32; 0) m/s*
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Comprobaciones:

a,(2) = /5,762 + 4,322 + 02 = 7,2 m/s? (como ya se obtuvo)

a,(2)-a,(2) =(-5,76;7,68;0) - (5,76;4,32;0) = 0 m?/s*
(son perpendiculares entre si)

Vector unitario normal parat = 2 s:

1., (2 5,76:4,32: 0

WRON 77 = (0.8:0.,6:0)




Centro de curvaturaparat = 2 s:

PC(2) = p(2)7(2) = 13,89(0,8;0,6;0) = (11,11;8,334; 0) m

0C(2) = 0P(2) + PC(2) = #(2) + PC(2) =
= (12; —32;3) + (11,11;8,334:0) =
= (23,11; —23,67;3) m
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Ejercicio 2

Un mévil recorre la trayectoria y> = 2x? (SI) a partir del punto

(2; 2) m, de tal modo que la proyeccion de la velocidad sobre ¢l eje
OY es constante e igual a 2 m/s. Hallese las expresiones, en fun-
c1on del tiempo, de: a) el vector de posicion; b) la velocidad; ¢) la
aceleracion.

a)v, = 2m/s :>y=vadt=J2dt=2t+C
r0)=(2;2)m =2y(0)=2m =2x0+C=2=>
>C=2m>y=2t+2=2(t+1)(SD)

y3=2x2(SD=>23(t+1)> =2x* =2x*=4(t+1)3 =

= x=2(t+ DY (S) =7 = (15y) = (20t + D52t + 1)) (SD
b)# = d7/dt = (3(t + 1)°5;2) (SI)
¢)d = d/dt = (1,5(t + 1)"°%; 0) (SI)

62



I1.- Casos particulares



Movimiento rectilineo uniforme

Se denomina movimiento rectilineo uniforme (abreviado
m.r.u.) al que tiene aceleracion nula y velocidad no nula.

Puesto que d = 0, es d, = 0y d,, = 0. Asi:
2

a, =0 L
- = p = — = 00 = mvto. rectilineo
v+0 An

v
a, =0 T 0 = v constante = mvto. uniforme
Visto de otro modo,

N - d — N
a=0:od—=0=>vconstante
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Movimiento rectilineo uniforme

Denominamos velocidad inicial, U, a la que tiene el moévil
cuando t = 0, esto es, v, = v(0).

Puesto que v es constante, es v = vy en todo momento. Asi,

ds
U=E=>5=fvdt=fv0dt=vot+6

Para determinar la constante de integracion C,
s(0)=vyxX0+C=C=C=5s(0)>s=vyt+s(0)

Denotando el espacio ya recorrido inicialmente, s(0), por
So, Y reordenando términos, resulta

S=So+vot

65



Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

Se denomina movimiento rectilineo uniformemente
acelerado (abreviado m.r.u.a.) al que tiene aceleracion
normal nula y aceleracidon tangencial constante no nula.

De la definicion se deduce que en un m.r.u.a. la aceleracion
a es constante.

La implicacion inversa no es cierta: un movimiento puede
tener aceleracion constante, y sin embargo no ser un m.r.u.a.

Ejemplo: si lanzamos horizontalmente un objeto sobre el que actia
la aceleracion constante de la gravedad, d = g, el movimiento
resultante es parabolico, no un m.r.u.a.
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Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

Puesto que d,, = 0, resulta

a, =0

v+0

- = P

vZ

— = 00 = mvto. rectilineo

An

Como ademas d, es constante,

a=d;,+a,=a,+0=a, > a= a; constante

Por tanto,

dv
at:E:vz

fatdt=fadt=at+6
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Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

Para determinar la constante de integracion C,

v(0)=ax0+C=C=>C=v0)=vy=>v=at+v,

Ademas,
ds t*
U=E=>s=fvdt= (at+v0)dt=a?+v0t+C’
Para determinar la constante de integracion C’,
02
S(O)=a7+v0xO+C’=C’:C’=S(O)=SO:>

£2
=>S=a?+v0t+so
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Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

Reordenando términos:

1 2
S=SO+U0t+§at

V=vy+at




Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

Utilizando las expresiones anteriores:

v_v()

v=vgtat>at=v—vy=>t= -

1 2
s=so+v0t+§at =

Uy (v —avo) + %a (v —avo)z —

vo(v—vy) 1 (v—vp)?
— + —a —

a 2 a?
_ 2v0(v —v9) (v —1)?

= +
2a 2a

:S—SO
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Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

2a(s — sg) = 2vo(v —vy) + (v —vy)? =
= Qugv — 2v¢) + (v? — 2vvy + v§) =

= v? — p¢

v? =vé + 2a(s — sy)
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Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

1 2
S=SO+U0t+§at
V=vy+at
v=\/v§+2a(s—so)




Movimiento circular

Se denomina movimiento circular al que tiene radio de
curvatura constante.

Asi, la trayectoria descrita es una circunferencia cuyo radio
R es dicho radio de curvatura.

Ejemplo de movimiento circular
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Movimiento circular

En un movimiento circular es mas comodo 1dentificar la
posicion del movil, no por sus coordenadas, sino por el
angulo 6 respecto a una referencia.

Es | s = 6R
S
/e\

R Recuérdese que un angulo plano, 8 = s/R,
es un cociente de longitudes, y por tanto se
trata de una magnitud de dimension uno.

La correspondiente unidad SI es el radian (simbolo rad), que
es simplemente otro nombre (utilizado especificamente para
angulos planos) de la unidad 1.
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Movimiento circular

Se denomina velocidad angular de un movimiento circular
a un vector cuyo modulo es la derivada del angulo girado
respecto al tiempo.

do

(1)=E

Por tanto, ese modulo es el cociente entre el incremento
infinitesimal del angulo, df, en un intervalo infinitesimal
de tiempo, y la duracion dt de dicho intervalo.

El producto dimensional de la velocidad angular es
dimw =dim8 -T-1 =T71

La unidad SI coherente de la velocidad angular es el rad/s.
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Movimiento circular

Se denomina aceleracion angular de un movimiento circular
a un vector cuyo modulo es la derivada del de 1a velocidad
angular respecto al tiempo.

dw
- dt
Por tanto, ese modulo es el cociente entre el incremento
infinitesimal del modulo de la velocidad angular, dw, en

un intervalo infinitesimal de tiempo, y la duracion dt de
dicho 1ntervalo.

04

El producto dimensional de la aceleracion angular es
dima =dimw - T 1=T"1.T"1 =772

La unidad SI coherente de la aceleracion angular es el rad/s?.
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Movimiento circular

Con estas definiciones resulta:

_ds d(6R) do

V=TT Tdr ach
dv d(wR) dw

T PP T
v?  (wR)?

a, =— =
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Ejercicio 3

Un punto describe una trayectoria circular de radio R = 3 m. La
posicion angular de dicho punto respecto a una cierta referencia es
6 = 0,1t3 (SI). Obténgase para t = 2 s su posicion angular y los
modulos de: velocidad angular; aceleracion angular; velocidad;
aceleracion; y componentes intrinsecas de esta.

Posicion angular para t = 2 s:
0(2) =0,1 x 23 =0,8rad

Moddulo de la velocidad angular para t = 2 s:

do
W= = 0,3t% (SD = w(2) =0,3%x 2% =1,2rad/s

Modbdulo de la aceleracion angular para t = 2 s:

dw
a=—= 0,6t (S) = a(2) =0,6 X2 =1,2rad/s?

78



Modulo de la velocidad parat = 2 s:
v(2) =w(2) R=1,2%x3=3,6m/s

Modbdulos de las componentes intrinsecas de la aceleracion para
t =2s:
a,(2) =a(2)R=1,2%x 3 =3,6m/s?

a,(2) = w?(2)R = 1,2? x 3 = 4,32 m/s?

Moddulo de la aceleracion parat = 2 s:

a= \/a?(Z) +a?(2) = /3,62 + 4,322 = 5,623 m/s?
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Movimiento circular uniforme

Se denomina movimiento circular uniforme (abreviado
m.c.u.) al que tiene aceleracion angular nula y velocidad
angular no nula.

Por tanto,

dw

a=0=>E=O=>a)constante

Denotamos el modulo de la velocidad angular inicial,
w(0), por wy. Puesto que w es constante, es w = w,
en todo momento. Asi,

do
wzazeszdt=jw0dt=wot+C
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Movimiento circular uniforme
Para determinar la constante de integracion C,
0(0) =wygX0+C=C=>C=06(0)=
= 0 = wyt + 0(0)

Denotando la posicion angular inicial, 6(0), por 6, y
reordenando términos, resulta

9=90+(1)0t
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Movimiento circular uniformemente acelerado

Se denomina movimiento circular uniformemente
acelerado (abreviado m.c.u.a.) al que tiene aceleracion
angular constante no nula.

Por tanto,
dw
a=—=>a)=fadt=at+6
dt

Para determinar la constante de integracion C,
w0)=ax0+C=C>C=w(0) =wy=

=>(1)=(Zt+(l)0

82



Movimiento circular uniformemente acelerado

Ademas,
do
w=E=>0=fwdt=j(at+w0)dt=
$2
=a?+w0t+C’

Para determinar la constante de integracion C’,
02
9(0)=0{7+w0><0+C’=C’=>C’=9(O)=90=>
$2

=>9=a?+a)0t+90
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Movimiento circular uniformemente acelerado

Reordenando términos:

1
6 = 90+a)0t+§at2

W = Wy + at




Rotacion de un solido rigido

En un sélido rigido en rotacion,
los puntos tienen desplazamientos
diferentes, y por tanto velocidades
diferentes.

En cambio, los angulos girados
son 1deénticos, y por tanto la velo-
cidad angular es unica.

S1 los puntos giraran angulos dife-
rentes, el cuerpo se deformaria.
Esto no es posible si se trata de un
solido rigido.
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Velocidad angular

La velocidad angular, @, es una magnitud vectorial que se
define como sigue.

* Sumodulo es la derivada del angulo girado respecto al
tiempo, w = df/dt.

* Su direccion es la del eje de giro.

* Su sentido es el que corresponde, por la regla de Maxwell,
al sentido de giro.
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Velocidad angular

;Quée 1ndican el modulo y el sentido de la velocidad angular?

El ritmo y el sentido del giro, respectivamente.

el
el
el

w

Fuente: Giménez, M.H., Riera, J., Vidaurre, A., y Carratala, J.V. (2001). Experiencias virtuales 3D de fundamentos fisicos. ISBN 84-9705-084-3. Editorial UPV.
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Velocidad angular

. Que 1ndica la direccidon de la velocidad angular?

La direccion del eje de giro.

é
w
— G—

Fuente: Giménez, M.H., Riera, J., Vidaurre, A., y Carratald, J.V. (2001). Experiencias virtuales 3D de fundamentos
fisicos. ISBN 84-9705-084-3. Editorial UPV.
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Velocidad angular

Los tres solidos rigidos de 1a figura giran con el mismo
ritmo, y en el mismo sentido, alrededor de ejes con la
misma orientacion.

Por tanto, los tres tienen la misma velocidad angular.
. Que los diferencia?

La posicion del eje de giro.

€l

Fuente: Giménez, M.H., Riera, J., Vidaurre, A., y Carratala, J.V. (2001). Experiencias virtuales 3D de fundamentos fisicos.
ISBN 84-9705-084-3. Editorial UPV.
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Velocidad angular

Identificaremos el eje de giro utilizdndolo como linea de
accion de la velocidad angular.

S1 se cambia la linea de accion del vector, se tiene un
nuevo ¢je de giro y una rotacion diferente.

€l

é
0y
y _/

Fuente: Giménez, M.H., Riera, J., Vidaurre, A., y Carratala, J.V. (2001). Experiencias virtuales 3D de fundamentos fisicos.
ISBN 84-9705-084-3. Editorial UPV.

90



Velocidad angular

.Y s1 se cambia el punto de aplicacion dentro de la misma
linea de accion?

La rotacion del solido rigido es entonces la misma.

Por tanto, la velocidad angular es un vector deslizante.

virtuales 3D de

. ISBN 84-9705-084-3. Editorial

W

Fuente: Giménez, M.H., Riera, J., Vidaurre, A., y

Carratala, J.V. (2001). Experiencias

fundamentos fisicos

UPV.
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Velocidades en una rotacion
Sea un punto A de un solido rigido en rotacion.

El punto seguird una trayectoria circular en un plano
perpendicular al eje de giro.

El centro de esa trayectoria es el punto C del eje de giro
que se encuentra mas cerca de A.
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Velocidades en una rotacion
La distancia entre C y A es el radio R de la trayectoria.

Como ya sabemos, el modulo de la velocidad de A es
vy = WR

La velocidad es tangente a la trayectoria, y su sentido es
el que corresponde al del giro.

Uy
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Velocidades en una rotacion

La velocidad angular es un vector deslizante.

Sus momentos, ;tienen algun significado fisico?

El brazo de w respecto al punto A es precisamente R.

Por tanto, el modulo del momento de w respecto al punto A
es M,(w) = wR.

o
e

A
R
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Velocidades en una rotacion

La direccion del momento es perpendicular al plano defi-
nido por la linea de accion (el eje) y el punto A.

Esa direccion es precisamente la tangente a la trayectoria
circular.
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Velocidades en una rotacion

Puede comprobarse también que el producto vectorial
AC X w tiene el sentido que se muestra en la figura.

Puesto que ¥, y M, (&) tienen iguales modulo, direccion
y sentido, se concluye que se trata del mismo vector.

—
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Velocidades en una rotacion

Por tanto, la velocidad de un punto de un solido rigido en
rotacion es el momento de la velocidad angular respecto al
mismo punto.

—_—
W

77,4:1\_4),4 (0_)))

Asi pues, el campo de momentos de
la velocidad angular de un solido
rigido es, precisamente, el campo
de velocidades de los puntos de
dicho solido.

De la relacion general entre momentos res-
pecto a dos puntos A y B, M, (&) = Mg (&) + AB X &, se
deduce que

1})A:1})B+ABX8




Velocidades en una rotacion

Sugerencia: Utilizar el laboratorio virtual “Visualizador de momentos
de un vector deslizante” con la opcion “Ver campo de momentos”™
activada, y arrastrar con el raton el extremo del vector rojo.

https://riunet.upv.es/handle/10251/105937

E\ﬁsua\izadorde momentos de un vector deslizante - Isabel Salinas Marin y Marcos H. Giménez Valentin — hed

rldioma/Language

rVector deslizante y punto de aplicacién r Momentos respecto a punto / eje
O EpE v =036 12 3 [y v=325 || M@= 960;072;-144) . M(@)= 973
) Valencia
P 0.00 |;|0.00 |;(0.00 [y
) English (000 [fo00 [; J
rHerramientas rPunto / eje para calculo de momentos rOpciones de arrastre
a (000 |feoo [f200 |): g =209 ||FF2V: | Livee [~
Rest vist || Reiniciar | Para - [Lire <l
w =(|-3.00 [;|3.00 |;/0.00 |) | |
-
r Visualizacion
Ver comp it Al arrastrar :
Zoom =

00
ome
["] Ver momento respecto al eje
# Ver campo de momentos
Ver nombres de los elementos

["] Vervector QP y paralelogramo con v
[C] Ver brazo de vrespectoa



https://riunet.upv.es/handle/10251/105937

Ejercicio 4

Un sélido rigido tiene una velocidad angular w = (2; —1; 3) rad/s,
y su eje de giro pasa por el punto Q(3; 1; 3) m. Obténgase las velo-
cidades de los puntos C(—1; 2; —3) my D(1; 1; 2) m del solido.

€0 =(3;1;3)— (-1;2;-3) = (4,—1;6) m

-

_, _ U]k
Ve=M;(w)=C0xXxw=|4 -1 6|=(@3;0,—-2)m/s
2 —1 3
DQ =(3;1;3)— (1;1;2) = (2;0; 1) m
_ _ I ] k
vp=Mp(w)=DQxXw=|2 o 1|=00;,-4-2)m/s
2 -1 3

Tarea: Compruébese que se cumple que ¥ = e + DC X @.
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Aceleracion angular

Se define la aceleracion angular como la derivada de la
velocidad angular.

. d@
“ T de

Interpretacion intuitiva: la velocidad angular cambia como
s1 su derivada, la aceleracion angular, tirara de su extremo.
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La velocidad angular es un vector

La aceleracion angular, debida al peso de la peonza 1nicial-
mente inmovil, hace que crezca su velocidad angular. Asi,
la peonza cae.

. ISBN 84-9705-084-3.

a, J., Vidaurre, A., y Carratald, J.V. (2001).

virtuales 3D de fundamentos fisicos

Editorial UPV.

Fuente: Giménez, M.H., Rier

Experiencias

La velocidad angular
cambia como si la
aceleracion angular
tirara de su extremo.

Rojo: velocidad angular.
Azul: aceleracion angular.
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La velocidad angular es un vector

S1 la peonza tiene inicialmente la velocidad angular mostra-
da en la imagen atenuada, la misma aceleracion angular no
cambia el modulo de la primera, sino su orientacion.

La velocidad angular
cambia como si la
aceleracion angular
tirara de su extremo.

. ISBN 84-9705-084-3.

a, J., Vidaurre, A., y Carratald, J.V. (2001).

virtuales 3D de fundamentos fisicos

Fuente: Giménez, M.H., Rier

Experiencias
Editorial UPV.

Rojo: velocidad angular.
Azul: aceleracion angular.
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L.a velocidad angular es un vector

S1 la velocidad angular tiene sentido contrario al anterior,
el comportamiento de 1a peonza es el que aqui se muestra.

La velocidad angular
cambia como si la
aceleracion angular
tirara de su extremo.

. ISBN 84-9705-084-3.

a, J., Vidaurre, A., y Carratald, J.V. (2001).

virtuales 3D de fundamentos fisicos

Editorial UPV.

Fuente: Giménez, M.H., Rier

Experiencias

Rojo: velocidad angular.
Azul: aceleracion angular.
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II1.- Composicion de
movimientos




Movimiento compuesto

Se denomina movimiento compuesto al realizado por un
cuerpo que se encuentra sometido a dos movimientos
simultaneos e independientes.

Ejemplos

* Nadador que cruza un rio.
* Proyectil no lanzado verticalmente.

 Interferencia de las ondas generadas por dos piedras que han caido
a un estanque.
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Movimiento compuesto

Principio de Galileo de la independencia de los
movimientos.

Cuando un cuerpo esta dotado, por dos causas
distintas, de dos movimientos simultaneos, su
cambio de posicion es independiente de que los
dos movimientos se realicen de forma sucesiva
0 simultanea.

Fuente: Justus Sustermans, Public
domain, via Wikimedia Commons

Movimientos sucesivos Movimientos sucesivos

Uqag: velocidad del agua en un rio; v,.: velocidad de una barca por remadura.
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Movimiento compuesto

Principio de Galileo de la independencia de los
movimientos.

Cuando un cuerpo esta dotado, por dos causas
distintas, de dos movimientos simultaneos, su
cambio de posicion es independiente de que los
dos movimientos se realicen de forma sucesiva
0 simultanea.

Fuente: Justus Sustermans, Public
domain, via Wikimedia Commons

U\ 3
ag

Movimientos simultaneos

Uqag: velocidad del agua en un rio; v,.: velocidad de una barca por remadura.
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Movimiento compuesto

El “cambio de posicion” mencionado es el desplazamiento.

Por tanto, lo que se afirma es que el desplazamiento real es
la suma de los desplazamientos debidos a las dos causas
actuando por separado.

Derivando esa suma, se deduce que la velocidad real es la
suma de las velocidades debidas a las dos causas actuando

por separado.
ﬁr‘ 5'13 = Uy + Vyy

Derivando de nuevo, se concluye lo mismo respecto a las
aceleraciones.
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Movimiento compuesto

. Qué significa “causas distintas”? Que sean independientes
entre si.

Por ejemplo, supongamos que la velocidad en el rio es mayor
en el centro del cauce que en las orillas.

El desplazamiento real difiere de los desplazamientos sucesi-
vos porque el efecto de la corriente depende del lugar al que
se ha llegado remando: no es independiente.

-

Movimientos sucesivos  Movimientos simultaneos

Uqag: velocidad del agua en un rio; v,.: velocidad de una barca por remadura.
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Proyvectil

Sea un proyectil que se mueve con la aceleracion constante

de la gravedad.

Se puede considerar que su movimiento obedece a dos cau-

sas independientes:

e ¢l movimiento horizontal debido a la velocidad horizon-

tal inicial;
* el movimiento vertical debido a la velocidad
cial y a la aceleracion constante de la graved

| vertical 1ni-
ad.”

El horizontal es rectilineo uniforme; el vertical, rectilineo

uniformemente acelerado.

* Este valor varia con la altura, la profundidad, e incluso a lo largo de la superficie. En el caso de la

Tierra, se ha adoptado como valor estdndar g = 9,80665 m/s? (exacto). En el p
utilizard g = 9,8 m/s?, salvo indicacion expresa en contrario.

resente documento se
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Provectil
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Ejercicio 5

La boca de un canon esta situada 10 m por encima del suelo
horizontal. Una bala sale disparada con una velocidad de modulo
50m/s y con un angulo de 30° sobre la horizontal. Obténgase:
a) el vector de posicion de la bala y su velocidad, ambos en funcion
del tiempo;

b) la distancia a la que llegara la bala;

¢) el angulo que forma la trayectoria con la horizontal en el
momento del impacto;

d) la altura maxima que alcanzara la bala;

¢) la altura a la que la bala golpearia un muro vertical s1 este se
situara a una distancia horizontal de 200 m de la boca del canon.
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a) El primer paso es definir un sistema de referencia, si el enunciado
no especifica uno. Aqui hemos elegido el que se muestra en la fi-
gura.

5 vo = 50m/s

30° | ~
= lg
= X

>

En este sistema de referencia bidimensional (el movimiento tiene
lugar en un plano), es:

7 = (0:10) m
Vg (50 cos 30°;50sen 30°) = (43,3; 25) m/s
a=g=(0;,—-98)m/s?
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7o = (0;10) m « Posicion inicial.
Vo = (43,3; 25) m/s « Velocidad inicial.

d = (@0:—9,8) m/s? « Aceleracion durante todo el movimiento analizado.

Se tiene @, nula y a,, constante. Por tanto:
(x =0+ 433t = 43,3t (S)

Eje X (m.r.u.
je X (m.ru.) <vx=43,3m/s

-

) 1
y =10+ 25t + > (=9,8)t% = 10 + 25t — 4,9t* (SI)

Eje Y (m.r.u.a.) <
v, =25+ (=9,8)t = 25 — 9,8t (SI)

-

En consecuencia: 7 = (43,3t; 10 + 25t — 4,9t?) (SI)
3 = (43,3; 25— 9.8¢) (SI)

Notese que a partir de la expresion de 7 se podrian obtener valores de
aceleracion tangencial, aceleracion normal, radio de curvatura, etc.
Notese también que v = dr/dLt.
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b) YA

> o>
)
d

Lo que tiene de especifico el punto de impacto con el suelo, es que
su coordenada y en el sistema de referencia utilizado es y = 0 m.

t =—0,3728s
y=0m = 10+ 25t —49t* =0 =
t =5475s
La solucion t = —0,3728 s, aunque matematicamente correcta, no

es valida en este ejercicio, no por ser negativa, sino por ser anterior
al inicio del movimiento analizado.
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X
O
4

Parat = 5,475 s se tiene que

x = 43,3 %5475 =237,1m

En el sistema de referencia utilizado, 1a distancia d es precisamente
la coordenada x del punto de impacto con el suelo. Por tanto,

d=237,1m
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X
0

U
Recuérdese que la velocidad es siempre tangente a la trayectoria.

Por tanto, el angulo que en el momento del impacto forma la trayec-
toria con la horizontal, es el mismo que forma la velocidad.

Es:

— 4 R
U = 4SS I = ¥ = (43,3; —28,66) m/s
v, = 25—9,8x 5,475 = —28,66 m/s
28,66 . o
0 = arctg——— = 33,50° (Si se pidiera, es v = 51,93 m/s)

43,3
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hméx

Lo que tiene de especifico el punto mas alto de la trayectoria, es que
en ¢l la velocidad es horizontal. Por tanto, en el sistema de referencia
utilizado es v, = 0m/s.

vy=0m/s=>25—9,8t=0 =t =2551s
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hméx

Parat = 2,551 s se tiene que

y =10+ 25 x 2,551 — 4,9 X 2,551% = 41,89 m

En el sistema de referencia utilizado, el valor de h,,s, €s precisamen-
te la coordenada y del punto analizado. Por tanto,

homay = 41,89 m
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{i
X
>
)
200 m

Lo que tiene de especifico el punto de impacto con el muro, es que
su coordenada x en el sistema de referencia utilizado es x = 200 m.

x =200m = 43,3t = 200 =t =4,619s

Parat = 4,619 s se tiene que
y =10 + 25 X 4,619 — 4,9 X 4,619% = 20,93 m

En el sistema de referencia utilizado, el valor de h es precisamente
la coordenada y del punto analizado. Por tanto,

h = 20,93 m
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. .Y s1 hubiéramos elegido otro sistema de referencia? Vamos a
probar con el que se muestra en la figura.

, Vo =50m/s
0
30° | S
E -
s v
Ao
Y

En este sistema de referencia es:
o = (0;0) m
Vo = (50 cos 30°; —50sen 30°) = (43,3; —25) m/s
a=g=(0;98) m/s?
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o = (0;0) m «— Posicion inicial.
Vo = (43,3; —25) m/s « Velocidad inicial.

a=(0;98) m/ 52 «— Aceleracion durante todo el movimiento analizado.

Se tiene @, nula y a,, constante. Por tanto:
(x =0+ 433t = 43,3t (S)

Eije X (m.r.u.
je X (m.r.u.) <vx=43,3m/s

-

) 1
y =0+ (—=25)t + 59,81:2 = —25t + 4,9t* (SI)

Eje Y (m.r.u.a.) <
v, = =25+ 9,8t = —25 + 9,8t (SI)

-

En consecuencia: 7 = (43,3t; —25¢t + 4,9t%) (SI)
5 = (43,3; =25 + 9.8¢t) (SI)
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i O
YV d

Lo que tiene de especifico el punto de impacto con el suelo, es que
su coordenada y en el sistema de referencia utilizado es y = 10 m.

t =—0,3728s
y=10m = —25t +4,9t* =10 >
t =5475s
La solucion t = —0,3728 s, aunque matematicamente correcta, no

es valida en este ejercicio, no por ser negativa, sino por ser anterior
al inicio del movimiento analizado.
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ET o
YV ;

Parat = 5,475 s se tiene que

x =43,3 %5475 =237,1m

En el sistema de referencia utilizado, 1a distancia d es precisamente
la coordenada x del punto de impacto con el suelo. Por tanto,

d=237,1m
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Aq}

Y

Recuérdese que la velocidad es siempre tangente a la trayectoria.

Por tanto, el angulo que en el momento del impacto forma la trayec-
toria con la horizontal, es el mismo que forma la velocidad.

Es:

— 4 R
U = 4SS I = ¥ = (43,3;28,66) m/s
v, = —25+ 9,8 X 5,475 = 28,66 m/s
28,66 . o
0 = arctg——— = 33,50° (Si se pidiera, es v = 51,93 m/s)

43,3
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Y

Lo que tiene de especifico el punto mas alto de la trayectoria, es que
en ¢l la velocidad es horizontal. Por tanto, en el sistema de referencia
utilizado es v, = 0m/s.

vy=0m/s:>—25+9,8t:O =t =2551s
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Ay}

hm AX
Y

Parat = 2,551 s se tiene que

y = —25x% 2,551 + 4,9 x 2,551% = —31,89 m

En el sistema de referencia utilizado, el valor de h,,,4, es la diferencia
entre esta coordenada y la y; del suelo. Por tanto,

hoso =y, —y =10 — (=31,89) = 41,89 m
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YV 200 m

Lo que tiene de especifico el punto de impacto con el muro, es que
su coordenada x en el sistema de referencia utilizado es x = 200 m.

x =200m = 43,3t = 200 =t =4,619s

Parat = 4,619 s se tiene que
y = —25% 4,619+ 4,9 X 4,619° = —10,93 m

En el sistema de referencia utilizado, el valor de h es la diferencia
entre esta coordenada y la y del suelo. Por tanto,

h=y,—y=10-(—-10,93) = 20,93 m
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Ejercicio 6

Un cafion dispara, desde el suelo, balas con
una velocidad de modulo indeterminado

. . /
Vo, actuando a partir de ese instante sobre /

ellas la aceleracion constante de la grave-
dad, de modulo indeterminado g. ;Con

que angulo 8 hay que orientar el canon 0
respecto a la horizontal, para que la altura

-
Vo

maxima H alcanzada por las balas sea 1gual -
a su alcance D?
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4 El primer paso es definir un sistema
de referencia, s1 el enunciado no es-
pecifica uno. Aqui hemos elegido el

A
R T que se muestra en la figura.
Vg lg’
6
s
- -

D

En este sistema de referencia bidimensional (el movimiento tiene lugar
en un plano), es:

Vo = (vycos 8 ;v,senB)

a=g=(00;—-g)

Y
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Se tiene a, nula y a,, constante. Por tanto:
(x = 0+ (vycos 0)t = vyt cos b

Eje X (m.r.u.
je X (m.ru.) <vxzvocosé?

-

, 1 1
y =0+ (vgsen0)t + = (—g)t* = vyt sen§ — = gt*
Eje Y (m.r.u.a.)-< 2 2

v, = vosenl + (—g)t = vosend — gt

-

Lo que tiene de especifico el punto de impacto con el suelo, es que su
coordenada y en el sistema de referencia utilizado es y = 0 m.

1 1
y=0m :votsene—zgtz =0 =>t<vosen9—§gt>=0:>

t=0s

= 5 1 - 1 . 9ot 2V, sen 0
vosenld —-gt =0=> =gt =vygsenl >t =

0 > g > g 0 g

La solucion t = 0 s corresponde al instante inicial, donde en efecto es

y = 0 m, pero la del instante del impacto es la otra.

131



2V sen O
g

Parat = se tiene que

2V, sen 9> 2v5 sen @ cos 6
cos

x=v0tc039=v0< =
g g

En el sistema de referencia utilizado, la distancia D es precisamente
la coordenada x del punto de impacto con el suelo. Por tanto,

2v5 sen 0 cos 6
g
Lo que tiene de especifico el punto mas alto de la trayectoria, es que

en ¢l la velocidad es horizontal. Por tanto, en el sistema de referencia
utilizado es v, = 0m/s.

Vo Sen 6

g
Notese que, en este caso particular, el tiempo obtenido es la mitad del

que tarda en tener lugar el impacto.

v, =0m/s = vysend —gt = 0= gt =vysenf =t =
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Vo sen 6

Parat = ; S¢ tiene que
I S Vo Sen 6 1 [(vysenf ?
y=v0tsen9—§gt = v, 7 sen@—z 7 =
vésen’d 1 wvisen?’80 wvisen?’O 1vésen?d
— — =g = — — =
g 2% g° g 2 g
_(4 1\ v5sen”8 1vgsen®6
-\ 2/ g 2 g

En el sistema de referencia utilizado, el valor de H es precisamente
la coordenada y del punto analizado. Por tanto,

1v¢sen?d
H==
2. g
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Recapitulando:

2v5 sen 0 cos 6 1 v¢ sen? 0

g ' 2 g

La condicion buscada es que sea H = D. Para ello,

1vésen’d 2visencosh

2 g g

Simplificando términos, resulta

1 sen @

— 6 =2 =
2sen COS p——

—4>tg0=4=0=7596°

Notese que el resultado no depende del valor de vy n1 del de g.
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Ejercicio 7

Desde el suelo, un candn dispara balas con una velocidad de modu-
lo indeterminado v, actuando a partir de ese instante sobre ellas la
aceleracion constante de la gravedad, de modulo indeterminado g.
El suelo es un plano inclinado que forma un angulo indeterminado
a con la vertical (a € (0°;180°)). ;Con qué angulo 8 hay que
orientar el canon respecto a la vertical, para que sea maxima la
distancia D alcanzada por las balas?
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> i‘(j El primer paso es definir un sistema de
referencia, si el enunciado no especifica
) uno. Aqui hemos elegido el que se mues-
a x fraen la figura.

. > En este sistema de referencia bidimensional
b (el movimiento tiene lugar en un plano), es:

Vg = (vgsen B ; v, cosO)
a=g=(0—-9)

Hay algunos detalles que conviene mencionar.

* Como 1indica el anunciado, el angulo 6 se toma con la vertical, por lo
que las expresiones de las componentes de ¥, cambian respecto a
los ejercicios anteriores.

* El desarrollo es valido para a > 90° (suelo descendente), asi como
para 6 > 90° (seria cos 6 < 0y, por tanto, vy, = vy cos 6t < 0).
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\ o

Se tiene a, nula y a, constante. Por tanto:

. x =0+ (vysen )t = vytsend
Eje X (m.r.u.) <
UV, = Vg Sen o

-

1 1
y = 0+ (v, cos )t +§(—g)t2 = vyt cos O — Egt2

r

Eje Y (m.r.u.a.)-

v, = Vgcosbl + (—g)t = vycosf — gt

-

Lo que tiene de especifico el punto de impacto con el suelo, es que sus
coordenadas x € y en el sistema de referencia utilizado deben cumplir

que x/y = tga.
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Por tanto,

X 1 , wvetsenb
y=——>1vtcosd —-gt° = =
tga 2 tga

1 Vo Senf

=t 0 ——gt— =0=
<v0cos 59 g a )

t=0s
= 1 Vosenod

0 ——=gt— =0
Vo COS 59 ta

La solucion t = 0 s corresponde al instante inicial, donde en efecto la
bala esta en el plano del suelo, pero la del instante del impacto es la
de la segunda expresion, que se desarrolla a continuacion.

1 Vo Senf sen 6
—gt = vycos O — = vy | cos O — =
2 tg a tg a

Zvo( senH)
=>t=——|cosf —
g tga
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Para ese valor de t se tiene que

2V, senf
X =votsenl = vy |—| cosf — senf =
g ga

2v5 sen 6 ( sen 9)
= cos 6 —
g tga
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En el sistema de referencia utilizado, la distancia b es precisamente la
coordenada x del punto de impacto con el suelo. Por tanto,

2v5 sen @ sen 8
b = cos 6 —
g tga

Podria a partir de aqui obtenerse la expresion de D y buscar su maximo.
Sin embargo, el desarrollo es mas sencillo observando que el maximo
de D se corresponde con el maximo de b, y este con el maximo de la

funcion e (0
f=sen9(cos@— )
tga
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Las derivadas primera y segunda de

sen 6
f=sen9<cos€— )

tga

respecto a la variable 8, son:

df sen 0 cos 6
Ezcos@ cos 6 — + senf@ | —senf — =

tga tga
5 sen 6@ cos @ 5 sen 6 cos @
= coS“ 0 — —sen“ 6 — =
tga tga
2sen B cosf sen(26
= [cos? 8 — sen® @] — = cos(26) — (26)
tga tga
d*f 2 cos(260)

9z = —2sen(20) — g a
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A continuacion obtenemos los valores de 6 para los que la derivada
primera €s cero.

d sen(26 sen(260
—f=0=>cos(26)— ( )=O:> (2)
do tga tga
sen(20)
=
cos(26)
20=a=>0=a/2
=

20=a+mt=2>0=a/2+m/2

= cos(260) =

=tga = tg(20) =tga =

Como ejemplo, y utilizando grados, para @ = 30° son soluciones tanto
6 = 15° como 6 = 105°, pues ambas cumplen que tg(260) = tg 30°.
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La solucion 8 = a/2 + m/2, aunque matematicamente correcta, no
es valida en este ejercicio, ya que resulta 8 > a (a € (0; ) rad =
Sa<n=2>a/2<n/2=>0=a/2+T1/2>a/2+a/2=a),lo
que 1mplica disparar directamente contra el suelo.

o

g A la 1zquierda aparecen representadas
i1 AT, las dos soluciones. Puede verse que, en
> efecto, @ = a/2 + 1/2 no es valida.
a
0=a/2+1m/2

9

(%))
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Vamos ahora a obtener el valor de la derivada segunda de f para la
solucion valida obtenida.

d*f 2 cos(26)
— L = —2sen(26) —
do? sen(26) tg a
d*f 2 cos a 2 cos a
TR = —2sena — n = —2sena — 7 =
e g sen a/cos «
~ 2sen®a 2cosa  2(sen’a +cos*a)
~ sena sena sen a B
B 2
~ sena

De acuerdo con el enunciado, es « € (0; ) rad (¢ < m/2 rad si el
suelo es ascendente; &« > /2 rad si es descendente, y « = /2 rad
s1 es horizontal). Para todos los valores del intervalo es sena > 0.
Asi, el valor de la derivada segunda para 8 = a/2 ¢s negativo, y se
tiene un maximo de f y, por tanto, de D.
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Desde una perspectiva geometrica, esto significa que D es maxima si
la bala se dispara segun la bisectriz del angulo que forma el suelo con

la vertical. Notese ademas que el resultado no depende del valor de v,
ni del de g.

45° /X 60°

0 Vo
’9 120°
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IV.- Movimiento relativo



Movimientos absoluto y relativo

Y
Oo———
7 X
Y4
01
Z, 1(

Sean un sistema de refe-
rencia, XYZ, que conside-
raremos f1jo, y otro movil
X’Y’Z’, ligado a un obser-
vador movil, por ejemplo
un pasajero en un avion.

Como muestra la figura, el movi-
miento de un punto (por ejemplo
una mosca en el avidon), tal y como
lo percibe el observador movil (par-
te inferior), no coincide con el real
(parte superior).
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Movimientos absoluto y relativo

En cualquier instante, la situacion
real del punto queda descrita por su
vector de posicion 7, su velocidad
v, y su aceleracion a.

Para el observador movil, la situa-
cion del punto queda descrita por su
vector de posicion 7', su velocidad
V', y su aceleracion a’, respecto al
sistema de referencia movil al que
dicho observador esta ligado.
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Movimientos absoluto y relativo

Como es obvio, los valores reales de estos vectores, y los
percibidos por el observador, son distintos pero no inde-
pendientes.

Las relaciones entre todos ellos dependen de los parametros

que caracterizan el movimiento del sistema de referencia

X’Y’Z’ en el instante considerado. Esos parametros son:

* ¢l vector de posicion 7/, la velocidad ¥/, y la
aceleracion d,, del origen O’ del sistema movil;

* la velocidad angular w, y la aceleracion angular «,

del sistema movil.
El primer conjunto de parametros caracteriza la traslacion
del sistema X’Y’Z’, y el segundo su rotacion.

Nuestro objetivo es encontrar y analizar estas relaciones.
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Relacion entre vectores de posicion

, > 2y -
Noteseque | ' =T + Ty’

r:

e 4

r .

-

T'or: vector de posicion, respecto al

vector de posicion, respecto al
sistema fijo, del punto observado. N
vector de posicion, respecto al

sistema movil, del punto observado.

=

sistema fijo, del origen del
sistema movil.
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Movimiento relativo: descomposicion

Vamos a descomponer el movimiento en tres fases.

* Fase 1: el punto observado se desplaza
respecto al sistema movil.

* Fase 2: el punto es arrastrado por la
traslacion del sistema movil.

* Fase 3: el punto es arrastrado por la
rotacion del sistema movil.
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Cambio del vector de posicion relativa

Veamos cOmo afecta a 7’ cada una de estas fases.

d 4 14 .
7' varia respecto al sistema
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Cambio del vector de posicion relativa

Veamos cOmo afecta a 7’ cada una de estas fases.

d 4 14 .
7' varia respecto al sistema

Fase 1
Fase 2
Fase 3

En el sistema movil, solo hay cambio de 7’ en la fase 1. El
ritmo de ese cambio es la velocidad relativa a ese sistema, a
la que denotaremos por v’.

En el sistema fijo, hay cambio de 7' en las fases 1 y 3. Por
tanto, su ritmo de cambio es la suma de los existentes en

esas fases. ar'/dt = (d7'/dt), + (d7'/dt),
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Cambio del vector de posicion relativa

En la fase 1, 7' es el mismo en los dos sistemas.

Por tanto, su ritmo de cambio es también el mismo.

(d#'/dt), = B’
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Cambio del vector de posicion relativa

En la fase 3, v’ gira solidariamente con el
sistema movil, comportandose el conjunto
como un solido rigido.

Por tanto, su ritmo de cambio es el
momento de la velocidad angular
w del sistema movil respecto a la
posicion P del objeto. Ky
La linea de accion de w (el eje de gir Q
del sistema movil) pasa por 0. Asi

Y[ (d#'/dt); = Mp(&) = PO’ X @

0 X
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Cambio del vector de posicion relativa

Utilizando las propiedades del producto vectorial, resulta

Por tanto,

di' /dt = (d#'/dt), + (d7'/dt); =

N — d
Y[ =V +wWXT
0, X
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Relacion entre velocidades

Para obtener la relacion entre las velocidades real y relativa,
vamos a partir de la relacion entre vectores de posicion,

F=F,+F0’

y a utilizar la expresion de la derivada del vector de posicion

relativa,
dr'/dt =v' + w X 17’

La velocidad real es

A7 _ (i +7o) _di’ dior _
dt dt dt  dt
- T

=V +w X7 + VU,

U=
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Relacion entre velocidades

V=0 +V,; Uy ="Uy +@0 X7

v: velocidad, respecto al sistema fij0, del punto observado.

. velocidad relativa (velocidad, respecto al sistema movil,
del punto observado).

v,: velocidad de arrastre (velocidad con que el punto es
arrastrado por el sistema movil).

v, velocidad del origen de coordenadas del sistema movil.
w: velocidad angular del sistema movil.

r'. vector de posicion, respecto al sistema movil, del punto
observado.
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Analisis de 1a relacion entre velocidades

Analicemos lo que ocurre en un instante cualquiera.
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Analisis de 1a relacion entre velocidades

B =B 4, By =Dy + @ X
v: velocidad, respecto al sistema fijo, del punto observado.

|:13’: velocidad, respecto al sistema movil, del punto observado.
v, velocidad con que el punto es arrastrado por el sistema movil.

|: V1. velocidad de arrastre por la traslacion del sistema

movil.
w X 7': velocidad de arrastre por
su rotacion. Ny

(%

WX
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Relacion entre aceleraciones

Para obtener la relacion entre las aceleraciones real y
relativa, vamos a partir de la relacion entre velocidades,

V=0 +Vy +w X7

y a utilizar la expresion de la derivada del vector de

posicion relativa,
dr'/dt = v + w X 1’

Tambien se va a nedesitar la gxpresion de la derivada de
la velocidad relativa, que se puede obtener de forma
analoga a como se gpero con la derivada del vector de
posicion relativa, y ﬂue es

dv'/dt =a' + w X v’
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Relacion entre aceleraciones

La aceleracion real es

dv  d@' + vy + o X7')

T dt

A’ db,  d@ x )
~at T Tae YT ar T
A di, a7

+ +—X7" 4+ w X
dt dt dt dt
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Relacion entre aceleraciones
A partir de aqui,

B dﬁ’_l_dﬁor_l_d@ . ar’
a=— — X7t wX——=

dt dt dt dt

[ S S N T

, Y R S & j ¥ i
=d'+oXV +dyr+axr +ox @ +wx7r)=
=d' +w XV +dy +axr +

(wXx71") =

—

X
V'+dy +aXxXr' +wX(wX7r')
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Relacion entre aceleraciones

=a +ad,+a,
A, =dor + A X7 +w X (wXT71")
a. =2 w X v’

a: aceleracion, respecto al sistema fijo, del punto
observado.

a : aceleracion relativa (aceleracion, respecto al sistema
movil, del punto observado).

a,. aceleracion de arrastre (aceleracion con que el punto
es arrastrado por el sistema movil).

a.:. aceleracion complementaria o aceleracion de Coriolis.
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Relacion entre aceleraciones

=a +ad,+a,
A, =dor + A X7 +w X (wXT71")
a. =2 w X v’

d,:aceleracion del origen de coordenadas del sistema movil.

w: velocidad angular del sistema movil.

.Q}

aceleracion angular del sistema movil.

vector de posicion, respecto al sistema movil, del punto
observado.

v': velocidad relativa (velocidad, respecto al sistema movil,
del punto observado).
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Analisis de 1a relacion entre aceleraciones

-

i=d+d N G, =G, +dxT +3x (@ x7)
a aceleracion, respecto al sistema fijo, del punto observado.

— a': aceleracion, respecto al sistema movil, del punto observado.

— aa aceleracion con que el punto es arrastrado por el sistema movil.
— aOI aceleracion de arrastre por la traslacion del sistema movil.
—a X 7': aceleracion tangencial de arrastre por su rotacion.

— w X (w X 7"): aceleracion normal de arrastre por su rotacion.

— d,: aceleracion complementaria
(aceleracion de Coriolis).

I
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Aceleracion de Coriolis

. Que es la aceleracion de Coriolis,
ad, = 2w Xv'?

Obviamente, no es aceleracion relativa.

d'apres le tableau de Roller (1812-1866),
Public domain, via Wikimedia Commons

Fuente: gravure de Zéphyrin Belliard

Puesto que no la hay s1 el punto observado no se mueve

. y . g
respecto al sistema movil (por ser entonces v’ = 0), tam-
poco es aceleracion de arrastre.

Se trata por tanto de una aceleracion complementaria.

Para que la aceleracion de Coriolis no sea nula:
. I 4 . 4 =
* ¢l sistema movil ha de tener rotacion (w # 0);

+ ¢l objeto ha de tener movimiento relativo (' # 0);

* ese movimiento relativo no debe ser paralelo al eje de
la rotacion del sistema movil (v’ } w).
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Aceleracion de Coriolis

Ejemplo. Un disco gira en sentido antihorario con velocidad angular
w constante. Un punto se desplaza sobre un diametro del disco con
velocidad relativa v’ de modulo constante.

|
Sl

Es:

<

g =wX(wx7")
WX (WXTr')+2wxv

Ql QI K QU Q
[
ol




Ejercicio 8

Una persona que camina a
1,1m/s va a salir de debajo
de una marquesina y se prepa- 4
ra para encontrarse bajo una '—
lluvia que cae a 4,5m/s con )

la inclinacion de 5° que se

muestra en la figura. ;Que angulo ha de inclinar el paraguas res-
pecto a la vertical? ;Cual es el mddulo de la velocidad con la que
sentira que las gotas impactan con el paraguas?
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El primer paso es definir un sistema de referencia, si el enunciado
no especifica uno. Aqui hemos elegido el que se muestra en la fi-
gura.

Y

En este sistema de referencia, la velocidad de una gota de agua es
v = (4,5sen5°;4,5 cos 5°) = (0,3922; 4,483) m/s

El observador, la persona, gira con w = 0rad /sy se desplaza con
130/ = (1,1; 0) m/s
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\do

Y

Por tanto,

M ®
) O

D=0 40, =0 + 0y +BXP =" 4+ Dy +0 X7 =B + Dy
(0,3922;4,483) = v’ + (1,1;0)

$' = (0,3922; 4,483) — (1,1;0) = (—0,7078; 4,483) m/s
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\do

YV ? o'\
)ﬂﬁ)O' 730/

El angulo 6 que la persona ha de inclinar el paraguas respecto a la

vertical es
0,7078

4,483

El mddulo de la velocidad con la que sentira que las gotas impactan
con el paraguas es

6 = arctg = 8,97° hacia adelante

v =,/(—0,7078)2 + 4,4832 = 4,539 m/s
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Ejemplos de aceleraciones aparentes

Sea un objeto sobre el que la fuerza neta actuante es nula,
y que inicialmente estd inmovil junto con el vehiculo en
el que se encuentra. ;Que ocurre s1 el vehiculo arranca?

a=a +dy+axr +oxX(@WXr')+2wxV
0=a+dy+0x7 +0x(0x7)+20xD
a' = —d, Se percibe una aceleracion hacia atras.

Observador externo
Observador en el vehiculo

=y

Fuente: Giménez, M.H., Riera, J., Vidaurre, A., y Carratala, J.V. (2001). Experiencias virtuales 3D de fundamentos fisicos. ISBN 84-9705-084-3.Editorial UPV.
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Ejemplos de aceleraciones aparentes

Sea un objeto sobre el que la fuerza neta actuante es nula,
y que inicialmente se mueve junto con el vehiculo en el
que se encuentra. ;Qué ocurre si el vehiculo frena?

a=a +dy+axr +oxX(@WXr')+2wxV

0=a+dy+0x7 +0x(0x7)+20xD

a' = —a, Se percibe una aceleracion hacia adelante.
= v

X

Perspectiva del objeto

Observador externo
Observador en el vehiculo

—

Fuente: Giménez, M.H., Riera, J., Vidaurre, A., y Carratala, J.V. (2001). Experiencias virtuales 3D de fundamentos fisicos. ISBN 84-9705-084-3. Editorial UPV.
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Ejemplos de aceleraciones aparentes

Sea un objeto sobre el que la fuerza neta actuante es nula,
y que inicialmente se mueve junto con el vehiculo en el
que se encuentra. ;Qué ocurre si el vehiculo gira sin cam-
biar el mddulo de su velocidad?

a=a +dy+axr +oxX(@WXr)+2w XV
0=a"4+0+0X7 +wX(wWX7)+2wx0
d' = —w X (w X ") Se percibe una aceleracion hacia fuera.

Observador externo

_—R

Fuente: Giménez, M.H., Riera, J., Vidaurre, A., y Carratala, J.V. (2001). Experiencias virtuales 3D de fundamentos fisicos. ISBN 84-9705-084-3. Editorial UPV.

Observador en el vehiculo
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Ejemplos de aceleraciones aparentes

Sea un objeto sobre el que la fuerza neta actuante es nula, y
que se encuentra en el centro de una plataforma giratoria.
.. Que ocurre si se lanza el objeto hacia el borde?

a=a +dy+axr +oxX(@WXr')+2wxV
0=G"+04+0X? +BX(@XF)+2B XD’
d'=(—o X (dx7))+ (=2 wxv") Efecto Coriolis

—_
w

El objeto se va a mover en linea recta mientras
la plataforma gira en sentido antihorario.

Respecto al sistema movil, por efecto del teér-
| - ~ mino —2 w X V', el objeto se desviara hacia

F1.1ente, imagen de fond’o: Giménez, M.H., R.leraf 1., .

st 30 e nmdementos o 5o s1970s- - 1a derecha de su trayectoria.

084-3. Editorial UPV.0
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Ejemplos de aceleraciones aparentes

Sea un objeto sobre el que la fuerza neta actuante es nula, y
que se encuentra en el centro de una plataforma giratoria.
.. Que ocurre si se lanza el objeto hacia el borde?

=d +ady+axr'+oxX(WXr)+2wxv

S|l Qo

=3 +0+0XP +BX(@BXF)+2B XD’

d' = (-0 X (dx7))+ (=2 wxv") Efecto Coriolis

.L_—/

Perspectiva del poste

Observador externo
Perspectiva del lanzador

Fuente: Giménez, M.H., Riera, J., Vidaurre, A., y Carratala, J.V. (2001). Experiencias virtuales 3D de fundamentos fisicos. ISBN 84-9705-084-3. Editorial UPV.
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Ejemplos de aceleraciones aparentes

Sea un objeto sobre el que la fuerza neta actuante es nula, y
que se encuentra en el borde de una plataforma giratoria.
. Que ocurre si se lanza el objeto hacia el centro?

=d +ady+axr'+oxX(WXr)+2wxv

S|l Qo

=3 +0+0XP +BX(@BXF)+2B XD’

d'=(—& % (@x7))+ (=2 wxv") Efecto Coriolis

Observador externo
Perspectiva del lanzador

Fuente: Giménez, M.H., Riera, J., Vidaurre, A., y Carratala, J.V. (2001). Experiencias virtuales 3D de fundamentos fisicos. ISBN 84-9705-084-3. Editorial UPV.
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Efecto Coriolis

Puesto que su contribucion a la aceleracion relativa es

— 2w X V', el efecto Coriolis desvia la trayectoria apa-
rente (por ser perpendicular a v') sobre un plano perpen-
dicular al eje de rotacion (por ser perpendicular a w).
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Efecto Coriolis

En el caso del chorro aqui mostrado, cada gota de agua se
mueve de forma analoga a la del objeto del ejemplo anterior.

Fuente: Giménez, M.H., Riera, J., Vidaurre, A., y Carratala, J.V. (2001). Experiencias virtuales 3D de fundamentos fisicos. ISBN 84-9705-084-3. Editorial UPV.
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Efecto Coriolis

. Que¢ trayectoria siguen las gotas emitidas en diferentes 1ns-
tantes tl? tz, t3, t4 y t5?

tz t]_
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Efecto Coriolis

. Quée forma tiene el chorro en cada uno de esos instantes?

ts t, t1
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Efecto Coriolis en la Tierra

Sea un objeto que se desplaza hacia el norte sobre la
superficie terrestre, con velocidad relativa de modulo

constante. Admitiremos que dyr = 0y @ = 0.

a o FaXr' +o X (wWXr)+2wxv =

I Qu

a +
d |
a —+

0+0X7 +BX(BXP)+2d8 XD’
A =d+(-8x(@x7))+ (2w xv)

¢ Cual es la contribucion del término (—2 w X v') ala
aceleracion relativa?
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Efecto Coriolis en la Tierra
Hemisferio norte Hemisferio sur

Fuente fotografia de fondo: NASA; Pu‘élic

domain, via Wikimedia Commons ~ /

P
18
De 1gual formase puede comprobar que, sea cual sea la orientacion de
la velocidad sobre la superficie, las trayectorias aparentes se desvian
hacia la derecha en el hemisferio norte, y hacia la 1izquierda en el sur.

184



Sistemas inerciales

Se denomina sistema inercial al que estd dotado de movi-
miento de traslacion uniforme.

a=a +dy+axr +oxX(@WX7)+2w XV
I T I
0 0 0 0
Traslacion - T T t !
uniforme
a=a'

Por tanto, en un sistema inercial, la aceleracion percibida
por un observador ligado al mismo coincide con la real.
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Sistemas inerciales

Sea un banista que se propulsa y salta desde un trampolin
a una piscina en un barco inmovil.
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Sistemas inerciales

Sea un bafista que hace lo mismo en un barco que navega
con velocidad constante (sistema 1nercial, por tanto).

Antes de saltar, el banista tiene la misma velocidad que el
barco. La trayectoria real es mas larga, pero desde su punto
de vista su movimiento es el mismo que en ¢l caso anterior.

—
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Sistemas no inerciales

.Y si el barco frena despucs de que el banista salte, de modo

que el sistema no es inercial?
La trayectoria real es la misma que en el caso anterior,

pero...

188



Principio de relatividad

Principio de relatividad de Galileo.

 Mecanicamente es imposible determinar, de dos
cuerpos que se mueven uno respecto al otro, cual
de los dos esta en reposo y cual en movimiento
de traslacion rectilineo y uniforme.

Fuente: Justus Sustermans, Public
domain, via Wikimedia Commons

Einstein.

M_Poon and later

* Es imposible determinar, de dos cuerpos quese § o ¥
mueven uno respecto al otro, cual de los dos esta Y WL
en reposo y cudl en movimiento de traslacion
rectilineo y uniforme.

Fuente: Photograph by Orren Jack Turner, Princeton,
by Dantadd., Public domain, via Wikimedia Commons

N.J. Modified with Photoshop by P

Entonces, ;como distinguirlos? No hay forma.

.Y qué mas da? S1 son indistinguibles, ;en que afecta?
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;Es la Tierra un sistema inercial?

El movimiento de la Tierra no es de traslacion uniforme:
gira sobre si misma; gira alrededor del Sol; y ni siquiera
es constante el modulo de su velocidad, ya que es mayor
en el perihelio de su orbita (posicion mas cercana al Sol)
y menor en el afelio (posicion mas lejana).

En resumen: no es un sistema inercial.

Esto hace que sea a # a’'. No obstante, ;cudl es la magni-
tud de la diferencia?
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;Es la Tierra un sistema inercial?

Comencemos con varios datos relevantes para el analisis.

» Radio de la Tierra en el Ecuador: R,, = 6,378 X 10° m

» Radio medio de la orbita terrestre: 7, = 1,496 x 101 m

 Media del modulo de la velocidad orbital: v, = 2,978 x 10* m/s
* Modulo de la velocidad en el perihelio: v, = 3,075 x 10*m/s

« Médulo de la velocidad en el afelio: v, = 2,876 X 10*m/s

* Periodo de la rotacidn alrededor del Sol: T, = 365,2425d =
= 3,156 X 107 s
e Periodo de la rotacion alrededor de su eje™: T, = 0,99727 d =
= 8,616 X 10* s
* Moédulo velocidad angular de rotacion: w = 2n/T, =
= 7,292 X 10> rad/s

*Un dia no es el periodo de rotacion alrededor del eje, sino el tiempo que transcurre desde que el Sol esta
en su cénit hasta que vuelve a alcanzarlo, que es de 24 h. En un afio, la Tierra da una vuelta mas sobre su
eje que el nimero de dias, por lo que T, = [365,2425/(365,2425 + 1)] X 24 h = 23,93447 h

(23 h56min4,1 s).
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;Es la Tierra un sistema inercial?

Ahora obtendremos las aceleraciones debidas al hecho de
que la Tierra no es un sistema inercial.

* Mddulo de la aceleracion tangencial media en el movimiento orbaital:
Uy — Vg 4 5
= = 1,261 X 10
ag, T /2 m/s

 Modulo de la aceleracion normal media en el movimiento orbital:
v§
an, =— = 5,928 x 107° m/s"
rO
* Mddulo de la aceleracion normal por rotacion en el Ecuador, donde
€S maximo:

an, = W*Ree = 0,03391 m/s?
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;Es la Tierra un sistema inercial?

Ahora obtendremos las aceleraciones debidas al hecho de
que la Tierra no es un sistema inercial.

* Modulo de la aceleracion de Coriolis en un polo, donde es maximo:
a. = 2wv’ = 1,458 x 10~*v’ (SI)
Por ejemplo, para un avion que se desplace a Mach 1 (unos
340 m/s) resulta
a. = 2wv’ = 0,04957 m/s?

A la vista de la magnitud de estos valores, se puede consi-
derar la Tierra como un sistema inercial salvo para movi-
mientos a gran escala (corrientes oceanicas, vientos, avio-
nes, ...) O que requieran una gran precision.
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