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Ejercicio 1

El campo de fuerzas que ejerce la corriente de un rio sobre una
cierta particula es F=Q+ y; 0;0) (SI). El fondo del rio esta
situado en y = 0 m, y su superficie en y = 3 m. La particula se
desplaza del punto A(0; 3; 0) m al B(4; 3; 0) m. Obténgase el
trabajo realizado por F si dicho desplazamiento tiene lugar: a) en
linea recta por la superficie; b) siguiendo la trayectoria parabdlica
de ecuaciones y = x%/4 —x + 3;z = 0 (SI).

Ejercicio 2

El trabajo realizado por un motor evoluciona de acuerdo a la expre-
sion W = 80(t — 1 + e~%2%) (SI). ;Qué potencia desarrolla el mo-
tor 1 s después de arrancar? ;Cual es la potencia que acaba desarro-
llando en régimen permanente?

Ejercicio 3

Un bloque de masa m = 3 kg se mueve inicialmente a Vo
vy = 4m/s sobre una superficie horizontal, que ejer-

ce sobre ¢l una fuerza de rozamiento de moédulo 6 N.

a) ;Cual sera el modulo de su velocidad tras recorrer

2 m?

b) (Qué distancia recorrera antes de detenerse?

Ejercicio 4

La energia potencial asociada a una cierta fuerza conservativa es
E, = x32% + x cos(yz) (SI). ;Cual es la expresion de esa fuerza?
(Qué trabajo realiza la fuerza actuando sobre una particula que se
mueve en linea recta del punto A(1; 0; 1) m al B(2; —1; 1) m?

Ejercicio S 3
Un bloque de masa m = 3 kg asciende 0’

inicialmente a vy = 2m/s a lo largo de

un plano inclinado un angulo 6 = 27°,

con el que tiene un coeficiente de roza-

miento 4 = 0,2. Del bloque tira una (2]
fuerza horizontal de médulo F = 30 N.

(Cual es el modulo de la velocidad del

bloque después de recorrer 10 m?

T

Ejercicio 6 @ o ®

Ejercicio 9

El sistema de la figura se halla inicial-

mente en reposo. Las masas de los

bloques son m; = 8kg, m, =20kg Q@ ®
y mz = 20 kg. El coeficiente de roza-

miento entre el bloque 2 y el suelo es u, = 0,2. Los hilos y poleas
son ideales.

Obténgase los modulos de las tensiones en los dos hilos, 4y B, y la
distancia que debe recorrer el bloque 3 para que el médulo de su
velocidad sea 1,4 m/s.

Ejercicio 7 @ ©) ®

El sistema de la figura se halla inicial- |

mente en reposo. Las masas de los

bloques sonm; = 8kg, m, =20kg @O ®
y m3 = 20 kg. El coeficiente de roza-

miento entre el bloque 2 y el suelo es u, = 0,8. Los hilos y poleas
son ideales.

Obténgase los modulos de las tensiones en los dos hilos, 4y B,y la
distancia que debe recorrer el bloque 3 para que el modulo de su
velocidad sea 1,4 m/s.

Ejercicio 8

El sistema de la figura se halla inicial-
mente en reposo. Las masas de los
bloques son m; = 8 kg, m, = 20 kg
y ms = 20 kg. El coeficiente de roza-
miento entre el bloque 2 y el suelo es
Uz = 0,2. En el plano inclinado, es

6 = 26°. Los hilos y poleas son idea-
les.

Obténgase los modulos de las tensiones en los dos hilos, 4 y B, y la
distancia que debe recorrer el bloque 3 para que el modulo de su
velocidad sea 1,4 m/s.

Un bloque de 2 kg esté sujeto por una cuer-
da ideal al centro de un plano inclinado un e

angulo 6 = 30° con respecto a la horizon-

tal, y describe una trayectoria circular de

radio R = 1 m sobre dicho plano.

Calctlese la energia cinética perdida por el bloque al pasar del punto
mas bajo al mas alto, si el coeficiente de rozamiento es p = 0,25.

Ejercicio 10 7]
Una vagoneta de masa m, que
asumimos puntual, tras partir
del reposo sigue el perfil de la
montana rusa de la figura. La
friccion entre la vagoneta y los railes es despreciable. &g

©

a) Determinese la altura minima H para que la vagoneta so-
brepase el punto B, superior del tramo circular de radio R = 5 m.
Hallese también el modulo de la velocidad de la vagoneta al
llegar al punto B en esta situacion.

b) Si H = 15 m, determinese el moédulo de la velocidad de la
vagoneta en el punto B y en el punto C.

c¢) Determinese el radio R, minimo de la parte curva final para que
la vagoneta no pierda contacto con los railes en el punto C, inicio
de la curva.

Ejercicio 11

Un bloque de masa m = 2 kg, inicialmente
en reposo, comienza a descender por un
plano inclinado un angulo 8 = 30° respecto a
la horizontal, con el que tiene un coeficiente
de rozamiento u = 0,2. Después recorrer 3 m
entra en contacto con un muelle de constante
elastica k = 2000 N/m. ;Cuanto llegara a
contraerse dicho muelle?



Contribucion de una fuerza al desplazamiento

. Como contribuye una fuerza al desplazamiento de una

particula? A
(S (R (R

O Particula

A Muelle S Do
Trayectoria > B

—3 Fuerza >

— Diferencial de
desplazamiento”

* Tramo AB: Ayuda

* Tramo BC: ' No contribuye

* Tramo AD: (‘,Balanc.

—> Necesidad de cuantificar la contribucion. )

* Aun siendo diferenciales, en este documento se representan graficamente con médulo finito
para visualizar su orientacion.




Definicion de integral curvilinea

Se denomina integral curvilinea (tambien integral de linea

o integral de curva), I', de un campo vectorial f a lo largo
de una curva AB, a

r= ) i //\ \

Por tanto, '7'
dimI' =dimf -L

O
B

O
A
Recuérdese que dr, igual que en la definicion de velocidad

v = dr/dt, es el vector diferencial de desplazamiento que
corresponde a cada segmento infinitesimal de 1a curva.



Unidades de la integral curvilinea

Puesto que dimI" = dim f - L, la unidad SI coherente de
una integral curvilinea es la del campo multiplicada por

metro.
Unidad SI Unidad SI
campo integral curv.

Campo de fuerzas F N J=N-m
Campo eléctrico E N/C |V=N-m/C
Densidad de flujo magnético B T T-m
Campo gravitatorio g m/s? m? /s?
Campo de velocidades v m/s m? /s




Importancia de la integral curvilinea

. Por qué este concepto es relevante para nosotros?
* El trabajo es la integral curvilinea de la fuerza.

* La caida de potencial electrico es la integral curvilinea
del campo electrico.

* La integral curvilinea de la densidad de flujo magnético
aparece en el teorema de Ampere.



Trabajo

Se denomina trabajo de una fuerza Falo largo de un
camino AB entre dos puntos A y B, a la correspondiente
integral curvilinea.

W=| F.d7
AB

.Y que es este tipo de integral?



El trabajo como inteeral curvilinea

;\X

—>

B
Ok‘
A
Se descompone la curva en infinitos segmentos diferenciales.

Cada uno de ellos se puede considerar recto y con una
fuerza concreta. El trabajo a lo largo de un segmento es
dW = F,dr = (F cos8)dr = Fdr cos 8 = F-di

Por claridad, la figura solo representa algunos de los infinitos diferenciales de desplazamiento, con la

correspondiente fuerza.
11



El trabajo como inteeral curvilinea

;\X

—>

2
A

A
El trabajo total es la suma de los infinitos trabajos
diferenciales, 5
W = F-dr
AB

Por tanto, el trabajo es la integral curvilinea de la fuerza.

12



Calculo del trabajo

1) Se expresa la curva en forma paramétrica.

2) Se escribe F y d7 en funcion del pardametro.

3) Se realiza la integracion de su producto escalar.

A continuacion se resuelve, como muestra, un ejercicio de aplicacion.
Se recomienda estudiarlo unicamente si ya se tiene la base matematica
para el calculo de integrales curvilineas.

Los demas ejercicios del presente tema no requieren estas mecanicas,
ya que pueden ser resueltos a partir de los casos particulares que estu-
diaremos posteriormente.

13



Ejercicio 1

El campo de fuerzas que ejerce la corriente de un rio sobre una

cierta particula es F = (2 + y;0;0) (SI). El fondo del rio esta
situado en y = 0 m, y su superficie en y = 3 m. La particula se
desplaza del punto A(0; 3; 0) m al B(4; 3; 0) m. Obténgase el
trabajo realizado por F si dicho desplazamiento tiene lugar: a) en
linea recta por la superficie; b) siguiendo la trayectoria parabolica
de ecuaciones y = x%/4 —x + 3;z = 0 (SD).

14



YA 4 m La figura muestra el patron del
A

- >| -
Q> oB _ campo F = (2 +y;0;0) (SD.
La fuerza es mas débil en el fondo,
N 4 N’ = Y= 0 m, donde
NN " F=(2+0;0,0)=(2;0;0)N

y mas intensa en la superficie,

N VT

F=(2+3;0:0)=(50;0)N

A la vista del patron, puede intuirse que la contribucion de la fuerza
al desplazamiento de la particula entre A y B es mayor si se sigue la
trayectoria rectilinea que la parabolica

15



4m a) Se puede expresar la recta
S o® -  enforma paramétrica a partir de la
posicion del punto A y del vector

=<
>

AB (téngase en cuenta que no es la
E unica forma).

=(0;3;0) + 4(4;0;0) =

D - 43,0 ()

Puede comprobarse que los valores del parametro para los puntos A y
B son Ay =0y Ap = 1, respectivamente.

La fuerza, evaluada para los puntos de la recta (x = 44; y = 3 (SI)),
es

F=Q2+y;0;0)=(2+3;0;0) = (50;0)N
La expresion del diferencial de desplazamiento se obtiene como sigue.
dr/dA = (4;0;0) (SI) = dr = (4;0; 0)dA (SI)

16



Por tanto,
F-d#=(50:0)-(4;0;0)dA = [20 + 0 + 0]dA = 20dA (S

1
sz ﬁ-d?szOd/l:[ZO/l](l) (20 x 1) — (20 X 0) =
0

=20-0=20]

17



4m b) Se puede expresar la parabola

i\ SB_ y=x%/4—x+3;2=0(SD),uti-
lizando x como parametro A (t€ngase
en cuenta que no es la unica forma).
Asi,

r=A;1%/4 -2+ 3;0) (SD

Puede comprobarse que los valores

B del pardmetro para los puntos A y B

son A4 = 0y Ag = 4, respectiva-
mente.
La fuerza, evaluada para los puntos de la parabola (x = A;
y =A*/4— 21+ 3 (SD),es
F=(2+y;0;0) =2+ (A2/4—21+3);0;0) =
= (A%?/4—-21+5;0;0) (SD

La expresion del diferencial de desplazamiento se obtiene como sigue.
dr/dA = (1;A1/2—1;0) (S) = dr = (1;1/2 — 1;0)dA (SI)

>

=<
>

3m

18



Por tanto,
F-dit=(2/4—21+5;0;0)-(1;1/2 —1;0)dA =
=[(A2/4 — 1 +5) + 0+ 0]dA = (A2/4 — 1 + 5)dA (SD)

4
W=f ﬁ-d?:f (A2/4 — 2+ 5)dA = [23/12 — A2/2 + 5A]4 =
0

= (43/12—42/2 +5x%x 4) — (03/12 — 02/2 +5x 0) =
=17,33-0=17,33]

19



Tarea: Obténgase el trabajo si1 el desplazamiento tiene lugar siguien-
do: ¢) la trayectoria semicircular de centro C(2; 3; 0) m y radio 2 m;
d) la ruta constituida por los segmentos rectilineos AD, DE y EB,
donde D(0; 0;0) my C(4; 0;0) m.

Y 4 m - Se sugiere utilizar las ecuaciones paramé-

4 C B T tricas que siguen.

AB: 7= (2—2cos1;3 —2senl;0) (S

— (0;3 —31:0) (SD)
(41;0;0) (SD)
(4; 34;0) (SD

3 m

-
r
-

. r =
-
T =

13,72 ]

D E
T

La figura incluye los trabajos correspondientes a todas las trayectorias analizadas.

Notese que, como cabia esperar, los valores son menores cuanto mas proximas al

fondo del rio son dichas trayectorias.

20



Casos particulares de calculo del trabajo

Fuerza nula en la curva

W = ﬁ-d?=f 6-d?=f 0 dr
AB AB

g O

O

21



Casos particulares de calculo del trabajo

Fuerza constante a lo largo de la curva

AB AB

22



Casos particulares de calculo del trabajo

Fuerza normal a la curva

W = ﬁ-d?=f Fdrcos“/2=f 0dr
AB AB AB

L

b < W =0
4
N

g O

O

23



Casos particulares de calculo del trabajo

Fuerza de modulo constante y tangente a la curva en
el mismo sentido

W = ﬁ-df’:f FdrcosO=Ff dr
AB AB AB

2R

/ \O W =FL

L: longitud de la curva.

A

O



Casos particulares de calculo del trabajo

Fuerza de modulo constante y tangente a la curva en
sentido contrario

W = ﬁ-df’:f Fdrcosn=—Ff dr
AB AB AB
W =—FL
% L: longitud de la curva.



Casos particulares de calculo del trabajo

Fuerza constante a lo largo de linea recta

Es un caso particular de “fuerza constante a lo largo de la

Y W =F.AB=Fdcos | W = Fd cos 6
W= (Fcosd)d=Fd | W =Fd

Criterio de signos:

F; es positivo si tiene el sentido
del recorrido; negativo en caso
contrario.

Casos aun mas particulares

06 =0=>W = Fd
O =mt=>W =—-Fd

26



Unidad del trabajo

De acuerdo con su definicion, el trabajo es una magnitud
escalar, y su producto dimensional es

dimW =dimF -L = (T"2LM)L = T"4L*M

La unidad SI coherente de trabajo se define a partir de la
expresion W = Fd, correspondiente a un caso particular.

Definicion: el julio (simbolo J) es el trabajo realizado por
una fuerza de modulo 1 N, que actiia en el sentido del
movimiento sobre un movil que se desplaza 1 m en linea
recta.

Por tanto, ] = N - m.

El producto dimensional del trabajo es el mismo que el del momento de una fuerza.

Sin embargo, para dicho momento debe utilizarse el N - m, y jamas el J.

27



Propiedades de la integral curvilinea

* Los tramos en que el campo vectorial forma un angulo
agudo con el desplazamiento, contribuyen positivamente
a la integral curvilinea; los tramos en que el angulo es
obtuso, contribuyen negativamente.

Aplicado a fuerzas implica que, para un mismo modulo F,

N dW = F-d# = Fdr cos 6
\
- ‘\\\ “‘ o - _> dW > O
Fm \\\ dar FM
*"':,7/ ----- » dW <0
7 N
& ;’ Fy  dW maximo

E,  dW minimo

28



Propiedades de la integral curvilinea

* S1 se subdivide una curva AZ en partes AB, BC, ..., la
integral curvilinea se puede descomponer como suma de
las de estas partes.

ff-d?= f-d?+f fodf+-
AZ

AB BC

Aplicado a fuerzas, implica que
Waz = Wyp + Wpe + -




Potencia media

La potencia media en un intervalo de tiempo es el cociente
entre el correspondiente trabajo realizado, y la duracion de
dicho intervalo.

w

Preq = —
med At

S1 se trata de un incremento infinitesimal de tiempo, dt, el
trabajo realizado sera infinitesimal, dW'.

La potencia media en ese intervalo sera dW /dt.

Esa es, precisamente, la definicion de potencia.

30



Potencia

Se denomina potencia a la derivada del trabajo respecto al
tiempo.

_dw

p=__
dt

Por tanto, la potencia es el ritmo al que se efectiia un trabajo.

De esta definicion se deduce que el trabajo realizado entre
dos instantes t; y t, es

31



Potencia constante

S1 la potencia es constante, el trabajo realizado entre dos
instantes t; y t, €s

to to
W= | Pdt=P | dt=P[t]=P(t,—t;) = PAt
t1 t1

32



Unidad de la potencia

De acuerdo con su definicion, la potencia es una magnitud
escalar, y su producto dimensional es

dimP =dimW - T~1 = (T72L°M)T~1 = T3L*M

La unidad SI coherente de potencia se define a partir de la
expresion W = PAt, correspondiente a un caso particular.

Definicion: el vatio (simbolo W) es la potencia desarrollada
al efectuar a ritmo constante un trabajode 1 J en 1 s.

Por tanto, W = | /s.

33



Potencia desarrollada por una fuerza

En el caso de la potencia desarrollada por una fuerza, es

aw F-d¥ . dr
— — = F .

b= = at

Por tanto,

P=F- %




Ejercicio 2

El trabajo realizado por un motor evoluciona de acuerdo a la expre-
sion W = 80(t — 1 + e~ 92%) (SI). ;Qué potencia desarrolla el mo-
tor 1 s despues de arrancar? ;Cual es la potencia que acaba desarro-
llando en régimen permanente?

dw
Es P=—=80(1—0,2e"%2t) (S
dt
P(1) = 80(1 — 0,2e%2%1) = 66,90 W

Conforme transcurre el tiempo, e~ %2t tiende asintéticamente a 0.
Por tanto, la potencia tiende asintoticamente a

P, =80(1—-0,2%x0)=80W

35



Energia

Se denomina energia a la capacidad de efectuar un trabajo.

Su valor es el del trabajo que puede desarrollar, y por tanto:
* como el trabajo, es una magnitud escalar;

e como el trabajo, su producto dimensional es T~2L%M;

* como e¢l trabajo, su unidad SI coherente es el .

36



Energia

Para evitar confusiones, conviene recalcar diversos

aspectos conceptuales muy relevantes que diferencian
energia y trabajo.

* La energia esta asociada a sistemas, y el trabajo a fuerzas.

Ejemplo: bloque que desciende por un plano inclinado.

Se puede hablar de la energia del bloque, y del trabajo del peso,
de la reaccion normal, o de la fuerza de rozamiento. No existe
tal cosa como el trabajo del bloque.

* La energia es una magnitud instantanea, y el trabajo de
intervalo.

Se puede hablar de la energia de un bloque al comienzo o al
final de un plano inclinado (instantes), y del trabajo del peso a
lo largo del recorrido (intervalo).

37



Energia

Puede verse que la relacion entre energia y trabajo es, en
muchos aspectos, analoga a la que existe entre momento
lineal e impulso.

Sin embargo, energia y trabajo son magnitudes escalares y
con la misma unidad SI coherente, J. En cambio, momento
lineal e impulso son vectoriales, y sus unidades, kg - m/sy
N - s respectivamente, aunque equivalentes, son diferentes.

38



Energia

Como ejemplo, s1 una bateria tiene una energia de 100 J,
significa que tiene la capacidad para efectuar un trabajo de
100 J.

S1 esa bateria efectiia un trabajo de 20 ], le queda la capaci-
dad de efectuar otros 80 J. Por tanto, su energia ha pasado a
ser de 80 J.

En resumen, la energia de un sistema es 1gual al trabajo que
puede efectuar hasta agotarla.

A la mversa, s1 se realiza un trabajo sobre un sistema que
inicialmente carece de energia, su energia final es 1gual a
ese trabajo.

Para facilitar la comprension del concepto, aqui estamos realizando un buen niimero
de simplificaciones. Mas adelante se tratara la relacion entre trabajo y energia con

mayor profundidad.
39



Energia cinética

Se denomina energia cinética de un sistema de puntos mate-
riales, a la que tiene por el hecho de estar en movimiento.

De acuerdo con esta definicion, la energia cinetica de un
sistema 1nmovil es cero.

Por tanto, la energia cinetica de un sistema es 1gual al tra-
bajo que ha habido que realizar sobre €l para, partiendo del
reposo, llevarlo a su estado actual de movimiento.

40



Energia cinética de un punto material

Sea un punto material de masa m, que tiene inicialmente
una velocidad v,. Como consecuencia de la aplicacion de

una fuerza F , €l punto se desplaza a lo largo de una trayec-
toria AB, pasando a tener una velocidad v.

. Existe alguna relacion
entre el cambio de la
P Z velocidad y el trabajo
4/\ realizado por F a lo largo
b
Up

de la trayectoria AB?

41



Energia cinética de un punto material

Utilizando la definicion de trabajo y la segunda ley de
Newton, resulta que

= — - - dﬁ —
W = F-dr = ma - dr = m—- dr =
AB AB ap 4t
- df) - - - -
= v-—=f mdv - -v = mv - dv
AB dt AB AB

42



Energia cinética de un punto material

Sean v la velocidad en un cierto instante, y v + dv la que
se tiene un dt mas tarde.

En base a los conceptos de aceleracion tangencial y ace-
leracion normal, sabemos que el cambio dv en un dt se
puede descomponer en:

* una parte tangente a la trayectoria (por el
cambio de modulo de v);

* otra parte perpendicular a la trayectoria
(por el cambio de orientacion de ).

-
-
-

43



Energia cinética de un punto material

Notese que el modulo |dv| del diferencial de velocidad
no es igual al diferencial del médulo, dv.”

La relacion entre ellos es dv = |dv| cos 0.

Por definicion de producto escalar,

v-dv = |v||dv]| cos 8 = v(|dv]|cos08) = v dv

Por tanto,

W = mv - dv = mv dv
AB AB

*El modulo de una resta de vectores, no es igual en general a
la resta de sus modulos. Y eso también es asi si el resultado \)
de esa resta es diferencial.

44



Energia cinética de un punto material

Resolviendo esta integral, se obtiene
[mvz

2

r 1, 1,
=_mvB__va
A 2

W = mv dv =

AB 2

Esta relacion permite extraer diversas consecuencias.
1) La energia cinética, esto es, el trabajo necesario para
. - -
que el punto material pase del reposo (v, = 0) a una
velocidad cualquiera v (vg = V), es
1 1

E. = Emvz — EmO2

45



Energia cinética de un punto material

Resolviendo esta integral, se obtiene

[mvz 1

B
1 2 2
— _mvB — _va
A 2

W = mv dv =

AB 2

2

Esta relacion permite extraer diversas consecuencias.

2) El trabajo realizado por la fuerza entre dos posiciones
cualesquiera del punto material, es 1gual al incremento

de su energia cinética.

1, 1,
W=—mv3—5va =EF

—E
2

CB CA

W = AE,
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Energia cinética de un punto material

Notese que la relacion W = AE,. da, por fin, respuesta a la
pregunta 1nicial del tema: ;coOmo contribuye una fuerza al
desplazamiento de una particula?

El trabajo mide el valor de esa contribucion, en concreto a la
energia cinética del punto material, esto es, la que tiene por
estar en movimiento. Ademas:

* s1 ¢l trabajo es positivo (por tanto, en balance la fuerza ayuda
al movimiento), entonces el incremento de energia cinética es
positivo, y por tanto esta es mayor al final;

* s1 el trabajo es negativo (por tanto, en balance la fuerza difi-
culta el movimiento), entonces el incremento de energia cine-
tica es negativo, y por tanto esta es menor al final;

* s1 ¢l trabajo es cero, entonces el incremento de energia cine-
tica es cero, y por tanto esta es 1gual al final.
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Energia cinética de un sistema

Sea un sistema de puntos materiales. Para uno cualquiera de
ellos, el trabajo del conjunto de las fuerzas (tanto exteriores
como interiores) que actuan sobre €l entre una situacion A y
otra B, es 1gual al incremento de su energia cinética.

Wi — ECBi — ECAi

Aplicando esta relacion a todos los puntos del sistema, y
sumando todas esas ecuaciones, resulta

z W; = z (ECBi B ECAi) - z ECBi B z ECAi

Aqui, ), W; es el trabajo total W, de las fuerzas (tanto
exteriores como interiores) que actiian sobre el sistema.
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Energia cinética de un sistema

Por tanto,
Wiot = z EcBl. - z EcAl.

Esta relacion permite extraer diversas consecuencias.

1) La energia cinética del sistema, esto es, el trabajo nece-
sario para que pase del reposo (E., = 0 Vi)auna
l

situacion cualquiera, es

EC=ZECi—ZO
EE—Z< mv; )
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Energia cinética de un sistema

Por tanto,
Wiot = z EcBl. - z EcAl.

Esta relacion permite extraer diversas consecuencias.

2) El trabajo realizado por las fuerzas entre dos posiciones
cualesquiera del sistema, es 1gual al incremento de su
energia cinética.

Wiot = 2 EcBi - z EcAi — EcB - ECA

Wior = AE,
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Energia cinética de un sistema

La energia cin¢tica de un sistema de puntos materiales es
igual a la suma de las energias cincticas de todos los
puntos del sistema. La energia cinética de cada punto es la
mitad del producto de su masa por el cuadrado del modulo
de su velocidad.

1 2
E. = Ec = Z Emivi

Teorema de la energia cinética.
El trabajo total de las fuerzas, exteriores € interiores, que
actuan sobre un sistema de puntos materiales, es 1gual al
incremento de su energia cinética.

Wior = AE,
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Trabajo de las fuerzas interiores

Considérese el conjunto de todas las fuerzas interiores que
los puntos materiales de un sistema se ejercen entre si.

Puesto que la resultante de ese conjunto es nula, puede
pensarse, erroneamente, que su trabajo total es cero.

Veamos un ejemplo con un sistema de dos puntos que se
acercan entre si.

f21 f12 ES_) i
o—» <ok e fort fiz =0
We +W; =

f21 f12

=0+ f12d
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Caso particular: cuerpo indeformable

En un cuerpo indeformable, 1a distancia entre cualquier
par de puntos es invariable, y no puede darse la situacion
anterior.

En consecuencia, en tal caso el trabajo de las fuerzas
Interiores €s cero.

Por tanto, se tiene el siguiente resultado particular.

Teorema de la energia cinética para cuerpos indeformables.
El trabajo total de las fuerzas exteriores que actuan sobre
un cuerpo indeformable (o, al menos, que no se esta de-
formando), es 1gual al incremento de su energia cinética.
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Caso particular: cuerpo en traslacion

En un cuerpo en traslacion, todos los puntos materiales
tienen, en cualquier instante, la misma velocidad.

Por tanto,

1 1 1
E. = 2 (Emivz) = E(Z mi) Ve = Emvz

La energia cinética de un sistema de puntos materiales
dotado de un movimiento de traslacion, es la misma que
tendria un punto material con toda la masa del sistema ¢
1déntico movimiento.
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Ejercicio 3

Un bloque de masa m = 3 kg se mueve inicialmente a
vy = 4 m/s sobre una superficie horizontal, que ¢jer-
ce sobre ¢l una fuerza de rozamiento de modulo 6 N.
a) (Cual sera el modulo de su velocidad tras recorrer

2 m?

b) (Qué distancia recorrerd antes de detenerse?

.
(0]

—
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a) El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo
objeto de analisis, el bloque en este caso.

Las fuerzas que actuan sobre el bloque son:

— lP P: peso.
Fy N: reaccion normal.
T]V E.: fuerza de rozamiento.

Aplicando el teorema de la energia ciné€tica a este cuerpo, supuesto
indeformable, entre la situacion inicial y tras haber recorrido 2 m, es:

AE. = Wﬁ+Wﬁ+Wﬁr

N

1 2 1 2
AEC:§3U —§3X4 =
= 1,502 — 24 (SI)
Ws=0]
Wgs=0]

Wi =—Fd=-6x2=-12]

— 1,50% =24 =040+ (—12)
1,5v% =12
v=2,828m/s

56



Ejemplo de procedimiento incorrecto

EcnsLerm Wi - 24 = 1,50247T12

A

1 > Sv? =12
Cini:_3X4 ="24
E -~ v =2,828m/s
1
Ecpn = 53 % 02 5450% (S

We =Td=6x2=12]

S

* .Y qué pasa con los trabajos del peso y de la reaccion normal?
Aunque sean cero, hay que indicarlo.

» Trabajo de rozamiento positivo? jPremio Nobel ya!

Uno de estos errores graves hace que salga 1,502 = —12. Dos
€rrores graves que se compensan no son cero errores; son dos.




b) EIl primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo

objeto de analisis, el bloque en este caso.

Las fuerzas que actuan sobre el bloque son:

— lP P: peso.
Fy N: reaccion normal.
T]V E.: fuerza de rozamiento.

Aplicando ahora el teorema de la energia cinética entre la situacion
inicial y el punto en el que el bloque se detiene, es:

AE. = Wﬁ+Wﬁ+Wﬁr

AE —13><02 13><42—
¢ 2 2 B
= —24]

Ws=0]

Wgs=0]

Wi = —F.d = —6d (SI)

N

— —24 =0+ 0+ (—6d)

6d = 24
d=4m
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Kuerzas conservativas y no conservativas

Se dice que un campo vectorial es conservativo si su integral
curvilinea entre dos puntos cualesquiera es independiente del
camino.

. Como se aplica esto al caso de fuerzas?

* Se dice que una fuerza es conservativa si el trabajo que
realiza entre dos puntos cualesquiera es independiente del
camino.

* Se dice que una fuerza es no conservativa st no €s conser-
vativa, esto es, existe al menos un par de caminos con
igual origen y destino, para los que el trabajo que realiza
es diferente.
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Kuerzas conservativas y no conservativas

Sean una fuerza F , constante en todo el espacio, y dos
puntos cualesquiera A y B. Para cualquier camino seguido
del primero al segundo, es

W =F-AB

f f f Por tanto, depende de los

puntos A y B, pero no del

f f camino seguido entre ellos.
2

f Asi pues, una fuerza constante
AOC

f f es conservativa.
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Fuerzas conservativas v no conservativas

Considérese la fuerza de rozamiento que actiia, con modulo
constante, sobre un cuerpo que se mueve de un punto A4 a

otro B. .
S1 1o hace en linea recta,

A O —0—0 VVTeC — _F(ZR)
N S1 lo hace siguiendo una
o f semicircunferencia,
Weem = —F(TR) # Wy,

Se trata de una fuerza
no conservativa.
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Propiedades de las fuerzas conservativas

Los campos conservativos tienen una serie de propiedades
que no se demostraran aqui. Aplicadas al caso de fuerzas,
son las que se indican a continuacion.

* Una fuerza F es conservativa si, y solo si, su trabajo a lo
largo de cualquier camino cerrado es cero.

% . o o .
* Una fuerza F es conservativa s1, y solo si, existe una
., - —
funcion V tal que F = —VV.

Aqui, Vesel operador gradiente. Por tanto, la segunda
propiedad significa que

R (av oV av>
F=-—

dx’' 0y’ 0z
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Propiedades de las fuerzas conservativas

La existencia de la funcion V permite el siguiente
desarrollo.

Fogie (VY s
"= \ox’ oy 9z) A

ov AV oV
—|—dx +=—dy +—dz | =—av

0x dy 0z

Por tanto,

W=| F.di=—| dV=—[V]E=—-(3-V,)
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Energia potencial

Vamos a analizar la expresion W =V, — V5.

En primer lugar, véase que el trabajo depende de los valo-
res de V en los puntos A y B, pero no del camino seguido
entre ellos. Esto demuestra que en efecto, s1 la funcion IV
existe, la fuerza es conservativa.

En segundo lugar, notese que el trabajo es 1gual a la pérdi-
da de valor de la funcion V.

Asi pues, I representa la capacidad de efectuar un trabajo.

Por tanto, V' es una energia, y recibe el nombre de energia
potencial asociada a la fuerza.
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Energia potencial

oy -4 . . .
En conclusion, una fuerza F, s1y solo si es conservativa,
. . , . = —
tiene asociada una energia potencial E, tal que F = —VE,,.

Ademas, el trabajo de una fuerza conservativa entre dos
puntos es 1gual a la pérdida de su energia potencial asociada.

W = —AE,
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Ejercicio 4
La energia potencial asociada a una cierta fuerza conservativa es
E, = x3z* + x cos(yz) (SI). ;Cual es la expresion de esa fuerza?

. Que trabajo realiza la fuerza actuando sobre una particula que se
mueve en linea recta del punto A(1;0;1) mal B(2; —1;1) m?

OE, OE, OE,
ox ' 0y ' 0z
= —(3x%z* + cos(yz) ; —xz sen(yz) ; 2x>z — xy sen(yz)) =

EsF=—VEp=—<

= (—3x%z?% — cos(yz); xzsen(yz); —2x3z + xy sen(yz)) (SI)
Las energias potenciales en los puntos A y B son:
E,, =1°x1%+1cos(0x 1) =2]
E,, =23x12+2cos((—1) x 1) =9,081]
Que la trayectoria sea recta o cualquier otra es irrelevante, ya que la
fuerza es conservativa. El trabajo que realiza es

W =—AE, = E,, —E, =2-9,081=-7,081]
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Energia potencial del peso

En sistemas no extensos, en los que se puede admitir que
la aceleracion de la gravedad es constante, el peso de un
punto material también es constante.

En este caso,” el peso es una fuerza conservativa, y su
energia potencial asociada es

E, =mgh

m: masa del punto material.
g: modulo de la aceleracion de la gravedad.

h: altura respecto a un nivel de referencia.

* Aunque no trataremos aqui esta cuestion, el peso siempre es una fuerza conservativa. Sin embargo, la
expresion de su energia potencial solo es la aqui indicada si la aceleracion de la gravedad es constante.
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Enerogia potencial del peso

A Notese que
mi “Q f E, =mgh =mg(z — z,)
3 ) N V)Ep _ 0E, ; 0E, ; 0E, _
| N dx ~ 0y 0z
/ B = (0;0;mg) = —P
X - —
P = -VE,

Queda asi demostrado que, en efecto, el peso es una fuerza
conservativa, y que su energia potencial es E,, = mgh.

Para sistemas de puntos materiales es E,, = mghy;,
donde h; es la altura de su centro de gravedad respecto a
un nivel de referencia.
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Deformacion de un muelle

Lo : Sea un muelle cuya longitud

natural (esto es, la que tiene
4 /1
I VVVVY ; AL > 0 cgando no actua sobre ¢
ninguna fuerza) es L.

I_/\/\/\/\/\/\_@?> Fijamos un extremo, y deja-
m,< 0 mos libre el otro.
MWW

S1 se tira del extremo libre con una fuerza de modulo F, el
muelle se alarga una longitud proporcional AL > 0.

S1 se oprime el extremo libre con una fuerza de modulo F,
el muelle se alarga una longitud proporcional AL < O (por
tanto, se acorta).
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Deformacion de un muelle

La relacion entre el modulo de la fuerza que actiua sobre
el muelle, y el valor absoluto de su alargamiento, recibe
el nombre de constante elastica del muelle.

Por tanto, la constante elastica k cumple que

F = k|AL]

De acuerdo con su definicion, la constante elastica es una
magnitud escalar, y su producto dimensional es

dimk = dimF - L~! = (T~2LM)L~! = T—2M

La unidad SI coherente de la constante elastica es el N/m.
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Fuerza ejercida por un muelle

Nuestro objetivo no es analizar la fuerza que actia sobre

° % .
un muelle, sino la fuerza F,, que el muelle ejerce sobre
otro cuerpo, cuyo comportamiento es el que queremos
estudiar.

De acuerdo, con la tercera ley de Newton, las dos fuerzas
mencionadas son opuestas. Por tanto,

E, = k|AL|

Sin embargo, el sentido de ﬁm es el opuesto: aquel en el
que el muelle recuperaria su longitud natural.
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Fuerza ejercida por un muelle

Y
o

2K X

Sea el sistema de referencia de la figura, en el que:

* ¢l origen de coordenadas se encuentra en la posicion del
extremo libre cuando el muelle tiene su longitud natural;

* ¢l eje X tiene la orientacion de los alargamientos.
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Fuerza ejercida por un muelle
A
X
-\
F E.

S1 el extremo libre pasa a una posicion x > 0, la fuerza que
ejerce el muellees
E, = (—kx;0;0)
Puede comprobarse que, en efecto, su modulo es
E, = k|x| = k|AL|

y que su componente X s negativa.
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Fuerza ejercida por un muelle
YI
0
I ARAA V4 X
—e— -
F E,

S1 el extremo libre pasa a una posicion x < 0, la fuerza que
ejerce el muelle también es

ﬁm = (—=kx;0;0)
Puede comprobarse que, en efecto, su modulo es
E, = k|x| = k|AL|
y que su componente X es positiva (recuerdese que ahora
esx < 0).
Por tanto, la expresion E,, = (—kx; 0; 0) es vélida en los
dos casos.
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Energia potencial elastica

La fuerza ejercida por un muelle es conservativa, y su
energia potencial asociada es

1 2
Ep — 5 k(AL)

k: constante elastica del muelle.
AL: alargamiento del muelle.
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Energia potencial elastica

Y
o

L¥ WX
Notese que, utilizando el sistema de referencia de la figura,

E —1k(AL)2—1k 2
P~ —

Sr 0E, | 0E, | 0E,
p ox ' 0y 0z

F, = —VE,

Queda asi demostrado que, en efecto, la fuerza ejercida por

un muelle es conservativa, y que su energia potencial es

1
Ep — Ek(AL)Z

) = (kx;0;0) = —ﬁm
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Ejercicio 5

Un bloque de masa m = 3 kg asciende
inicialmente a vy = 2m/s a lo largo de
un plano inclinado un angulo 6 = 27°,
con el que tiene un coeficiente de roza-
miento u = 0,2. Del bloque tira una
fuerza horizontal de médulo F = 30 N.
. Cual es el modulo de la velocidad del
bloque después de recorrer 10 m?

T
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El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo
objeto de analisis, el bloque en este caso.

-

a/ Las fuerzas que actiian sobre el bloque son:
—

A F
AE"/ﬁl\ﬁ

Aplicando el teorema de la energia cinética a este cuerpo, supuesto
indeformable, entre la situacion inicial y tras haber recorrido 10 m,
es

mencionada en el enunciado.
peso.

:© reaccion normal.

s U e

. fuerza de rozamiento.

AEC=Wﬁ+Wﬁ+Wﬁ+WﬁT
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Vamos a desarrollar los terminos de esa expresion.

1 1
AE, =E3U2 —53 X 2% = 1,5172 —6(51)

a
0
'4’ Wz = (+Fcosf)d =30cos27°x 10 =

F
E . = 267,3]
Ar/ﬁl/Q\N
Wg = —AE, = —mgAh =
p

P
XQ((\ = —-3%x98(+10sen27°) = —133,5]
//\ Wﬁ B O]
Wi = —Fd

Como ¢l bloque esta deslizando, F. =F. . = uN

Por tanto, es necesario conocer el modulo de la reaccion normal.
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Aplicando el teorema del centro de masas,

i F+P+N+F =md

a
/ Utilizando unicamente la componente Y de la
< 5 L u p

[ ecuacion anterior,

Eﬁi\ﬁ F,+ P, + Ny + F, =ma,
Y\/x (—305sen27°) + (=3 X 9,8c0s27°) + N + 0 =

=m0
Por tanto: N = 39,82 N
FE.=uN =0,2%x 3982 =7964 N
Wg = —F.d =-7,964 X 10 = —79,64 ]
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Recapitulando:

AEc = Wg+Wp+Wg+Wg —=1,50° — 6 =2673+ (-133,5) +

AE, = 1,502 — 6 (SI)|

Wi =2673])
W5 =—133,5]
Wg=0]

Y

Wi = —79,64]

+0 + (—79,64)
1,5v% = 60,16
v =6,332m/s
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Tarea:

Resuélvase el ejercicio con F = 22,5 N, y compruébese que en tal
casoes v = 0,3464 m/s.

Obténgase también:

a) el modulo de la velocidad del bloque tras recorrer 11 m (resulta
v =+/—0,2667 m/s, lo que indica que no le es posible llegar alli);
b) la distancia que recorre el bloque hasta detenerse (resultado:

d =10,31 m)
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Ejercicio 6 @ ®
El sistema de la figura se halla inicial- [ 1
mente en reposo. Las masas de los

bloques sonm; = 8kg, m, = 20kg Q@ ©)
y m3 = 20 kg. El coeficiente de roza-
miento entre el bloque 2 y el suelo es u, = 0,2. Los hilos y poleas
son 1deales.

Obtengase los modulos de las tensiones en los dos hilos, 4 y B, y la

distancia que debe recorrer el bloque 3 para que el mddulo de su
velocidad sea 1,4 m/s.

Dado que la masa del bloque 3 es mayor que la del bloque 1, hay
dos posibilidades: el bloque 3 desciende arrastrando a los otros dos;
o el sistema permanece en reposo. Supongamos que se da la primera.

Hipotesis: el bloque 3 desciende.
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. El primer paso es realizar los diagramas de
a1I cuerpo libre de los cuerpos implicados.

YA T TAl . T TBB
Tp2 Tp, G
<+ _ — > =)
b TP i}
Py e 3
- "2 _ a
X N, 3
ﬁlz peso del bloque 1. TAZ: fuerza ejercida por el hilo 4
T a1: fuerza ejercida por el hilo4 sobre el bloque 2.
sobre el bloque 1. Tz, fuerza ejercida por el hilo B
ﬁzz peso del bloque 2. - sobre el bloque 2.
IVZ: reaccion normal del suelo }_)) 3: peso del bloque 3.
sobre el bloque 2. Tz4: fuerza ejercida por el hilo B
F. . fuerza de rozamiento del sobre el bloque 3.

suelo sobre el bloque 2.
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511]

VA TTAl

T Tp3
A Tp, @z
P =
= P
F., °n
Ik |
N,

Ta:
44—
4—

Por ser las cuerdas ideales, cuando el mdodulo de la velocidad del
bloque 3 sea 1,4 m/s, esc sera también el de los otros dos. Ademas,
en ese instante los tres bloques habran recorrido la misma distancia

d por ser los hilos 1deales.

Se trata de obtener el valor de d, asi como los de los modulos T4

(comun a Tm y TAZ por ser hilo y polea ideales) y T (comin a TBZ

y T 53 por ser hilo y polea 1deales).

Para ello, vamos a aplicar el teorema de la energia cinética a cada

uno de los tres bloques.
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C—ill Aplicando el teorema de la energia cinética
T al bloque 1, supuesto indeformable, entre la

v A AL situacion inicial y tras haber recorrido la
distancia d, es
ﬁl? AEcl = Wﬁl + W?Al
> Vamos a desarrollar los términos de esa
A expresion.
1 , 1 2

AE. = 58 X 1,4 —58 X 0 =17,84]

Wﬁl =—AEpP1 = —mygAh; = -8 %X 9,8 X d = —78,4d (SI)

W? . —_ TAd

Por tanto,

AE, =Wz + Wz = 7,84 = (=78,4d) + T,d (SD)
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Aplicando el teorema de la energia ci-
Ty T,, d, Deéticaalbloque 2, supuesto indeforma-
VA €4— _—> =) ble, entre las mismas situaciones, €s

4_ PZ
ﬁ AECZ — Wls)z + Wﬁz + Wﬁr +
&) T_) 2
N, +WTA2 + W?Bz
§ Vamos a desarrollar los términos de esa
expresion.
1 , 1 2
AE., = 520 X 1,4 _EZO X 04 =19,6]
Wﬁz :_AEpPZ — _ngAhz = —20 X 9,8 X0 = 0]
Wﬁz = 0] Como el bloque esta deslizando,
Wﬁrz - _Frzd FTZ = Frzméx = #a IV
Wz o —T,d Por tanto, es necesario conocer el modulo de
W= =Tgd la reaccion normal.
B2
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Aplicando el teorema del centro de

Taz T,, d, masasalbloque?2,
) & ﬁ2—>—> By + Ny + Fe + Tap + Ty = myd,
ﬁrz Utilizanfio ﬁnicarpente la componente Y de
N, la ecuacion anterior,
}z sz + Nzy + Fsz + TAzy + TBzy = Myay,

(-20x98)+N,+0+0+0=20%0
Por tanto: N, = 196 N

E. = pu,N, = 0,2 X 196 = 39,2 N

2

Wi = —F,d=-392d (S

Asi,

AEcz = Wﬁz + Wﬁz + Wﬁrz

+ W?Az + WTBZ =
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TB3 Aplicando el teorema de la energia cinética
T al bloque 3, supuesto indeformable, entre las
VA ? mismas situaciones, €S

P; AEC1 = Wﬁl + W?B3
153 Vamos a desarrollar los términos de esa
>  expresion.
X
1 2 1 2
AE., = 520 X 1,4 —520 X 04 =19,6]
Wﬁg =—AEpP3 = —m3gAh; = —20 X 9,8 X (—d) = 196d (SI)
W?BS — —TBd
Por tanto,

AE,, =Wz + Wz = 19,6 = 196d + (~Tyd) (SD)
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Recapitulando:
7,84 = —78,4d + T,d

19,6 = —39,2d — T,d + Ty d
19,6 = 196d — Tyd

Tenemos por tanto un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas.

Sumando estas ecuaciones, resulta

7,84 + 19,6 + 19,6 = —78,4d — 39,2d + 196d =
47,04 =78,4d = d = 0,6 m

A partir de las ecuaciones primera y tercera, se obtiene
7,84 =-784x%x06+T,%x06=>T,=9147N
19,6 =196 X 0,6 — Tz X0,6 > Ty = 163,3 N
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Ejercicio 7 @ ®
El sistema de la figura se halla 1nicial- [ 1
mente en reposo. Las masas de los

bloques sonm; = 8kg, m, = 20kg Q@ ©)
y m3 = 20 kg. El coeficiente de roza-

miento entre el bloque 2 y el suelo es@ Los hilos y poleas
son 1deales.

Obtengase los modulos de las tensiones en los dos hilos, 4 y B, y la

distancia que debe recorrer el bloque 3 para que el mddulo de su
velocidad sea 1,4 m/s.

Dado que la masa del bloque 3 es mayor que la del bloque 1, hay
dos posibles comportamientos: el bloque 3 desciende arrastrando a

los otros dos; o el sistema permanece en reposo. Supongamos que
se da el primero.

Hipotesis: el bloque 3 desciende.
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Repitiendo el desarrollo del ejercicio anterior, el inico cambio es el
del valor de u,, lo que supone las siguientes modificaciones.

E. = u,N, = 0,8 x 196 = 156,8 N

2

Wi =—F,d=~1568d (SN

Asi,

AECZ = Wﬁz + Wﬁz + Wﬁrz

= 19,6 =0+ 0 + (—156,8) + (=T,d) + Td (SI)

+Wz, +Wz,, =

Esta expresion, junto a las correspondientes a los bloques 1 y 3, que
no sufren cambios, proporciona el siguiente sistema de ecuaciones.

7,84 = —78,4d + T,d
19,6 = —156,8d — Tyd + Ty d
19,6 = 196d — Tyd
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Sumando estas ecuaciones, resulta
7,84+ 19,6 + 19,6 = —78,4d — 156,84 + 196d =
4704 = —-392d =d=-12m< 0m

Este resultado carece de sentido.

Conclusion: la hipotesis “el bloque 3 desciende” no es correcta.

Por tanto, el sistema permanece en reposo, y la pregunta sobre la
distancia que debe recorrer el bloque 3 para que el mddulo de su
velocidad sea de 1,4 m/s carece de sentido.

Ademas, dado que no hay movimiento, no es posible obtener los
modulos de las tensiones utilizando el teorema de la energia ciné-
tica. Si es posible resolver el ejercicio utilizando el teorema del
centro de masas.
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Ejercicio 8

El sistema de la figura se halla inicial-
mente en reposo. Las masas de los
bloques son m; = 8 kg, m, = 20 kg
y m3 = 20 kg. El coeficiente de roza-
miento entre el bloque 2 y el suelo es

U, = 0,2. En el plano inclinado, es ®
6 = 26°. Los hilos y poleas son 1dea-
les.

Obténgase los modulos de las tensiones en los dos hilos, 4 y B, y la
distancia que debe recorrer el bloque 3 para que el modulo de su
velocidad sea 1,4 m/s.

El ejercicio es 1déntico al 6, salvo porque el bloque 2 se apoya en un
plano inclinado. Por tanto, la aplicacion del teorema de la energia ci-
nética a los bloques 1 y 3, y las ecuaciones obtenidas, siguen siendo

validas. Veamos que ocurre con el bloque 2.
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YoA Ty Aplicando el teorema de la energia cinética

AN al bloque 2, supuesto indeformable, entre la
;3\ ?_} Ty situacion inicial y tras haber recorrido la
"2 Z\Q distancia d, es
N _
> 2 AE., = W}—;Z “F W—> “F Wﬁrz “F WTAZ 97 W?Bz
2

Vamos a desarrollar los términos de esa expresion.
1 1
AE. = =20 x 1,42 —520 X 04 =19,6]

2 2
Wz =—AE, = —mygAh, =—20X%9,8(—dsen26°) =

P, pp,
= 85,92d (SI)
Wﬁz = 0] Como el bloque esta deslizando,
Wﬁrz =—F,d k., = Frzméx = U N,
Wz oy —T,d Por tanto, es necesario conocer el modulo de
W = Tpd la reaccion normal.
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YoA  Tay Aplicando el teorema del centro de masas al
AN bloque 2,

F_)'\ s TBZ_> P2+N2+F +TA2+TBZ_m2a2
2 2\
N, \ Utilizando unicamente la componente Y de
X la ecuacion anterior,
2
sz + Nzy + Frzy + TAZy + TBZy — mzazy

(—=20%x9,8cos26°)+ N, +0+0+0=20x%x0
Por tanto: N, = 176,2 N

E. = u,N, = 0,2 X 176,2 = 35,24 N

2

Wz =—F, d=-3524d (SI)
r2
Asi,

AE;, = W5, + Wy, + Wg

= 19,6 = 85,92d + 0 + (—35,24d) + (—=T,d) + Tgd (SI)
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Esta expresion, junto a las correspondientes a los bloques 1 y 3, que
no sufren cambios, proporciona el siguiente sistema de ecuaciones.

7,84 = —78,4d + T,d
19,6 = 85,92d — 35,24d — T,yd + Tyd
19,6 = 196d — Tyd

Sumando estas ecuaciones, resulta
7,84+ 19,6 + 19,6 = —78,4d + 85,92d — 35,24d + 196d =

47,04 = 168,3d > d = 0,2795m

A partir de las ecuaciones primera y tercera, se obtiene
7,84 =—-78,4%0,2795+ T, x0,2795=>T, = 106,5N

19,6 = 196 X 0,2795 — T, X 0,2795 = T = 125,9 N
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Ejercicio 9

Un bloque de 2 kg esta sujeto por una cuer-
da 1deal al centro de un plano inclinado un
angulo 8 = 30° con respecto a la horizon-
tal, y describe una trayectoria circular de
radio R = 1 m sobre dicho plano.
Calculese la energia cinética perdida por el bloque al pasar del punto
mas bajo al mas alto, s1 el coeficiente de rozamiento es u = 0,25.
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El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del bloque.
Posicion genérica ﬂ/” Las fuerzas que actuan sobre el bloque son:

representativa }3’ peso
a _ g
(== T N: reaccion normal.

F.. fuerza de rozamiento.

—

T: fuerza ejercida por la cuerda.

Como consecuencia de la accion de estas
fuerzas, el bloque tiene una aceleracion
tangencial d;, y una aceleracion normal a,,.

Se intuye lo complejo que es analizar este
movimiento mediante el teorema del centro
de masas, ya que las fuerzas y las aceleraciones van cambiando de
orientacion, y varias de ellas también de modulo.

Aplicando el teorema de la energia cinética al bloque, supuesto inde-
formable, entre el punto mas bajo y el mas alto de su trayectoria, es
AEC:Wﬁ+WIV+Wﬁr+WT
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Para poder conocer el modulo de la reaccion
.. normal, necesitamos aplicar el teorema del
/ centro de masas.

P+N+E+T=md=m(d, +d,)
Sea el sistema de referencia mostrado en las

figuras. Utilizando inicamente la componen-
te Z de la ecuacion anterior,

Kl B,+N,+F +T,=m(a;, +a,)
% (—2x%x9,8c0s30°)+ N+0+0=m(0+0)

-
-
—————

Por tanto,

N =16,97 N

Como el bloque esta deslizando,

E. =E. = uN = 0,25 X 16,97 = 4,243 N

max
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Vamos a desarrollar los terminos de AE, = Wz + W5 + Wﬁr + W.

Zz/t,

/

AE . es lo que queremos averiguar.

Wy = —AE, =-mgAh =
= —-2%98(+2sen30°) = —19,6]

Ws: = —F.L =—4243(mx 1) = —13,33]

wfé / Wz=10]
N Por tanto,
Lo AEC=W13’+WN’+W13T+WT=

~ (=19,6) + 0 + (=13,33) + 0 =
‘ — —3293]

La energia cinética perdida es 32,93 .
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Ejercicio 10 T4

Una vagoneta de masa m, que .
asumimos puntual, tras partir
del reposo sigue el perfil de la
montana rusa de la figura. La

friccion entre la vagoneta y los railes es despreciable. Re

a) Determinese la altura minima H para que la vagoneta so-
brepase el punto B, superior del tramo circular de radio R = 5 m.
Hallese también el modulo de la velocidad de 1a vagoneta al
llegar al punto B en esta situacion.

b) S1 H = 15 m, determinese el modulo de la velocidad de la
vagoneta en el punto B y en el punto C.

¢) Determinese el radio R minimo de la parte curva final para que

la vagoneta no pierda contacto con los railes en el punto C, 1nicio
de la curva.

C
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a) Dado que la friccion es despreciable, las Gnicas fuerzas que actuan
- ., —
sobre la vagoneta son su peso P = mg y la reaccion normal N.

Aplicando el teorema de la energia cinética a la vagoneta, supuesta
puntual, entre dos puntos cualesquiera 1 y 2, es

AE, = W5+ W

Vamos a desarrollar los terminos de esa expresion.

1 , 1 2
AEC = Emvz —Emvl
Wp = —-AE, = —mgAh
Ws=0]
Por tanto,
1mvz —lmvz = (—mgAh) + 0 =2 v —vZ = =2gAh (1)
o M2 =5 My = Y 2 1 = —49
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S1 la vagoneta estuviera enlazada a los railes (como en una montana
rusa), bastaria llegar a B con velocidad nula.

Aplicando entonces la ecuacion (1) entre A y B, mm

v; =0 m/s

v,=0m/s ' 202-02=-2g2R—H)=>2R—H=0> 7

Ah=2R—HJ > H=2R=2Xx5=10m

Sin embargo, la vagoneta esta simplemente apoyada en los railes
(como una motocicleta en un r1zo), por lo que la respuesta no es
valida.

Para percibir la diferencia entre enlace y apoyo, puede utilizarse el
laboratorio virtual “Visualizador del movimiento de un punto
material en un bucle”.

https://riunet.upv.es/handle/10251/105936
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Motocicleta en rizo Vagoneta de montana rusa

Phantasia Land Colorado Adventure (Germany).

Fuente: Smaugboy14, CC BY-SA 4.0, via

& } ‘%\ ol
L; - :
= —
Apoyo en el rizo
Sujecion a ambos
lados del rail
Otro ejemplo: canica. Otro ejemplo: cuenta de collar.
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Rainbow%27s_End_Corkscrew_Coaster.jpg

. Que se requiere para que un movil que recorre un bucle consiga
llegar al punto mas alto del mismo?

* Si el movil esta enlazado a la pista, basta que no se pare durante
el ascenso. Por ello, la condicion limite es que en el punto mas
alto el modulo de la velocidad sea cero.

* Si el movil esta apoyado en la pista, se requiere que durante el
ascenso exista reaccion normal dirigida de la pista a dicho movil.
Por ello, 1a condicion limite es que en el punto mas alto el modulo
de la reaccion normal sea cero.
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Vamos a realizar el diagrama de cuerpo libre de la vagoneta cuando
esta se halla en el punto B, el mas alto del bucle.

lﬁ Aplicando el teorema del centro de masas,

P+ N =mad

Utilizando tnicamente la componente Y de la
ecuacion anterior,

Py + Ny = ma,

2
v
(—mg) + (~=N) = m(-a,) = m (— —)
2
N =m L _ mg

Ry\ R
Notese que si fuera v = 0, el resultado seria N = —mg < 0. Esto
significa que la reaccion normal requerida deberia tener sentido
contrario, con la pista reteniendo a la vagonera. Esto es posible s1

la vagoneta esta enlazada, pero no si esta simplemente apoyada.
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En nuestro caso, la vagoneta esta simplemente apoyada, por lo que

se requiere que

2 2 2

NEO:mE—mgzO:mFng :Fzg:vz./gR

Para sobrepasar el punto B, la vagoneta ha de alcanzarlo con una
velocidad cuyo modulo sea como minimo

Vinin = +/ GR = \/9,8 X5=7m/s

Aplicando ahora la ecuacion (1) entre A y B, es
v —vi = —2gAh )

v; =0 m/s | R7\

v, =7m/s | =72 -02=-2x9802x%x5—H)=>
Ah=2R—H| =49=-196(10—H)=10-H =2,5=
= H=12,5m
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b) En el caso de que sea H = 15 m, aplicando la ecuacion (1) entre A

y B resulta

v —vZ = —-2gAh
vy =0m/s

V2 = Vg

Ah =2R — H =

=2X5—-—15=-5m |

- > 15 —0%2=-2x98(-5)=> %

= v2 =98 = vz = 9,899 m/s

Aplicando ahora la ecuacion (1) entre A y C, resulta

v; =0m/s
V2 = V¢
Ah = —H = —

~N

. = 2 —0%=-2x98(-15) >

15m

= vé =294 = v, =17,15m/s
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€) Vamos a realizar el diagrama de cuerpo libre de la vagoneta
cuando esta se halla en el punto C.

Y, “ Aplicando el teorema del centro de masas,
| P+ N =md

X T o .
TN Utilizando unicamente la componente Y de la
l d, ecuacion anterior,

Py + Ny = ma,,

2
(—mg) + N =m(—a,) =m (— —)
2 R¢
v
N =mg—m—
mg ch

Notese que no es la misma expresion que para el punto B. En el
punto C, el problema no se da si la vagoneta va demasiado despacio,
sino s1 lo hace demasiado deprisa resultando N < 0.
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Para que la vagoneta no pierda contacto con los railes, se requiere

que

2 2 2

% % %
N=z0>mg—-m—=0=>m—<mg>—<g9>
R¢ C R¢
2< gR-=>R >v2 17,157 30,0
— = =
V™ = ghic C—g 08 ,2Um

Por tanto, el radio ha de ser como minimo de 30,0 m.
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Ejercicio 11

Un bloque de masa m = 2 kg, inicialmente
en reposo, comienza a descender por un
plano inclinado un angulo 8 = 30° respecto a
la horizontal, con el que tiene un coeficiente
de rozamiento u = 0,2. Después recorrer 3 m
entra en contacto con un muelle de constante
elastica k = 2000 N/m. ;Cuanto llegara a
contraerse dicho muelle?

112



El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo
objeto de analisis, el bloque en este caso.

“~
k.

Las fuerzas que actiian sobre el bloque son:
5 ‘(*m - }l ; peso.. |

. / N: reaccion normal.

N N .

F.: fuerza de rozamiento.

ﬁm: fuerza ejercida por el muelle.

Aplicando el teorema de la energia cinética a este cuerpo, supuesto
indeformable, entre la situacion inicial y la de maxima compresion

del muelle, es
AE. = Wz+Ws + Wﬁr + Wﬁm
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Para poder conocer el modulo de la reaccion
normal, necesitamos aplicar el teorema del
centro de masas.

Y
_>\ — —> - = R
E N 2 P+N+FE +F, =ma
T E_
" g

x N O \ Utilizando Ginicamente la componente Y de
30 la ecuacion anterior,

P, + N, +Fry +me = ma,
(—2%9,8c0s30°)+ N+ 0+0=m0

Por tanto,
N =1697N

Como el bloque esta deslizando,
E. =E. =uN =0,2%X 16,97 = 3,394 N

max
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Vamos a desarrollar los terminos de AE, = Wz + W5 + Wﬁr i Wﬁm‘

Denominando b a la contraccidon maxima del
muelle, con la que el bloque se detiene, es

“~
k.

1 1
AE,==2x%x0%2—=2%x0%=0]

ﬁ/lﬁ wm 2 2
N, ~ Wp = —AE, =-—mgAh =
= —2X%X9,8[—(3+b)sen30°] =

= 29,4 + 9,8b (SI)

Wz =0]
BN ;% Wi = —Fd=-33943+b) =
Y = —10,18 — 3,394b (SI)
Wﬁm — _AEpm —

1 1
__ lizooo % (=h)% —=2000 x 02| =

2
= —1000h2 (SI)
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Recapitulando:

AE. = Wﬁ + Wﬁ + Wﬁr + Wﬁm_

AE, =0]

W5 = 29,4+ 9,8b (SI)
Wg=0]

Wy =—10,18 — 3,394b (SD)
Wy =—1000b2 (SI)

~

S

0 =(29,4+938b) + 0+ (—10,18 — 3,394h) + (—100052)

1000h% — 6,406b — 19,22 = 0 {

En este caso no tiene sentido que el muelle se comprima una

h ==9;
b =0,1419m

cantidad negativa (no confundir b con AL).
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Energia mecanica

Se denomina energia mecanica de un sistema de puntos
materiales, a la suma de su energia cinética mas las
energias potenciales de todas las fuerzas conservativas

que actuan sobre ¢€l.
E=E.+ Z Epi
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Energia mecanica

Consideremos un cuerpo sobre el que actuan:

. —> 9 .
* unas fuerzas conservativas F; , F, , ..., que realizan unos
trabajos W, , W, ...
* unas fuerzas no conservativas F,. , F,c,, ..., que realizan

unos trabajos Wy, Wy, ...

De acuerdo con el teorema de 1a energia cinética, y sabien-
do que el trabajo de una fuerza conservativa es igual a la
disminucion de su energia potencial asociada, resulta

AE. = W, + W, + oo+ Wye, + Wy, + -+ =
= (_AEP1) T (_AEpz) Tt Wn61 + Wncz T+
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Energia mecanica

Por tanto,

Whe, + Wye, + - = AE. + AE, +AE, + - =
— A(EC + E'p1 + E'p2 + )

Representando por W, el trabajo total de las fuerzas no
conservativas (tanto exteriores como interiores) que actuan
sobre el sistema, resulta

Whe = AE
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Energia mecanica

El trabajo total de las fuerzas no conservativas, exteriores €
interiores, que actuan sobre un sistema de puntos materia-
les, es 1gual al incremento de su energia mecanica.

El trabajo total de las fuerzas no conservativas exteriores
que actian sobre un cuerpo indeformable (o, al menos, que
no se deforma), es 1gual al incremento de su energia meca-
nica.

S1 el trabajo total de las fuerzas no conservativas que actiian
sobre un sistema de puntos materiales es cero, la energia
mecanica del mismo permanece constante.
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