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Ejercicio 1

Sobre un punto material actuan las fuerzas ﬁl =(1;0;-3) N,
Fy = (=5;3;2) Ny F3 = (0;2; 6) N. (Qué fuerza F, hay que
afiadir para que dicho punto esté en equilibrio?

Ejercicio 2

Un punto material se encuentra en un campo de fuerzas cuya expre-
sion es F = (x2 — 4; 2y + 2;x + y + z) (SI). (Cuales son, si exis-
ten, sus posiciones de equilibrio?

Ejercicio 3

Una escalera, de peso de modulo 210 N, se
encuentra en equilibrio apoyada en el suelo
y en una pared, tal y como muestra la figura.
Entre la escalera y la pared no existe roza-
miento. /Cuales son las fuerzas que ejercen
la pared y el suelo sobre la escalera? ;Cual
es el coeficiente de rozamiento minimo que

debe existir entre escalera y suelo para que
no haya deslizamiento? 2m

Sl

Ejercicio 4
Una barra, de 1,8 m de longitud y peso de B

modulo 300 N, tiene un extremo articulado
L

T

a un punto fijo A. Sobre su otro extremo B
se aplica una fuerza horizontal, de médulo
F =200 N, tal y como muestra la figura.
(Para qué valor del angulo 6 se encuentra la
barra en equilibrio? En esa posicion, ;cual
es la fuerza ejercida sobre la barra en la
articulacion?

Ejercicio 5

Una esfera rigida, menos densa que el agua, esta sumergida en ella
y unida al fondo mediante un muelle traccionado. Dicha esfera se
encuentra en equilibrio. (Es este estable, inestable o indiferente?

Ejercicio 6

Una pelota compresible (a mayor presion, menor volumen) se en-
cuentra en equilibrio sumergida en agua. jEs este estable, inestable
o indiferente?

1

Ejercicio 7

El bloque de la figura tiene un peso de
modulo 6000 N, y su coeficiente de
rozamiento con el suelo horizontal es
practicamente infinito. Se tira del bloque
con una fuerza F aplicada en el punto 3m

que se indica.

a) (En qué punto actia la reaccion normal si F = 1500 N?

b) (En qué punto actuia la reaccién normal si F = 4800 N?

¢) (Para qué valor de F es inminente el vuelco?

d) Si el coeficiente de rozamiento fuera 0,2, jestaria el bloque en
equilibrio para F = 1500 N?

e) Si el coeficiente de rozamiento fuera 0,2, ;para qué valor de F
seria inminente el desequilibrio?

Ejercicio 8

Una columna tiene un peso de moédulo

7700 N, y se encuentra tumbada sobre el

suelo horizontal, con el que tiene un coefi-

ciente de rozamiento practicamente infini-

to. Para alzarla se dispone un cable ideal 36,87°

anclado en el punto mostrado en la figura. : §

El cable pasa por una polea ideal, y se va a
tirar de su otro extremo con una fuerza F. 2,4 m

=5

0,4 m

(Qué valor ha de superar F para que la columna comience a alzarse?
(Cuales son los modulos de la reaccién normal y de la fuerza de ro-
zamiento cuando ese comienzo es inminente?

Ejercicio 9

Sea el sistema de la figura, donde las barras
estan articuladas entre si en el punto D, y a
sendos puntos fijos Ay B. La barra 1 tiene
1,8 m de longitud y peso de modulo 300 N.
Los correspondientes valores de la barra 2
son 1,5 my 200 N. ;Qué fuerzas se ejercen
sobre estas barras en las articulaciones?

Ejercicio 10 g
o
Sea el sistema de la figura, donde un 1m =

cartel esta colgando, mediante dos cables

ideales, de una barra horizontal empo-

0,2m

trada en una pared. Los modulos de los sl B

pesos del cartel y de la barra son 200 N o | >
o

y 50 N, respectivamente. Sobre el cartel
actiia un viento cuya accion equivale a

una fuerza ﬁ,, horizontal hacia la derecha 1m

de modulo 72,79 N, aplicada en el punto medio del borde izquierdo.
a) Analizando el cartel obténgase, en el estado de equilibrio, los
modulos T; y T4 de las tensiones en los cables izquierdo y derecho,
respectivamente, y el angulo 6 que estos forman con la vertical.

b) Analizando la barra obténgase, en el estado de equilibrio, la
fuerza y el momento a los que equivale el sistema de fuerzas que
actuan en el empotramiento.



Equilibrio
La estatica es la rama de la Fisica que trata de los cuerpos

en equilibrio.

Se denomina equilibrio al estado que poseen los cuerpos
cuando sobre ellos actua un sistema de fuerzas nulo.



Sistema de fuerzas nulo

Recordemos que se denomina sistema nulo de vectores
deslizantes al que es equivalente a un sistema de cero
vectores.

Asi, un sistema nulo de fuerzas es el que equivale a un
sistema de cero fuerzas.

En consecuencia, tanto su resultante como su campo de
momentos son nulos: R =0; Mp =0 VP.

Sin embargo, en virtud de la ecuacion del campo de

momentos (M, = Mg + AB X R), son condiciones
suficientes (y también necesarias) que su resultante y su

momento respecto a un punto cualquiera sean 0, ya que
asi cualquier otro momento sera también nulo.



Clases de equilibrio

Importante: equilibrio no implica necesariamente reposo.

El equilibrio implica que el sistema de fuerzas actuante es
nulo. De acuerdo con la primera ley de Newton, esto signi-
fica que el cuerpo permanece en su estado 1nicial de reposo
o de movimiento rectilineo uniforme.

Ademas, un cuerpo sobre el que actiia un sistema de fuerzas
no nulo parece estar en equilibrio desde el punto de vista de
un observador ligado a dicho cuerpo. En este caso, si seria
un sistema nulo el constituido por el conjunto de las fuerzas
reales mas las de inercia.



Clases de equilibrio

Se puede hablar asi de tres clases de equilibrio.
* Equilibrio estatico: el cuerpo esta en reposo.

* Equilibrio cinético: el cuerpo estd en movimiento rec-
tilineo uniforme.

* Equilibrio dinamico: el sistema de fuerzas que actua
sobre el cuerpo no es nulo, pero si lo es el constituido
por las fuerzas reales mas las de inercia.

En lo que sigue nos limitaremos a estudiar el equilibrio
estatico.



Equilibrio de un punto material

Todas las fuerzas que actiian sobre un ﬁg
punto material tienen lineas de accion 3

que pasan por ¢l. F

Por tanto, sus momentos respecto a la ___—"p 2
posicion del punto son nulos, y también ~ F 4
lo es su suma.

Asi pues, la condicion de que exista un punto respecto al
que el momento del sistema de fuerzas sea nulo se cumple
de partida. Se llega asi a la siguiente conclusion.

* Para que un punto material est¢ en equilibrio, es condicion
necesaria y suficiente que la resultante de las fuerzas que
actiian sobre ¢l sea cero.



Equilibrio de un sistema

. f12 O/'ﬁ .Y qué ocurre en el caso de un
Flg f 21 4-—' > sistema de puntos materiales?

f : -. ‘( - Notacion
vV N/ /Ct\ F;: fuerza neta exterior que
5 Q’ ‘, F /4 .
/ = 3 actia sobre el punto i.
— ' f43 - . . . .
fia 4 — fji: fuerza interior ejercida
I <- Fuerza . .
i, s fx_te_rli por el punto j sobre el .
(4
Fuerza
A{o 4 interior
Fy

Por claridad, la figura solo muestra algunas fuerzas exteriores y parejas de interiores. En
realidad hay que tener en cuenta todos los puntos del sistema, las fuerzas que actiian sobre

. . - Ve
ellos, y las que se ejercen mutuamente. Basta considerar 0 aquellas fuerzas que no estén
realmente presentes.



Equilibrio de un sistema

4
4

A

Fuerza
exterior

-

Fuerza
interior

Para que un sistema de puntos
materiales esté en equilibrio, ha
de estarlo cada uno de los puntos
que lo constituyen.

Por tanto, es condiciOn necesaria
y suficiente que, para cada punto,
la resultante de las fuerzas que
actiian sobre ¢l sea cero.

Esto supone un enorme nimero
de ecuaciones, y una gran
complejidad, dado que se ha de
incluir las fuerzas mutuas entre
puntos del sistema.
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Equilibrio de un sistema

Fuerza
exterior

-

Fuerza
interior

Sistema
nulo

{z/’ﬁ. Vamos a buscar una alternativa.
- 2
4\

Sea el conjunto de todas las
fuerzas exteriores e interiores
que actuan sobre los puntos
del sistema.

Puesto que cada punto esta en
equilibrio, el conjunto de fuerzas
que actua sobre €l es un sistema
nulo.

12



Equilibrio de un sistema
e {z/'ﬁ. Por tanto, el conjunto de todos
2

F,| /. 21 &« D estos conjuntos tambien es un
-~ ’ .
11O
31 SN ¥ sistema nulo.

. 4 fa3
f14 A —>
| <- Fuerza
: // f exterior
1w, 34 -

A/O Fuerza
> |4 interior

Sistema
nulo




Equilibrio de un sistema

. fip. 2 Sabemos que el conjunto de
/> 1' 4—*’}0 > todas las fuerzas interiores tiene
ife; :’* > resultante y momentos nulos.
-1 = .
R — b Por tanto, es un sistema nulo.
f41 | ’ ‘"b 3
* k\dl B t://
2 B
. 4 fa3
f 14 A
[ <4~
1 U4
:le f 34 _——
o} Fuerza

4 interior

Sistema
nulo




Equilibrio de un sistema

ﬁlg
1

2

2,

-

3

B

—

Fuerza
exterior

Sistema
nulo

Dado que el conjunto de todas
las fuerzas, tanto interiores como
exteriores también es nulo, esto
implica que el de solo las fuerzas
exteriores también lo es.

Sin embargo, aunque esta es una
condicion necesaria, en general
no es suficiente.

Como ejemplo, considérese un muelle con su
longitud natural. Dos fuerzas opuestas en sus
extremos, como las de la figura, constituyen
un sistema nulo. Sin embargo, el muelle no
esta en equilibrio: va a comenzar a alargarse.

15



Equilibrio de un sistema

Vamos a recapitular.

* Para que un sistema de puntos materiales este en equili-
brio, es condicion necesaria y suficiente que la resultante
de las fuerzas que actian sobre cada punto sea cero.

* Para que un sistema de puntos materiales esteé en equili-
brio, es condiciOn necesaria, pero en general no suficien-
te, que el conjunto de fuerzas exteriores que actuan so-
bre ¢l sea un sistema nulo.

16



Equilibrio de un solido rigido

En general, conocer la posicion de un sistema de puntos
materiales supone conocer la de cada uno de esos puntos.

En un solido rigido, las distancias mutuas de los puntos
materiales permanecen constantes. Esto hace que las
posiciones de esos puntos estén relacionadas, y la posicion
del solido quede determinada por tan solo seis parametros.

En concreto, basta conocer la posicion de uno de los puntos
del solido (tres parametros), y la orientacion de este respecto
a dicho punto (otros tres).

17



Equilibrio de un solido rigido

Como ejemplo, considérese el solido rigido de la figura, su
punto P, y los tres ¢jes rojos. El desplazamiento del solido
sera siempre una combinacion de seis posibilidades: tres des-
plazamientos que aparecen en azul, y tres giros mostrados
en violeta. Con las tres coordenadas de P y los tres angulos
respecto a los ejes, la posicion del solido queda determinada.

18



Equilibrio de un solido rigido

Que la resultante de las fuerzas exteriores sea nula supone
tres condiciones, una por cada componente (X, Y, Z) en el
sistema de referencia utilizado.

De 1gual forma, que el momento de dichas fuerzas respecto
a un punto sea nulo, supone a su vez tres condiciones, una
por cada componente,

Asi pues, el nimero de condiciones (seis) coincide con el de
parametros de la posicion del solido rigido (seis).

19



Equilibrio de un solido rigido

Se llega asi a la siguiente conclusion.

* Para que un solido rigido esté en equilibrio, es condicion
necesaria, y tambien suficiente, que el conjunto de
fuerzas exteriores que actuan sobre ¢l sea un sistema
nulo.

—_
Por tanto, basta que sean 0 su resultante y su momento
respecto a un punto cualquiera, ya que asi cualquier otro
momento sera también nulo.

20



Equilibrio de un solido rigido

Aunque hay varias variantes de problemas resolubles con
las ecuaciones de la Estatica, las mas habituales son las
siguientes.

* Sabiendo que un sistema esta en equilibrio, se quiere co-
nocer qué fuerzas estan actuando sobre ¢l. De los ejem-
plos que siguen, el 1 y el 3 son de este tipo.

* Conociendo las fuerzas que actiian sobre un sistema, o
una cantidad suficiente de ellas, se quiere determinar
cuales son las posiciones de equilibrio. De los ejemplos
que siguen, el 2 y el 4 son de este tipo.

21



Ejercicio 1

Sobre un punto material actian las fuerzas ﬁl = (1;0; =3) N,
F,=(-5;3;2)N y P_)'3 = (0; 2;6) N. ;Qué fuerza E, hay que
anadir para que dicho punto esté en equilibrio?

Para que el punto material esté en equilibrio, la resultante de las
fuerzas que actuan sobre ¢l ha de ser cero. Por tanto,

ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3+ﬁ4:6

(1;0; =3) + (=5;3;2) + (0;2;6) + F, = 0
(—4;5;5)+F, =0

ﬁ4 = (4;-5;-5)N

22



Ejercicio 2

Un punto material se encuentra en un campo de fuerzas cuya expre-
siones F = (x% —4; 2y + 2;x + y + z) (SI). ;Cudles son, si exis-
ten, sus posiciones de equilibrio?

Para que el punto material esté en equilibrio, la resultante de las
fuerzas que actiian sobre €l ha de ser cero. Puesto que solo actua F,
F=0=(x2—-4;2y+2;x+y+2) =(0;0;0)=

X=2m

’x2—4=0:>x2=4=>{
X =—2m

L J2y+2=02y=—-1m

(Parax=2m: 2+ (-1 +z=0=
xX+y+z=0> 1 =>z=-1m
(Parax=-2m: (-2)+(-1)+z=0>=
=z =3m

Las posiciones de equilibrio son (2; —1; —1) my (—2; —1; 3) m.

23



Ejercicio 3

Una barra, de peso de modulo 210 N, se
encuentra en equilibrio apoyada en el suelo
y en una pared, tal y como muestra la figura.
Entre la escalera y la pared no existe roza-
miento. ;Cuales son las fuerzas que ejercen
la pared y el suelo sobre la escalera? ;Cual
es el coeficiente de rozamiento minimo que
debe existir entre escalera y suelo para que
no haya deslizamiento?

S
o

2 m

24



El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo
objeto de analisis, la escalera en este caso.

—

N ,
P, Las fuerzas que actilan sobre la escalera son:

peso de la escalera.

reaccion normal del suelo sobre la

l escalera.
5 F..: fuerza de rozamiento del suelo sobre
rs

la escalera.

P:
Nj:

gl

N

=l

. reaccion normal de la pared sobre
la escalera.

Como consecuencia de la accion de estas fuerzas, la escalera esta en
equilibrio.

25



Hay que establecer un sistema de referencia dextrogiro, si el enunciado
no especifica uno. Aqui hemos elegido el que se muestra en la figura.

Ny De P se conocen su modulo y orientacion.

—> —> . .
De N y N, se conocen sus orientaciones,
pero no sus modulos, Ns y N,,.

gl

De F,.. se conoce su direccion, pero no su
modulo n1 su sentido. Por tanto, se desco-
rs_ noce su componente X, F.; ,aunque si se

sabe que laY y la Z son 0.

ST1

Por tanto, tenemos 3 imcognitas: N, N, y
F.s . Necesitamos pues 3 ecuaciones.

26



Aplicando las condiciones de equilibrio, y utilizando para los
momentos el punto 4 (eleccion arbitraria), es

&» P+Ns+FEgs+N,=0
YA A= Mp+My +Mg +My =0
}_),l De la primera expresion, resulta
o (0-210;0) + (0; N5 0) + (N,;0;0) +

S < AT—> +(Frs,;0;0) = (0;0; 0)
V4 X ]V
S

(N, + Fg =0
—210+ N, = 0
0=0

A

27



Todos los momentos respecto al punto A tienen componentes X € Y
nulas. Utilizando Ginicamente la componente Z de la ecuacion

N 5
p =% — —
, . Mg+ My + Mz _+My =0
YA |' '| resulta
= B 210x1+0+0+ (N, x3) =0
| ;
| s
© > AR
z L ZX N, Fuerzas de brazo 0 m.
m
* Fuerza de modulo 210 N. * Fuerza de médulo N,,.
* Brazo 1 m.  Brazo 3 m.
o Sentido hacia fuera del » Sentido hacia dentro del
plano de la pagina. plano de la pagina.

Por tanto, 210 — 3 N — 0 Notese que, aunque se puede utilizar cualquier
punto para los momentos, una eleccion adecua-
da permite obtener una ecuacién mas sencilla.



’Np+FTSx=0
=210+ N, =0
210 — 3N, =0

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene
N, =210N = N, = (0; N;; 0) = (0;210; 0) N
N, =70N = N, = (N,;0;0) = (70;0;0) N
Fs,=—70N = E = (F; 0;0) = (=70;0;0) N
Por tanto, la fuerza que ejerce la pared sobre la escalera es

ﬁp = (70;0;0) N

Por su parte, la fuerza que ejerce el suelo sobre la escalera es

N, + E., = (0;210;0) + (=70;0;0) = (—70;210; 0) N

29



Puesto que es E.. = (=70; 0; 0) N, la fuerza de roza-
miento se dirige hacia la 1izquierda en la figura.

Esto significa que, si1 el rozamiento no fuera suficiente,

A . ., :

E el pie de la escalera deslizaria hacia la derecha.
© >

Z X

Para que no haya deslizamiento, ha de cumplirse que

F.<FE, . =uN,=70<pu210=0,3333 < u

r'Smax

Por tanto, el coeficiente de rozamiento minimo que se requiere €s
Umin = 0,3333

30



Ejercicio 4

Una barra, de 1,8 m de longitud y peso de
modulo 300 N, tiene un extremo articulado
a un punto fijo A. Sobre su otro extremo B
se aplica una fuerza horizontal, de modulo
F =200 N, tal y como muestra la figura.

. Para que valor del angulo 6 se encuentra la
barra en equilibrio? En esa posicion, ;cual
es la fuerza ejercida sobre la barra en la
articulacion?

L

31



El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo
objeto de analisis, la barra en este caso.

%

B F

<«— Las fuerzas que actian sobre la barra son:

-

F': mencionada en el enunciado.
A lﬁ P: peso de la barra.

fﬁ F 4. fuerza ejercida en la articulacion A.

Como consecuencia de la accion de estas fuerzas, la barra esta en
equilibrio.

32



Hay que establecer un sistema de referencia dextrogiro, si el enunciado
no especifica uno. Aqui hemos elegido el que se muestra en la figura.

%

B
YA

A ﬁelﬁ

©

De F 'y P se conocen sus modulos y
orientaciones.

De F, no se conocen modulo ni orienta-
c10on. Por tanto, se desconocen sus com-

ponentes X e Y, aunque si se sabe que la
Z es 0.

Ademas, se desconoce el valor del angu-
lo 6 para el que la barra se encuentra en
equilibrio.

Por tanto, tenemos 3 incognitas: Fy_, F Ay

y 6. Necesitamos pues 3 ecuaciones.

333



Aplicando las condiciones de equilibrio, y utilizando para los
momentos el punto 4 (eleccion arbitraria), es

%

B_.F F+P+F, =0

o o A= Mz +Mz+Mz; =0
F P Fa
A Ay lP De la primera expresion, resulta
@fﬁA g (—200; 0;0) + (0; —300;0) +
V4 X + (FAx; Fa; 0) = (0;0;0)

(=200 +F,_ =0
~300+F,, =0
0=0

A

34



Todos los momentos respecto al punto A tienen componentes X € Y
nulas. Utilizando Ginicamente la componente Z de la ecuacion

Mﬁﬁ'ﬁﬁﬁ'ﬁﬁA =6
resulta
200 x (1,8senf) +

@ +(—300 % (0,9cos8)) +0 =0
Qq
Fuerza de brazo 0 m.

e Fuerza de modulo 200 N. * Fuerza de modulo 300 N.

* Brazo 1,8 sen 6 (SI). * Brazo 0,9 cos 6 (SI).

» Sentido hacia fuera del » Sentido hacia dentro del
plano de la pagina. plano de la pagina.

Por tanto, 360senf — 270cosf =0

35



(—200+F, =0 —F, =200N
! =300+ F, =0—F, =300N

360senf — 270cos8 =0 = 360senf = 270cosf =

sen 6 270
=

cos 6 360

= tgh = 0,75 = 6 = 36,87°

Por tanto, la barra se encuentra en equilibrio cuando 6 = 36,87°.
En esa posicion, la fuerza ejercida sobre la barra en la articulacion
es F, = (200;300; 0) N.

36



Aplicacion: ley de 1a palanca

Una palanca es una maquina simple que esencialmente
consiste en una barra rigida que se apoya en un punto
sobre el que puede girar libremente.

Primer género Segundo género Tercer género

Fy Fy

FZ \H
F, 6 F,
* Balancin * Cascanueces * Cana de pescar
* Tyeras * Carretilla * Pinza de

e Tenazas depilacion

37



Aplicacion: ley de 1a palanca

La ley de la palanca establece que el modulo de 131 (el
“esfuerzo”*) por su brazo, es igual al modulo de F, (la
“resistencia”) por el suyo: F;d; = F,d,.”

—a

F

-

Los brazos mencionados por esta ley son respecto al punto
de apoyo.

“ En muchos textos, 131 recibe el nombre de “potencia”. Sin embargo, dar ese
nombre a una fuerza es poco adecuado, por no decir que totalmente incorrecto.

** Cierto solo para equilibrio. Para movimiento se requiere F;d,; > F,d,. N



Aplicacion: ley de 1a palanca

Vamos a demostrar esta ley mediante las ecuaciones de la
Estatica. Aunque lo vamos a hacer para una palanca de
primer género, se puede desarrollar demostraciones
analogas para los otros casos.

P 7| Elprimer paso es realizar el diagrama
l ' 1 de cuerpo libre de la barra.

I T ] Despreciando el peso de la propia barra,
di F, |d2 las fuerzas que actuan son:
F;: el “esfuerzo”.
ﬁzz la “resistencia”.
ﬁa: la fuerza ejercida por el punto de
apoyo.

39



Aplicacion: ley de 1a palanca

Vamos a considerar que, bajo la accion de estas fuerzas, la
barra esta en equilibrio.

Sea el sistema de referencia de la figura. Utilizando para los
momentos el punto de apoyo A, es

A=>1\7[>I3 +Mﬁ +1\_4)I3 =6

1 2 a

Todos estos vectores tienen componentes
s - 1 X e Y nulas. Utilizando tnicamente la

Yg;‘l} Fa| 42 componente Z de la ecuacion, resulta
Fidy + (—F,dy) +0=0 = F,d; = F,d,

_—

* Fuerza de mddulo F;. * Fuerza de modulo F;,. Fuerza de brazo O.
* Brazo d;. * Brazo d,.
 Sentido hacia fuera del  Sentido hacia dentro del

plano de la pagina. plano de la pagina.
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Aplicacion: principio de Arquimedes

El principio de Arquimedes establece que todo cuerpo
sumergido, total o parcialmente, en un fluido en reposo,
experimenta un empuje ascensional de modulo 1gual al
del peso del fluido desalojado.

Vamos a demostrar este principio mediante las ecuaciones
de la Estatica.
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Aplicacion: principio de Arquimedes

Las fuerzas que el fluido ejerce
sobre el cuerpo son las debidas
a la presion hidrostatica.

* Son fuerzas perpendiculares
a la superficie del cuerpo.

* Su modulo crece con la
profundidad, ya que la
presion también es mayor.
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Aplicacion: principio de Arquimedes

BAY

El denominado empuje
hidrostatico es la consecuencia
de este conjunto de fuerzas.

Notese que ese conjunto tiende
a empujar el cuerpo, al menos
aproximadamente, hacia arriba.

Nuestro objetivo es encontrar
un sistema de fuerzas, lo mas
sencillo posible, que sea equi-
valente al de las infinitas fuer-
zas infinitesimales debidas a la
presion hidrostatica.
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Aplicacion: principio de Arqguimedes

Sea el conjunto de puntos materiales de fluido que ocupaban
ese lugar antes de introducir el cuerpo.
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Aplicacion: principio de Arquimedes

Puesto que el contorno del conjunto es el mismo que el del
cuerpo, las fuerzas debidas a la presion son idénticas.
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Aplicacion: principio de Arquimedes

Por tanto, un sistema simple equivalente al de la imagen de
la derecha, es también equivalente al de la 1zquierda.
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Aplicacion: principio de Arquimedes

Vamos a completar el diagrama de
cuerpo libre de nuestro sistema de

particulas de fluido. :
Las fuerzas que actian son: N >‘>
* las debidas a la presion; S /
* ¢l peso. — 5 o

— F -
Estamos analizando un fluido / \
en reposo. Por tanto, esta en / / 4 4 \
equilibrio.

l
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Aplicacion: principio de Arquimedes

El conjunto de puntos materiales de
fluido de la figura no es un sélido

ro_ \
rigido. —

. . . \ \
Sin embargo, como ya se indi- \ >,
cO, que el conjunto de fuerzas ~Na /
exteriores sea un sistema nulo — < /
no es condicion suficiente, — E —

sistema de puntos materiales
est¢ en equilibrio.

pero si necesaria, para que un //'1/

48



Aplicacion: principio de Arquimedes

Por tanto, el conjunto de fuerzas de-
bidas a la presion ha de ser 1gual a

~ P, y ha de tener la misma linea de —
accion. \\‘A A >/
Asi pues, esa fuerza —P, con N /

esa linea de accion, es equiva- > 3

lente al conjunto de fuerzas — Pv «—
debidas a la presion que actian / ¥~
sobre el contorno de este con- / f 4

junto de puntos materiales de

fluido. |

Por tanto, es tambi¢n equivalente al conjunto de fuerzas
que actuaban sobre el contorno del cuerpo sumergido.
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Aplicacion: principio de Arquimedes

Consecuencias

* El empuje hidrostatico que actiia sobre un cuerpo
sumergido, total o parcialmente, esta orientado
exactamente hacia arriba, y su modulo es igual al
del peso del fluido desalojado.

* Ademas, la linea de accidon del empuje hidrostatico
pasa por el centro de gravedad del fluido desalojado.



Estabilidad del equilibrio

Una caracteristica importante de una situacion de equilibrio
es lo que sucede tras tener lugar una ligera perturbacion.

-y

. i —
oW &

Equilibrio estable Equilibrio inestable
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Estabilidad del equilibrio

. Como analizar la estabilidad?

Equilibrio.

|

15
v

Sistema nulo.

Ligero desvio.

J

> |

—

N

p)

El momento hace que
gire en sentido horario.
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Estabilidad del equilibrio

. Como analizar la estabilidad?

Equilibrio.

Sistema nulo.

a~

Ligero desvio.

El momento hace que
gire en sentido horario.
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Estabilidad del equilibrio

Veamos otro ejemplo.

Equilibrio estable | | Equilibrio inestable

Equilibrio
indiferente
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Estabilidad del equilibrio

Atendiendo a la estabilidad, las situaciones de equilibrio se
clasifican como sigue.

* Equilibrio estable: al desplazar el sistema ligeramente, y
liberarlo a continuacion, tiende a regresar a la situacion
de equilibrio.

* Equilibrio nestable: al desplazar el sistema ligeramente,
y liberarlo a continuacion, tiende a alejarse de la situacion
de equilibrio.

* Equilibrio indiferente: al desplazar el sistema ligeramente,
y liberarlo a continuacion, permanece en la nueva posicion.
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Estabilidad del equilibrio

Cuando un cuerpo puede desplazarse de diferentes formas,
la estabilidad puede ser diferente para cada una.
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Ejercicio 5

Una esfera rigida, menos densa que el agua, esta sumergida en ella
y unida al fondo mediante un muelle traccionado. Dicha esfera se
encuentra en equilibrio. ;Es este estable, inestable o indiferente?

Las fuerzas que actuan sobre la esfera son:

—

P P: peso.

E: empuje hidrostatico.

G ﬁm: fuerza ejercida por el muelle.

Ty, O

m Puesto que esta en equilibrio, es

P+E+FE,=0
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~ol
é‘m

S1 se desplaza la esfera ligeramente hacia arriba:
e P no varia;
e £ no varia;
e [, aumenta su modulo.

Por tanto, ahora P + E + F,,, noes 0, y se

dirige hacia abajo.

En consecuencia la esfera bajara, dirigiéndose
hacia la posicion de equilibrio.
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~ol
E’“m

S1 se desplaza la esfera ligeramente hacia abajo:
e P no varia;
e £ 1o varia;
. ﬁm disminuye su modulo.
Por tanto, ahora P+E+ ﬁm no es 6, y se
dirige hacia arriba.

En consecuencia la esfera subira, dirigiendose
hacia la posicion de equilibrio.

Es una posicion de equilibrio estable.
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Ejercicio 6

Una pelota compresible (a mayor presion, menor volumen) se en-
cuentra en equilibrio sumergida en agua. ;/Es este estable, inestable
o indiferente?

Las fuerzas que actuan sobre la pelota son:

—

P P: peso.
() E: empuje hidrostatico.
D Puesto que esta en equilibrio, es
P+E=0
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el

a~h

S1 se desplaza la pelota ligeramente hacia
arriba:
e P no varia;
* la presion es menor, por lo que la pelota
aumenta de volumen, desaloja mas agua, y
E aumenta su médulo.

Por tanto, ahora P + E no es 6, y se dirige
hacia arriba.

En consecuencia la esfera subira, alejandose
de la posicion de equilibrio.
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Tl

o/

S1 se desplaza la pelota ligeramente hacia abajo:

e P no varia;
* ]la presion es mayor, por lo que la pelota
disminuye de volumen, desaloja menos

agua, y E disminuye su modulo.

Por tanto, ahora P + E no es 6, y se dirige
hacia abajo.

En consecuencia la esfera bajara, alejandose
de la posicion de equilibrio.

Es una posicion de equilibrio inestable.
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Vuelco

Sabemos que, cuando un cuerpo apoya sobre

. = .
el suelo, este ejerce una fuerza N, la reaccion
normal, que impide que dicho cuerpo 1o atra- e ———
viese.

Esa fuerza esta repartida por toda la superficie >
de contacto. P ¢

[EEERREREEN

Sin embargo, es mas sencillo trabajar utilizando

un sistema equivalente: su resultante actuando -~
en el punto medio. P l
Pero cuidado: esta equivalencia requiere que la ﬁT
presion ejercida por el suelo sea la misma en

todos los puntos.
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Vuelco

-

F , : , =
—» ;Qué ocurre si actta la fuerza F de la
figura?
S1 el coeficiente de rozamiento es su-
| . .
ficiente, el suelo ejerce la fuerza de
_ rozamiento F,. = —F, de modo que el
——» cuerpo no desliza.
5 ‘ A F y F, constituyen un par de fuerzas
F i que, por si solo, haria que el cuerpo

w girara en sentido horario en la figura.

Esto hace que la presion del suelo sobre la superficie de
contacto sea mayor en la parte derecha, y menor en la
izquierda.
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Vuelco

-

F yeq
— ¥ Por estar el cuerpo en equilibrio, es

N=-P , pero para ser equivalente N
ya no puede actuar en el punto medio
del area de apoyo. Ahora estara situada
mas hacia la derecha.

— Asi, N y P constituyen un par de fuer-
~ A ;55 que, por si solo, haria que el cuer-
po girara en sentido antihorario en la

W figura.

Este par estabiliza el cuerpo pues, de forma natural, la nue-
va distribucion de presiones es tal que los momentos de los
dos pares son opuestos, anulandose entre si.
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Vuelco

-

F /4 . , -
— ;Qué¢ ocurre s1 el modulo de F va

aumentando gradualmente?

El momento del par de fuerzas F y ﬁr

|
es cada vez mayor.
- Para equilibrarlo, el momento del par
> de fuerzas N y P ha de crecer al mismo
. ~— ritmo
F_)' Pih ,. ——4 —g
<« El modulo de N y P es constante. Por
N T tanto, ha de crecer la distancia entre

sus lineas de accion.

Para ello, la distribucion de presiones es cada vez mas
intensa a la derecha, para asi desplazar N hacia ese lado.
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Vuelco

La animacion muestra este proceso.

Idealmente, dicho proceso finaliza

e s é
cuando la reaccion normal N alcanza
el limite A de la superficie de contacto.

En esta situacion, el vuelco es inminen-

te. Si F aumenta, el momento desesta-
bilizador ya no puede ser compensado,
y el cuerpo adquiere aceleracion angu-
lar no nula.

Como consecuencia, el cuerpo vuelca
girando sobre el punto A.
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Vuelco

Existen numerosas variantes del proceso (cambios en el
punto de aplicacion de las fuerzas, suelo inclinado, apoyos
multiples, ...), pero la esencia es la misma: un cuerpo esta
en situacion de vuelco inminente cuando la reaccion normal
alcanza el limite exterior de la superficie de contacto.

Cuidado: la reaccion normal puede actuar en un punto
donde no hay contacto con el suelo, siempre que no esté
fuera del contorno exterior.
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Ejercicio 7 F,
El bloque de la figura tiene un peso de

modulo 6000 N, y su coeficiente de ~

rozamiento con el suelo horizontal es

practicamente infinito. Se tira del bloque L »I

con una fuerza F aplicada en el punto
que se indica.

3 m

a) (En que punto actua la reaccion normal s1 F = 1500 N?

b) ;En qué punto actua la reaccion normal s1 F = 4800 N?

c¢) ;(Para qué valor de F es inminente el vuelco?

d) S1 el coeficiente de rozamiento fuera 0,2, ;estaria el bloque en
equilibrio para F = 1500 N?

e) S1 el coeficiente de rozamiento fuera 0,2, ;para qué valor de F
seria inminente el desequilibrio?
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a) HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
brio (no desliza ni vuelca).

L.

~ El primer paso es realizar el diagrama
P ¢ de cuerpo libre del cuerpo objeto de
< T analisis, el bloque en este caso.

Las fuerzas que actiian sobre el bloque
son:

mencionada en el enunciado.
peso.
: reaccion normal.

s U e 1

. fuerza de rozamiento.

Como consecuencia de la accion de estas fuerzas, y de acuerdo con
la hipotesis adoptada, el bloque esta en equilibrio.
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a) . HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
'y, brio (no desliza ni vuelca).

Hay que establecer un sistema de refe-

P¢ A rencia dextrogiro, si el enunciado no
Y 413_ t O especifica uno. Aqui hemos elegido el
| N que se muestra en la figura.

De F' y P se conocen sus modulos, orientaciones y lineas de accion.

9 . o y V4 o 5y
De E,. se conocen su orientacion y su linea de accidn, pero no su
modulo, F..

De N se conoce su orientacion, pero no su modulo, N, ni su linea de
accion, dada por su distancia d al punto A (eleccion arbitraria).

Por tanto, tenemos 3 incognitas: F,, N y d. Necesitamos pues 3 ecua-
ciones.
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HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
brio (no desliza ni vuelca).

Aplicando las condiciones de equilibrio,
y utilizando para los momentos el punto
A (eleccion arbitraria), es

De la primera expresion, resulta

(1500;0;0) + (0; —6000;0) + (0O; N;0) + (—E-;0;0) = (0; 0;0)

(1500 — F. = 0
—6000+ N =0
0=0

A
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a) r@,l . HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
'y, brio (no desliza ni vuelca).

= " Todos los momentos respecto al punto
N Pi 4 A tienen componentes X e Y nulas.
Y = . O Utilizando tnicamente la componente Z
" L N 7 de la ecuacion
z A 3m Mﬁ+ﬁﬁ+ﬁﬁ+ﬁﬁr=6
resulta

(=1500 x 2) + 6000 X 1,5 + (=Nd ) +0 = 0 = 6000 — Nd = 0
X

e Fuerza de modulo 1500 N.

* Brazo 2 m. - 0
« Sentido hacia dentro del uerza de brazo 0 m.

plano de la pagina.

e Fuerza de modulo 6000 N. e Fuerza de modulo N.

* Brazo 1,5 m. * Brazo d.

» Sentido hacia fuera del » Sentido hacia dentro del
plano de la pagina. plano de la pagina.
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a) I_Lin,l ) HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
'y, brio (no desliza ni vuelca).

e 5 (1500 —F. = 0
N
V4 € ¢ A 1 —6000+ N =0
Fr N 6000 — Nd = 0
4 X d )

3m
Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene

E. =1500 N N = 6000 N d=1m

. Como se comprueba la hipotesis de no deslizamiento?

Puesto que u es practicamente infinito, también lo es F,.
Por tanto, se cumple que F. < F,.

= uN.

max
max’
. Como se comprueba la hipotesis de no vuelco?

Se cumple que d € [0; 3] m, que es el intervalo dentro del contorno

exterior de la superficie de contacto.
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. L5m _ HIPOTESIS: El bloque esté en equili-
| |_F> brio (no desliza ni vuelca).

= " Seguimos el mismo proceso que en el
N P ¢ 4 apartado (a), salvo que F = 4800 N.
Y F O Los cambios aparecen destacados en
" N azul claro.
V4 X d 5> o — > — .
3m De FF+ P + N + F. = 0 se obtiene
(4800; 0; 0) + (0; —6000;0) + (0O; N;0) + (—E-;0;0) = (0;0;0)
(4800 — F,. =0
T —6000+ N =0
L0=0

De M 2 M S M = M B= 0, utilizando unicamente la componente
Z de la ecuacion se obtiene
(—4800x 2)+6000x 1,5+ (—Nd)+0=0 = -600—Nd =0
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. L5m _ HIPOTESIS: El bloque esté en equili-
| |_F> brio (no desliza ni vuelca).

= 5 (4800 — F, = 0
@\
YA < ' A 1 -6000+N=0
fr N —600 — Nd = 0
z X a )

3m
Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene

F. =4800N N = 6000 N d=-=0,1m
. Como se comprueba la hipdtesis de no deslizamiento?
Puesto que u es practicamente infinito, también lo es F,.
Por tanto, se cumple que - < F._ ..
. Como se comprueba la hipotesis de no vuelco?

Es d & [0; 3] m, quedando fuera del contorno exterior de la superficie
de contacto. En consecuencia, el bloque vuelca, y NV actia en el Gnico
punto en contacto con el suelo, A.

= uN.

max
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C) . HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
Iy, brio (no desliza).

Estamos estudiando la situacion de
vuelco inminente. Por tanto, sabemos

Py 4 . or tant
413_ /? que dicho vuelco aun no tiene lugar.
T -
N

El primer paso es realizar el diagrama

Actua ahi porque la situacion de cuerpo libre del cuerpo objeto de
es de vuelco inminente. analisis, el bloque en este caso.

Las fuerzas que actiian sobre el bloque son:

mencionada en el enunciado.
peso.
:© reaccion normal.

. fuerza de rozamiento.

=] LT

Como consecuencia de la accion de estas fuerzas, y de acuerdo con
la hipotesis adoptada, el bloque esta en equilibrio.



C) . HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
Iy, brio (no desliza).

Hay que establecer un sistema de refe-

Pi A rencia, si el enunciado no especifica
Y 413_ ? uno. Aqui hemos elegido el que se
T N muestra en la figura.

De P se conocen su modulo, orientacion y linea de accion.

De F, N y FE. se conocen sus orientaciones y lineas de accion, pero
no sus modulos, F', N y F,..

Por tanto, tenemos 3 incognitas: F, N y F,.. Necesitamos pues 3 ecua-
ciones.
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C) ) HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
'y, brio (no desliza ni vuelca).

Aplicando las condiciones de equilibrio,

Pi 4 y utilizando para los momentos el punto
YN 4= ? A (eleccion arbitraria), es

F+P+N+E =0
A= Mﬁ+Mﬁ+Mﬁ+Mﬁr =0
De la primera expresion, resulta

(F;0;0) + (0; —6000; 0) + (0; N; 0) + (—F-; 0;0) = (0;0; 0)

(F—FE. =0
—6000+ N =0
L0=0

A
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A

HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
brio (no desliza ni vuelca).

Todos los momentos respecto al punto
A tienen componentes X e Y nulas.

Utilizando tnicamente la componente Z
de la ecuacion

Mﬁ-I-Mﬁ-I-Mﬁ-l-Mﬁr:O

resulta

(—Fx2)+6000x1,5+04+0=0 = —2F +9000 = 0

~.

e Fuerza de modulo F.

* Brazo 2 m.

» Sentido hacia dentro del
plano de la pagina.

Fuerzas de brazo 0 m.

e Fuerza de modulo 6000 N.

* Brazo 1,5 m.

» Sentido hacia fuera del
plano de la pagina.
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C) I_Lin,l ) HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
'y, brio (no desliza ni vuelca).

g 3 (F—FE. =0
[Q\
YA € ¢ A ) 6000+ N =0
fr ﬁ? —2F 49000 =0
7 X | )

3 m

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene
F =4500N N = 6000 N E. = 4500 N

. Como se comprueba la hipotesis de no deslizamiento?

Puesto que u es practicamente infinito, tambien loes F._ . = uN.

Por tanto, se cumple que F. < F. ..
Se podria haber comenzado por el apartado (¢), y asi saber que en el
apartado (a), con F = 3000 N < 4500 N, no habia vuelco, y en el

(b), con F = 4800 N > 4500 N, si.
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El tnico cambio respecto al apartado (a) es el del valor del coeficiente
de rozamiento, que aqui es 0,2 en lugar de practicamente infinito.

Por tanto, el desarrollo es 1déntico hasta inmediatamente antes de que
se haga uso por primera vez de dicho valor.

A continuacion se reproduce la pagina en la que eso sucede, marcando
con una linea roja el limite a partir del cual el desarrollo varia.
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. 1,5m ) HI.P(')TESIS:. El bloque esta en equili-
| |_F> brio (no desliza ni vuelca).

) (1500 — F, = 0

P¢ A —6000 + N =0

Y - O
Fr N 6000 — Nd = 0
Z X d )

3m
Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene

E. =1500 N N = 6000 N d=1m

A

. Como se comprueba la hipdtesis de no deslizamiento?

F. =1500 N

Por tanto, el bloque no vuelca (es d € [0; 3] m), pero si desliza.
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¢)

Los motivos por los que el bloque puede desequilibrarse son los
que siguen.

* Vuelca. Ya sabemos (apartado (¢)) que es inminente para
F = 4500 N.

* Se alza del suelo. Es inminente st N = 0 N, ya que el modulo de la
reaccion normal no puede ser negativo. En nuestro caso es siempre
N = 6000 N, por lo que no puede darse el caso.

* Desliza. Tenemos pendiente obtener el valor de F para el que el
deslizamiento es inminente.

El desequilibrio se produce cuando tiene lugar cualquiera de estas
circunstancias.

Vamos a analizar la situacion que nos falta: el deslizamiento inmi-
nente.
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€) . HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
Iy, brio (no vuelca).

Estamos estudiando la situacion de

P ¢ deslizamiento inminente. Por tanto,
413— T sabemos que dicho deslizamiento atin
r N no tiene lugar.

El primer paso es realizar el diagrama
de cuerpo libre del cuerpo objeto de
analisis, el bloque en este caso.

Las fuerzas que actiian sobre el bloque son:

mencionada en el enunciado.
peso.
:© reacciOon normal.

=TT

. fuerza de rozamiento.

Como consecuencia de la accion de estas fuerzas, y de acuerdo con
la hipotesis adoptada, el bloque esta en equilibrio.
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€) . HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
Iy, brio (no vuelca).

Hay que establecer un sistema de refe-

P¢ A rencia, si el enunciado no especifica
Y 413_ O uno. Aqui hemos elegido el que se
| N L—»‘ muestra en la figura.

De P se conocen su modulo, orientacion y linea de accion.

De F y E. se conocen sus orientaciones y lineas de accion, pero no
sus modulos F y F,.

De N se conoce su orientacion, pero no su modulo, N, ni su linea de
accion, dada por su distancia d al punto A (eleccion arbitraria).

Por tanto, tenemos 4 incognitas: F, F., N y d. Necesitamos pues
4 ecuaciones.
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€) ) HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
Iy, brio (no vuelca).

Aplicando las condiciones de equilibrio,

P i 4 y utilizando para los momentos el punto
Y| 4=— O A (eleccion arbitraria), es
F'r ﬁt_" - - — - —
d F+P+N+F =0

A= Mﬁ+Mﬁ+Mﬁ+Mﬁr =0
De la primera expresion, resulta

(F;0;0) + (0; —6000; 0) + (0; N; 0) + (—F-; 0;0) = (0;0; 0)

(F—FE. =0
—6000+ N =0
L0=0

A
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€) 1,5m HIPOTESIS: El bloque esta en equili-

| | F.  brio (no vuelca).

e
= " Todos los momentos respecto al punto
N Pi 4 A tienen componentes X e Y nulas.
Y = O Utilizando tnicamente la componente Z
" L N y de la ecuacion
Z X —> — —> —> -
3m Mﬁ-I-Mﬁ-I-Mﬁ-l-Mﬁr:O
resulta

§X2)+6000><1,5+(—Nd)+0=0 = —2F +9000—Nd =0

e Fuerza de modulo F.

* Brazo 2 m. - 0
« Sentido hacia dentro del uerza de brazo 0 m.

plano de la pagina.

e Fuerza de modulo 6000 N. e Fuerza de modulo N.

* Brazo 1,5 m. * Brazo d.

» Sentido hacia fuera del » Sentido hacia dentro del
plano de la pagina. plano de la pagina.
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1 F

—

HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
brio (no vuelca).

La cuarta y ultima ecuacion es la dada
por la condicion de deslizamiento inmi-
nente.

E. =F,. =uN = 0,2N

max
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€) I_Lin,l HIPOTESIS: El bloque esta en equili-
Iy, brio (no vuelca).

= (F—FE. =0
~ Pl y —6000 + N = 0
s 4 © ) —2F+9000-Nd =0
r
N _
, XL d E, =02N
3m

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene
F=1200N E. =1200N N = 6000 N d=11m
Existen dos formas de comprobar que el desequilibrio se alcanza por
deslizamiento.
* El deslizamiento es inminente para F = 1200 N, menor que el
valor F = 4500 N para el que el vuelco era inminente.
* En la situacion de deslizamiento inminente se tiene d € [0; 3] m,
por lo que alin no ha alcanzado la situacion de vuelco inminente.

En resumen el desequilibrio es inminente, por deslizamiento, para
F =1200 N.

90



Ejercicio 8

Una columna tiene un peso de modulo
7700 N, y se encuentra tumbada sobre el
suelo horizontal, con el que tiene un coefi-

ciente de rozamiento practicamente infini- F
to. Para alzarla se dispone un cable 1deal 36,87° v
anclado en el punto mostrado en la figura. IE
El cable pasa por una polea ideal, y se vaa »I S
tirar de su otro extremo con una fuerza F. 2.4m

. Que valor ha de superar F para que la columna comience a alzarse?
¢/ Cuales son los modulos de la reaccion normal y de la fuerza de ro-
zamiento cuando ese comienzo €s inminente?
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- HIPOTESIS: La columna esta en equilibrio.

-

F Estamos estudiando la situacion de vuelco
~ (deseado en este caso) inminente. Por tanto,

# l / N sabemos que dicho vuelco aun no tiene lugar.

» o El primer paso es realizar el diagrama de
La reaccion normal ctia ahi

porque la situacion es de vuel- | Cuerpo libre del cuerpo objeto de analisis,
co inminente sobre ese punto. la columna en este caso.

Las fuerzas que actiian sobre la columna son:
P: peso.
N: reaccion normal.
13,,: fuerza de rozamiento.
T: fuerza ejercida por el cable.

Como consecuencia de la accion de estas fuerzas, y de acuerdo con
la hipotesis adoptada, el bloque esta en equilibrio.
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VA = HIPOTESIS: La columna esta en equilibrio.

Hay que establecer un sistema de referencia

Aqui hemos elegido el que se muestra en la

© figura.

/Z

- . 4 4 5 K
De P se conocen su modulo, orientacion y linea de accion.

— - —> . . 4 4
De N, E. y T se conocen sus orientaciones y lineas de accion, pero no
sus modulos, N, F,. y T.

Por tanto, tenemos 3 incognitas: N, F,. y T. Necesitamos pues 3 ecua-
ciones.

al
E. SN . .
_,l dextrogiro, si el enunciado no especifica uno.
P —
N
>
X
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YA}'

F

HIPOTESIS: La columna esta en equilibrio.

Aplicando las condiciones de equilibrio, y
utilizando para los momentos el punto A
(eleccion arbitraria), es

De la primera expresion, resulta

(0; —7700;0) + (0O; N;0) + (—E-; 0;0) +

(—E.+0,8T =0

A

L0=0

+(T cos 36,87°; T sen 36,87°;0) = (0; 0; 0)

—7700+ N +0,6T =0
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Y4 ?V dr
E;
p ﬁ
1,2m|N
® >
/ X

HIPOTESIS: La columna esta en equilibrio.

Todos los momentos respecto al punto A
tienen componentes X € Y nulas.

Utilizando unicamente la componente Z
de la ecuacion

e Fuerza de modulo 7700 N.

* Brazo 1,2 m.

» Sentido hacia fuera del
plano de la pagina.

.Y como podemos obtener el valor de d1?

Fuerzas de brazo 0 m.

* Fuerza de modulo T.

* Brazo d.

» Sentido hacia dentro del
plano de la pagina.
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El valor de d; se puede obtener por trigonometria.

4
h= = 0,5333

tg36,87° -

dr = p+24=05333+24=
8\36'8” — 29333 m
I;‘. dr = csen36,87° =
1. — 29333 sen 36,87° =
b 2;4 m — 1,76 m

C

Por tanto, la componente Z de 1\71} es —Tdy=—1,76T (SI)

En consecuencia,
7700 x 1,24+ 0+ 0+ [—-1,76T] =0 = 9240 — 1,76T =0
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Otra posibilidad es descomponer T en dos partes, T’ y T" Cuyos
brazos sean sencillos de obtener.

Por el teorema de Varignon, el sistema formado por 7' y T, concu-
rrentes en B, es equivalente a T'. Por tanto, los momentos son 1idénticos.

T T MTZMTI-I-MT//:}Mﬁ-l-Mﬁ-l-Mﬁr-l-MT/+M?n=0
36,37°
B = & Utilizando tnicamente la compo-
T Al
= hente Z, es
. el 7700 X 1,2 + 0 + 0 +

+[ (—(T'cos 36,87°) X 0,4)+ (—(T'sen 36,87°),x 2,4)] = 0

e Fuerza de modulo T’ = T cos 36,87°. | | * Fuerza de modulo T"" = T sen 36,387°.

* Brazo 0,4 m. * Brazo 2,4 m.

* Sentido hacia dentro del plano de la * Sentido hacia dentro del plano de la
pagina. pagina.

Por tanto, 9240+ 0+ 0 — 0,327 — 1,447 =0 = 9240 —1,76T =0
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Una ultima posibilidad es obtener el momento de T mediante el
correspondiente producto vectorial.

T
Y4 36,87°
&

B
Al =
I 2 4m <
© >
Z X
M- =AB x T = (—2,4;0,4;0) x (T cos 36,87°; T sen 36,87°; 0) =
7 7k
=|_24 04 o0|=(0;0;,—-176T)
08T 06T 0

Utilizando Gnicamente la componente Z de M 5 ar M = r M g T M 7 = 0,
resulta 9240+ 0+ 0+ (—1,76T) =0 = 9240 — 1,76T =0
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YA ?’

f [—F +08T =0

ﬁl fﬁi J —7700+ N +0,6T =0
o > 9240 — 1,76T = 0

4 X N

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene
N = 4550 N E.=4200N T =5250N

. Como se comprueba la hipotesis de no deslizamiento?

Puesto que u es practicamente infinito, también lo es F,. = uN.

Por tanto, se cumple que . < F. . ..

max

Ademas, como se cumple que N = 0 N, tampoco se alza en el aire.

Como el vuelco es inminente, tampoco vuelca aun. En consecuencia,
la hipoétesis es correcta: la columna esta en equilibrio.

Por ultimo, por ser el cable y la polea 1deales, es F = T = 5250 N.
Ese es el valor que hay que superar para que la columna comience a
alzarse.

HIPOTESIS: La columna esta en equilibrio.
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Ejercicio 9

Sea el sistema de la figura, donde las barras
estan articuladas entre si en el punto D,y a
sendos puntos fijos A y B. La barra 1 tiene
1,8 m de longitud y peso de mddulo 300 N.
Los correspondientes valores de 1a barra 2
son 1,5 my 200 N. ;Que¢ fuerzas se ejercen
sobre estas barras en las articulaciones?
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El primer paso es realizar los diagramas de cuerpo libre de los

cuerpos implicados: las barras 1 y 2.
N {V Las fuerzas que actuan son:
b1 P;: peso de la barra 1.

fuerza ejercida en la articulacion A.

lp 1 Fp,: fuerza ejercida en la articulacién D
A sobre la barra 1.
E Af ﬁzz peso de la barra 2.

Fg: fuerza ejercida en la articulacion B.

Fp,: fuerza ejercida en la articulacion D
- P, sobre la barra 2.

Como consecuencia de la accion de estas
fuerzas, ambas barras estan en equilibrio.
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Hay que establecer un sistema de referencia dextrogiro, si el enunciado
no especifica uno. Aqui hemos elegido el que se muestra en la figura.

D {' De P; y P, se conocen sus modulos y
D1 orientaciones.

® De ﬁA, ﬁB, ﬁm y ﬁpz no se conocen

lﬁ modulos n1 orientaciones. Por tanto,
se desconocen sus componentes X €

5 f Y, aunque si se sabe que las Z es 0.

Por tanto, tenemos 8 incognitas: fy _,

D @ B F_)B FAya FBxaFBya FDlxDFDlya FszYFDzy.
Necesitamos pues 8 ecuaciones.
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Aplicando las condiciones de equilibrio a la barra 1, y utilizando para
los momentos el punto 4 (eleccion arbitraria), es

D/ }_))1+F_)A+F_>'D1=6

FDl —_— —_— —_— —
0 A=>Mﬁ1+MﬁA+MﬁD1=O
YA
lﬁl De la primera expresion, resulta
A (0;=300;0) + (Fs; Fa i 0) +
F
Af + (FDlx; FD1y} 0) = (0;0;0)
© >
/Z X

KFAx +FD1x — 0(1)
_300 +FAy +FD1y — O (2)
L0=0

A
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Todos los momentos respecto al punto A tienen componentes X € Y
nulas. Utilizando Ginicamente la componente Z de la ecuacion

Mﬁl-l-MﬁA-l-M* =0

Fpq

resulta

Fuerza de brazo 0 m.
(=300 % (0,9 cos 60°)) + o‘+/
+ K—me X (1,8 sen 60°)) +
Fp1, % (1,8 cos 60°)] =0

* Fuerza de modulo 300 N. « Componente Fpq . * Componente fpy .
* Brazo 0,9 cos 60° (SI). * Brazo 1,8 sen 60° (SI). * Brazo 1,8 cos 60° (SI).
» Sentido hacia dentro del * SiFpy, > 0, sentido * Si me > 0, sentido
plano de la pagina. hacia dentro del plano hacia fuera del plano
de la pagina. de la pagina.

Por tanto, —135 — 1,559F); + O,9FD1y =0(3)
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Aplicando las condiciones de equilibrio a la barra 2, y utilizando para
los momentos el punto B (eleccion arbitraria), es

De la primera expresion, resulta
c P (0; —200; 0) + (FBx; F,) o) +

Z § + (FDZx;FDZy; 0) = (0;0;0)

KFBx + Fsz =0 (4)
—200 + FBy + FDZy — O (5)
L0=0

A
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Todos los momentos respecto al punto B tienen componentes X ¢ Y
nulas. Utilizando Ginicamente la componente Z de la ecuacion

1, 5 m —> = —> R —> R — -
MP2+MFB+MFD2 0
0,75
resulta Fuerza de brazo 0 m.
YA >
p ® B/F, 200x0,75+07F
- D - X —
2B [0+ (=Fpz, x 15)| =0
© >
Z X
e Fuerza de modulo 200 N. « Componente Fp; . e Componente F D2,-
* Brazo 0,75 m. * Brazo 0 m. * Brazo 1,5 m.
* Sentido hacia fuera del e Si Fuzy > 0, sentido
plano de la pagina. hacia dentro del plano
de la pagina.

Por tanto, 150 — 1,5FD2y = 0(6)
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Por ultimo, notese que Fp; Y Fp, son las fuerzas que las barras se
¢jercen mutuamente a través de la articulacion en D.

D {V Por tanto, en virtud de la tercera ley de
bl Newton, se tiene que

l—> Fpy = —Fpy =
= (FDlx; Fpi,; 0) = = (Fszi Fpa,; 0)

FDlx — _szx (7)
FDly — _FDZy (8)
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Recapitulando: Resolviendo este sistema
de ecuaciones, se obtiene:
(F, +Fp, =0(1) Fp, =1443N
—300 + Fy, + Fpy, =0 (2) Fy, =400 N
—135 - 1,559Fp,  + 0,9Fp,, =0 (3) Fg. = —144,3N
< Fg + Fpy, =0(4) Fp, =100N
—200 + Fp, + Fpp, =0 (5) Fpi, = —144,3N
150 — 1,5FD2y =0 (6) Fpi, =—100N
Fp1, = —Fpa, (7) Fp, =1443N
| FD1 _FDZ (8) szy = 100N

Por tanto, las fuerzas ejercidas sobre las barras en las articulaciones
son:

= (144,3;400; 0) N Frp, = (—144,3; —=100; 0) N
Fy = (—144,3;100;0) N  F,, = (144,3;100;0) N
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A continuacion aparecen representadas las fuerzas actuantes, a escala
y con sus orientaciones correctas.

D‘/ﬁ

D1
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Ejercicio 10 g
@\
Sea el sistema de la figura, donde un Im 2,
cartel esta colgando, mediante dos cables r ﬂ
1deales, de una barra horizontal empo- 0,2m \ \

trada en una pared. Los modulos de los
pesos del cartel y de la barra son 200 N © | —»
y 50 N, respectivamente. Sobre el cartel
actiia un viento cuya accion equivale a |< .I

una fuerza ﬁ'v horizontal hacia la derecha 1m

de modulo 72,79 N, aplicada en el punto medio del borde izquierdo.
a) Analizando el cartel obténgase, en el estado de equilibrio, los
modulos T; y T; de las tensiones en los cables 1zquierdo y derecho,
respectivamente, y el angulo 8 que estos forman con la vertical.

b) Analizando la barra obténgase, en el estado de equilibrio, la
fuerza y el momento a los que equivale el sistema de fuerzas que
actian en el empotramiento.
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a) El primer paso es realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo
objeto de analisis, el cartel en este caso.

_)\ R Las fuerzas que actuan sobre el cartel son:
Tic Tac P.: peso del cartel.
— ~ ﬁv: fuerza equivalente a las ejercidas por
Fy lPC el viento sobre el cartel.

Ticz fuerza ejercida por el cable izquierdo

sobre el cartel.

Tdcz fuerza ejercida por el cable derecho
sobre el cartel.

Como consecuencia de la accion de estas
fuerzas, el cartel esta en equilibrio.
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Hay que establecer un sistema de referencia dextrogiro, si el enunciado
no especifica uno. Aqui hemos elegido el que se muestra en la figura.

_,% _)% De P.y F, se conocen sus modulos y
Tic Tac\  orientaciones.
VA — De ﬁ-c y Tz no se conocen modulos ni
E, lﬁc orientaciones. Sin embargo, si se sabe que
ambas fuerzas tienen la misma orientacion,

que corresponde con el angulo 6 descono-
cido para el que ¢l cartel se encuentra en
equilibrio.

Por tanto, tenemos 3 incognitas: T;., T
y 6. Necesitamos pues 3 ecuaciones.
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Aplicando las condiciones de equilibrio al cartel, y utilizando para los
momentos el punto 4 (eleccion arbitraria), es

R A
AV

A= Mﬁc+Mﬁv+M7ic+M7dc =0

p’c De la primera expresion, resulta
(0; —200;0) + (72,79;0;0) +
+(—T;.sen8;T;.cosd;0) +
+(—T,4.sen@;T,;.cosB;0) = (0;0;0)

(72,79 —T;.senf —T,;.senf = 0
—200+ T;.cos0@ +T,.cos0 =0
L0=0

A
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Todos los momentos respecto al punto A tienen componentes X € Y
nulas. Utilizando Ginicamente la componente Z de la ecuacion

-

. 0 R 0 Mﬁc+ﬁﬁv+1\7?ic+ﬁ?dc=0
AVIIEAY

1E resulta Fuerza de brazo 0 m.
YA =)

0

=)

E lﬁ (=200 % 0,5) + 72,79 X 0,4 + 0 F
v C
+ [(T . sen @Y% 0 + (T . cos0) x 1] =0

1m
© > * Componente T;. sen 6.
Z X e Brazo 0 m.
e Fuerza de mdodulo 200 N. | | » Fuerza de mdodulo 72,79 N. * Componente T;. cos 6.
* Brazo 0,5 m. * Brazo 0,4 m. * Brazo 1 m.
» Sentido hacia dentro del  Sentido hacia fuera del  Sentido hacia fuera del
plano de la pagina. plano de la pagina. plano de la pagina.

Por tanto, —70,88 + T;.cos8 =0
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A

Recapitulando:
(72,79 — T;.senf —T,;.senf =0
—200+T;.cos0 +T,.cos8 =0

| —70,88+ T4.cos6 =0

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene
6 = 20,00°
T;, = 137,4N
Ty = 75,43 N
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Una articulacion impide el desplazamiento
relativo entre los solidos en contacto.

Esto se consigue porque se ejercen mutuamente
las fuerzas necesarias, opuestas entre si en virtud
de la tercera ley de Newton.

Una articulacion si permite el giro relativo entre
los solidos.

Un empotramiento impide tanto el desplaza-
miento como el giro relativos entre los solidos
en contacto.

Esto se consigue porque se ejercen mutuamente
las fuerzas necesarias, opuestas entre si en virtud
de la tercera ley de Newton.

El sistema de fuerzas que actiia sobre cada uno
de los solidos es equivalente a su resultante mas
el correspondiente momento.
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Vamos a realizar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo objeto de
analisis, la barra en este caso.

-~ Las fuerzas que actiian sobre la barra son:

F =
i J P,: peso de la barra.
B ) ﬁ-b: fuerza ejercida por el cable izquierdo

\ Tib lp b Tdb sobre la barra.

fdb: fuerza ejercida por el cable derecho
sobre la barra.

Ademas, actuan las fuerzas ejercidas
sobre la barra en el empotramiento en

B, que equivalen a su resultante F, mas
su correspondiente momento M,.

Como consecuencia de estas acciones, la barra esta en equilibrio.
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Hay que establecer un sistema de referencia dextrogiro, si el enunciado
no especifica uno. Aqui hemos elegido el que se muestra en la figura.

P De P}, se conocen su modulo y orientacion.
e

YA M)f De T;. y T, se conocen sus modulos ya que,
al ser cables 1deales, se tiene que

= B
- |P ,
%Tibl 2 ) Tdb Tib — TiC — 137,4 N . Tdb — TdC — 75,43 N
También se conocen sus orientaciones, puesto
7 X que ya se sabe que 8 = 20,00°.

De F, no se conocen modulo ni orientacion. Por tanto, se desconocen
sus componentes X € Y, aunque si se sabe que la Z es 0.

De 1\_4; se sabe que es perpendicular al plano de la pagina, pero no si
su sentido es hacia dentro o hacia fuera. Por tanto, se desconoce su
componente Z, aunque si se sabe que la X y la 'Y son 0.

Por tanto, tenemos 3 incognitas: F, , F, y M, . Necesitamos pues
X y VA
3 ecuaciones.
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Aplicando las condiciones de equilibrio a la barra, y utilizando para los
momentos el punto B (eleccion arbitraria), es

- ﬁb+ﬁe+fib+fdb=6

Fe
Vi B=>Mz +Mz +M, + M= M= =20
YA MJ py T Mg, T Me + Mz, + Mz,
. B Momento de las fuerzas
— Pb — ejercidas sobre la barra en
] Ti b 6T b el empotramiento.
De la primera expresion, resulta

(0;-50;0) + (. ; F, ; 0) +

+(137,4 5en 20,00°; —137,4 sen 20,00°; 0) +

+(75,43 sen 20,00°; —75,43 sen 20,00°; 0) =
= (0;0;0)

(F, +72,79 =0

F,, —250,0 = 0

0=0

A
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Todos los momentos respecto al punto B tienen componentes X ¢ Y
nulas. Utilizando Ginicamente la componente Z de la ecuacion

|< 0,6 m F b e ib db

M resulta  Componente | | * Componente T;;, cos 6.
& ) Tip sen@. e Brazo 1,2 m.
B

 Brazo 0 m. * Sentido hacia fuera del

50x 0,6 +0+ M 4+ plano de la pagina.
Tip 0= Tap
=i t [(137,4 56 20,00°) X 0 +
~
S

+(137,4 sen 20,00°) x 1,2] +

+ [(75,43 sen 20,00°) x 0 +
+(75,43 sen 20,00‘2')( 0,2] +

>
V4 X

* Fuerza de modulo 50 N. Fuerza de e Componente | | * Componente T,; cos 6.

 Brazo 0,6 m. brazo 0 m. Tap senb. * Brazo 0,2 m.

 Sentido hacia fuera del * Brazo 0 m. » Sentido hacia fuera del
plano de la pagina. plano de la pagina.

Por tanto, Mez + 1991 =0
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Recapitulando:

(F, +7279=0
Fe, — 250,0 =0
M., +199,1=0

A

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene
F., =—=72,79N
Fey = 250,0 N
M, =-199,1N-m

Por tanto,

F, = (—72,79; 250; 0) N
M, = (0; 0;—199,1)N - m
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