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Abstract

La teoria de las curvas en el plano y en el espacio forma parte fundamental en la formacion en geometria
de un futuro ingeniero, arquitecto, fisico o matemadatico. En este trabajo presentamos un laboratorio virtual
interactivo dedicado a la visualizacion de las propiedades mds importantes de las curvas: el triedro de
Frenet, la curvatura, la torsion, etc. con la idea de que los alumnos puedan adquirir y afianzar mds
rapidamente sus conocimientos sobre el tema.

The theory of curves in the plane and in the space is a fundamental part in the formation in geometry of a
future engineer, architect, physicist or mathematician. We present here an interactive virtual laboratory
developed to visualize the most important properties of curves: Frenet trihedron, curvature, torsion, etc.
with the aim of students acquiring and strengthening their knowledge on the subject more quickly.

Keywords: Virtual laboratory, MATLAB®, tangent vector, normal vector, binormal vector, curvature, center of
curvature, torsién, osculating circle, involute
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1 Introduccion

El uso de las nuevas tecnologias dentro del proceso de ensenanza-aprendizaje ha ido adquiriendo
durante los ultimos anos cada vez mas importancia, lo que ha permitido que los alumnos pueden
adquirir més facilmente competencias y capacidades (Benito, 2006). En este sentido se debe
de destacar las posibilidades que ofrece el uso de del ordenador, con sus enormes capacidades
de célculo y graficas, en la ensenanza de asignaturas de caracter técnico y cientifico, facilitando
la transmision de conocimientos. La utilizacion por parte de los alumnos de los laboratorios
virtuales permiten trabajar eficientemente muchos conceptos de los campos de las matematicas,
fisica, ingenieria, etc. de manera que el estudiante adquiere un papel activo en el proceso de
ensenanza-aprendizaje (Depcik, 2005).

En este trabajo presentamos una Interfaz Gréafica de Usuario (GUI) de Matlab que puede uti-
lizarse en las practicas docentes de aquellas asignaturas universitarias que estudien la teoria de
curvas en el espacio. El laboratorio virtual permite visualizar de forma dinamica las propiedades
geométricas de una curva tales como la curvatura, la torsion, la longitud de arco, los vectores
tangentes, normales y binormales, el circulo osculador, la evoluta, etc. Pueden consultarse las
referencias (Barragén, 2014) y (Mathworks, 2015) sobre las GUI de Matlab.

Otros trabajos relacionados con el uso de laboratorios virtuales y herramientas informaticas
para el estudio de curvas son los de GIEMATIC, (Benitez, 2012), (Mora, 2012) y (Cuadrado,
2015). En el trabajo se presenta un laboratorio virtual enfocado al estudio de las propiedades
geométricas de las curvas en tres dimensiones por parte de los alumnos de ingenieria y ar-
quitectura. Se comienza introduciendo los conceptos de vector tangente, vector normal, vector
binormal, triedro de Frenet, longitud de arco, curvatura, centro de curvatura, torsiéon, circunfer-
encia osculatriz, evoluta, etc. y se dan las expresiones que permiten su calculo. A continuacién
se presenta detalladamente la interfaz grafica de usuario de Matlab. Por medio de ejemplos se
muestra en tiempo real informacién gréafica y analitica de cada uno de los distintos conceptos
que se han estudiado previamente en funcion del parametro que define la curva, de manera que
el alumno pueda afianzarlos y comprenderlos mejor.

Una de las caracteristicas de la aplicacién es que se obtiene informacién relevante sobre las
curvas a partir de graficos animados para cada uno de los conceptos que se estudian, de forma
que se aprecia de forma dinamica la variaciéon de las propiedades geométricas a lo largo de los
distintos puntos de la curva, en funcién de los valores del parametro que la define.

Se ha disenado esta herramienta para su uso tanto en las aulas informaticas como en orde-
nadores particulares, aunque no se disponga del paquete MATLAB®, ya que se ha generado
una version ejecutable de la misma. En cualquier caso se facilitara al alumno una guia detal-
lada del laboratorio virtual con una descripcion de los distintos parametros de la aplicacion y
acompanada de ejemplos ilustrativos.

Con la herramienta que hemos desarrollado se intenta afianzar los conocimientos tedricos
adquiridos por los alumnos sobre la teoria de curvas en el espacio, dedicando una especial
atencién a:

e Visualizacion de los vectores tangentes, normales y binormales (triedro de Frenet) a una curva
generada a partir de su expresion en coordenadas cartesianas, paramétricas.

e Establecer diferencias entre las distintas parametrizaciones que puede tener una curva.

e Interpretacién de una curva en paramétricas y sus propiedades a partir del movimiento de
un punto.
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e Conocimiento del concepto de longitud de arco y valoracién de su importancia en la geometria
(parametrizacion).

e Obtencion e interpretacion geométrica de la curvatura y la torsion a lo largo de los puntos
de la curva.

e Conocimiento y visualizacion de los conceptos de centro de curvatura, circunferencia oscula-
triz, evoluta y su relacion con la curvatura.

e Estudio de los distintos tipos de coordenadas mas usados para la definiciéon de curvas.

e Estudio de alguna de las curvas espaciales més famosas.

2 Fundamentos tedricos

Una curva puede considerarse como una linea continua de una dimensién, que varia de direccién
paulatinamente. Normalmente una curva se puede obtener como la traza «(I) de una aplicacién
a: I — R3 donde I es un intervalo. Se dice que la curva C = a(I) estd parametrizada por a.

Si « es diferenciable se llama vector tangente o vector velocidad a o'(t). El vector tangente
unitario es T = &/(t)/||/(t)|| si &/(t) # 0. Si ademds o(t) # 0 se llama vector binormal

unitario a _ o(t) Na(t))
o/ () A o (2]

donde A indica el producto vectorial. Se llama vector normal unitario a

N=BAT.

La funcién longitud de arco s : I — R? se define por s(t) = [ ||a’(u)||du donde a es el extremo
izquierdo de I.

La curvatura de « en el punto t se define por

_ '@ A a"(@)]]

K= e @

Se sabe que la curvatura de una curva mide la desviacién de ésta respecto a una direccion
prefijada. Es una medida de cémo cambia el campo de vectores tangentes. Si la curva esta
parametrizada por la longitud de arco la Ecuacion 1 se reduce a

k(t) = la"(®)]- (2)

La torsion se define por la expresiéon

)@ 0) Aa" ()]
N PO )

Mide el cambio de direccién del vector binormal: cuanto mas rapido cambia, mas rapido gira
el vector binormal alrededor del vector tangente y mas retorcida aparece la curva.

El circulo osculador a una curva en un punto dado es una circunferencia cuyo centro se encuentra
sobre plano que contiene a los vectores tangente y normal (plano osculador) y tiene la misma
curvatura que la curva dada en ese punto. Al centro y el radio de este circulo se les conoce
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como centro de curvatura y radio de curvatura respectivamente. El radio de curvatura solo esta
definido si &/(t) # 0 y coincide con 1/k(t) . Se llama evoluta al lugar geométrico de los centros
de curvatura.

Para profundizar sobre la geometria de curvas se pueden consultar las referencias (Roman,
2013), (Puente, 2007) y (Lastra, 2015).

3 El laboratorio virtual

La aplicacion CURVA3D que presentamos puede verse en la Figura 1. Debajo del titulo se
encuentran los campos donde el usuario introduce los parametros de entrada.

Los pardmetros de entrada son:

e Expresion de la curva: campo en donde el usuario debe de introducir la expresién que define
la curva. El parametro tiene que ser forzosamente t. Por ejemplo para la hélice circular
se escribiria [t, cos(t), sin(t)].

e Para la multiplicacién, divisién y potencias hay que utilizar los operadores de MATLAB®
Ky, )y LT

e Valor inicial: corresponde al valor inicial del parametro t.

e Resolucion: niimero de puntos usados para dibujar la curva.

e Velocidad: valor entre 0 y 1 que permite controlar la velocidad de la animacion.
e Grafico animado: si se selecciona se muestra una visualizacién dinamica.

e {: muestra una visualizacién estatica correspondiente al punto «(t) de la curva.

e Tipo de grafica: curva, longitud de arco, curvatura, torsién y circulo osculador y evoluta. Si
previamente se ha marcado la casilla de grafico animado entonces

— En el caso de seleccionar curva se genera un grafico en movimiento del triedro de
Frenet a lo largo de la curva. En color rojo aparece el vector tangente, en magenta el
vector normal y en verde el vector binormal.

— En el caso de seleccionar circulo osculador se visualiza un punto que se va moviendo a
lo largo de la curva en funcién del parametro que la define, el circulo correspondiente
circulo osculador y la evoluta.

— En el resto de casos se generan dos graficos dindmicos: el primero muestra un punto
que se va moviendo a lo largo de la curva en funcién del parametro que la define y el
segundo a un punto que se va moviendo a lo largo de la representacién grafica de la
longitud de arco, curvatura y torsion segun el caso.

Si no se ha marcado la casilla de grafico animado entonces se muestran las correspondientes
visualizaciones estaticas correspondientes al punto de la curva determinado por ¢. El botén
Pulsar botén procede a la generacion de los graficos.
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Expresion de la curva

Valor inicial: I:l Valor final: I:l Resolucion: 300

Tipos de grafica |Cuwa v O Grafico animado

Velocidad= | 0.01 Pulsar boton

Figura 1 — Interfaz del laboratorio virtual.

3.1 Ejemplo

En este ejemplo se muestra una captura correspondiente a la hélice circular

x = cos(t)
y = sen(t)
z=1

para t € [0,67] y al triedro de Frenet en t = 10.6541.

Eile Edit View |Inset Jools Desktop Window Help

DEde | AR EL- Q0@ | nD

1=10.6641

Figura 2 — Gréfica de la hélice circular y el triedro de Frenet.

@MSEL
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3.2 Ejemplo

En la siguiente figura se muestra las gréficas de la curva a(t) = (¢,¢2,t3),¢ € [0, 3] y su longitud
de arco. Se puede apreciar que la funcion longitud de arco no es lineal en este caso. Puede
observarse como la longitud de arco adquiere mayor pendiente en los puntos donde crece o
decrece mas rapidamente la curva.
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Figura 3 — Grafica de la curva del ejemplo y su longitud de arco.

3.3 Ejemplo

Las siguientes tres figuras presentan las graficas de la curvatura, torsion y varias capturas del
circulo osculador correspondientes a diversos valores del pardametro de la curva

a(t) = ((1 4 2cos(2t)) cos(t), (1 4 2 cos(2t)) sen(t), sen(2t)), ¢ € [0, 27](nodo toroidal).

1(gR§FICA DE LA CURVATURA

k=15
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08 b
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06 7

0-5 1 1
0 2 4 6 8

Figura 4 — Gréfica de la curva del ejemplo y de su curvatura.
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GRAFICA DE LA TORSION
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Figura 6 — Grafica de la curva del ejemplo, de su circulo osculador y de su evoluta.

4 Resultados

Con estd herramienta creemos que el alumno podra asimilar mas facilmente los conceptos
relacionados con la teoria de curvas espaciales, de manera que la informacién de tipo grafico

que aporta el laboratorio virtual ayude a la compresién de la parte tedrica.

Se propone la siguiente metodologia a seguir en las asignaturas de matematicas de las ingenierias
y, en general, en aquellas disciplinas de caracter cientifico en donde se necesita conocer y manejar

la geometria diferencial de curvas:

1) Introduccién en las clases habituales de aula de los conceptos tedricos necesarios.

2) En las clases de laboratorio de ordenador se explicard con detalle como se usa la herramienta

docente para obtener informacién relativa a las curvas y sus propiedades.
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3) Se propondran una serie de ejercicios ilustrativos en donde los alumnos tengan que deducir
a partir de la informacién grafica proporcionada por la aplicacién informatica aspectos
relacionados con las propiedades geométricas de las curvas. A continuacién se trataria de
que los estudiantes resuelvan algunos de loa problemas planteados de forma analitica.

Para valorar la incidencia de esta metodologia se propone la realizacién de una pequena encuesta
al final de la sesién préctica.

Los pasos 2) y 3) propuestos también son susceptibles de realizarse de manera auténoma y
autodidacta por parte del alumno en su propio ordenador, incluso aunque el alumno no disponga
del paquete de software Matlab en su casa, mediante el uso de una versiéon ejecutable del
laboratorio virtual que hemos desarrollado. Se facilitard al alumno una guia detallada del
laboratorio virtual.

5 Conclusiones

El laboratorio virtual y la propuesta metodolégica se ha disenado para su utilizacién en aquellas
asignaturas de matematicas de los primeros cursos de ingenieria en donde se estudien en pro-
fundidad la teoria de curvas. La sencillez de manejo, rapidez, opciones graficas e interactividad
pueden ser tutiles a la hora de profundizar sobre muchos de los conceptos geométricos que se
estudian. También pueden utilizarse en clases de expresion gréfica.
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